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INTRODUCAO

O presente texto tem por objetivo introduzir aspectos tedricos do Método
de Galerkin Localmente Descontinuo (GLD) [6] para equacdes de convecgao
—difusdo no caso unidimensional:

O + 6, (f(u) — a{u)feu) =0 em (0,T) x (0,1),
u(t=0)=wu, em (0,1) (condicio inicial)
u{z =0)=u(r =1) em (0,T) condi¢do de fronteira periédica
(0.1)

A idéia bdsica do método é transformar o problema num sistema de
E.D.P’s de primeira ordem e entdo discretizd-lo pelo método Runge-Kutta-
Galerkin Descontinuo (RKGD) (7, 8]. Mostraremos a estabilidade do GLD
sob hipétese bastantes gerais e uma estimativa do erro no caso linear, i.e. f
linear ndo nula e ¢ uma constante positiva. Estes resultados sdo , respecti-
vamente, o contelido dos Teoremas 3.2.1 e 3.3.1 abaixo, cujas demonstracoes
s80 expostas aqui com detalhes. O método também funciona bem no caso
linear multidimensional [6].

Observamos que o GLD difere do Método de Galerkin Descontinuo (GD)
para equagbes parabélicas introduzido por {10]. Neste, as solugdes
aproximadas sao contfnuas no espago, pois o espago de elementos finitos
estdo contidos em espagos de Sobolev de {ndice positivo. No GLD os espagos
de elementos finitos na varidvel espacial sdo subconjuntos de L?, a saber,

Vi = {v € L'(0,1);9);, € PXIp),5=1---, N},

1+]

sendo as fungdes aproximadas descontinuas no espago e no tempo.

A taxa de convergéncia do método é da ordem de (Ax)* para o problema

3.1 no caso linear, i.e. a(-) “ae i) 4 ¢. No caso puramente hiperbélico,

caso a = 0, a taxa de convergéncia é da ordem de (Az)*+'/2, esta é a mesma
taxa de convergéncia do método de Galerkin descontinuo original [6].
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A técnica usada para provar o Teorema 3.3.1 é uma combinagdo do re-
sultado de estabilidade em L2, provado no Teorema 3.2.1 e das propriedades
de aproximacédo do espaco de elementos finitos.

Além do Capftulo 3 sobre o GLD, escrevemos dois outros capitulos que
auxiliam na compreensio desse método. Como trataremos de aspectos tedricos
do Método de Galerkin Localmente Descontinuo, no Capitulo 1 apresentamos
alguns resultados tedricos de interesse geral. Comegamos com uma desigual-
dade do tipo Poincaré inversa, seguimos com a teoria de Aproximagio em
Espacos de Sobolev, depois com a Teoria de Interpolagdo para o Método de
Elementos Finitos e finalizamos com um resultado de Anilise Matricial.

No Capitulo 2 apresentamos trés métodos de elementos finitos: o método
de Galerkin cldssico, 0 método de difusdo e o método de Galerkin descontinuo,
para o problema modelo abaixo de equacdo de convecgao-difusao :

eAu+ug+u =f em

¥ =g em Of,
onde Q C R?, e ¢ é uma constante positiva, ¢ vz = §- Vv denota a derivada
na diregdo 5. Tendo em vista que o processo usado por esses métodos é
aproximado, é fundamental termos uma idéia da “qualidade” da solucdo
aproximada. Para isso apresentamos, para cada método, um resultado de
estabilidade e um teorema de estimativa do erro da aproximagio da solucio
exata u.

Analizamos entdo no Capitulo 3 a estabilidade e a estimativa do erro no
caso linear do Método de Galerkin Localmante Descontinuo para a equacio
0.1 onde u é um escalar e a{u) > 0.



Capitulo 1
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos alguns resultados tedricos que sio de interesse
geral. Eles sdo cruciais para demonstragdes nos Capitulos 2 e 3. Comecgamos
com uma desigualdade tipo Poincaré inversa, seguimos com a teoria de
Aproximagido em Espagos de Sobolev, depois com a teoria de interpolacio
para o método de Elementos Finitos e finalizamos com um resultado de
Andlise Matricial. As bibliografias que usamos para estes tdpicos, sao,
respectivamente, [11], {5, 11], [11] e [4].

1.1 Uma desigualdade de Poincaré inversa

Nesta segde demonstramos um resultado que pode ser chamado de uma
“desigualdade de Poincaré inversa”, uma vez que serd uma desigualdade de
Poincaré escrita no sentido contrdrio. Ela encontra-se enunciada e
demonstrada em [11], p. 142, para ¢ caso [ = 1. A demonstracio para
um natural ! qualquer praticamente nao difere daquela para [ = 1. Esta de-
sigualdade é usada na verificacdo da estabilidade do método de difusdo com
e > 0 [11] (v. Observagio 2.3.3).

Lema 1.1.1 (Cf. [11], p. 142). Se K € um tridngulo e v € PY(K), entio
2 -2 2
]K IVol2dz < chy [K lo[2dz,

i.e.
[ Vollx < ahg!llv]lx, (1.1)
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onde hx & digm(K).

Demonstragéo: Primeiramente vejamos a demonstra¢io para o caso em
gue K € o tridngulo canénico K (dito tridngulo de referéncia) de vértices
(0,0), (1,0} e (0,1). Neste caso, hx =1, e 1.1 reduz-se a

IV9ll/llellxc < €, (1.9)

para alguma constante C independente de v € P!(K); notemos que 1.1 é
trivialmente satisfeita se {|v||x = 0. Para provar 1.2, definimos

£ = {1V 2/ lv)1%,

onde x = (z1,---,zy) € R"/{0} e v = &)L, 2:¢;, sendo {¢;})Y, uma base
de PHK). (O valor exato de N & (I -+ 1)(I + 2)/2, mas isto nao serd uti-
lizado.) O que precisamos mostrar € que f € uma fungéo limitada em
RV /{0}. Observemos que f é uma fungdo homogénea de grau zero, i.e.
f(sx) = f(x), ¥s€R/{0}, vx € RY/{0}, logo, € suficiente mostrar que f
é uma fungio limitada na esfera unitdria SV = {c € RV; |¢| = 1}. Mas
isto segue-se do fato de f ser uma fungdo continua e S¥~! ser um conjunto
compacto.

No caso geral {K um tridngulo qualquer), tomamos uma aplicacdo afim
invertivel F: K — K, e temos que

SN (275 AN 1295
/ﬁ Vv o F(&)[%d% < C ]K v o F(%)[2d%, (1.3)

Y v € P{K), pelo caso particular que acabamos de provar acima. A aplicacio
F tem a forma F(%X) = Bx+b, % € K, onde B é uma matriz real 2 x 2
invertivel ¢ b é um vetor do R% Agora ¢ sé uma questao de aplicar o teorema
de mudangas de varidveis em 1.3, usando que Vv o F = ({(Vv) o F)B, para
ver o resultado pretendido. De fato, assim procedendo, obtemos que

[ (vo)BPRax < € [ v(x)Pax,

onde fizemos o cancelamento do determinante Jacobiano, i.e. detB, o qual
aparece em ambos 0s membros desta desigualdade. Logo, temos 1.1, visto que
B é uma matriz invertivel cuja norma é da ordem de hg; mais precisamente,

12]lxa = [|B™" Bzl|nz < [|B7*||{|Bz]|xs
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vz € R?, Jogo,

|1B2|lne 2 B 7]|2][na, (14)
onde a norma || - || de matriz que estamos usando € a norma de operadores
lineares, logo,

B < I[B]] < 2hx, (1.5)

onde para a dltima desigualdade usamos a Observacio 1.1.3 abaixo. ll

Observagio 1.1.2 A estimativa 1.4 vele em geral para uma matriz invertivel
de ordem qualquer, com o mesmo argumenio dado acima para obté-la.

Observacgao 1.1.3 Vamos provaer equi a dltima desigualdade em 1.5:

Identificando os lados do tridngulo K com vetores v;, i = 1,2, 3, e o vértice
de K, dado pela intersegdo das origens de vy e vy, por b, a nogsa aplicacido
F fica caracterizada pelas equacoes

F(e,-):v,v-i-b, f=1,2,

onde e;, 1 = 1,2 denotam os vetores da base canénica do R? ou seja, tomando
B como sendo a matriz da transformacio linear T do R? no R? tal que
T(e;) = v;, i = 1,2, temos que a aplicacdo afim invertivel F' que transforma
K em K é dada por
F(z)=Bz+b, zeR%.

Notemos que K, o tridngulo de referéncia, é o triangulo cujos lados podem ser
identificados com os vetores €;, i = 1,2. (Notemos também que o terceiro lado
do triangulo K, identificado com v3, é linearmente dependente de vy e vy,
i.e. v3 = vo—v;. Por esta razdo ele ndo foi usado na caracterizacio de F que
acabamos de dar acima. E imediato verificar que o terceiro lado do triangulo
K & transformado no terceiro lado do tridngulo K, i.e. F(ea—e1) = va—vy).
Feitas estas consideracdes fica fdeil concluir o que desejamos. Com efeito,
temos que

IBIl % sup;, oy, sy lIBzllee
< SUP L R ey 1YL 22Vl e, 2= (21, 22),
< 8B R ey UVl + Vel }
< hiesup i, {la + )
< thup{zeRz‘_”‘“RFlQ\|z||Rn
< 2hx. M



1.2 Teoria de aproximagao em espacgos de Sobolev

Consideraremos o espago de Sobolev W™P(£2) o qual , para quaisquer m >
0 inteiro, 1 < p < oc, e aberto £} do R, consiste daquelas funcdes v €
LP(Q1) para as quais todas as derivadas parciais 8“v, no sentido das distribui-
¢bes ,com |a| < m pertencem ao espago LP(f). A norma em W™P(2) serd
denotada por || - ||wmsg), i

. n lp
olhwmo@ & (5 [ 16%0Pdz) ", vewme(@),

le]€m
sel<p<c,e
Holwes@y & max |[v]|1=(Q), ve W=¥(Q),
|x)<m

se m = oc. Também usaremos a notagso | - |Wj,p{n], J < m, para representar
a semi-norma dada pelas derivadas de ordem j, i.e.

[olwime & (T /n °uPdz), v e W™P(Q),

lal=4

sel <p<Loce
|vwere) L fglgH”HL“(Q)a v € WeP(§1),
se p = oc.

Definicio 1.2.1 Dois conjuntos abertos Q e Q do R™ séo afim—equiva-
lentes se existe uma aplicagdo afim invertivel:

F:2eR"— F(z)= Bi+becR", B € M,,(R") invertivel, b € R",
tal que O = F(Q)

Neste caso, cada ponto i € ) fica identificado com o ponto z = F(2) € §,
e vice-versa: cada ponto x € {1 fica identificado com o ponto £ = F~1(z) € {}.



Teorema 1.2.2 ([5], p. 121). Sejam )} um aberto do R®, k > 0 e m>0
nimergs inteiros € p,q € (1, <] tais que os espagos de Sobolev W*H1P(Q)) e
W™((]) satisfacam a inclusdo

WhH(() o Wme(Q).

Seja ainda T € LW 12(Q), W™#((1)) uma transformagdo linear
PXQ) invariante, i.e. ) )

Il =p, VpePH).
Finalmente, pare qualquer conjunto aberto ) afim—equivalente ao conjunto f},
consideramos a transformacdo linear g € LW LP(Q), W™P(Q))) associada
a 11, a qual € definida pela relagéo

(Hﬂv). = ﬁﬁ:

ie. (Hgv)(z) = (T10)(2), para quaisquer v € W*HP(Q) e z € ), onde &
estd relacionado com x sequndo a defini¢do 1.2.1 acima (i.e. z = F(£)) e

5% 4o F-1. Entdo eriste uma constante c(1,Q) que sd depende de 1
e 1 tal que, pare todo conjunto £} afim-equivalente a ) e qualquer Juncéo
v € WHP(Q), vale a seguinie estimativa:

P hk+1
IU - Hﬂ'Ulwm‘q(Q] S C(H, Q)[Ql(lfw—{lfp)?n_;_lv

WHLR(Q)) (1.6)

onde h % diam($2), p & sup{diam(S); onde S ¢ uma bola contida em N} e
2| € @ medide de Lebesgue de 2.

Demonstragao: V. [5], p. 121.

Este teorema é o resultado que dé o titulo desta secéo , pois IIav pode
ser visto como uma aproximagio da fungio v num subespaco de W™4((}) e
a desigualdade 1.6 fornece uma estimativa do erro cometido nesta aproxima-
¢ho . Seu enunciado foi retirado épsis litieris de [5]. Recomendamos ao leitor
também [5], p. 114, para ver o enunciado do teorema das imersées de Sobolev;
v. também [1], p. 97. Casos particulares interessantes do teorema acima sao
o Coroldrio 1.2.3 abaixo e Teorema 1.3.2 da préxima secio , os quais serdo
usados nos Capitulos 2 e 3 desta Dissertacdio .
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Corolério 1.2.3 Sejam I um intervalo da reta e P a projecdo do L*(I) em
PX(I). Entéo
IPv = vfjieeqry < el T2 0] gar ), (1.7)

IPv = vllzaqny < el I* [v]marqay. (1.8)

Demonstracao: Tomando no Teorema 1.22 k > 0,m = 0,p = 2,¢ =
oc,d = I,{2 = (0,1), e I1 a projegio do L*((0,1)} em P*((0,1)), obtemos
imediatamente o resultado 1.7. Para o resultado 1.8, tomamos os mesmos
valores acima exceto o valor de g que neste caso deve ser iguala 2. W

1.3 Teoria de Interpolagao para o método de
Elementos Finitos

O método de elementos finitos é uma técnica geral para construir solugoes
aproximadas para problemas de valor de fronteira. Ele consiste em dividir
o domfnio da solugdo em um nidmero finito de subdominios, 0s elementos
finitos, e usar conceitos variacionais (solugdes fracas), para construir uma
aproximacgdo da solugdo sobre cada cole¢io de elementos finitos. Para as
demonstragdes dos resultados de estimativa do erro dos métodos desse
capitulo usaremos resultados da teoria de interpolagdo para o método de
elementos finitos. Vamos entdo fazer uma breve introdugio a essa teoria.

Nesta secdo trabalhamos com £ C R? um dominio poligonal, i.e um
aberto limitado conexo cuja fronteira é uma curva fechada retilinea por
partes. Faremos uma triangulagdo de £ em um conjunto T = {Ky,---, K}
de tridngulos K;, com §} = Ugen, K = K; U+ -- U Ky, tal que nenhum vértice
de um tridngulo pertenca ao lado de qualquer outro tridngulo. Para cada
K € T}, definimos:

hyx = didmetro de K
pr = didmetro do circulo inscrito em K
h = maxhy
KeT,
Assumiremos que existe uma constante o independente da triangulagio T),
i.e independente de h, tal que ££ > o VK € T, ( condigio de &ngulo minimo;

11



triangulacdo regular). A constante o é uma medida do menor dngulo em

qualquer K € T,
Para um dado inteiro nao-negativo ! introduziremos o espaco de elementos

finitos:

Ve = VP & (v € HY(Q);v]x € PHUKWVK € T})
(espago das fun¢des polinomiais por partes de grau no méximo !} onde PH{K)
é a restricdo a K dos polindmios de grau no méximo /.

Definigao 1.3.1 Sejam zf, i = 1,--+, N, o0s nds de Ty, i.e 03 vértices dos
tridngulos K. Dado v € C%(Q) definimos o interpolante T de v, se exis-
tir,como sendo o elemento em V}, tal que

ﬁh(:z"i) =U(Ii);i: 1:"":N'

Comecaremos enunciando resultados bésicos de estimativa do erro v — 7" em

cada K € Tj,.

Teorema 1.3.2 Sejo K € T, um tridngulo com vértices a';i =1, 2,3. Dado
v € C°(K), seja o interpolante T € P'(K) definido por:

(af) = v(af);i=1,2,3. (1.9)
Entdo :
[v = 7| 10o(x) < Ch|v|w2oo(x); (1.10)
h2
o = T [wrm(rey < C;E|U|wa.oo(p(]; (1.11)
[v = 7|2y < Ch|vlasy; (1.12)
€
o h%
}‘U — ¥ |H1(K) < C;;l‘vlyz(m; (1.13)

onde C € uma constanie independente de K e v.

Demonstragao: A demonstragdo deste Teorema € a mesma do Coroldrio
1.2.3 da secdo anterior, ou seja, este Teorema também é uma consequéncia,
podemos dizer, imediata do Teorema 1.2.2. Com efeito, basta fazer as
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escothas apropriadas dos pardmetros no Teorema 1.2.2 para se chegar as
estimativas 1.10-1.13 acima: Tomemos ( = K =o tridngulo de referéncia de
vértices (0,0), (0,1) e (1,0), @ = K, k = 1, IT o operador de interpolacio
definidoem 1.9¢; p=g=0c, m =0, para se obter 1.10; p=g=o0c, m =0,
para se obter 1.11; p=¢ =2, m =0 parase obter 1.12; p=¢g=2, m =1
para se obter 1.13. @

Observacio 1.3.3 A constante C em 1.10 pode ser tomada como sendo
igual 6 2 e em 1.11, igual a 6; v. [11], p.85

Observagio 1.3.4 Trabalhando com polindmios de grau maior do que 1
obtemos, de forma andloga, as seguintes estimativas:

{|lv — ’UhHLm(K] < Chlf(l-llvlwlﬂ.m(k'); (1.14)
‘I;l:l
[v = |wree(iey £ C——[vlppisrioogroy; (1.15)
PK
Hu - Hh”m{;() < C’h‘,}"llvlgm(m; (116)
[
g
|’U - ﬁhlyi(hf) < Cp—K[‘UIHI+1U(); (1.17)

onde C' é uma constante independente de K e v.

Na verdade, se o leitor preferir, podemos escrever a estimativa do erro local
em relagdo a qualquer norma || - |[ze(x), 1 < p < oc, ou, mais geralmente, em
relagdo a qualquer semi-norma | - fwmek), 1 < p L oc,m € {0,1,---,1}, de
forma sucinta como uma s estimativa, a saber,

h! 41
|‘U —’Uhlwm »(K) < CF|U|WH1 P(K)s (1.18)
K

onde C é uma constante independente de K, m, p e v. Com efeito, para
obtermos este resultado, basta usarmos o teorema 1.2.2 com ) =tridngulo
de referéncia K de vértices (0,0), (1,0) e (0,1), k = I, ¢ = p, II =operador
de interpolagdo e ) = K.
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Com a estimativa local 1.18 podemos estimar facilmente o erro de inter-
polagdo global em relagao a qualquer semi-norma |- fyyms(q). De fato, usando
que a malha (triangulagdo ) ¢ regular, i.e. px/hx > o > 0, VK, Vh, temos:

lv— ’Uhlgvmm{n) = ZKGT v E:'|wm P(K}
2
< Zr(e'r C2p (t+1- m]( )2m|1’|wl+1p(K)

Ih?{l+1-—m]
S O =2 xer, 'V |w'+w(m
2bﬂ(l+1—m)
=C _'_i_'lvle“ ()
entao e
"U — ’Uhlwm p() = <C I‘Ule),p(g). (1.19)
Em particular, temos as estimativas
||v - ’Uh”rn(n) < Ch™*vlpimq) (1.20)

|’U -7 |y1{g) < Ch, I'Ulylh(n),
as quais sdo obtidas de 1.19 tomando-se p = 2 e, respectivamente, m = 0 ¢

m=1,

1.4 TUm resultado de Analise Matricial

O teorema que enunciamos ¢ demonstramos a seguir encontra-se como um
exercicio em {4] (exerc. 15, p. 66; v. também o exerc. 14 da pigina 87).
Nesta Dissertacio ele serd usado na demonstragio do Lema 3.3.3, na forma
da Observacao 1.4.6.

Teorema 1.4.1 Seja I um intervalo da reta. Dadas as fungdes fo € L(I),
e fr,--, fx € L*(I) linearmente independentes, definimos o
Juncional

Glhy--- ) =1 [ ) fy{e)e),

onde | /I F:(1) f;(t)dt| denota o determinante da matriz N x N
A ([ 1@f0d, 1< 05 <N.

14



Definimos também g aplicegdo

Qx) = /I[f"(t)_ 3 xifi(t))t,

1<5EN
onde x = (z1,--+,25) € RY. Entio
. G(fﬂsfla"'st)
min Q = , 1.21
xERNQ G(fl:“"fN) ( )

onde G(fo, fi, -+, fn) & det[[,fi(t)f:'(t)dt]tas&,jsrv-

Demonstragao: Vamos considerar as seguintes notagoes :

() =)

i ¥ (fo,f) para i=1,---,N;
p =(p, -, pa);

p% « (f[hfl])§

B— p —

G(fl]sfla'“'JfN)-:— I!> A 1
|

onde —p— representa uma linha cujas entradas sdo as coordenadas de p
(explicagao andloga para a notacdo correspondente na vertical).

Um fato interessante da matriz A é que ela é simétrica e estritamente
positiva definida. A simetria provém da simetria do produto interno (-,-) e
a positividade pode ser facilmente vista com o seguinte argumento devido a
Stieltjes {[4], Apéndice D, p.385):

(AX,X) = E aij:n,-a:j= E I‘fmj(fi,fj)

15;.:‘51\’ 1<i,3<N )
=f > f”ims‘fi(t)fj(f)dt=f ( Y wifi(t)%dt = 0.
? 1<iggN ¢ 1gigN
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Notemos que sendo fi,- - - fn linearmente independentes, a desigualdade aci-
ma é uma igualdade somente no caso em que

X = (1,7, &) =0,

logo a positividade de A é estrita. Agora, desenvolvendo o quadrado na
defini¢do de @, temos
Qe) = h) -2 3 zfo@i)+ 3 zizifit)f(t)at
1<j<N 1<ig<N (1.22}

= p§ — 2(p, %) + (Ax,x).

Para motivar o raciocinio que se segue, abrimos aqui um paréntesis para
vermos o que ocorre no caso particular N = 1. Neste caso, Q{z) é uma
equacio do segundo grau em z = X, com coeficiente lider positivo, a saber,

a déf (fhfl)l: 1030
A p?

f - 2 _ ¥ .
min Qo) = —g- =Fb - %, (1.23)
onde p & » = (fo, f1). Notemos (ainda no caso N = 1) que min@ > 0,
como pode ser inferido da desigualdade de Holder. De fato, pela desigualdade
de Hélder, temos que

p= [ R®hdt < (f (07 de) (| hleyaey”,

logo,

p2 < pgas
e vale a igualdade se e somente se {f;, fi} é linearmente independente, ou
seja, neste caso, minQ > 0. Observamos que 1.23 é o resultado desejado no
caso N =1,i.e. se N =1 entao

T =
(f{h fU) (fO'.l fl) l
(fi, fo) (f, fi)

- 2 {1:f1) .
Py P
_| P @

a
2

2,
— plo=p’
a

2
=p%_%
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No caso geral, escrevendo x = sv, s € R, |v| = 1, obtemos
Q(v) =p;—2(p,v)s + (Av,v)s*, sER,

logo, \
min Q(v) = pi — -(Ml— 1.24
Neste ponto, observamos que o minimo de @ em todo o R" ¢ de fato atingido,
poig de 1.24 vemos que
min Q{z) = min minQ(v
::ERN ( ) vegh-1 sER ( ) (125)

. 2
=7 - min (R,
onde SV-! ¢ 8 esfera N — 1-dimensional do RY com centro na origem,
ie. SN! ¥ [y € RY|v| = 1}; o minimo da fungio v € SV —
(p, v)%/(Av,v) existe, e € positivo porque a esfera $V~! é um conjunto com-
pacto e esta é uma fungdo continua e bem definida ((Av,v) > 0, Vv # 0).
Apesar de nao ser necessario nesta demonstracdo achamos interessante no-

tar também que de 1.24 ou, equivalentemente, de 1.25, ¢ da desigualdade de

Héolder, segue-se que minNQ(a:) > 0. Com efeito, temos:
zER

eV =1 3 wmi= [ 5 wh)fo

1SN 1N
onde v; = v - €, L.e. v ={v;,- -, vn)

ST whOF [ foear)
=(f > v f@f@dt) ([ foleyays

1<, j<N

= (Av, v)1/3{ fI fo(t)2de)/2,

logo,

(p,v)* < (Av,v)pp.)
Mas, continuemos com a demonstragao : Uma vez que sabemos que a funcao
@ tem minimo em R™, podemos obter a equacio satisfeita por um ponto de
mfnimo 20 ysando que ele é um ponto critico via a férmula 1.22:

VQ(Imin) = _2p + QA.Tmin =0
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entiao

Az™" = p (1.26)
e usando a Regra de Cramer, temos que
min lAil
g™ = = 1.27
A (1.27)

onde A; é a matriz N x N obtida de A substituindo a i-ésima coluna pelo

vetor p.
Por outro lado,

10|§——p-— Tﬁ—p— (lJ—-—p—
]i) A =(‘) A +;|: A
= p3|A] + Dy,
onde
0 —p —
Dudéfp A
|

Portanto se tomarmos 7y def GG(';ff_’_";N” , temos que

D
_ 2 Yo
v=p;+ Al (1.28)

Agora, vamos ver que -
Q™) =1~

e isto encerrard a demonstragio . De 1.22, 1.26 e 1.27 vem que

Q™) = p? — 2(p,z™IP) + (p,z™IL)

=P§— (pil‘%_l)!

onde A(i—%f(lAlls”':lANl)
— 2 A

=Dy m(va)‘
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Desenvolvendo Dy pela i-ésima linha e usando que a matriz A € simétrica

concluimos que R
_(pa A) = DD- .

Observagido 1.4.2 Na demonstracdo acima vimos que mingy @ > 0. Na
verdade, vale a igualdade, i.e. minRN_Q = 0, se e somente se f; for uma
combinacdo linear de fy,---, fv, como pode ser inferido do ponto onde apli-
camos & desigualdade de Holder naquele argumento, pois, a desigualdade de
Holder é uma igualdade somente no cago em que temos funcées linearmente
dependentes. Uma outra maneira de verificar este fato é, uma vez obtida a
férmula 1.21, usar a simetria e positividade das matrizes {( f;, ;)] juntamente
com o fato de fy ser linearmente dependente de fi,---, fv se e somente se

G(fo, f1,-++, In) = 0.

Observacao 1.4.3 As quantidade p; = /If,-(t) fo(#)dt sdo chamados de mo-

mentos e as matrizes [(f;, ;)] de matrizes de Hankel ([4], Apéndice D, p.
385), ou matrizes de Gramm (cf. [12], p. 408).

Um caso particular interessante do Teorema 1.4.1 € o resultado seguinte,
que controla o crescimento polinomial via a norma do IL2. Ele sers usado
para demonstrar o Lema 3.3.3.

Coroldrio 1.4.4 Sejam I um intervalo aberto limitedo e k um inteiro nio
-negativo qualguer. Eriste uma constante ¢ independente de g € P*(I) e de
I (dependente somente de k) tal que

q(c)? < c(sup I — a)'lfrq(a:)zd:r:, (1.29)
pora todo € 1, i.e.
g9(a)® < e(sup I — @) iplI72ns

para todo a € 1.

Demonstracio: Primeiramente, vamos tomar ¢ € P*([0, 1]) e mostrar que

g(0)* < e f 1p(r)2dm,

o
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onde ¢ é uma constante independente de g. Para ¢(0) = 0, isso é trivial.
Agora para ¢(0) # 0, e supondo ¢(0) = 1, sem perda de generalidade, basta
mostrar que

1
0<el< fo (1462 + -+ cxz*)2dz, Ve, - -, cx € R (1.30)

ie.

1
inf /(1+c1:z:+---+ck:z")>0,
CiER, i=11“':k 0

Este resultado é um caso particular do Teorema 1.4.1, asaber, fo =1, N =k,
filx) =2, i=1,---,ke(ab)=(0,1).

Em seguida, dado a € I, fazendo a mudanga de coordenadas A(t) =
(sup I — o)t + a do intervalo (0,1) para o intervalo (@,supl), de 1.30 vem
que

1
0
Daf, escrevendo x = A(t), pelo teorema de mudanca de varidveis, obtemos

(o N(0)? < ¢ f (g o N)2(t)dt

gup [

gla)® < c(sup I — a)‘lf q(z)%dz < c(sup I — a)‘lfrq(:r)2d:c. B (1.31)

Observagao 1.4.5 Uma variante do enunciado do lema acima é obtida subs-
tituindo-se sup I por inf I. Neste caso, temos a estimativa

() < e(a —inf 1) (q|[72(y.- (1.32)

para todo o € I. Esta estimativa pode ser obtida de 1.31 de modo simples
via a mudanca de coordenadas r = —t do intervalo (—a, —inf I) no intervalo
(inf I, @).

Observagao 1.4.6 Caso o seja uma extremidade do intervalo I, superior
ou inferior, de 1.29 e 1.32 vemos imediatamente que

g(@)® < e|I|7iglfa(r)- (1.33)
para todo ¢ € P*(I), onde ¢ é uma constante independente de g e de T

{depende somente de k).
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Capitulo 2

METODOS NUMERICOS
PARA PROBLEMAS DE
CONVECCAO-DIFUSAO

Neste capitulo apresentaremos trés métodos numéricos de elementos finitos
para o problema-modelo abaixo de equagio de convecgio-difusdo. Nosso
objetivo principal é estabelecer e mostrar resultados de estabilidade. Salvo os
detalhes das contas, ele foi retirado integralmente de [11], cap. 9, logo o leitor
conhecedor desta referéncia poderd passar imediatamente para o Capitulo 3
sem prejuizo de compreensao .

2.1 Problema modelo de equacgao de convecgao—
difusao

{—eAu+ug+u=f em (21)

u=g¢g emlT,
Aqui u é uma grandeza escalar representando a concentragio de alguma
substancia, 8 = (A1, 82) € R? é um campo velocidade constante de norma
um, ug &f vu - {a derivada direcional de u na direcdo 8), ¢ > 0 é o
coeficiente de difusiio , £ é um dominip poligonal-convexo do R?, i.e. um
subconjunto aberto do R?, convexo, limitado ¢ com fronteira T poligonal, e
f € g séo fungdes dadas.
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No caso € = 0, o problema correspondente deve ser o seguinte:

ug+u=f emQ
{ u=g emI_ (2:2)

onde
I_ ¥ {z eT;n(z) f(z) <0}

sendo n = n(x) o vetor normal unitdrio exterior a I' em . Aqui ndo podemos
dar u em toda a fronteira I" de {2 porque a equacéo de transporte ug+u = f
nos diz que u tem um comportamento bem definido ao longo das curvas

caracteristicas
z(s)=p, seR.

onde z (5) = L. Com efeito, se ug + u = f entdo

E‘%u(m(s)) = Vu(z(s)) - 8 + u(z(s)) = f,

logo, resolvendo esta e.d.o. para u(z(s)), temos
w(z(s)) = w(z(0))e~* + fo " fetsd,
donde vemos que os valores de u em I'_ determinam valores de v em
Ty €T\ = {z € T;n(z)-8(z) > 0).

Usaremos as seguintes notagoes :

(v, w) =/;!'uwd:c

loli = "U“Lﬂ{n}

lolls = vl

vow) = [ (vw)(n- Pds
(wu)- = [ (u)(n- Bds

() = [ (o) Bds
| = (f]:v2|n-ﬁ|ds)1"2
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Observacgao 2.1.1 Uma integracdo por partes nos dd
(va, w) = (v, w) = (v, wp).
Tomando w = v e usando que (v,vs) = (vg,v) obtemos em particular que

(‘Uﬁ, ‘U) = %('U, ‘U).

Como no Capftulo 1, Se¢do 1.3, o espago de elementos finitos é dado por
Vi = {v e H'(Q);v|x € PYK) VK € T3},

o espaco das funcdes polinomiais por partes de grau no maximo {. Aqui T}
é uma triangulacao de Q como na Se¢do 1.3. Também usaremos o espago

I‘}h={vth;~v=0em r'}

2.2 Meétodo de Galerkin classico com condicao
de fronteira fracamente imposta

O problema 2.1 com a condigdo de fronteira g = 0 tem a seguinte formulagao
variacional (definicio de solugdo frace): Encontre u € Hj(0) tal que

€(Vu, Vo) + (ug +u,v) = (f,v) Vo € Hy(Q).

E o método de Galerkin cldssico correspondente é formulado da seguinte
=]
maneira: Encontre u® €V, tal que

(Vu®, Vo) + (uf + uh,v) = (f,0) Vo €Vs.

Para o problema 2.2, vamos considerar uma variagao do método
de Galerkin clédssico, a saber, o Mélodo de Galerkin cldssico com condi¢des
de fronteira fracamente impostas, que € formulado da seguinte maneira: En-
contre u® € V;, tal que

(ug +uhv) — Whv)- = (f,v) - (g,v)- Wwe V. (2.3)

23



Para simplificar a notacio , introduzimos a forma bilinear
B{w, v) def (wg +w,v) — {w,v)_
e o funcional linear o
W) = (fiv)— {g,9)-

Em termos de B ¢ [, o método de Galerkin cldssico com condigdes de fronteira
fracamente impostas 2.3 fica escrito como

B(u* v) = l{v) Yve V. (2.4)

Além disso, a formulagdo variacional de 2.2 também pode ser expressa em
termos de B e [ como

B(u,v) = l(v) Yv e HYQ). (2.5)
Subtraindo as equagdes 2.4 e 2.5 acima obtemos a equagdo do erro

Ble,v) =0 Vv € W, (2.6)

def . . «
onde e = u — u* é o erro cometido em se aproximar a solucio exata u pela

solugdo aproximada u*.

A estabilidade do método de Galerkin com condi¢des de fronteira fra-
camente impostas € uma consequéncia da seguinte propriedade da forma
bilinear B:

Lema 2.2.1 Para qualguer v € H(S}) temos:

1
B(v,0) = o] + 5o/’

onde |v] & ( [P v?n - Blds)'/2.

Demonstragao:

B{v,v) (vg + vyv) — {v,v)_
(vg:v) + [fol|* = (v, )
2{v,v) + ||v[|? = (v, v)-

(‘U, U)-f- + ”‘0”2 - %(Uv U)—'

[
wl—ea|
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Agora, comon- 8 <0emT_, temos que —{v,v).. = /r v?|n - 8]ds, portanto

1
Bv,v) = 1l + 510 8

Agora vamos mostrar um resultado de estimativa do erro.

Teorema 2.2.2 Eriste uma constante C, independente de h e u, tal que

1
[~ wtfi + 5lu = o] < CH|[ulliss

Demonstragéo: Seja U, € V o interpolante de u satisfazendo 1.20 e
também a seguinte estimativa, cujo enunciado estd em [11}, p. 176:

e — T < CHHV2YJy|, 0. (2.7)

Escrevemos n* = u — %" e e® = u? — %", Entio " = 5" — e onde e = u - u™.
Pelo Lema 2.2.1 e 2.7,

lle®+ zle** = B(e", e") = B(n" — e, ")

=B
= B(nhse’.) - B(e: eh) = B(Tlhs eh),

pois, pela equagdo do erro, Ble, v} =0 Vv € V), em particular para v = e*.

Logo
def
el + Zlet? = Bl €)= (n + 1", e") — (o, )
= (7?31 € ) + (’?hi eh) - (th eh)*
Usando a desigualdade de Cauchy, ab < o? + 1b%, temos que
eI + 3le?* < Impll® + e + I 11F + Flle*® + 17" + Fle*I?

28
= {12 + Tleh [ + bz + P12 + Heh? (28)

Apgora vamos estimar os termos com 7", usando as estimativas 1.20 e 2.7:

31> + ™2 + 1P = |I(u — )l + [lu — B*|° + |u — W
< ll(w = )all® + 2RV ullfy + CHR*+ jullfy,.
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Vamos agora estimar o termo [|(u — *)s|[2. Temos que
lw -l = [ (V(u—7")- B)da
< [ 1871V u - 7z
= [V {x— )|
< lu—a3
< Ch|lullZ41,

onde para a tltima desigualdade usamos novamente a desigualdade 1.20.
Logo
In3ll? + [l7*1? + |7 < C2h*(1 + % + h)|[u| iRy
< CR?|[ulfy1s
onde ¢ tltimo C acima denota alguma constante suficientemente grande ¢
estamos supondo que h seja limitado. De 2.8 e 2.9 temos que

(2.9)

1 1 1
M2 + 5let? < Rl + 5l + 7lehP
Passando os termos com e* para o lado esquerdo temos:
1 1
Sl + 21 < CRul,.

Portanto 1
€™ + 5le* < Ch'lfullus- (2.10)
Como e = e® — n*, usando a desigualdade triangular temos que
lell = [le* —n*ll < lle*] + ln*l e [el = le" — 7P| < Je*] + [n"],
logo
lell + lel - < lle*] + [e*] + lin™]] + In|
< Ch|Jullisa,

onde para a 1ltima desigualdade usamos 2.9 ¢ 2.10. B

A estimativa acima mostra que se a solugdo exata u for suficientemente
suave, de forma a pertencer ao espago de Sobolev H'*({2), entdo o método
de Galerkin classico convergird na ordem de O(h!). Mas em geral a solugéo
exata nio é suave e entao o método nao se aplicard satisfatoriamente, por
exemplo, se u for descontinua entdo ||u|j g (g = oc. Além disso, no caso de
0 < € € h, sabe-se que o método de Galerkin cldssico produzird solugdes
oscilatérias. Para contornar esse tipo de problema foi desenvolvido um outro
método, o método de difusio (streamline diffusion).
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2.3 Método de difusao

O Método de difusdo (streamline diffusion) consiste em substituir as fungoes
testes no método de Galerkin cléssico com condicoes de fronteira fracamente
impostas por v + hvg. Por conveniéncia, também multiplica-se os termos de
fronteira por (1 + h). Assim, obtemos a seguinte equagdo :

(uh + uh, v + hvg) — (1 +h) < upyv>_ @211)
=(fiv+hg)—(1+h)<gv>_ VYveV. '

Procedendo de forma andloga a secdo anterior, introduzimos as aplicagdes :

B(w,v) ¥ (ws + w,v+ hvg) — (1 + k) < w, v >_

W) E (fo+hog) — (1 +h) < g0 > .

Entio 2.11 passa a se escrever como
Blup,v) =1(v), YveV,
e obtemos a equacio do erro e = u — uh:
Ble,v)=0, VYveW,

onde u ¢é a solugdo exata de 2.2.
Provaremos uma estimativa do erro na seguinte norma:

B 1+h
ol % Biogl + e + 2 oy

Esta escolha de norma relaciona-se com a seguinte propriedade de estabili-
dade da forma bilinear B(-,-):

Lema 2.3.1 Para qualquer v € HY(Q), temos

B(v,v) = ||v||3.
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Demonstragao: Mostramos anteriormente que

1
('Uﬁ._.’U) = 3 < YU >,

(Observagio 2.1.1) entdo

B(v, v) (vﬁ+v v+ hug) - (L +h) <v,v>_
= (vg,v) + h{vg,vg) + (v,v) + h{v,vg) — (1 + h) < v,v >_
= h|jvg|[2 + i+ HE < v,u > —(1 + h) < v, v >
— b 0>y 1B < o0 > Hhllugl + [jol?

—(1+4+h) <v,v>_
= hllog|l” + [[ol [ + 2 vf?
= ||»[[3. W

Podemos agora provar uma estimativa de erro para o método de difusio.

Teorema 2.3.2 FEriste uma constante C' tal que

|lw— unlls < CRYY2||ufjis

Demonstracio: Seja T, € Vy um interpolante de u satisfazendo as condi-
coes 1.20. Escrevendo n* = u —~ 7", e = u» — 7" e ¢ = u — u" e usando
0 Lema 2.3.1 com v = ¢, temos :

Hell3 = Ble,e) = Ble,n" — e*) = Ble, ") — Ble, ")
- B(e, '-'?h)s

onde usamos que Be, v) = 0, para todo v € V;, e, em particular, para v = ¢,.
Assim,

||6||ﬁ = B(e:??h) ={eg+enq' +hpl)—(1+h) <ent>_
= (eg,n") + hleg, mg) + (e, ) + ke, n8) — (1 + R){e,n™)-—.

Usando a desigualdade de Cauchy com ¢, ab < §a2 + -‘-;—1b2, temos que

legl|® + A" [Im*1° + 3llesll® + Allngil® + 2llell® + Al

2l
4
2lell® + hilnglI* + lel* + A "> + Lel® + hint P,

|lelid <
_|_
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onde ¢ foi tomado de forma conveniente. Em primeiro lugar, estimamos os
termos com 7*:

Rt 12 + bl gl|2 + B[ + Allngl®

R 4+ KlE < KPRl |2,, + RO ju
FhTICERA Dy 2 + AC?RH|jul 7y, 4 h-LCERAHD 4 RO
= C?h?*|u| |7, + C2h2’“|lﬂ|l?+1 + C2h2‘“|lﬂ1l?+1
+C2h2£+1||,u||2 + C2h2l+1 + C‘Zh2l+3

< C*h 1 |ul [y,

pois C2h%*+3 < C?*h?+Y||ul|},, Em segundo lugar, estimamos os termos com

e:
illesll® + Zllesl|” + :?II'BH2 + 4lell® + Hef + §lef®

= Yllall + el et
< Hlieall* + Hlell? + 52l
= Hlell*

Com estas estimativas, concluimos que
1
llell5 < C2R* ! |jullfy, + + 5llells

logo,
llellz < 20K |julif,,,

i.e.
|lelis < CARY2||uljiy. W

O método de difusio pode ser aplicado ao problema 2.1 comg =0e¢ > 0.
Neste caso, 0 método é modificado usando funcdes testes dadas por v + dvg
onde v € H}(Q),6 =0se¢> hed =Chse ¢<h, onde C é uma constante
suficientemente pequena (v. a demonstragio da Observacio 9.4 em [11],
p.186). A formulagdo variacional correspondente é a seguinte: Encontrar u®

em I(};, tal que

e(Vu", Vu) — e6(Aut, vg) + (uf + uP, v + 6vg) = (f, v + dug) (2.12)

para todo v EI?’;.. Mas, (Au*, vg) ndo estd bem definido para u”, v €V, pois
uma funcdo em Ij’h pode ter derivada(s) de primeira ondem descontinua(s),
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dando um Laplaciano na forma de uma delta de Dirac. A definigdo correta
é a seguinte:
(At vp) ¥ T [ Autugde.
Kem, VK
Notemos que a integral de Au”vg sobre cada tridngulo K estd bem-definida,
id que u" e vy sdo fungdes mitadas e suaves no interior de cada tridngulo
K.

Observagao 2.3.3 Usando-se o Lema 1.1.1 pode-se demonstrar que a forma
bilinear B, associada ao método 2.12 satisfor a seguinte propriedade de esta-
bilidade ([11], p. 186):

1 o
Bu(w,0) > (eI Vol* + dl|ugll? + [[o])) Yo €V

Observacao 2.3.4 O método de difusdo para € > 0 ¢ ¢ = 0 é basicamente
obtido através do método de Galerkin cldssico substituindo as funcdes testes
v € Vi por fungdes testes da forma v + hvg onde v € Vj. Isto implica
que as fungdes testes pertencem a um espago diferente das fungbes aproxi-
madas. Versoes do método de Galerkin com esta propriedade sdo generica-
mente chamadados de Petrov-Galerkin,

Na préxima secio vamos apresentar o método de Galerkin descontinuo,
o qual tem estabilidade tedrica e propriedades de convergéncia similares ao
método de difusdo , mas que na pratica se realiza um potuco melhor que o
método de difusdo (v. [11])

2.4 Método de Galerkin descontinuo

O método de Galerkin descontinuo pode ser visto como uma generalizacao
do método clssico com condigdes de fronteira fracamente impostas em cada
tridngulo K € T,. O Método de Galerkin descontinuo é baseado no seguinte
espaco de elementos finitos:

Vi = {v € L*(Q);v|x € PY(K) VK € Tp,}

Notemos que agora, entre os pontos da fronteira de cada K € T, nio esta-
mos requerendo continuidade. Assim o método fica formulado da seguinte

30



maneira: Para cada K € Tj, dado u® em 8K_ encontre u* = u|x € PHK)
tal que

(ug + ub vy — fax uf;_'u+n fBds = (f,v)x
- ./8!( utvynfds Vv € P'(K),

(2.13)

onde
dK_ ={z € dK;n- 3 <0}

0K, = {z € 8K;n- > 0},

com n sendo a normal unitdria exterior a 4K em z. Definimos o8 limites
laterais da seguinte forma:

v_(z) = lim, - v(z + s6)
v (&) = limy+ v(z + 56)

para z pertencente a um lado comum entre dois tridngulos K. K’. Definimos
também o salto de v por:

[v] = vy — v
Para determinar u» = ub|p, em cada K € T, primeiramente

determinamos u® nos tridngulos K com 8K_ C T_ pois v® = g é dado

em OK_. Isto entdo definird u® nos tridngulos K vizinhos a T_, e podemos

continuar o processo até que u® tenha sido determinado em todo dominio.
Para simplificar a notacdo escrevemos

Br(u®,v) = (f,v)x Vv € PI(K),

onde aof
By (w,v) = (wg + w,v)g — _/;K_ [w]vynBds
e
def
(f,o)x ¥ [ fods.
Sejam

B{w,v) ef 3 By(w,v)

KeT,
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(f,0) € Y (£, )«

KET,
Assim podemos formular o método de Galerkin descontinuo 2.13 do seguinte
modo: Encontrar u® € V, tal que
B(u®,v) = (f,v) Yo € V}, com u* =gemT_.
Como a solucdo exata u satisfaz

B(u,v) = (f,v) Vv € W},

e [u] = 0 pois u ndo tem saltos, temos a equagao do erro e = u - uh dada
por:

Ble,v) =0 Yv e V;.
Vamos provar um resultado de estabilidade para o método de Galerkin
descontinuo usando a seguinte norma:

1 1
2 _ 2, - 2], . = 2.
o= 10lP+5 3 [, bl Alds 5 [ oin- g

Lema 2.4.1 Para qualquer fungdo suave por partes v, i.e, v € C! por partes,
femos:

1
B(v, v} = jv|3 — v?n - Bds.

2 .

Demonstragao: Temos que

B(v,v) = Y {(vg+v,v)x — /31( v]uyn - Bds}

KeTy -
= EKETh{(vﬂa v)k’ + (Uv 1))1:( - LK_ [U]’U+TJ ' ﬁdS}

Usando a observagao 2.1.1 segue-se que

B(v,v)= Y {3{v,v)x + (v,0)x — f [v]vyn - Bds

KeT, K

- +| v2n. ds—l/ ’n. fAd
KEE;HQ/'BK.{. -n-f 2 for Y Ads
~Jox (o4 — v-Juyn - Bds + [[v][32)-
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logo,
2B(v,v) = 2||v||i,(,() + 5 / vin- fds
8Ky

KETﬁ
— 21n - 2/ - 3ids.
/ak_v_'_|n Bids + - [v]us|n - ids

Como todo lado de 8K coincide com um lado de 3K’ , para um tridngulo
adjacente K', exceto se 3K, C 'y, e similarmente, todo lado de 0K coin-
cide com um lado de 8K, exceto se 3K_ C I'_, temos

S [ infds= T [ otin- g

KeT, KeTy

+ v?_n-ﬁds—f v|n- Blds
T+ T-
e consequentemente,

2B(u,0) = 2|+ T /K_v3|n-ﬁ|ds+/r+vfn—ﬂds

Ke".”h

2 , _ 2 . .
~ /r o fids wa v2in - flds +2 /K_[u]mn Blds
= 2P+ X [ (- 200 +0?)in- Bids

KEeT, K-

2 . — 2 a
+ uv__n Bds /r v?{n- G|ds,

logo,

Bo,v)= |0+ Y [ [Pl fids

KeT, 1
+3 [ otn-pds—5 [ oPln-fds
Ky 2 JK_
= |'u|%—-12-/K vZ|n- lds. B

A seguir, vamos provar um resultado para a estimativa do erro para o
método no caso { = Q.

Teorema 2.4.2 Sejal = 0. Eziste uma constante C (dependente apenas de

u el) tal que
[u— u*ls < CH'2|lu]a.

33



Demonstra¢do: Seja T* € V}, o interpolante de u definido por 7"k def

valor médio de u sobre K para K € Ty, ie. @y ¥ | fi’l u(z)dz. Vamos

escrever, como antes, 7 = u — ¥*. Aplicando o Lema 2. 41 comuvy =¢e
notando que e_ =0 em I'.., temos que

lel} = Be, e) B(e,u — u") = Ble,u — @) + Ble,w* — uM)

= Ble, "),
pois Ble,v) =0 Vv € V, , em particular,para v = @" — u® € V. Entdo
e[ = Ble,7") = Y Brle,n*)
KeTy,

= Z (eg + e, 7"k — / [e]ﬂ:'_n - Bds
ke, oK

= 3 {len - [ [l s} + (e,n").
e aK_

Apgora, eg = (u—u")g = ug em cada K, pois u” é constante por partes ({ = 0).
Entdo (es,n")x = (us, 7"k, mas (ug,n*)x = /Kugn"dx e ugn® € LY{Q).
Portanto, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

el = 3 (ea i~ [ lelnhn- s+ (e, 1)

KeT, A N
Hupl|[[27] + llell[17"]]

+( / (e]n - Blds)'72( S j'.gk_(ni)an- B|ds)'2.

KeT, KeTy

Agora, se u € C'(Q) entdo £, i =1,2, é limitada em {J, entdo
max |1*(z)| < Ch.
z€
De fato, seja x € §2. Entdo x € K para algum K € T}, logo
In*a)| = lu(z) - ( )= 1ute) - i [ )yl

|1—f (¥)ldy| < 1K|/ |u(x) — u(y)|dy

<l Velles fK = - yldy < [ulloohr
(pelo Teorema do Valor Médio)

1l

< Ch,
(2.14)

34



f :
onde k¥ maxyer, hx. Como 0 = lim,_,+n"(z + s), temos

> [ il plds< ¥ CHh= ¥ OW <O,

KeT, VK- KET}, KETh
pois o comprimento de PK_ é O(h), i.e. |PK_| < |0K| < 3hx < 3h.

Entéo
el < Hugllllll+ llellin™ll+ (5 [ [e*In- Blds)¥*ch.
Daf, usando a desigualdade de Cauchy com ¢ e que ||5"|| < Ch, concluiremos
que
lelg < CRY|u]l;.

De fato,

2 2 1 210, 1 24h.
lels = |lel|* + 3 3 /m(“[e] |n ﬁ1d3+2j;+e_n Pas (2.15)

KETy
=X?+1v?+12%

por outro lado,
el < Chllugll +Chllell + CRYA( T [ [e)?n- Alds)2
Kem, 1OK- 2.16
< Chllug|| + ChX + CRM2Y (2.16)
< Chllug|| + §C*h* + 5= X? + 4C%h + 557 7?,
onde g ¢ b serdo convenientemente escolhidos abaixo. De 2.15 e 2.16 temos
que

1

1 -1
X® 4+ 5"+ 578 < Chllugl] + o+

X%+ EC‘?h, + E:'—_—1—}’2
2 2 2 ‘

Entao

b
2

-1 1 1
(1-5-X7 4 51— 7)Y+ 2% < Chllug|| + 5?42 +

escolhendo agora a =1 ¢ b = 1/2, segue-se que

1 1,0, 1,
2 4 2°

C2h;

1 1
X%+ =Y+ =22 < Chl|ug|| + Ec?m + ZC”h,
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logo,
X2 Y74 22 S X7 4 2Y? 4 2 2% < Chllug| + o)
Entao
lelz < Chllus|| + o(h?)
< Ch|Blulf: + o(h?).

Portanto,
lels < ChY|[ully + o(k). B

O método de Galerkin descontinuo tem estabilidade tedrica e propriedades
de convergéncia similares ao método de difusio (v. [11] para maiores
detalhes).

Para encerrar este Capitulo, observamos que o método de Galerkin
descontinuo pode ser aplicado ao seguinte problema:

U+ up = f em 2=Jx1=(0,1) x (0.7).
u(z,0) = uo(zx) parazx € J, (2.17)
u(0,1) = g(¥) parate€ I.

De fato, este problema é um caso particular, § = (1,1), de 2.2. Logo, o
método de Galerkin descontinuo pode ser aplicado usando uma triangulacéo
de 0 = J x I, i.e, uma triangulagio em espago—tempo {v. [11]). Entre-
tanto, esquemas convencionais para resolver o problema 2.17 sao baseados em
usar discretizac¢des separadas no espago € no tempo. Em primeiro lugar, um
problemg semi-discreto para um sistema linear de E.D.O’S é obtido discreti-
zando-se a varidvel espacial usando elementos finitos ou diferencas finitas,
e entdo um método diferente é usado para discretizar a varidvel tempo. No
préoximo Capitulo apresentamos o Método de Galerkin Localmente
Descontinuo, 0 qual segue este procedimento.
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Capitulo 3

METODO DE GALERKIN
LOCALMENTE
DESCONTINUO

Neste capitulo apresentamos o Método de Galerkin Localmente Descontinuo
(GLD), introduzido recentemente por [6], para a equagdo de convecgdo —
difusdo unidimensinal
Oru + 0 (f(u) — a(u)fru) =0 em (0,7) x (0,1),
u(t=0)=u, em (0,1) {condigao inicial)
u(@ =0)=u{z =1) em (0,T) condigdo de fronteira periédica
(3.1)
onde f e a sdo fungdes reais dadas, sendo f Lipschitziana e ¢ > 0. Mostraremos
a estabilidade do GLD sob hipétese bastantes gerais e uma estimativa do erro
no caso linear, i.e. f linear nao nula e ¢ uma constante positiva. Estes re-
sultados sdo, respectivamente, o conteiido dos Teoremas 3.2.1 e 3.3.1 abaixo,
cujas demonstracoes sio expostas aqui com detalhes. O método também
funciona bem no caso linear multidimensional, para o qual referimos [6]. No
caso nao-linear, nao é claro para nds que o método seja estdvel, pois a
demonstracdo do caso linear precisa ser modificada se f' = 0, cf. a Ob-
servacdo 4 da Secdo 3.1 e a Observagdo 3.3.5.
O GLD ¢ inspirado no Método de Runge-Kutta-Galerkin Descontinuo
(RKGD) para sistemas de Leis de Conservagao (7, 8]. Introduzindo uma
nova varidvel dependente g{u), a equagdo de convegéo—difusao em 3.1 é levada
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num sistema hiperbélico de primeira ordem para o qual aplica-se 0 RKGD e
obtém-se a formulacio do GLD. Observamos que o GLD difere do Método de
Galerkin Descontinuo (GD) para equacdes parabdlicas introduzido por [10].
Neste, as solugbes aproximadas sio continuas no espago, pois o espago de
elementos finitos estio contidos em espacos de Sobolev de indice positivo.
No GLD os espagos de elementos finitos, na varidvel espacial, sio subconjun-
tos de L!, sendo as funges aproximadas descontfnuas no espago e no tempo.
Nesta Dissertagdo nio faremos a discretizagdo no tempo, a qual pode ser
feita com um método de Runge-Kutta seguindo as referéncias (7, 8]. Todas
as fungdes aproximadas abaixo serdo supostas suaves na varidvel temporal.

3.1 Formulagao Geral

Introduzindo a nova varidvel ¢ = y/a{u)d;u, reescrevemos o problema 3.1
acima da seguinte maneira:

B+ 8,(f(u) — Ja(wa) =0 em(0,T) x (,1),
g—0;9(u) =0 em(0,T) x (0,1}, (3.2)
u(t =0} =uy em(0,1),
uwz=0)=u(r=1) em(0,7),

onde g{u) & / va(s)ds.

Vamos discretizar este problema. Para isso definimos o fluxo
h ¥ (hy, by),

onde hy € h, sdo as coordenadas do fluxo h, nada tendo a ver com derivadas
parciais, as quais sdo definidas por

he & () — yJa(u)g

hy ¥ —g(u).

Assim o sistema em 3.2 pode ser escrito como

(35”)+a,h=(_0q).
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Tomamos uma parti¢do do intervalo (0,1), usando a notagao de {6]:
(0, 1) = UI_J', Ij = (Ij-lﬁa $j+1,f2)1 onde
0=21p20<---<ITngiz=1, para 7=1,---,N.

Escrevemos

Azj =540 — 2412 € Ar = H;%A:rj

Procuramos uma solugao aproximada wy = (us, gn) de w = (u,q) tal que
para cada tempo t € [0,7T], un(t) e gu(t) pertengam ao espago de elementos
finitos
Vi=Vk={ve LN0,1): v|I; e P*(L;);5 =1, --, N}

onde P*(I;) denota o espago dos polindmios de grau no méximo k restritos a
I;. Para determinar a solugdo aproximada wy, = (us, gn), notemos primeira-
mente que se multiplicarmos as equagtes do sistema 3.2 por fungGes suaves
arbitrérias v, vy, v;, respectivamente, e integrarmos por partes formalmente
sobre I;, teremos:

I)
f@tumtvu:z]dx—fh,u (z,t))0vy(x)dz
+hu(W(fB3+1f2J)Uu($j+1;g) hu(W(Zj-1/2,t))vu(z ,‘+'-1;2)
=0

1)
/F.q(:r:, t)vg(z)dz — /I.hq(w(:r, 1))0:v4(x)dx
hg(W (4172, ) ve(2711/2) — he(W(25-1/2, t))vq(-"’-!-—uz)
=0

I1I)

/ u(z, Q)vi{z)dz = f ug(x)vi(z)dzx.
i I;

Agora vamos substituir as fungbes suaves vy, vy, v; por fungdes testes,
Uhu, Uhg Vas € Vi, Tespectivamente, € também substituir a solugao exata w
por uma solu¢do aproximada wy, = (up,gn) € V4. Como a solugio aproxi-
mada w; serd descontinua em cada coordenada, faz-se necessdrio substituir
o fluxo h por um fluxo numérico

h= (f;u(wh)j+1f2(t)a h:q(wh)ﬁlf?(t))
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que definiremos abaixo. Caso contrério, terfamos ambiguidade para os termos
by ou {Wh{z;41/2,t), devido a valores laterais distintos de wy em x41/5. Logo
a solugdo aproximada wjp, dada pelo método de Galerkin
localmente descontinuo € definida como a solugdo da seguinte formulagao
fraca:

I
jr j Oulz, t)Vhu)do — j; , hu(Wr(z, 1)), vy u(x)dx
+’;:u(Wh)j+1/2(t)vh,u($;+1/2) - h:u(wh)j-—lﬂ(t)vh,u(x;_lﬂ)
=0

YVhu € PHI);

i)
/! 4{(z, )V o(2)dz — /; hg(wi(2,1))8c vy g(2)dz
+f;q(Wh)j+1f2(f)"h.q($;+1/2) - ﬁa(Wh):‘—1;2(*)"::,;;(55;'.1/2)
=0,

YVhe € PE(I);

1II)
/ un(z, O)vpu(z)dz = /{ uo(z) v :(z)dx,

Iy f]

V’Uh‘{ € ’Pk(IJ)

3.1.1 Fluxo numeérico

Definimos o fluxo numérico h = Doy + By f:R4 ~ R? (onde ﬁmw e ﬁd,- s 830,
contribuigdes ao fluxo numérico devidas, respectivamente, as partes convec-
tiva e difusiva da equacio em 3.2) da maneira que se segue. Escrevendo um
ponto genérico do R* como (w—,w*) = (u~,¢~,ut, ¢%), temos:

i)

ﬁcmv(w_sw+) « (f(u_1u+)10):



sendo f: R? = R um E-fluzo (fluzo entrdpico) consistente com a fungdo f
no sentido de Osher [13},i.¢, f satisfaz a desigualdade

{sgn(u* — w)}[f(u™, ut) = fw)] <0
(condigdo de E-fluxo).

para todo u entre u~ e u™, e f é uma func¢ao Lipschitziana tal que

flu,w)=f(u) YueR
{condigdo de consisténcia).
ii)

(_%1;_)1?: _E-(?)) - Cdi'f[w]s

g

ﬁd,;_f(w_, W+) 4

onde = representa a média aritmética entre -~ e -7, i.e.

_def @+ aF u”)+ glut
qdfq 2q eg(u)gg( )29( ),

(]

_ . def -
[w] representa o salto entre w~ e wt, ie. [W] = wH—w™ e

_ 0 €12
Cdi‘f-* ( —cg 0 )’

sendo ¢z = ci2(w™, wT) uma funcio localmente Lipschitziana e limitada,
com ¢, =0seaf) =0.

Observacao 1Vale a sequinte relacdo entre o salto do produto de duas
funcées quaisquer @, ¥ e suas médias aritméticas:

[e¥] = 2l¥] + [#]¥, (3.3)

como o lettor pode facilmente verificar.

Observagdo 2 Em [6] ndo aparece a hipétese da fungdo ¢, ser limitada, mas
a colocamos acima porgue no nosso entender ela é necessdria na demonstragio

do Lema 3.34

Observaciao 3 A forma do fluxo numérico difusivo ﬁd,-f ¢ escolhida como
acimg para que valha o Lema 3.2.3
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Propriedades do fluxo numérico: Vamos mostrar algumas propriedades
do fluxo numérico h.

i} Como uma consequéncia imediata da consisténcia de f com f e da definicio
de Eldif, temos que h & congistente com o fluxo h, i.e.

h(w,w)=h(w) Yw e R?

ii) No caso em que cjp dependa s6 de (u~ u+) h permite uma resolucio
local de ¢, em func¢do de uy. De fato, usando II) e as defini¢des de hq{wy,)

e hy(wj, wy), temos
/Ith(:r:, Vholadds = [ = g(un)OsVaala)ds
+2g(un) — 2c19[uy};

iii} O fluxo numérico pode ser reescrito da seguinte maneira:

fw, w) = (B - bl 5 - om

[] % .- — * (o salto entre -~ e ),

_f e e
o-(% T)

en @ L8 - fu )

onde

sendo

com ¢(u) & f : f(8)ds. Como f é um E- fluxo,

en = HE/ (f(s) = flu_,uy))ds >0
e dai também temos que a matriz C é semi—positiva definida. De fato,
(Cv,v) =cnv? 20, ¥v=(v,u) R

Esta propriedade serd importante para a demonstragio da estabilidade do
GLD (Teorema 3.2.1 abaixo).
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Observacao 4 Qbservamos que ¢y = cu(u™,ut) ndo tem salto emut = u.
Com efeito, como f(u.,u_) = f(u-), temos que

en{u™,u”) = lim / [£(s) = flu~,u™))ds

ut—u— [‘!.l]2
:uli—i»'?r@ f" [£(s) - f(u™))ds
+ [ 1) = s
= lim_ [“]2/ F(u™)(s—u)ds (3.4)

+ ((s—u‘)z)ds+[f(u' ") — flum,ut)[y]]

u

— tim_ )+ o)

u+—m- [ ]

—[fp(u ) = u)][ul)

f(u~ u).

No caso linear teremos que
N VI
Cll(u 2 U )=§_a2f(u' 2 U )

A férmula 3.4 junto com o enunciado e a demonstr¢io do Lemad. 3.4 sugerem
que que a estabilidade do GLD depende da condi¢do

o.f(uw) # L, vuer

Encerraremos a Se¢éo 3.1 exibindo uma base ortogonal do espaco vetorial
Vi, a qual serd usada na demonstragio do Lema 3.3.2 abaixo, e destacando
propriedades da projecdo ortogonal do L%({0,1)) em V;, as quais também
serao usadas abaixo.

3.1.2 Uma base ortogonal de V},

Seja {Q:}%, a base ortogonal de P*([—1,1]), em relagio ao produto in-
terno do L2, constituida pelos polinémios de Legendre. A partir desta base
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construimos uma base ortogonal de Vj, da seguinde maneira: Denotando por
x1; & fungéo caracteristica do intervalo I; {definida pelos valores constantes
1 quando restrita ao intervalo I; e zero no complementar) para j = 1,---, N
e por ); o isomorfismo que transforma o intervalo I; no intervalo (—1,1),
temos que {{Q; ,\,-)x,j}:i:g;gf:{" é uma base ortogonal de V;. Lembramos

que os polindmiocs de Legendre @; satisfazem as seguintes propriedades (v.
[3)):
2

i) [ 11 Qu(5)Qs(5)ds = 50
o ii) Qi(%1) = (£1)%;

e iii) Q;(s) é uma combinagio linear de poténcias impares (pares) de s
para valores fmpares (pares) de s ¢;

¢ iv) Valem férmulas de recorréncias, as quais nos ddo um algoritmo para
calcular os polindmios de Legendre (v. [3], p.58).

3.1.3 A Projecao ortogonal do L*((0,1)) em V},

Deunotaremos por P a proje¢io ortogonal do L?({0,1)) em V,. A seguinte
caracterizagdo de P (vélida em espacos de Hilbert em geral) serd usada com
frequéncia:

Dado qualguer z em L2((0,1)), temos v = Pz se, ¢ somente se,

/ (v — 2)pdz =0 (3.5)

Y € Vi, i.e. v = Pz se, e somenie se, v -z € V. Usaremos a letra p para
denotar o complemento ortogonal de um vetor qualquer em relagio a P; no
cago acima, escreveriamos p=Pz—-2z2=v - 2.

Uma outra propriedade que precisaremos usar € a da projecao de uma
fungao vezes a funcéo caracteristica de um subintervalo I; da particio do
intervalo (0,1) especificada acima. Para este caso, vale a seguinte férmula:

P(zx1,) = (P2)xy;, 2z € L*((0,1)). (3.6)
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A prova desta férmula pode ser feita facilmente usando a caracterizagéo 3.5
da projecao dada acima. Com efeito, se ¢ € V), entdo gy, € Vi, logo,

[(Pz)x;j — zxy; | pdx
1

A (Pz — z)(px1,)dx

0,

para toda funcgio ¢ em L?((0,1)). Também vale a seguinte propriedade:
Seja Pyy1 a projegéo ortogonal do L2((0,1)) em VL. Entdo

P = PPIH-I- (3.7)

Este fato é uma consequencia de um resultado geral de Andlise Funcional:

Sejam V e W subespacos fechados de um espaco de Hilbert H tais que V C
W, e, Py e Py as projecies ortogonais de H em V e W, respectivamente.
Entéo

S,

Py =Py Py. (3.8)
Com efeito, para qualquer z € H, temos ' '
z2=Pwz+2z, com z; e Wi C Vl,

logo,
Pyz =PyPwz+ Pyz,

mas, Pyz; = 0, pois, z; € V|, entdo

Pyz=PyPwz, Vze H,

o que prova 3.8.

3.2 Estabilidade na norma L2

Teorema 3.2.1 Temos gue

: j w(z, T)dz + f f o, ot + O (un]) < 5 f w2(z)de
onde

0rcDE [ T (EICEO e

1<§<N

Vz:[0,T] = Vs
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Para demonstrarmos o Teorema acima,é conveniente alguma preparagio .
Em primeiro lugar, vejamos como obté-la no caso continuo, ou seja, vejamos
a versao correspondente para solugdes suaves de 3.2.

Proposicio 3.2.2 (Estabilidade na norma L?—caso continuo) .
Temos gue

17, T, _1p,
5/0 u(a:,T)dz-i—/O fﬂq(:::,t)da:dt—zfn up(x)dz,

se a solucdo ezata (u,q) de 5.2 é suave.

Demonstragao: Vamos reescrever as equagbes I)-III), substituindo as
fungdes v(z) por fungdes v(x,t). Em seguida, adicionando-as, somando em
j=1,...,N e integrando no tempo de 0 a 7, obtemos a formulagao varia-
cional:

B{w,v)=20
da equacdo de convecgao —difusdo 3.2 em termos da fungdo

Blw,v) = f / f Byu(z, t)v,(z, 1)dzdt +/ / gz, t)vy(z, t)dzdt

f / w(z,1)) - 8,v(x, t)dzdt,

(3.9)
onde w = (u,q) = (u(z,1),q(z,1)) e v = (vy,v,) = (Vu{, 1), v4(2,1)). Note-
mos que aqui, diferentemente do que ocorria no Capitulo 2, a funcéo B nio é
em geral uma forma bilinear. Ela € linear na varidvel v, mas na varidvel w,
ela ¢ linear somente no caso em que a equacgao de conveccao—difusdo em 3.1 é
linear. Isto nos leva a estimativas de cardter diferente daquelas no Capftulo
2.

Afirmagdo: h(w(z,1))0;w(z,t) = 8.(¢(u) — 39(u)?) (uma derivada total).
De fato, pela definicdo de h, temos
h(W(.’B,t)) ) 3‘“'(.’.!: t (f(u V q xu g u)an'.l
e por outro lado,
0z(#(u) — glu)g) = Bod(u) — [Bz9(u)q + 9(u)Bzq]
f(u)Bzu — [y/a(u)(B:u)q + g(u)0zq]
(f () — y/a(u)q)0zu — g(u)0,g;

fl

46



além disso, 8;{g(u)gq) = 8, (2g( )%), pois g = 8,g(u). =

Usando a afirmagao acima vemos que

B(w,w) = /: 41 Btu(a:,t)u(x,t)dmdt-l-LT /01 q(z,t)*dzdt
[ ' 8u(6(u) - }jg(u)z)d.’cdt.

0 Jo
Além disso,

T 1 1
./0 dyulz, thu(z, t)dt = U u(z,1)?i=] = §u(m,T)2— %u(m,(})2

[ [ .66 - Jorae = [ gtut ”)‘%g( (1,0

0.0~ Jatu. e

pois u{1,%) = u(0,t) (condicio de fronteira periddica), logo,
1T ) 1 y T A \
Blw,w) = 3 /ﬂ u(a, T)dz - /ﬂ u(z, 0)2dz + /0 /0 qlz, t)2dxds. (3.10)

Mas B(w, w) = 0, pois B(w,v) = 0 para toda v suave, entao
s [ v tPda [ [ atwtydsdt = 3 [ uofa)dz. W
2Jo ’ o Jo ’ 2Jo 0 ’

Para demonstrar o caso discreto, Teorema 3.2.1, procedemos inicialmente
de maneira andloga ao caso continuo, i.e. reescrevendo as equacdes I)-Tif)
substituindo as fungdes v;(z) por va(x,t), adicionando ambas as equagoes
, somando em § = 1,..., N e integrando no tempo de 0 a T. Procedendo
deste modo, obtemos

Bu(wn,vi) =0 Yvp=vi(t) e VEx VE vte (0,T)
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onde

T
Bu{wp, Vi) def /0 41 Oyun(z, tyva,(z, t)dedt
+ /0 fo 1 gu{z, t)vh o(x, t)dadt

- /UT ZN B(wh)is1/2(t) - [Va(t)])j41/2dt (3.11)
— : Z f} h(wy(z,1)) - Bova(z, t)dzdt.

Vamos obter uma expressdo para By(wy, w;) através do seguinte resul-
tado:

Lema 3.2.3 Temos que

1 T p1
— 1 2
B.(z,z) = 2/0 2,(z,T) da:-}l-/o /0 24{z, t)dzdt
+6,.clld) - 4 /D 24(z,0)dz,
para tode fungdo vetorial 2 : [0,T) — Vi x V4, onde fazemos ¢ identificagdo

usual z{z,t) = 2(1){(z) e 2., 2, denotam as coordenadas de z em Vj, x Vj,, i.e.
z = (2,,2,) € O, estd definida no Teorema 3.2.1.

Demonstracdo: Pela definicio de By, em 3.11, temos que

T T sl T
Brz,2) = § [ zwTido+ [ [ agfatfdudt+ [ ot

1
%fo 2, (z,0)dz

onde

Ogiss & = 3 Bla)wapalt) Bt + [ e 1) Bat, dx

1<5<N

Vamos mostrar que

/ " giss(0)d = O [2]:
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Como

h(z(xa t)) ) sz(x, t) az(é(zu) - g(zu)zq)

& H(z(z,1))

(v. demonstragiio da Proposigdo 3.2.2) entdo

il

bdiss = — 2 h(z) (t)'[z(t)]j+1f2‘|‘/r 8. H(z(z,t))ds)}
1<4EN R J'-l-lf? 3
= ~ ) {h(=z)  @OBOLne+ Hzzmpot)
ISIEN - g2

—H(z(zj_12+,1)) }.
Dai, usando a periodicidade de z(-,t) = z(t), vem que

Baiss = 2. {[H(=)] - B(2)141/2(8) - [2(8))j41/2-

1S§SN

Agora, pela definigio de H e 3.3, temos que

[H(=z(1)] = [#(zu(t)] — [9(2u(t))24(2)]
= [@(zu(1))] — [g(zu(t)}]2o(t) — [24(t)]9(24(2)),

e, pela definicdo de h, temos

fl(z)(t) [2()] = Eu[zu] + ﬁq[zq]

onde

) _ [9(24)]

h, = ™ m cnlze) — c12]2q)

fl. = —E(ZT)-F cu[z,,].

Entao, substituindo estas expressdes acima e fazendo os devidos cancelamen-
tos, obtemos o Lema 3.2.3. B

Demonstracdo do Teorema 3.2.1: Tomando z = wj, = (up, v4) no Lema

3.2.3 e usando que Bp(ws, wy) = 0, vemos que para concluir a demonstragao
do Teorema 3.2.1, resta apenas verificar que

| ' un(z, 0)2dz < | ' vo(z)2ds ¢ (3.12)
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Como
/{j un(z, 0)v{z)dzx =f up(x)v{z)dx (3.13)

T:

para todo v € P*I;) e un(z,0)|I; € P*(I;), segue-se, tomando-se v =
us(+, 0){I; e pela desigualdade de Hélder, que

a2y = [ ol 0)dz < luolleags I, Oy,
J

logo,
|[ua(-, 0)fragryy < [ollraqr;),

para todo j € {1,---, N}, donde resulta 3.12. B

Observagao 3.2.4 Para concluir 3.12 também podemos concluir de forma
abstrata, usando que 3.13 implica que u,(-,0) é precisamente a projecdo or-
togonal P do L*((0,1)) de up em V} € que a norma de uma projegdo ortogonal
de um vetor qualquer ndo aumenta o seu tamanho.

3.3 Estimativa do erro no caso linear

A seguir vamos tratar da questdo de precisdo da solugao aproximada definida
pelo Método de Galerkin Localmente Descontinuo no caso linear, i.e. f(u) =
cu e a(#) = au onde ¢ € o sdo constantes. A nossa meta ¢ demonstrar em
detalhes o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1 (Estimativa do erro na norma L?~Caso linear) No
caso linear, i.e. f(u) = cu e a(u) = @, onde ¢ e a sdo constantes, temos

. . , def : -
a seguinte estimative para o erro € = W — wy, (erro da aprozimacio wy):

1 T rl
([ el D)z + [ [ leg(e, 0 dadt + Op,c([e)}? < ClAD),
equivalentemente,

llew(s Dli3a0.n) + e Fqoxom) + O, cfle]) < C(Az)*,

onde C representa uma constante dependente apenas de k, [u|p+1 e |u|p4e-
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Para isto precisaremos de alguns resultados auxiliares. Nestes, usare-
mos com frequencia a projegio ortogonal P do L2({0,1)) em V} e suas pro-
priedades; v. Secdo 3.1.3.

Lema 3.3.2 No caso linear, para p =Pw —w, w = (u,q) e J = [; U I;4,,
j€{1,--+,N} gualguer, temos

I(ﬁu)Jl < ck(Am){k-l-lﬂ)lulnfeﬂ(J),
[puJil < ee(AZ)EH By gasayy,
[(P)il < /(AT Dy sy,
pglsl < Va(Az)EHYDlu|gra

onde p = (Pu, Dg), \¥; Tepresenta uma grandeza ¢ localizada em x4, J2, bor
ezemplo, (B,); = B(&],1/5) + Pulip /2)» &k € uma constante dependente
somente de k ¢ k % k ezceto quando a particdo € uniforme e k € par; neste
caso, k Wk+1.

Demonstragao: Pelo Coroldrio 1.2.3,

[IPullzeey < cp{Az)E+/D "”|ntk+1}(r)
< ex{Az)* Y Dlul gy,

onde I = I}, I;4,, logo,

@)l < 3leils + 3ip
< gck(Aﬂf){ +1f2)|u|nk+1(_n -+ %Ck(Am)(k+1K2)|u|H,,+,(J)
= Ck(AQ?){k-Hﬂ)lUlﬁkﬂ(n;

analogamente,

Iipulil = IpF — Pyl < P3|+ [Pu—|
< Ck(Aﬂf)(k+1/2){U|nk+1{J)-

Para as estimativas relativas a pg, procedendo de maneira andloga e
usando que ¢ = \/ad,u, obtemos

- 1
| (pq)ﬁl < Eck (A‘T)(Hlm Valu| H(k42)(g)
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1
|[§q]5 | < Eck (Az )("“’”x/ilul HUeA2)( 1)

Assim, concluimos o resultado para & = &.

A seguir devemos mostrar a primeira e terceira desigualdades do lema
no caso k¥ = k+ 1, sendo a particdo uniforme e & par. Para mostrar esse
resultado precisamos somente mostrar a seguinte afirmacao :

eAfirmacéo 1: Se u € V! entdo by = 0.

De fato, se Py, denota a projecio do L? em V}**!, como na Secdo 3.1.3,
- def .
entdo p; = Pryu — u satisfaz

1(§l)j+1f2| S Ck(ax)(k+1)+1f2ii£[nk+'z(_}},

pelo caso anterior, visto que £ + 1 é impar, o que implica em k+1=k-+ 1
além digso, 7, = P. Para ver esta dltima igualdade, vamos usar 3.7:

© =Pyau+m
= P(Pk+1‘u) — (PP;H_]_‘U. — Pk+1ﬂ) + 3
= Pu— (PPyy1u —~ Pryiu) + p1,

onde a ultima igualdade veio de 3.7. Por outro lado u = P, + p, portanto
temos que g = P, onde usamos a Afirmagdo 1.

k+1
e r—o Prg—
eAfirmagio 2: Se upyy(z) = (m) ez, entdo Pyygyy =0

A Afirmacio 2 implica a Afirmacio 1, pois para todo u € V!, temos que
u =N, Qlxs, com Q, € PHYR) e Q, = c,ugq1 + 74, onde ¢, € uma
constante e r, € P*(R), pelo Algoritmo de Euclides, logo, usando 3.7,

N
Pu =) (Plesurss + 1) — (Gtrr +75))x1,
s;l
= Z Cs(pu*.H - uk'l‘l)xra!
=1

donde
By = C’Ij“k+1 .
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Vamos mostrar a Afirmacao 1: Seja vy = {{Q: 0 Ay)x;, }‘_0’ ;;{V a base

ortogonal de V4, construida na Segzo 3.1.2. Lembramos que @ séo os
polindémios de Legendre e que estes satisfazem as propriedade i}-iv) da Segédo
3.1.2, A; é o isomorfismo que transforma o intervalo I; no intervalo [—1,1]
e x1, é a fungdo caracteristica do intervalo 7;. Aqui a particdo do intervalo
(0, 1) é uniforme, logo, podemos escrever

IJ = (O!—A:'B,a), ad:ermj+1/21 J= 15"':4}\"

e o nosso isomorfismo A; fica dado por

2
—(z-a)+1, j3=1,---,N.

e+l

Denotaremos o produto interno e a norma do L2({0,1)), respectivamente,
por (-,-) € || - || e escreveremos ¥ = ugyq, ; = 0 — SF e 749 = @ + 52
Usaremos a férmula de projecio Pu = ¥ ;;(u, vi;)/||vi||* (vélida em espagos
de Hilbert), sendo

Ai(z) =

ol = [ (@0 0)xd,dy
- [ B re= [ awr e

_éfi

L
pois f . Qi(s)%ds = |1Qillr2((=1,1y) = 5; i ; (propriedade i) da Secdo 3.1.2).
Assim, obtemos as seguintes igualdades para £ € J = I; U l;;;, onde j €
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{1,--+, N} fixado:

U, Vi)
ZA.’L‘/ 2 + 1) v;(2)

*;%f?{;'ﬁ)l) vs(2)
= Y% /,J_ w(W)Q N W) dyQ:(2))x, (=)
+§:%-1 [ ut )(Q-(/\j+1( NdyQi(As41(2)) X0 (2)
_ gﬂigl [/ e+ 55)Qus)dsQus(2) @)
. z";ﬂ B2 afan + S20Qus)Qu03)xi0 (0)
_ iz*_;_l [ (a4 5o - 0/ 55y auaiasa G )
x1;{(z)

k
DI [ (g + G = )/ Qs
. Q;(zA;/21 )Xf_f-;-i(m)
= LR (- )@@ S 7 i (®)

i=0
koi+1 1 T —Zj41
+ZO————/ (s 4 1)*1Q;(s)dsQi( Am;2 )X 15, ().

Dai segue-se que

Puj+1f2 = ]11113._m+ P‘u( )
=y 2 f 5+ 1)FHQy(s)ds(~ 1),

k
Pul, = hm Pu(z) = 22%—+—1 — 1)¥1Q,(s)ds,

£=0 -1
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lembrando que @Q;(£1) = (—1)* (propriedade ii) da Se¢io 3.1.2}, logo,

5oy, — (B, = Pl P,
= )

—

= 3Tk BR [ Qual{(s— DM+ (s 1) (1) s
_ % (k-l‘l)/ Qs 33{ k+1—j+(_1)i}d3

){( 1)+ (-1} [ @uls)sias,

li
rol—

onde para a ultima igualdade usamos que k é par. Agora,
{(-1)7 + (1)} £0

somente quando {1 — j + i| é par, i.e. |§ — i| fmpar, ¢ neste caso temos que

[ @us)sids =0,

pela propriedade iii) da Secdo 3.1.2, logo, (Pu); = 0, e portanto, (Ps); =
(Pru); — (T); = 0, onde usamos que (7); = uxy1(c) = 0. Isto completa a
demonstragio . B

Lema 3.3.3 Para particdes uniformes, temos que

[P(2)}j| < ex(Ax)™2||Pali 12,
pare todo z € L2((0,1)), onde J = ;U Iy, j € {1,---, N} qualquer.
Demonstragio: Escrevamos o def Ziti2 € ¢ = P(z). Como ¢ € V¥,
existem g1, q2 € P* tais que g|f; = @ e g|L11 = g, logo, g(o™) = qi(a) e
gla®) = q2{). Por 1.33, temos

ai(@)® < el Mallfag,), e @) < dhal el
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Como a parti¢ao é uniforme (|I;| = Az,V¥j =1,---, N) daf segue-se que

lgl;1* = lee(e) — @ (@) < 2(lg2@)? + @r (@) )
2c¢(Az)~ 1(/ ¢:{x) da:+/ g2(z)?dz)

i+

%c(Az)™! /J o(z)da.

A

Portanto
l[g);] < ex{Az) 2| |glir2(s)- W

Lema 3.3.4 Se f(u) = cu, a{u) = au, &f(u,u) # £ep=Pw —w,

entgo
Ba(p.Pe) < 30rclPE) +5 [ [ IPleg(t)o)Pdsdt
+(Az)?* / C.(t)dt
&
+(Ag) / Co(t){ / IP(en (1)) (z)|2d}2dL,

Bu(p, P(e)) < $0rC(IP(e)]) +IIP(ey)l it S
Haa [Tei@ar+ (a) [ COlPleallumd

onde
. el +¢
ACE-EN((L ks ”) Az + o) @)y + ace (AP lur)2, )
e
Co(t) % exlValeszlaolte(®) i + a(Az)FHu(t)is, o),
sendo |M%J—|w ef supj{l‘%ﬁ]f—— |€12]o00 df sup; |cla| (12 € uma funcdo

limitada, por hipdtese), k ' & ezceto quando a partigio é uniforme e k €
par; neste caso, E e+,

Observa(;ﬁ;) 3.3.5 Usando a Observacdo 4 da Secdo 5.1 € possivel mostrar
que |ﬂ511'1—c1")—|m é de fato uma quantidade finita.
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Demonstracio do Lema 3.3.4: Para simplificar a notagdo vamos tomar
v, & P(e). Pela defini¢ao de By(-,-), temos:

By(p, vi) = f / Bipu(, £)Vhulz, t)dwdt
/ / Pyl®, t)Vh gz, t)dudi
R SR 10O WIPR0) (AT
T

0 1<j<N

-/, Z: /y h(p(z,t)) - Oyva(x, t)dzdt.

Pela caracterizaciio da projecdo em L23.5 e usando que 8;p, = P(3,u) — 8,u,
temos
T 1
/ f O,Pu (2, £V o (x, T)dzdt = 0
o Jo

T 1l
/U -/{J pq(iﬁ, t)vh‘ﬂ(ws t)d"L‘dt = {.

Temos também que

/: > [ hiple,1) - 6evale, tdzdt = O

1<j<n i

de fato, como estamos no caso linear,

h(p(z,1)) - &vi(x, 1) = (f(Pu) — y/2(Pu)Pg, =9(Pu)) - B:Vn(z, 1)
= (cp" - \/EPQ)aﬂ-‘vh,ﬂ(ml t) - '\/Epuazvh,q(xa t)

e pu = Ppu—u e p, = Prg — g s20 ortogonais a vy ,, € vy 4, respectivamente.
Portanto,

T .
Bup,vi)=—[ 3 B@)sa- (1) va{@lsrjadt.
1<GEN
A seguir vamos estimar o integrando acima. Em primeiro lugar, observamos
que X '
h(p)jr1/2(t) - [valt)l = (cBu — cla[Pu])[Vas]
+(=+/aPg — A2{Pq])[Viu]
+(—vaPu + cla[pu])[Vad]
91 + 92 + 93:

I
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onde [[] = []; = []j4172 ¢ 6, i =1,--+,3 estdo definidos de modo claro, os
quais serdo estimados abaixo. A igualdade acima vem da forma de h no caso
linear. De fato, h(p);11/2 = (hy,, hp,), onde

- [l [9(Pu)]__
hpu - [pu] [ ] pq ll[pﬂ-] 12[139]

= ¢Pu — Vab; — &, [pu] — cl2[pg]

ﬁpq - —Q(Pu) + 6{2[pu] = \/C_Em‘F C{g[pu]-
¢ Estimativa de 6i: Pelo Lema 3.3.2, [cPs] < ex(Az)"*"Hu|grer(y) €
e [pu]| £ Jel1len(Dz) Y2 ul s gy, logo,

|91[ < Ck(A.’B)(kHﬂ)WImu(J).
¢ Estimativa de 6;: Pelos Lemas 3.3.2 € 3.3.3,

162] < (ValPql -+ |clali[pg] ) [v4]]
< (Vaes/a(Aa) D ul e
+|claiv/a(Az)E Dl gise g [V
< (‘V/.‘ck\/-(A:r)(k-l-lm) |u| EH /2(_])
+clalv/E(AZ) D u) garagny cr(AZ) Y2 vl |12y
< ck(A:::)("J(a|u|H;+2m(Am) (h—k)

+v/alcts|[ulmere ) | [Val | r2e-

¢ Estimativa de 63: Novamente pelos Lemas 3.3.2 € 3.3.3, temos

163 < (Vacx(Az)FDju g, ot |chler(AT)EHD) v ]|
< Ck(A“’)(k](\/—(A‘”)(t k)|”|m+1u) + |C{2|”V0Hr"{.!)
Como h(p);41 j2 - (D)[va(t)]; = 6 +6; + 65, pelas estimativas acima, vem que
h{p)jsryz - (1) - [va®)l; € ex(Az) A+ ) g
+Ck(A37){ ](aluinuzp)(m)w k)
+«/_lciz||“|nk+ﬁ(.r))||"u1|r2w)

+ex(A2)P (Va(AZ)E Bl iy
+lela||[Velira)-
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Para simplificar, vamos observar que

h(p)41/2- (&) [va®)); < 3eli[val® + + tivallfay,
+3C] (A + I N AD)B |yl |raga),

onde
i € 4 ‘-J
Ci(t) = ck{(MAm + |Cizlzck)|u(t)|%k+1 (J)
-{-a,ck(Am')z[k k}lu(t) y§+1(J))}
e

c:{ (%) o ck{\/alcizﬂu(t)lﬁ"‘*‘ @+ G(A-'E)E-klu(t)lnk-z—au)-

(Observemos que Cf é C;, definido no Lema 3.3.4, i = 1,2, localizado em
zjy172-) De fato, usando a desigualdade de Cauchy com ¢ em 8, e 63, temos
que

|91| < Ck(A.’E) k+1"’2)|’u|nk+1{‘]]"ﬁﬂc€ I Vu]l

F5HAZ) D s ) L + g [

e
651 < HAZ)™ (a(Az) 2R uls,
+2vaA$ykk”ﬂnﬁwwﬂdﬂhﬂnhnn
+lclof? I“|m+1m) 4||VQ||L3(J]
Logo,

ﬁ( P)j41y2- (t) - [va(®); < %0{1[%]3 4“Vq||r2(J]
+3CI(1)(Az)E + LAY B |volia -

Daf, como

Bu(p,va) = / Y h_ je1/2 - (8) - [va(t)]sdt

1<j<N

< /0 |h(D)s+1/2 - (£) - [Va(t)];ldt,
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temos que
T

Bip P < [ ¥ [rehlPle + 7IP(er)ll

0 <N

-

HE A + 36O PP (el
[ % chlP(e.)at

1<5EN

[0 2 Pl
4, ¢/1112(J)

1<4SN

+Haa® [7 3 citya

, SISV
+3an® [* T d@)liPElngdt
O 1w

Agora basta usar que J = I; U 1;%-.,.1 e aplicar a desigualdade de Cauchy-
Schwarz de forma adequada no R” para concluir a demonstragiao . ll

FAN

Finalmente estamos preparados para a demonstragio do Teorema 3.3.1
da estimativa do erro cometido na aproximacao de w por wy, no caso linear,

Demonstragao do Teorema 3.3.1:

(i) Caso continuo/Motivagéo : Primeiramente vamos estimar o erro entre
duas solugGes suaves w; = (u;,¢;), ¢ = 1,2, do seguinte problema de valor
inicial para o sistema em 3.2:

Beu; + 0o (f(ws) - yJa(u)a) =0
g — azg(ul) =90
w(t = 0) = up;.

Pela defini¢io da forma B(,-)} dada em 3.9, temos B(w,v) = 0 para toda v
suave. Como estamos no caso linear, B é bilinear, logo, obtemos a eguacdo

do erro
Ble,v) =0

para e def w;—W; e para toda v suave. Daf e de 3.10, obtemos imediatamente
que

_ 1 2 T rl 9 -_l 1 g
0=- fo e.(z, T)?dz + /ﬂ fﬂ (s, 1)%dzdt - jﬂ e.(z,0)%dz,
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logo, concluimos a seguinte igualdade:

%]01 e.(z, T)dz + f: ./: e,(z,t) dzdt = '12' /01 (uo,1(x) — uz())’de,

onde usamos que €,(z,0) = ug(x) — ug ().

Agora observamos que o ponto crucial no argumento acima foi que pude-
mos tomar v = e na equagdo do erro. Este passo nao serd possivel no
caso discreto abaixo {demonstragio do Teorema 3.3.1), pois o erro e da
aproximacido wj; ndo pertencerd ao espaco das fungdes testes. A idéia da
demons-
tracio do teorema que se segue tem como inspiracio o argumento acima,
contornando delicadamente esta dificuldade com boas estimativas.

(ii) Caso discreto (Demonsiragao do teorema): Como By(wp,vy) =0
e Byu(w,vy) = 0 para toda vy, = vu(f) € VF x Vf e paratodo t € (0,T), e
como estamos no caso linear (logo B é bilinear) segue-se a equagdo do erro:

Bh(e, Vh) =0

para toda vy = vi(t) € Vi¥ x Vi, para todo t € (0,7). Aqui comega a
diferenca do caso continuo: Néo podemos tomar v, = € na equagdo do erro
acima, pois e = W — W), ndo pertence ao espago das fungdes testes Vi (visto
que w ndo é uma fungio polinomial por partes). A solugédo é trabalhar com a
projecio (ortogonal) do L2 de e em V. Tomemas entdo v, = P(e), onde P
é a projecao do L?(0,1) em V}¥. Lembremos que, pela defini¢io de projecéio
ortogonal em espagos de Hilbert, a nossa projecao P fica caracterizada por

| (P@)@) - dn)ia)dz =0, Ve L¥0,1), VeV  (314)

ie. dada ¢ € L*0,1), P(¢) € o tinico elemento em V¥ que satisfaz esta
equacio para todo elemento v € V¥, c¢f. a Observagio 4 na Secio 3.1.3.
Além disso, para ¢ € Vif x Vi, temos P(8) = (P(dy), P(4,)). Notemos que

e — P(e) = w — P(w).

De fato, P é um operador linear, e Ew—wyew, e Vi¥. Notemos também

que
un(t = 0) = P(uo),
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pois de Ii1) e de 3.14 temos
f, (un(z,0) — uo(a))vns(z)dz =0,  Vun; € PH(I;),
logo,

1
.[u (un(z,0) — uo(z))v(z)dz =0, Vv e Vy,
cf. o final da demonstracao do Teorema 3.2.1. Pelo Lema 3.2.3 temos,

Bu(P(e) Ple)) = } [ IPeM)@ldz+ [ [ [Pley(t)@)P

+0r.c(P(e))) — } [ [Pleu(0)(a)dz

%”P{Eu{T””i!{[m y + [1P(eg)ll 20,1y x(0.m))
+6,c([P(e)]) — 3P (eu(0))llr2(c0.1));

daf, como P(ey(0)) = P(ug — ux(0)) = P(ug) —un(0) =0e

By (P(e),P(e)) = By(P(e) — e, P(e)) = Bu(P(w) — w, P(e))

(aqui usamos a bilinearidade de Bj, visto que estamos no caso linear, a
equacdo do erro e a definicdo de e) vem que

g”P[Eu (T)) ”r!({u,m + |[P(eg)llr2qon)x 0 + GTicl[[P{e}]J (3.15)
= Bp(P(w) — w, P(e)). i

No caso continuo, o lado direito desta equacdo € nulo; aqui, temos a seguinte
estimativa pelo Lema 3.3.4

Bi(P(w) —w,P(e)) < ;STGT[P[EH + 311P (o)l {72(0.1yx 07y
oz [t + (A2 [ COlIPelln@ud
onde C; e C; estao definidos no Lema 3.3.4. Combinando 3.15 e 3.16 temos

[P (eu(T))IIF F2((0,1)) . o HP(%]”I’E{O 1)%{0,7)) +ercf[P{E}]}
< 28y [ (0t +2(82)" [ Calt)|IPlelrsconndt

(3.16)

(3.17)
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Como todos os termos sdo nio negativos, temos em particular que

/ P (e (T))(z)%de
T
52(Az)2’= fu Ci(8)dt + 2(Ax)* ]0 Co(t)|1P ()|l r2(0 1yt

T
T > 0 é arbitrério, logo, escrevendo K 4ef f ’ Ci(t)dt, Typ > 0, e aplicando a
0
desigualdade de Cauchy com 2ab < a® 4+ b2, a,b > 0, segue-se que

[ IP®)@) o)
< Q(Ai‘)szl + L ToCo(t)2dt + Af"%/ |[P(eu( i))(x)”rﬂ((o,n)a

para todo T € (0, Ty); tomando K, % 2(Az)* K, + fn OCg(t)2dt e usando a
desigualdade de Gronwall (v. {9]) obtemos
1P (ea(T)Irao,y < (A2)™* (1 + KoToe" ™) = (Az)*C,

para todo T € (0,T;) (como Ty > 0 é arbitririo, esta designaldade vale para
todo T > 0). Substituindo esta desigualdade em 3.17, concluimos que

P (eu(T)) 20,1 + ||P(eq)||re( eux@em) T OrcliFl)(e)
< 2AA2)* Ky + 2Az)* [T Cylt)ds (3.18)
= C(Az)*.

Apgora resta mostrar que
llew{T) %20y + liegllzagomxoay + Or,c(le]) < C(AZ),

que ¢ a desigualdade 3.18 acima sem a projegio P.
Do Teorema de Pitdgoras em espagos de Hilbert, da desigualdade 3.18 e
do resultado 1.8 temos que

lewll}ao1y = llew(T) = Pleu(THII n((m))+||P(eu(T))||ﬂ((01})
< ¢x(Ax) 2(""‘1]|u}(k +1) + C(Az) %,

onde usamos também que e, — P{e,) = u — P(u) = p.. Entao

|lew(T) | 120,y £ C(AZ)*,
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visto que Az < 1. Analogamente, temos
||eq(t)|li2n=((o,1)) g (A‘f)z(ﬂl) Iul(2k+l} + ||PH£E{EH (U])(": oc),
logo, integrando em ¢, vem que
Heq”%ﬁ((o,ﬁ")x{o,ln < C{Ax)™

Agora vamos estimar o termo correspondente i matriz C:

Orcle) = [ ¥ chleultyt

1€3<N

= [[ % dules - Plea)] + [Pleu))Yat

1<i<N

< [1 % ditlles— Pl + [Ple)P)e

1£5<N

20, ¢ ([P(e)]) + 2enle f S [ew — Pleu)]2dt

1<jEN

< C(Az)* + 26&(13-'5)2’:4'1/ > uft )|mk+u)(1,»ur,-+1)dt

2 1<5EN
C(Az)?* + dci(Ax) f LIQ FTARIPN
C(Az)*,

IA

<

onde na peniltima desigualdade usamos 3.18 e 0 Lema 3.3.2. B
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