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Resumo

Consideramos m canals finitos com seccdes transversais constantes, com diametros
dependendoe de ¢. Tals canals sdo enchidos com fluido viscoso incompressivel em es-
tado estaciondrio. Nos extremos de cada cano, colocamos certos valores da pressio.
Mostrada a existéncia e unicidade da solugdo, construimos uma solucdo aproximada
de forma que nas saldas o fuxo € descrito como um fluxo de Poiseuille e numa vizi-
nhanga do cruzamento, o fluxo se comporta como uma solugao reescalada do problema
de Leray. Finalmente analisamos a convergéncia quando ¢ tende a zero.

Palavras-chave: Escoamento, Fluldo viscoso incompressivel, Navier-Stokes, Fluxo de
Poiseuille, Problema de Leray.



Abstract

We consider m finite pipes with constant transversal section and ¢ dependent dia-
meter. This pipes will be filled with incompressible fluid in stationary regime. In the
exterior extremes of each pipe, boundary pressure values are given. Beside the proof of
existence and unicity of solution, we exibit an aproximated solution. This aproximated
solution behavior like a Poiseuille How on the extremes of the pipes and an solusion of
a linear Leray problem elsewhere. Finally, we present the rate of convergence with ¢
tending to zero.

Keywords:Incompressible fluid, Navier-Stokes, Poiseuille flow, Lerav problem.
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Introducao

E cada vez maior o interesse na inddstria atual, a pesquisa e aplicactes de flui-
dos em equipamentos munidos de microcanais. ISstes se inserem na drea da Enge-
nharia que estd sendo conhecida pela sigla MEMS (“Micro-Electro- Mechanical Sys-
tems” ), para uma explicacio detalhada sobre o que é MEMS recomendamos o site
www. memsnet.org/mems/what-is. No Brasil temos pesquisa e construgio de equipa-
mentos com microcanais no LNLS-Laboratério Nacional de Luz Sincrotron; vide site:
www.Inls.br.¥ Como um exernplo, entre outros, de aplicacdo na indtstria de fluidos em
microcanals, citamos a construcéao de um equipamento chamado “Calorimetro” onde po-
demos estudar o comportamento Fisico-Quimico de um ou mais fluidos, em condigdes

de temperatura e pressdo diferentes das condicbes ambientais [ZiKol.

De uma forma geral, fuidos em microcanais, séo fluidos em dominios com canais
estreitos, onde podemos ter um sistema complexo de conexdes dos mesmos. Na enge-
nharia clssica, também temos problemas de escoamentos de fluidos em canais estreitos,
onde uma dimensao do canal € muito maior do que as demals, e.g. nos sistemas de
abastecimento de dgua e sistema de esgoto de uma cidade. Em engenheria ambiental
também poderiamos citar um problema de interesse atual, como o encontro de dois
rios, sendo um deles poluido, e af também o interesse em estudar o efeito da poluigao
apds o encontro dos mesmos; certamente de menor interesse pratico, mas que desperta
curiosidade cientifica e poderfa ser colocado no mesmo contexto, é o encontro dos rios
Negro e Solimdes na Amazdnia. Vejamos as figuras abaixo.

*Agradecemos aos Profs. Luiz Otdvie e Isague Alves pela visita ac LNLS
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Figura 3: Micro-calorimetro.

Figurs tomada de [Ziko]

Figura 2: Encontro de rios

Figura 4: Microcanais.
Micre sistemas para analises quinticas por
injecdio ern fluxe {Micro FIA) : do Prof.
fve M. Raimunde Jr., 40 Grupo de
Instrumentagio e Automacio em (uinica
Analitica - GIA - Institato de Quimica -
TUNICAMP. Projete MUSALNLS, 1999,
hitpiwww Inis br

Figura 0.1 Tipos de Dominios

Nesta Dissertacio estamos interessados no problema matemdtico de fluidos, em



dominios com canais, incompressiveis e em estado estaciondrio. Vamos expor, além da
demonstragio da existéncia e unicidade de solugho para as equagbes que modslam ©

roblema, uma proposta de aproximacio para as solugtes. Esta aproximacio depende
da espessura dos canals. A estimativa do erro nesta aproximacac ¢ exibida explicita-
mente e demonstrada. Seguimos a referéncia (MPL V. Capitulo 4.

Este tipo de problema fsico € & motivagio principal deste trabalho. Consideramos
o cruzamento de m canais finitos, onde cada um deles tem sec@o transversal constante,
de didmetro dependendo de ¢, ou seja, nosso dominic %, é um aberto limitado do R®
com fronteira suave que se escreve da forma

= o )
iz

onde €15, ¢ um conjunto limitado. {que pode ser vazio) formado no cruzamento dos
Qf, ¢ = 1,...,m sendo os domfnios (disjuntos) €¥, i = 1,...,m cilindros retos de
comprimento L, e didmetro ¢

Tais canais sdo enchidos com fluido viscoso incompressivel. Nos extremos de cada
canal, vamos colocar certos valores da pressao p; e queremos estudar o comportamento
do fluido ao longo de cada canal. Fsie problema tem formulaco matematica cujo
cenario siac as equagbes de Navier-Stokes; na verdade € wm problema homogéneo de
Navier-Stokes, estaciondrio. Matematicamente, chamando de v° e de p® a velocidade e
a pressao do fluido quando este se movimenta no dominio {1, e se denotamos a fronteira
lateral dos canos por

IP={zre=(25,7) e R*: 0 <2} < L, # = (2}, 1)) € 85"} (2)
e as respectivas fronteiras exteriores por
V= {xt = (L;,7) e R®: 7' = (2}, 2}) € 5}, (3)

onde S° representa a secao transversal {constante) de cada canal, o problema pode ser
formulado como segue:



Dados p; € R, i=1,---,m, encontrar (v, p) € WHHQ)? x LHQ) tal que

—pAVE A+ (VIS VS = Jem (4]
Vvt o= Qem O )

v = (JemT. {6}

vixn = 0 em I (7)

Po= i (8)

onde n; € o vetor normal exterior unitdrioa Xl e i =1, .. m.

Nosso objetivo em primeiro lugar € estudar a existéncia e unicidade da solucéo deste
problema. Uma vez mostrada a existéncia e unicidade da solucdio, queremos construir
uma solucdo aproximada da solucho real. A solugho aproximada € construida como
sendo uma colagem entre duas solugdes lineares. Tal comportamento é confirmado por
um estudo assintético do fluxo quando ¢ — 0. Nas saldas cilindricas (fora de uma
vizinhanga da drea de cruzamento) o fluxo é descrito como um fluro de Poiseuille, e
numa vizinhanga do cruzamento, o fluxo se comporta como uma solugdo reescalada do
problema de Leray linear. A i1déia entdo, consiste em colar estas duas solucdes num
certo ponto estratégico de truncamento, de forma que dada a espessura ¢, a solugéo
construida aproxime o fluxo efetivo com um erro dado em termos de e.

Para poder fazer esse trabalho, precisamos de uma boa abordagem de alguns tdpicos
da Analise e da Hidrodinamica. Tendo em mente nosso objetivo principal, decidimos
dividir o trabalho em quatro Capitulos visando dar uma idéia do contetido matemsético
que estd por tras deste tipo de problemas. Cada um desses capitulos estd estruturado
da seguinte maneira:

Para iniciar fol preciso apresentar algumas definicdes e resultados hésicos sobre os
espagos de Lebesgue e 0s espacos de Sobolev. Resultados que se resumem na descrigdo
de algumas desigualdades relativas a estes espagos, convergéncia, teoremas de imersdes,
nogdo do trago nos espacos de Sobolev W74(1), entre outros. Também foi necessério
fazer um répido estudo sobre outros espacos de funcgbes como € o caso dos espacos
de Sobolev homogeneos D™ ¢(Q), os espagos D {2), H, (), etc. Na construgio da
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solucio aproximada é inevitdvel o conhecimento sobre o problema de expressar uma
funcio escalar no LY como sendo o divergente de um campo v € W) aspecto
sobre o qual foi estabelecido a andlise que consideramos necessaria. Os assuntos ante-

riormente enunciados, constituem em termos gerais o primeiro Capitulo deste trabalho.

Levando em consideracdo que queremos construdr uma solucdo aproximada para
nosso problema original, € jé sabendo que essa solucho estd constituida por duas
solugBes particulares de problemas lineares, decidimos fazer uma abordagem tedrica
sobre cada wma delas. Em primeiro lugar fol feita uma descrigdo sobre o Auxo de
Poiscuille e em segunda instancia analisamos o problema de Leray ou equivalente-
mente, o problema de determinar o movimento dum fluido num dominio {2 com saidas
cilindricas, em relacio a um fluxe dado @; em cada salda e tendendo em cada uma
delas & solugho Poiseuille, correspondente a ¢;. Dentro deste dltimo problema, foi pro-
vada a existéncia e unicidade da solucdo e além disso descrevemos ¢ comportamento
assintotico da solugfo (decaimento e ordem desse decaimento) junto com todas suas
derivadas. Estes aspectos constituem o segundo Capitulo deste trabalho.

No terceiro Capitule reunimos os resultados técnicos mais importantes para poder
realizar uma certa andlise asintdtica duma solucgho aproximada para um problema que
serd tratado no Capitulo quatro. Estes resultados sdo basicamente desigualdades ja
conhecidas para dominios padroes {1, mas que devido & dependéncia de ¢ de nosso
dominio, é preciso fazer os calculos das estimativas de forma que possamos saber exa-
tamente qual é a dependeéncia em ¢ das mesmas.

No quarto Capftulo realizamos o estudo da existéncia e unicidade da soluggo do
problema original e baseados na teoria dos dois capitulos anteriores apresentamos a
solugio aproximada para o problema e realizamos a analise de convergéncia da mesma.
Este estudo se sintetiza na demonstraciio dos seguintes dois toremas.

Teorema 0.1
I.(Existéncia e unicidade da velocidaode v©).
Sejad; = p; — § ¢ sejam d = (> . B)% e c=c(4.2) € a constante do Lema (3.1). Se



d e o didmetre ¢ do cano, sdo tais gue
2
H#
I S —— {
a deioned/2 (©)

sendo ¢ o constante deda no Lema [8.2), entdc a egquagdo (4.11}, tem wma dnica
solucio.

I1. (Ezxisténcia e unicidade da Pressdo pf).
Existe wma dnica p° € L3(Q) tal que (4) € vdlido no sentido das distribuigées. Além
disso, pf = p; em £t no sentido de HY% = (HY?Y. onde HEY* = {0 e HY2(50,)®

v x n =0}, sendo n o velor normal unitdrio exterior o 8.

Teorema 0.2 Segjo (v, p) uma solugdo do problema (4)—{(8). Chamande de (We, I1°)

|
s
a solugdo aprozimada [dada na Secdo 5.8), valem as seguintes estimativas:
Qe _IIQ“E_QVG - Wﬁ”?,ﬂe S Cev —clne (EO\}
QT (e = Wioa, < cvV—elne (113
Q7P = Flam £ cev/—clne (12)




Notacoes Importantes

A. Notagao vetorial e Geométrica

1. R" = Espaco Euclidiano n—dimensional real, R = R\
2. e = (0,...0,1,0,...,0) i-ésimo vetor diretor.

3. RY = {x={(21,....2,) ER": z, >0}

4. Para A= (Aj;) e B = (By;) matrizes reais de ordem n, escrevemos
A_ : 3 = b irfiijgg_j,

Gt 1, =

I

4 . . / 172
. Para A = (A;;) matriz real de ordem n, denctamos |A] = thq.:l A”/im) .

6. Sea={a1,....an) e b= (b, .., b} pertencem ao R",

a.b = i ab;, lal = (znj af)m.

i1 i=1
7. Br = bola aberta no R" com centro na origem e raio R.
8. (g =0nNBx.

9. 6({1) = didmetro do conjunto 1.

10. Se Q C X, entdo 0 = X\ (L

11. X denota o fecho do conjunto X na topologia da norma.

12. X' denocta o dual (topoldgico) do espago X

B. Notagao de fungoes e Derivadas

1. Se u: 2 — R, escrevemos

u{z) = ulzy, ..., Tn). ¢ & Q.

~1



]

(811

=~

. Se w1 — R, escrevemos

; ¢ 5 -
ulz) = {(wy{z}, .., u.iz)). z€

A funcdo uy € a k—&sima componente da u, k=1,..,7.

. spt {u)= suporte da funcéo u.
. ., = derivada parcial de « com respeito & varidvel x;.

. DRu{x) = {D%u(z) : |al = k}, sendo k um inteiro néo negativo.

Se k=1, Du == (Ugy,.... U, ) = Vu é 0 vetor gradiente.

__ n 8% : ,
Au=3"", et = Laplacianoc de w.

{u,v) representa j/ uy para u, v funcdes tais que wv seja integrével.
o

Dada f € X', u € X denctamos por {f,u) o funcional [ aplicado em u.

. V- u = divergente de u.

. Espacos de Fungoes
O ={u: 0 —R; ué continual.

L CHO = {u: Q — R, ué k vezes continuamente diferencidvel}.

C=(Q) = NELCHQ).

. Co(Q), CF(82), ete denota as fungoes em C(€2), C*(£2), ete. de suporte compacto.
. D™, (v. pag. 19)

. DY) {v. pag. 20)

D). (v. pag. 30)



8. DL
Dy}, (v. pag
v. pag. 34)

9. D
TIE1). (v. pag. 34)

11. HYO). (v
j- V. Dag. 3@)



Capitulo 1
Espacos de funcoes

Neste primeiro Capitulo introduziremos aiguns espaqos de funcgdes basicas junto
com algumas propriedades que séo de Importancia relevante para o desenvolvimento
dos capitulos seguintes.

1.1 Os espacgos L9

Para g € [1,o¢) e & um subconjunto aberto nio vazio do R” denotamos o espago
vetorial LY = L2} como sendo o espago de todas as {classes de equivaléncia de)
funcbes reais Lebesgue mensuraveis u definidas em 2, tais que

fulon = ( JQ uf) " < cc. (L.1)

O fancional {1.1} define uma norma em L7, ¢ L? com esta norma é um espaco de
Banach. Para g = 2, o espago L9 é de Hilbert com produto escalar definido por

(f.9) = Ji i

Por L= = L™{Q) denotamos o conjunto das (classes de equivaléncia de} funces Le-
besgue mensuravels » definidas em { tais que

lullen = supess{|u{x)]:z e Q} (1.2}
= inflk>0: pl{z e lul) > k}) =0} < x.

10



O funcional (1.2) define uma norma em L, e L™ com esta norma torna-se wm espago
de Banach.

Dizemos também que u € L] (9), quando u € L9{Q) para qualquer dominio
Bmitado € com & ¢ Q.

Relembremos também algumas desigualdades nos espagos LY que serdo fregliente-
mente usadas ao longo deste trabalho. Para 1 < g < o0 temos a desigualdade de
Holder,

o
)
a2

j’ ] < Julgallelye 3)
o

para toda u € L), v € LY(Q) sendo ¢ = ¢/{g— 1) (¢ = 1, se g = oo). Duas
consegiiéncias da desigualdade de Holder sio a desigualdade de Minkowski

1+ vlgn < luflgn + jvllen. Yu,v e L) (1.4)

e a desigualdade de inferpolacio
, : (10 ”
lullse < Jullaliulrg” (L5)

vélida para toda u € L NL{(Q) com 1 < s<g<r<oc,eqg =01+ (1-
§r=t, 6€l0,1] [Ev, p.623]

Uma outra propriedade importante destes espagos é que o espago das fungdes in-
finitamente diferencidveis com suporte compacto em 2, denotado por C§°{£)) é denso
em L4, 1 < g < 0o. Finalmente é bom lembrar que nos espagos L? podemos introduzir
0s seguintes modos de convergéncia: dada uma seqliéncia {um} C L9Q), 1 < ¢ < x,
dizemos que {un, + converge fortemente ou na norma a alguma u € L4{({)) se

3

im |t — g0 =0;
TTt—+ 0

e dizemos que a seqliencia {u.} C L9(Q) converge fracamente a u € L¥(), 1 < g < 0,
se

Jm flum) = fw), ¥f € (L9(Q)) = L7(Q), (L.

ok
<
Nt

i1



onde {L9(Y)) representa o dual topoldgico de L9(£2), 1 € ¢ < oo, Em geral, dado um
espaco normado X, representaremos por X ¢ seu dual (topolégico). Como vale que
(LU = L9{Q) via a identificacio f(v) = fofv. feL¥, ve Lt (Teorema de Re-
presentacio de Riesz [Ev, p.639], a convergéncia fraca {1.6) na préatica fica determinada
por

Um | o, = f fu, Ve L7(Q), 1< ¢ < oo
0

No caso g = oG, também podemos falar em convergéncia fraca mas na pratica nio
aparece com muita fregiiéncia. O gue € bastante usado aqui € a topologia fraca-x (para
1

espagos duais [DuSc. p.462] junto com o fato de L®{Q) = (L' (£2)). Porém, na verdade
como a identificacdo L=(Q) == (LY} é feita via a mesma fSrmula

f(?j):] f@: féj;w ?/!E'{"if
2

e na pratica a topologia fraca do L™°(Q) ndo é multo usada, iremos chamar a topologia
fraca-* do L™(Q2) também de topologla fraca, e isto néo ird criar confusdo. Enfim,
dizemos que Un, C L4{}) converge fracamente para u € L9(2), 1 < g £ o0, se
i [ fun= [ fu vie /@) 1< <00,
o

Neste caso, usaremos a notacao u,, — u. Para a convergéncia forte, usaremos a notacio

Um — U

1.2 Os espacos de Sobolev ™4,

1.2.1 Aspectos Basicos

Antes de definir os Espacos de Sobolev, € necessario conhecer o conceito de derivada
fraca. Suponhamos O que seja um aberto nio vazio do R™, u,v € Li.(2) e & um
multindice.® A func¢do v € dita a a-ésima derivada parcial fraca de u se

j’[uﬂo‘@‘dx = (wl)ic"i]vdﬂd:r, Vo e CFF(82).
0 Q

*Um muitindice o é um vetor da forma o = (a1, ..., s}, onde cada componente ¢; € um inteiro
néo negativo; sua ordem lof é definida por lo| = a1 + ... + an.

12



{Definicdc inspirada na férmula de integraciic por partes quando uw € Cl*(()); neste
caso v = D%u no sentido classico.) Notacio:

Giel

Ogt..ge

v= D%, D%=

Os espagos de Sobolev W™9, ¢ € [1, o0}, m &€ N estdo formados pelo conjunto de todas
as fungbes mensurdvels u @ O — R tals que para todo o com o) < m, D% existe no
sentido fraco e pertence a L9(}).

Os espacos vetorials W™ sfo espacos de Banach se intruduzirmos neles a norma

0 ) o g N .
filmga = > ID]g)  seqeLoo) (L.7)
o0giej<m
lillmgs = max_ [ D%l se g = o0. (1.8)
) 0| <m )

Dado um espago de Sobolev W90}, definimos W["?(£2) como sendo o subespaco
de W2({1) formado pelo fecho de CF°(2) na norma (1.7) ou (1.8} dependendo do valor
de ¢g. Claramente, W%9(Q) = Wy 9(Q) = L9(2). Analogo aos espacos L2, W™2 ¢ um
espago de Hilbert (usualmente denotado por H™(€2}) com relacio ao produto escalar

(v, ¥)ma = Z (D%u, D%v).
o<jalcm
Dada uma funcao u em W™9({1), uma questao de bastante interesse é saber se ela
pode ser aproximada por fungdes suaves. Para 1 < g < o0, localmente sempre podemos
fazer tal aproximacao. De fato, dado ¢ > 0, e sendo €, = {z € O : disi(z,0Q) > ¢} 0
resultado abalxo garante a afirmagio feita.

Teorema 1.1 [Bv, p.250] Seja ue = ne = u em Qe, sendo n(x) = ¢ "nlx/e), com
n € C(R") tal que fp.n=1 (por exemplo tome

n(z) = cexp(1/{|zf* — 1)) se |z| <1
/ 0 se |z|>1

onde ¢ > 0 € escolhida de tal forme que [,.n=1). Entdo
i) ue € C°(8) para todo ¢ > 0
i) ue — u em Wit (1), quando € — 0,
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Se queremos uma aproximacio global, temos que se v € W () ou se v € W™I(R"}
a resposta € afirmativa’, mas em geral temos que impor algumas restricdes. Para ter
uma idéia melhor, enunciaremos o Teorema 1.2 abaixo. Para o mesmo precisamos da
seguinte definicdo:

Dizemos que um dominio O possul a propriedede do segmento* se para qualquer z € 90
existe uma vizinhanga U de z e um vetor y tal que se z € N T, entdo, z +ty € (1,
para todo t € (0,1}

(o =

Figura 1.1: Com p. do segmento Figura 1.2: Sem p. do segmento

Teorema 1.2 [Ga, p.29] Sejarn & um dominio (i.e um conjunio aberto e conero) qual-
quer do R® eu € W91}, 1 < g < oc. Enldo, u pode ser aprozimada na normae (1.7)
por fungdes em CT(§2) N W™, Além disso, se  tem a propriedade do segmento,
u pode ser aprozimada por fungdes em CT{Q).

Agora enunciaremos outros resultados enveolvendo desigualdades e os Teoremas de
imersdes de Sobolev {Teoremas 1.9, 1.10 abaixo) fortemente usados no cdlculo de esti-
mativas, como veremos no Capitulo 3.

Lema 1.3 /Ga, p.80/ Dada u € CF{R™), temos
llle2n < e [Tt 2 (1.9)
H FEEY —_ 2-\/’5 iy

Notemos que se substituimos uw por [ulf, ¢ = 1 em (1.9}, usando a desigualdade de
Holder obtemos que

g TS VL
ltllon jtn-1y 2 < (-2—%-) ully [V u) (1.10)

A desigualdade {1.9) permite deduzir resultados mais gerais; vejamos o seguinte lema

1Pode-se mostrar gue Wy 9(B™) = W4(R"?)
{Uma caracteristica destes conjuntos é que eles ndo podem ter elementos nos dois lados da fronteira.

14



Lema 1.4 [Ga, p.821] Sejar € [g.ng/(n—q)], seq&l,n). our € [g,00), se g 2= n.
Entdo, para toda u € CF{R") ilemos

f N HooEe-A e BA e a
lullres < {57= ) lullgza | Vuilge (1.11)
onde ¢ = mazi{g.r(n—1)/n}, A=nlr—-1qg)/rg

Lema 1.5 [Ga, p.832] Dada v € CF(R™), temos o seguinte desigualdade de Sobolev
(que pode ser estendida usando densidade, o fungbes u € %”'ﬁl‘q(ﬁ), 1<g<n)

gln -1

B S WHVUH@,Rm g€ l.n), r=ng/(n—gqh. (1.12)
2{n —q)y

Os dois resultados seguintes relacionam a norma L¢ de uma fungie com a norma
L% das suas primeiras derivadas. (Desigualdades de Poincaré).

Teorema 1.6 Suponhamos que £ € um subconjunto da foize de lorgura d, Ly = {z €
R™ . —d/2 < @, < d/2}. Entio, para toda v € Wy¥(Q), 1 < ¢ < oo, temos que

lullen < (d/2}|Vullen- (1.13)

Demonstrag&o. Como C5°(Q) é denso em W, ¥(0), é suficiente mostrar o resultado

para u € C§(£2). Como
4/2

w@)l < (1/2) [ Vuldz,

—d/2
temos que {1.13) € valida para ¢ = 00. Se 1 < ¢ < 0. usando a desigualdade de Hoélder
obtemos que

d/2
u(z)f < (d1/29) Vuldz,.
—df2
Integrando a Ultima desiguladade sobre L, obtemos o resultado. [l

Observernos que € imprescindivel no resultado acima que €2 esteja dentro de uma faixa,
pols por exemplo, se tomamos {2 = R™ e consideramos a seqiiéncia

Uy = 6—-E:£i/{?’n-i—i}5 me N

resulta que [Umlen = (m + DiVunlan, logo lim lunl o/ Vunlen = oo contra-

dizendo {1.13). O caso particular de (1.13) quando ¢ = 2, desempenha um papel
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importante em varias aplicacdes como veremos adiante, assim como também € de par-

ticular interesse determinar a menor constante p tal que
it §2 N = s A ‘.;i
lulzo € uliVullzq (1.14}

A constante p € chamada as vezes de constante de Poincaré. Ela depende do dominio
{1 e quando este € limitado, p = 1/A, sendo A o menor autovalor do problema

—8Au = Auem {
u = {em L

Observemos que denotando o diametro de 2 po
d < 5{{1 e assim

-y
L
<
et
ey
o,
b
pa—
1}
o)
o
T
I3
@
3]
9]
E
!
&2
o
i
o
o

Observemos também que (1.13) nfo vale se u nao se anula na fronteira de {2, fato
expresso pelo “zero”na notacio W, 9(Q), pois por exemplo se 2 é um domfnio limitado
temos que a funco constante u == 1 pertence ao espace W19({2) mas, evidentemente,
ndo temos a desigualdade (1.13) para esta fungie.

Sendo © um domfnio limitado tal que w € W9 mas ndo estd em Wy, como
relacionar a norma 9 de v com a sua norma L¢ do gradiente? A resposta é dada pelo

Teorema 1.8 abaixo. Para o mesmo precisamos da seguinte definicéo:

Definigao 1.7 Seje & um dominio do R™ com fronteira himitada. Suponhamos gue
pare cada xo € 051 existe uma bola de centro em xp e raio r, gue denotamos por
B.{zq) € uma funcdo escalar p definide num dominio M de R™™! tal que {renomeando
e reorientando o0s eixos de coordenadas se for necessdrio)

1. O congunto 982 N Blzy) pode ser representado por uma equagdo do tipo x, =
(1, Tt )y {2y, e Tl 1) € M

2. QN Buxg) = {x € B.(w0): zn < plzy, ., Zn-1), (T1...,%n-1) € M}

Entdo dizemos gque (1 € um dominio localmente Lipschitziano, se p for Lipschitziana
em M.
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Teorema 1.8 [Ga, p.54] Seja O um dominio limitado localmente Lipschitziano do
R" e seja @ = ?i—;fﬁa (Média da funcbo u no dominio Q). Entdo, pora loda u €
W), 1< g < oo, existe uma constante ¢ = c(n, ¢.8) tal que

o —ullen < | Vulla. (1.13)

kY

Um resultado de relevada importancia sdo os teoremas de imersdes de Sobolev, enun-
ciados a seguir.

Teorema 1.9 [Ga, p.35] Seja O um deminio limitedo do R™ e u € Wy Q). ¢ >
1.m > 0. Lnido.

¢ Se mg < n. temos que W Q) C LT{Q), para todo v € g, ??E%{E e eriste uma

mE

constante ¢ = cy{m, g, 7,7) tal gue fullro < e Ulmen-

» Se mg = n, temos que W ) < L7, pars todo v € [g.o0) ¢ emiste uma
constante cg = calm, g.7,n) tal que ullra < lltlmen

e mg > n, temos que cada u € W3 Q) € igual g.t.p em Q a wma dnica fungio em
C*(0), para todo k € [0,m — (n/q)) e existe uma constante cz = cs(m, g, r,n} tal
que maXosial<k SUPg | D%u| < csfullm g0

O seguinte resultado € andlogo ao teorema acima, valido para fungdes do espago W™,

Teorema 1.10 [Ga, p.87] Sejo QO um dominio limitado localmente Lipschitziano do
R". Entdo, o teorema anterior é vilido se substituimos Wy (2} por W™4(§2) com
& = ci(m,q,r.n,9),

i=1,2,3.

O seguinte resultado garante a extensfo (convenignte) de funcdes de um espago W)
ao espago W™I{R™).

Teorema 1.11 [Ga, p.36] Seja Q localmente Lipschitziono, g € [1,00],m = 0. Existe
um operador linear ((m.q)-extensdo} E : W™9(2) — W™IR™) e uma constanie ¢
gue ndepende de u tal que

(i) E(ulo =u, uwe W™

(NE ) limern < clt]man

17



1.2.2 Traco de funcdes nos espagos W7

Faremos um breve comentdrio sobre a possibilidade de atribuir valores na fronteira
de Q2 a uma funclo v € W™9(Q) {0 traco de u). Seu € C(Q), claramente u tem valor
em O no sentido usual, ie. faz sentido u lan. a restrichio de v a fronteira de £2; mas
em geral a funcao v pode nioc estar definida nem q.t.p em 08 ¢ assim ndo existe um
sentido direto de expresar v em 90, A noglo de trago resolve este problema.

Observemos que dada v € W™4(0) com mg > n, o Teorema 1.10 garante a pos-
sibilidade de atribuir valores a u na fronteira, pois nesse caso, como u € igual g.t.p a
uma Gnica fungio em C*((), para todo & € [0,m —~ (n/g)), a u pode ser redefinida
num conjunto de medida nula, permitindo assim, & continuidade até a fronteira. Em
termos gerais, usando algumas desigualdades junto com um par de resultados téenicos,
obtemos o seguinte Teorema.

Teorema 1.12 /Ga, p.45] Sejo Q2 um dominio limitado localmente Lipschitziano e
suponhamos que v = g(n — 1)/{n —mg) se mg < n, er € [1.00) se mg > n. Entdo
existe uma dnica aplicagdo linear continua v de W), ¢ € [l,o0),m > 1 em
LT(09)) tal que para todo u € C3°{Q)
c=cln,rg Q) ed=n{r—q)/glr —1) tal que

H

) = ulan. Além disso, no caso m =1 existe

(1-2) 4,
a0 )Eu”iq,ﬂ- {1.16)

Uma outra caracterizagdo do operador traco é dada no seguinte teorema; para isso

17 (W) llroa < cllul

é necessério definir uma nova classe de espacos: Os espagos vetoriais W1=1/9(80) C
L{01Y) constituidos pelas fungdes v tais que o funcional

— g 1/g
lulli-2.4,00 = [ullgen + (J,éq/a luly) = uly)| daydayf) (1.17)

o ly—ynre

é finito.

Teorema 1.13 [Ga, p.45] Seja @ wm dominio localmente Lipschitziano e seja g €
(1,00). Sew € Wh(Q), entdo v(u) € WIVe9(9Q) e além disso existe uma constante
¢ = ¢;(n, q,$) tal gue

Irulh-1/e00n < alulien (1.18)



Reciprocamente, dada w € WI=Y99(3Q), emiste u € WH(Q) e co = co{n, ¢, ) ial que

P S N
‘;’{?/L;-—wﬁ

e

s,

T o f oy i TG4
Itlien < cllvwllh-1/a000- 1.19)

Observacao 1.14 Para o case m > 2, referimos ao leitor interessado, ver o Teorema

8.4 de [Ga, p.48).

Para terminar esta parte, mencionamos o seguinte resultado que relaciona o frago de
funcdes em W com funcdes em Wyt

Teorema 1.18 [Fu, p.259] Sejo U < BR™, himitado, com 351 sendo de classe C? (e

o fungdo escalar p do definigio (1.7) ¢ de closse C1) e seja u € WD), Enido,
Tyl by

uw € W () se, e somente se ~(u) =0 em 50

1.3 Os Espacos de Sobolev Homogéneos D1

Os espacos de Sobolev homogéneos séo definidos da seguinte forma. Param >0, 1 <
g < o0, definimos

D™ = D™(Q) = {u € LL (D) : D*u € LU Q). |af = m}.3

Fm D™4 introduzimos a seminorma

tnan= (Y [ 10%ur)" (1.20)

|erj=m

Consideremos F,, como sendo o conjunto dos polindmios de grau m e para u € D™,
chamamos de [u] = {w € D™?: w = U + pm_1, para algum py,_; € Pn_1}. Denotemos
por D74 = D™4((%} o espaco de todas as classes de equivaléncia (v}, u € D™, e assim
vemos que {1.20) é uma norma em D™ e mostra-se também que, D™¢ com esta norma
é um espaco de Banach, e em particular, se ¢ = 2, D™9 é um espaco de Hilbert com
o produto interno dado por

U, Vg = Z ﬁDauﬁav.

|af=m

§ Aqui estamos considerando que as fungdes u vio de { em R.

19



Junto aos espagos D™ consideramos os espagos Df7 = D770 definidos como sendo
o fecho do conjunto das fungdes C5°{() na seminorma {128):

Uma questio natural € a relacgo entre D™9((3) e W™I(()). A resposta serd dada a
partir das seguintes observacoes.

Se 2 € limitado ou estd contido em alguma faixa Ly, definida anteriormente, e se

existe uma seqliéncia {up} em C§°(Q) tal que quando & tende ao infinito
1D™(ue —wllign — 0, ¥ jol = m,

HD%ug — u)llgn — 0, para todo 0 < |o] < m; em outras palavras .Dm’q{ﬁ) =
Wi (2. Agora, se £ é limitado e localmente Lipschitziano os espagos D™} e
{0} séo algebricamente iguais [Ga, p.60].

Uma outra propriedade importante é que se @ é limitado e localmente Lipschitziano.
dada u € D™{£1}, entdo temos que u € W, ().

1.4 O Problema V. -v=f

Nesta Secao gqueremos resolver o problema de representar uma funcao escalar como o
divergente de um campo de vetores num espago de fungdes conveniente. Considerando

um domfnio & C R, n > 2, limitado, o problema € formulado como segue: Dado
fe Ly, g & (1,+¢), com

f [=0 (1.21)
)
achar um campo de vetores v : {2 — R tal que
Vov om f
v o€ Wi (1.22)

Ve £ clflan, c=clng Q)

Vamos mostrar a solugéo deste problema baseados na construcio explicita do campo
v, para um dominio especial, como veremos no Lema 1.19 abaixo. para o mesmo,
vamor precisar fazer um par de comentdrios sobre algumas transformadas integrais e
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desigualdades relacionadas.

A transformada integral de uma funcio [ com ndcleo K, é uma funcéo ¥ definida
por

¥(z) Eéj/'fféx;ny{y)dy‘ (123)
¥

Se consideramos a situagdo em que K{z,y) = K(r — y) e definido em todo R", a
transformada (1.23) com Q = R" & chamada de convolugdo, e é denotada por K = [.
Com isto estamos prontos para apresentar ¢ seguinte resultado

Teorema 1.16 [Ga. p.89] Seja K & L*(R™), 1 <5 < 0. Se
feD'®Y), 1< o0
Entdo K = f e LT{R™), r7V+ 1= 571 +¢71, ¢ além disso

1K = fllrge < 1K spe

o e

f“qR“

o

1.24)

Definicao 1.17 Dada ume fungdo regular k(z,y) dizemos que um nicleo K de forma

Kiz.y) = S5,

refl, yeR"— {0} (1.25)

€ um nicleo Singular se, e somente se, satisfaz as seguintes condicdes
1. k(z.y) = k(z, By) para todo x,vy e para todo 3 > 0;

2. Paro todo x € Q, k(x,y) € integrdvel na esfera de raic 1 e
jf k(z,y)dy = 0;
fpl=1
4. Paro olgum q > 1, existe uma constante ¢ > 0 tal que

f k(z, )%y < ¢, untformemente em .
[yi=1

Para transformadas integrais definidas por micleos singulares temos o seguinte resul-
tado fundamental (devido a Calderdn e Zigmund).

21

-



Teorema 1.18 [CuZi, 1956, Teorema 2] Sejo que K{z,y) um nicleo singular e seja
Niz,y) = Klz.x —y). Entio, se [ &€ LH{R"), 1 < g < o, o limite

¥(r) = lim Niz,y)f(y)dy (1.26)
0 lz—ylze
eriste pare quase todo x &
mathbbR". Além disso, ¥ € LYR™) e ¥,z <c|filozn.

Para demonstrar o lema abaixo precisamos também da seguinte definigéo:
Um subeonjunto aberto €@ do R", é dito estrelado em relacio a um ponto xgp. se para

todo z € 3, o segmento { Az + (1 — Ay, A € [0,1]} estd em (.

Claramente, se {1 é convexo e g estd em {1, entdo 2 é estrelado em relagio a zs.

xz\\@

Figura 1.3: Conjunto Estrelado

Lema 1.19 Sejo & subconjunio limitade do R".m > 2, um dominio estrelado com
respeito a todo ponte de Br(zy) com Brlze) < Q. Entdo, para qualguer f € L9(%2)
satisfazendo (1.21), temos que o problema (1.22) tem pelo menos uma solucdo v, e a
constante ¢ de (1.22) admite o seguinte estimativa

c< (0—(}%(3)-}% (1 + ﬁ%) com ¢ = co{n, g},

Além disso, se f € CFF{Q), entdo v € CF(Q).

Demonstragao. Val ser dividida em duas partes. Em primeiro lugar, no caso quando
f € C5°(£2) e em segundo, quando f & L4(Q).
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Parte A.

Suponhamos [ € {1}, Se fazemos a mudanca de varidveis 2/ = (x — o)/ R, mu-
damos © ponto zg & origem de coordenadas e a bola Brlzy) se transforma em B,(0)
que denotaremos simplesmente por B. Além disso. nosso dominio €2 se transforma em
um dominio ' que também ¢ estrelado em relacao a todo ponto de B, com didmetro
(V) =46(0Q)/A, o camnpo v e a funclo f sGo agora v/ e J' definidos em 0. Com isto,
a equacio em {1.22) ge converte em

Vvl = Rff=F. (1.27)

F’ tem média zero e F/ & CF°(Y). Além disso, se temos F’ e v/ verificando {1.27), os

AN

respectivos v e [ verificam a equacho em (1.22).

Vamos resolver o problema dando uma férmula explicita de solucfo ({1.28) abaixoc).
Para motivé-la tomamos a decomposicio de Helmohltz-Weyl [Ga, p.102], a qual per-
mite decompor

=u+Vp, V-u={0

v
Dal, a primeira equacgdo em (1.22) se escreve como

Ap= [,

entdo, p = N = f, onde N ¢ a solucho fundamental da equagio de Laplace em R™
Assim, a solugdo seria dada por
v VN # f,

. . z :
sendo a menos de constante, VN(z) = —. Mas devemos modificar para obter v se

o

anulando em 90, e sem perder as demais propiedades desejadas.

Vamos considerar uma fungao { € C§°(R™) tal que
i) spi(() C B
i) [p(=1.
Mostraremos que o seguinte campo de vetores v{(x) dado por

J/; Fiy) {x—fw ) ((y+e= yé Jeride|dy = f Fi)N(mp)dy  (1.28)

|
=Y ey B o
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resolve o problema (1.2 {Aqgui estamos omitindo as aspas scbre v e F. para maior
comodidade ).
Se fazemos a mudanca de varidveis r = £/le — y| em (1.28}, obtemos que

L_......._.,A

| dy. (1.29)

A

- o0
‘«’(E?‘:fﬁy}{xmg}é {y +rlz —g))rldr
e L]

Observemos que v € C*(R™) ¢ além disso o suporte de v esta contido em M, sendo
M o subconjunto compacto de {1, (pois {2 € estrelado} dado por

M={ze: z=2z1+ {1~ Az, 1€ spt(f), =€ B, Ae[0,1]}L (1.30)

Para ver isto, fixemos x € {1\ M. Afirmamos que para todo y € spt{f) e para todo
r > 1, y+rlz— z;“; nio estd em B. De fato, se y + r{x — y) € B terlamos que
y4ric —yy =2z, com 2| < 1; logo
1 T—r
T Y — {1~r}y:>xmiz—i~
7
o que ¢ absurdo; portanto, como y-+r(z—y) ndo estd em 5 temos que ({y+riz—y)) =0,
(por que spt{{) C B) implicando que spt(v) € M. Com isto concluimos que o campo
v &€ CF(R™).

Yy A

Nosso objetivo agora é mostrar que V- v = F.

Vamos tomar um ponto x € {I e vamos considerar a bola de raio ¢ centrada em =,
i.e B.(z) para um ¢ suficlentemente pequeno. Ento, tomando (1.28) derivando e inte-
grando por partes obtemos

Dj-va-(:a:)=lim< jf F)D; Nz, y)dy + f F(y)fcf_f"’fmx,y)day). (1.31)
=0\ Be(a) 8B (z) lz — ]

Analisaremos entdo, estes limites.

lim Py
0 Jop,(z) z -

U Nife)do, = Flo) [ BB W g
Q i — Yl

De fato, fazendo y = z — ez, substituindo o valor de N;{x, ) e tomando o médulo da
seguinte diferenca, temos que

L=|f  PEBNe, - e [ STE b g

r—yl*
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Acora vamos ver a existéncia do
[l

lim [ F)DNizy)dy. o (133)
=0 Be=)

Antes disso. reescrevamos (1.28) da seguinte forma. Fazemos £ — [z — ¢yl = r em (1.28)

para obter

vi{z) = f {y) ” if Q\x i:c ) =yl + r}”“ldrgdy, (1.34)
o) x a L -y i

Notemos que da equacdo {1.29), fixado y encontramaos

DNfey) = Dillm—u) [ Clyrlw-)r-idr)
i

= 5@-/ lC{y—%—r(m—y))r”'ld’r +
i

+ (zi—yy) ]/ Dy +rix—y))rtdr, {1.33)
o qual, usando a igualdade (1.34) junto com (1.35), permite ver que
. &y = YN,
DNz, y) = : J[ (x et ) (o =yl 4+ ) Ny
’ oo o T [x—y[)( yitr)

Ty — U oo T N .
T;“Ti-if Dga.(x : Tm_zlj(éa:—yj—i—r) dr.  (1.36)
0 H

Expandindo as poténcias de n da equacio {1.36). depois de alguns cdlculos podemos
mostrar que

DiNi(z,y) = Kij{z,z — y) + Gz, y) (1.37)

onde K;;(z,z—y) é um nicleo singular (Deixamos como exercicio ao leitor a verificacio
deste fato) dado por

bij = T—=UN o Ty — W = LY\ n
e ({x+ re———Ir dr'mfﬁ +7 - bt
[x—fylﬂj; ( [w—y%} e -yt g C( lx—yi)
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e Gii(z, ) é tal que admite a siguinte estimativa

Goloa] < o2 €.n
G2, Y S G, T &8, e ()
=yt
Conseqgliéntements temos que
1 q
lim FlyyD:Ni{z,yidy = im / Fl)Ki{e.x —y) + Giyle,yldy,  (1.38)
=0 f peray =S B ‘

e assim (1.31) pode ser escrito como

|

o

Dyu(z) = f (Kylr, 2 —y) + Gyla. )] Fy) + F(x) (#; _gff X"’;; vl (v) | dy
& i — § J

= Filo)+ Rz + Fyo),

mais explicitamente,

Fi(z) = ffi'i;(xgx-y}f’(y)dy;

2
Byz) = QG@j(x,y)F(y)dy;
{op . e 91 ) 3
Fylz) = /0 Fay 3{(52 Y ()| dy.

Temos agora que V - v € igual a

LF@

- (2 = yo) (s — ) .,
+;M@A , Cy)dy

z—yl?
- [Fw

— (2 =y} — )
+F@) [ 3B e

= [Fo) |n [T re—pptars [T (S ey i dys
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H te-] Cg .
- j @i Lttty +rlz—y)ydr| + P@)
O i T

[

1

= [ Plcen + P
&
= @) [ P+ Flo)
¥

R f Fly) + Pz) = F(z)

Logo, V- -v=Fem Q.
Para terminar esta primeira parte, falta ver que [vii, < ¢l fl+
Para 1 < g < oc, diretamente do Teorema 1.18, encontramos que

[P llen S allFllga (1.39)

Agora, como Fo(z) = [, Gi;(z,y)Fly). temos que [Falz)] < [, i"{“’ = ~F(y),

eyttt

donde devido a {1.24), encontramos

; ; ] a(Q el 3
| Fallg < J"——m‘“’) Py ’ 1 Fllgn {1.40)
i Yl
ou equivalentemente,
[ Fallon € e2d(@)" 1 Fllgn. (1.41)

Finalmente, ndo ¢ dificil ver que EEFg{Jqp <38 {Q2)M| Fll,n- As constantes ¢, ¢g depen-
dem de 7. ¢, ¢ mas ndo dependem de Q. A constante ¢; pode ser estimada¥ por

& < cd (1 +5(2)), e = culn.q.0)

e assim juntando estas estimativas completamos a primeira parte da prova do lema.

Parte B {Caso f ¢ Li({))

% Na verdade, ¢; depende da constante ¢ do Teoremna 1.18. Para mais detalhes sobre esta estimativa,
ver [Ga, p.04]



Seja f € L)) satisfazendo (1.21) e seja { [} uma segliéncia em CFP(Q) tal que

fm comviria a f na norma | - |l,.o. Definimos

i “‘:

fimf ffm m e N, wcch{»-a}YCOmng:l_
J; o

Sendo j/ f =0, como [, converge a [ na norma {|.{/;0. temos que
4

[ o0

logo, dado e > 0, existe m(e) € N tal que para todo m > mie),

155~ fllga = lfm - ‘fﬁzfQ\s n = flan+le [ falin<e. (142
{3

S

logo, fi aproxima f em L9(Q) e além disso

£ﬁ=@

Portanto pela parte A, para cada m € N, podemos encontrar uma solugéo v,,, € C§°({2)
do problema {1.22). Além disso,

Evvm“q,ﬁ < CEHfm”q,Q <l {1.43)

para algum C > (. Pelo teorema de Banach-Alaoglu (todo conjunto limitado é fraca-
mente compacto [Br, p.42], logo temos que existe uma subseqiiéncia {v,,, } convergindo
fracamente em W, 9(Q) para uma v € Wa?(Q), e esta v vai ser um campo que satisfaz
as condigBes {1.22) do problema original, cuja verificacdo deixamos a cargo do leitor.[]

Agora, queremos estender um pouco mais o resultado do Lema anterior a um caso
mais geral de dominios. Iniciamos enunciando o seguinte resultado auxiliar.

Lema 1.20 [Ga, p.126] Seja 0 subconjunto do R*, n > 2, limitado, conexo tal que
== Uz‘:l Q. N 2 1, onde cada € € um dominio estrelado em relogdo o alguma bola
aberta By com By C O, e seja [ € LI(Y) satisfazendo (1.21). Entdo, existem N
fungées fi tais que parg todo k= 1,--- N temos
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i

4. f= Z;xz Jed

1ells < Clille, com € = (1+ gﬁbgn 1+ RETD - '), onde
D; = US_HMEF Q?ﬂf) i=1,---,N-1

Sy

Fazendo uma combinacio adequada dos dois Gltimos lemas podemos mostrar o seguinte
feoTema.

Teorema 1.21 Seja Q um dominio kimitado conezo do R, n > 2 tal que 0 = i, Ok,

N > 1. onde cada S € um dominie estrelade em relocdoe o alguma bola oberta By com
Br C Q. Entdo, dada uma [ € L(51) verificando (1.21), existe pelo menos uma
solugde v de (1.22), e a constante ¢ de (1.28) admiie o seguinte estimative

ccac(22) (1+42) na

onde Ry € 0 menor raio dos bolas By, co = co(n,q) € C € a constante do lema anterior.
Além disso, se @ funcdo [ € de suporte compacto, o campo v também o €.

Observemos que f pode ser decomposta como no Lema 1.20; logo usando o Lema
1.19, em cada dominio £ para k = 1,..., NV, podemos construir um campo v corre-
pondente a fi satisfazendo (1.22). Estendendo vy por zero fora de £, podemos deduzir
que o campo

N
YV o= E Vi
k=1

pertence ao espaco W, 7 e resolve a equacio em {1.22) em todo 2. Além disso, do Lema
1.19 e do item 5. do Lema acima encontramos que

Vigo < IVilien <CZ|fA oo £ eCllllan
k=1 k=l

# UNICAMP

BIBLIOTECA CENTRAL
SECAD CIRCULANTE



completando assim, a primeira parte da prova do Teorema. Para ver a demonstracio
completa deste Teorema, sugerimos ao leitor ver [Ga, p.129].

Se a funcio f € LY N L7, com 1 < g5 < oo, satisfazendo (1.21), podemos
mostrar também que existe um campo solucio de (1.22}, o gual satisfaz

i sir
lr! e
Vinen < clfilgn;
e 11 opy
Viiea S Clfina

para alguma constante ¢ = c{n.q, ).

Finalmente gueremos mencionar um ultimo resultado bastante Gtil e cuja demons-
tracao segue a mesma linha do Lema 1.109.

Teorema 1.22 [Ga, p.135] Seja @ dominic limitado e localmenie Lipschitziano do
R™ n > 2 Dada f € W™ m > 0,1 < g < oo, satisfazendo {1.21), existe um
campo v € W), verificando (1.22) ¢ |V¥inen < ol fllmgn. Além disso, se
[ € C3e(8) entdo v € CF°(Q).

1.5 Owutros espacos de funcoes

No estudo de propriedades da dinfmica de fluidos é imprescindivel considerar alguns
espacos de fungdes apropriados que traduzem em forma matemdtica as propriedades
fisicas destes fendmenos. Além dos espacos de fungdes até agora mencionados, queremos
apresentar um resumo sobre alguns outros espacos de interesse particular para o estudo
feito nos dois capitulos seguintes. Chamaremos de

D) ={ve ) :V -v=_0em Q}.

Consideraremos também 08 espacos HI{Q\, HWQ . 0s quais so definidos (satisfazendo
gh=t/ gt ; g i
certas propriedades no sentido fraco), Como

HX) = D(0) nanorma de WH(Q)
A = {veW Q) :V -v=0emQ}
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Nio é diffcil ver que para todo 2 € R™ ¢ > 1, HJ{Q) C H;(Qj Duas questdes

interessantes que se podem formular s80 as seguintes:

f—

. Para que tipo de dominios Q, vemos a igualdade () = H +(€2). (Esta questdo
¢ importante para estudar a unicidade das equacgdes de Stokes [Ga, p.1481.

3

. Se H () # ; . qual € a dimensfo do guociente entre H () e HI (D)), ou
seja,

: 7l 1y o2
dim(f, /H ) =
E serd possivel construir uma base para este espago quociente?
Para iniciarmos nestas questoes, vejamos 08 seguintes exemplos:
Exemplo 1. Consideremos o cilindro infinito O = {z € R® : 2% + 2 < 1}. Pela
densidade de D{{2) em H}(Q) é fécil ver quese v € H} (M), entdoo luixo g = [ v-m =
0, sendo © qualquer sec¢do transversal em 1.

Agora,sev € ffgl({?), o fluxo ¢ também é zero. De fato, primeiro notemos que aplicando
a desigualdade de Hélder, temos que

f:« é < B2 <fs vz)l/z_ (1.43)

Em segundo lugar, existe uma seqiiéncia de némeros reais {zf}. com jzf] — oc
quando k — oc tal que

lim (1 - 1ac§|)fv2 = 0.
k—oo 5

De fato, caso contrario, existiria € > 0, 5 > 0 tal que (1 + |z3]) f v? > ¢ para todo
>

\z3| > 5. logo se chamamos de A = {x3: jz3| > s} temos

= [ [ [ n]
e 32 L
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£ !

entio |v]jZ, = oc o que é absurde.
Finalmente, como (2] /{1+]z;]} € limitade, juntando as trés observactes acima, obtemos
gque o fluxo ¢ € nulo, pois

s P Wz ! + o 2
< IDlvlis s ———(1+ lxél\}/v — 0.
A T L i Coake i

G ) 5

g

[

Este exemplo mostra que o fluxo ¢ ser nulo € uma caracteristica comum entre 0s espagos
que estamos considerando. Agora vejamos o seguiente exemplo para ver diferencas entre
eles.

Exemplo 2. Consideremos o domfnio O = {z € R®: 2%+ 22 <1 + 22},

Se v € HHQ), entdo ¢ = 0. Se v € H(Q), temos que |Ti/(1 + |za|) nio é limitada.
pois [Tl = 7(1 +23)% logo 1Z]/{1 + |x3]) — oo quando |zs] — oc. O exemplo anterior
leva a pensar na posibilidade de existéncia de campos com divergente nulo em W, * (02},
verificando a segunda observagio do exemplo anterior, com ¢ # 0 em Z, obtendo assim
que AL(Q) # HH(Q).

Um primeiro exemplo de néo coincidéncia entre estes espacos fol dado por Heywood
(1976)[Ga, p.151].

Em dominios limitados temos igualdade, precisando somente certo tipo de regulari-
dade da fronteira de Q [Ga, p.148]. Em dominios com fronteira ndo compacta existem
2 ~ : . — T 1 _ frl
consideragoes particulares; por exemplo, se Q = R}, H (Q7) = H,({2) sempre que
1 < g < o0, Uma questdo de particular interesse é saber o que acontece quando o
dominio 2 é um dominio com canais, i.e.

_ . am
Q —_— U',';:O""‘"-‘Jf

onde {2, € limitado e os ; sBo dominios dois a dois disjuntos da forma Q; = {(Z,z,) :
Z € Z{x,)} sendo L(x,) a seclo transversal de {; por z,. No caso particular em que
Y(z,) ndo depende de z,,, i.e, cada €, i = 1,...,m € um cilindro reto (semi-infinito),
mostra-se que H; () = H}(Q), 1 <g < oo

O seguinte resultado (de Maslenikova-Bogovskii) sintetiza a resposta as questdes feitas
anteriormente. '
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Teorema 1.23 [Go, p.156-p.165] Sejo Q = UZT,, onde (g € um compacto, ., 1 =
1....,m sdo disjuntos, os gquais em sistemas de coordenadas cartesianas possivelmente
diferentes, sdo expressos da forma

g

O={o={Z 2. e R" 2, >0, 7| < filz.}}
com f;, = 1,...m sefisfazendo as sequintes condigdes
e fi(t) = fo>0
o | fi{to)—[fi(t1)] € Mity—ti1| para algumas constantes fo, M e para todot, t1.t3 > 0.
Entdo
1. 8e Qg = 00 By satisfar a condicio do cone' para tode R > 3(Q), sendo Bg a

bola aberta de ceniro 0 ¢ raio R, temos que H (1) = fn{ém} 1 <g< o0 se e
somente se, para todo v € 5};(9} & = fz ven=01i=1,...,m.

2. H{Q) = HXQ), Y ge[1,n/(n—-1)]

3. Suponhamos que H (2 & I}’j(ﬁ) e que as integrais [, FEmeD g convierjam
para = 1,...,0 coml < m e divirjam para 1 =1+ 1,....m. Entdo, a dimensdo do
espago Hy(Q)/HNQ) ¢ igual a | — 1.

Considerando v € Hgl,: m > 2. observemos que nas condigdes do Tecrema acima, em
toda seclo transversal X, = £,(n) temos

q

" <o [
i
com ¢; independende de x, € assim,
* i-mye-1)
sra=iel [ 10 @z, < Il

Portanto, se §; = o0 = ¢; = 0. Como a soma dos fluxos deve ser zero, se existirem
m - 1 integrais 3; que divergem, concluimos que ¢; == 0 para todo i=1,...,m e assim,

IUm conjunto § satisfaz a condicdo do cone se existe um cone C que é a interseccio de uma bola
aberta centrada na origem, com um conjunto do tipo {Az: A > 0, 2 € R”, |z —y] < r}, tal que fodo
ponto z € 9§ é o vértice de um cone C, congruente a £ e contido em 1.

33



pelo item 1. do Teorema acima, f}mﬁ} = H{Q). logo em caso de H () & Hl(
pelomenocs duas das integrais J, devem convergir,

Para finalizar este Capitulo, vamos definir um outre par de espagos de funcgdes
junto com algumas propriedades que consideramos importantes, as guals serdo usadas
no Capitulo seguinte.

Denotamos por D3%(Q) o subespaco de DE? (vide p.19) definido como sendo o
fecho de D(Q) na norma de D)9(Q2). Observemos que para qualquer dominio € do
R™ H (1) C C DyUD). De fato, seja u € H}(Q), entdo existe uma seqliéncia {ug} C
D(Q) tal que uy converge a una norma |1 .0, implicando em particular a convergéncia
da ug para u na seminorma L}, o, ou seia, u € Dy¥(Q). Para alguns dominios, semos
a outra inclusdo; por exemplo. tomemos Q limitado, Entdo, dada u € Dy9(Q) C Dy,
existe uma seqiiéncia {ug} C D(Q) tal que ug converge a u na seminorma [y 5 0. Como

r € C3°(), temos que ux —u € DY), Como o dominio é limitado, pela Seccao 1.3
sabemos que u, — u € W, Y(01); conseqilentemente,

e — ujga < o Vi — ujllgn,
com ¢ = c(n, g, ), logo sabendo que u, converge para u na seminorma ||y, g, temos
que
I — uflge — 0

e assim, u € H; ().

Tal como foi feito no caso dos espagos H (), podemos comparar os espagos DY)
com os espacos Dy?(Q) = {v € DFQ) : V-v = 0 em 2 (no sentido fraco)}, estu-
dando em particular os dominios para os quais eles s@o iguais e em quais eles sdo
diferentes. Em geral, Dy4(Q) C DIUN).

O seguinte Lema caracteriza a igualdade entre estes espacos; caracterizagdo gue usare-
mos no préximo Capitulo.

Lema 1.24 [Ga, p.167] Seja 2 um dominio como no Teorema 1.23. Entdo Dy%(Q) =
DL, para g € {1,00), se, e somente se, todo v € DyUN), verifica que

J[ von=10 i=1..m
2
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. 21, ; - .
i.e, se todo campo v € Dy¥(Q) tem flure zero através de qualguer segdo transversal ;.

3 st T 1.8 70 -1 . . N Tt s
Para dominios limitados, como Dy9(Q) = H (), segue-se que Dy (1) = H (8],

Um dltimo resultado que também serd usado, € dado pelo Teoremsa abaixo.

Teorema 1.25 [Ga. p.171] Seja Q0 dominio do R™. n > 2. Suponhamos gue F € uwn
funcional linear continuo, em Dy*(XY), 1 < ¢ < oc, identicamente nulo em DL,
sendo §¥ quolguer subconjunto limitado de Q, com ¥ C Q. Entdo, exriste p € LE;C(Q)
tal gue F admite a seguinte representacdo

e

Flo) = / PV, ¥ € CE ().
194

Para dominios limitados temos também a unicidade de p, a menos de uma cons-
tante, e, além disso ela é globalmente integrdvel. Mais precisamente, temos o seguinte
Teorema.

Teorema 1.26 [Ga, p.170] Seja Q@ um dominie limitado do R™, n > 2, que satisfaz a
condicGo do cone. Bntdo, qualguer funcional linear conttnuo F em Dy(Q), 1 < ¢ <
oo, identicamente nulo em DYU(Q), € da forma

F@) = [ 57w, Yo e Cr@),
9]

para uma unica p € LY (Q) (a menos de wma constante).



Capitulo 2

O Fluxo de Poiseuille e o0 Problema
de Leray

As equagbes homogéneas de Nowvier-Stokes para um fluido viscoso incompressivel
num certo dominio {2, no estado estacionario, sio dadas por

—vAV4+ {(vV)v+ VP =0em !
V-v=0em £,

sendo
1. v a viscosidade dinamica dada no sitema CGS em gr/{cm.seg);
2. P apressao cuja unidade de medida é o Pascal (no CGS, Pascal= gr/{cm .Seg?)).
3. v a velocidade do fluido dada no CGS em cm/seg.
Acontece que o sistema
— VAV A (vV)v+ VP =0em

do ponto de vista flsico estaria comparando grandezas em unidades de medida dife-
rentes; portanto é necesario fazer uma normalizacao de tal sistema. Para isso vamos
chamar de

1. p a densidade do fluido {constante) dada no sitema CGS em gr/em®;
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2. p=v/p a viscosidade cinematica do fluido dada no sitema CGS em cm?/seg;
3. p= F/p a pressio normalizada.

Assim podemos normalizar as equacdes de Navier-Stokes acima, e obter um novo sis-
tema coherente fisicamente, a saber:

AV A (Vv 2 Vp=0em 0
V-ve=0em {.

m—.
)
N

e

A primeira equagao expressa a conservagio do momento linear (no estado estacionario)
e a segunda. o fato do fluido ser incompressivel, ou sela, fluidos cuja densidade pode ser
considerada invaridvel, i.e, nBo existe uma notavel compressBo ou expansio do fluido,
baixo efeitos de presséo.

Do ponto de vista das aplicacBes, e também matemdtico, é importante considerar
fluidos em dominios {2 tendo fronteira ilimitada tals come anais infinitos com secdes
transversais constantes ou varidveis *. Consideremos £ como sendo um dominio ili-
mitado do R™, com fronteira Lipschitziana, formado pela unido de m > 1 saidas no
infinito, 0s canals, ou seja

e
Q=]
=0
onde p é um subconjunto compacto de §2 e 4,7 = 1, -, m dominios disjuntos, os
quais, possivelmente em sistemas de coordenadas cartesianas diferentes, podem ser
expressos da seguinte forma:

;= {:‘5 = (Z,z,) ER" 12, > 0,2 = (1, Tpe) € ilay) }

Aqui, ¥; = Zi{z.) sbo dominios de R™*, que dependem suavemente de x,, simples-
mente conexos € com |Z;{x,)| == ¢ = constante > 0; |Z;(x,)| denota a medida de
Lebesgue de Li{zn) em R

*No Capitulo 3, apresentaremos uma aplicacdo concreta, quando consideramos o escoamento de
um fluido através de dominios com canais, cujas saidas tém secdes trasversals consiantes.
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Se temos o escoamento de um fluido incompressivel e supondo condigdes de aderéncia

i

ng fronteira {i.e, velocidade do Auido nula na fronteira de ) é facil deduzir que o fluxo

p—

@ = Jf v{Z,2n) 1y do(F
i

através de uma segdo transversal 2; gualquer de §; € constante em (I, com relac@o
a ZTno acima, n; denota & normal unitéria a 2 apontando na direcdo de crescimento
de z,. Isto é conseqiiéncia do Tecrema da Divergéneia aplicado a regidgo 2% C
limitada lateralmente por duas secdes transversais &; e L., junto ao fato do fluido ser
incompressivel (V- v =0):

Qmjf vaj! i’ﬁvmjVﬁﬁﬁfVﬂl
o anr T T

Por esta razéao, uma gquestac natural é estabelecer a existéncia de um campo de velo-
cidade com fluxos ¢; dados, assim como também descrever {se for possivel) o campo
velocidade do fluido nos canais guando x, — oc. Nesta Dissertagdo ndo vamos tratar

-

desta questdo de uma forma geral {uma boa referéncia é [La], mas vamos tratar do
Problema de Leray, em dominios com canais cilindricos. O Problema de Leray em um
dominio I com saldas cilindricas consiste em determinar o movimento de um fluido
em I com um fluxo dado @&; em cada canal e tendendo em cada um deles 2 soiucio de

Poiseuille correspondente a ¢;.

Neste Capitulo vamos provar a existéncia e unicidade de solucdes para o Problema
de Leray em 9 = [JI_, Q. Além disso, vamos descrever o comportamento assintético
da solugfo junto com todas suas derivadas nas saldas dos canais £2;, i =1,---,m, Le.
guando x, — 0. |

2.1 O Fluxo de Poiseuille

O Fluxo de Poiseiulle é a solugdo de (2.1) em um dominio cilindrice € sendo v um
campo de velocidade paralelo. Mais precisamente, se denctarmos por e, a diregdo do

'Se  tem m canais, devencs dar os fluxos ¢y, ..., &y em Ls, ¢ = 1. ..., m de modo que Py + ... ¢ =



cilindro 2, temos v = ve, com v sendo a velocidade escalar funcio somente de &
(x = {Z.x,)} e € facil de ver que neste caso o sistema (2.1) se reduz ao gradiente de
press@o ser wma constante ¢ vezes e, (na verdade, p = p{xz,) com P{(x.) = ¢} & av
problema de Dirichlet para v,

—pAv = cem §}
v o= (em OflL

Vejamos dois exemplos interessantes.

Exemplo 1.
Consideremos o escoamento de um fluido planar {viscoso e incompressivel em estado
estacionario) entre duas placas localizadas em y = 0 e y = 1, como mostra a figura.

ATV
% &%‘\\:{ﬂzx
S A
R AR S .“é’“‘:\\%\q

1
7 = RS TS AT
B A :N‘\ REERR S
Al R

Figura 2.1: Fluxo Poiseuille

Queremos encontrar uma solugdo u(x,y) = (uilzr,y),0) e p = plx), com p; =
p(0), p2 = »(L) supondo além dissc que o fluido se movimenta de forma constante na
direcio positiva do eixo x {ou equivalentemente, p; > ps).

A condigio de incompressibilidade junto com o requisito de que a velocidade seia

paralela, implica que d,u; = 0 e assim a primeira equacdo em (2.1) fica reduzida a
—p[82u; + 35141] + Uy Oty + Gpp =0

com condicdes de fronteira uy(x,0) = wy{x, 1) = 0.

Devido a que dyu; = 0, temos que ui{z,y) = w;(y) e conseqlientemente obtemos

P o= .
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Como cada lado desta dltima igualdade depende de varidvels diferentes, temos que
7 == cte = puy, de onde, integrando obtemos

01— e
o

() | by — D3 Dy D2
plrj=p— =7 .oe uly) = — L Tk

5ul Y T TZar

Exemplo 2.
(onsideremos um dominio {2, como sendo

s

g

i

um conjunte limitado {gue pode ser vazio) formado no cruzamento dos

central de coordenadas, e os dominios €2 ¢ = 1,...,m sfo cilindros refos. Mais explici-
tamente, eles tém a seguinte formulagéo. Sejam S* subconjuntos do R?, i=1,2,---.m
dominios limitados de classe C°. Em cada canal, em sistemas de coordenadas possi-
velmente diferentes, {e}}, k=1,2,3,i=1,2,---,m,

={z= (22 eR®: 0<zl < L;,7 = (z},2}) € S} (2.4)

O fluxo de Poiseuille no i-ésimo cano é dado por:

1 . -
Ff = z-_(pi —g)xs+ g {2.5)
U = u(e) = L (0 paed (2.6)

L
onde w' é a solugdo do i-ésimo problema auxiliar

—pulwt = lem S

. (2.7)
wh o= Jem 5

{Observemos que o campo velocidade descreve uma parébola.
Observermnos também que os coeficientes da velocidade embora tenham a mesma magnitude, eles estio
dados em unidades de medida diferentes.



g € valor (constante) da pressdo no ponto de cruzamento dada por (2.8) abaixo e

~

7. ©=1,...,m sA0 05 valores da press#io nag saldes de cada canal. Agora, sendo o fluxo

incompressivel, usando o Teorema da divergéncia temos que

ezj{}vgm/dv » _2[ . engf

e gt Ft e
e como UF - e} = 258 g o ny | temos que

%

m /
ZJ[ s ut (& /ﬁj( -
7. Bi) =
imml kb i
para encontrar
moopi
g= Ei:l E: jsl w'
1 ;
21‘21 E}: j;z ’2,{,1

(2.8)

Notemos que [, u* = p [, [Vw']? > 0. Observemos também que se todos os canais

tem a mesma seccdo transversal e o mesmo comprimento, ¢ € simplesmente a média

aritmética das presdes p;.

Em R se a secao transversal do i-ésimo canal é wm circule de raio 7y, ie.

= {yeR®: jy| <n},

podemos resolver explicitamente o problema {2.7}. Para isso, escrevemos o Laplaciano

em coordenadas polares, i.e.

15(5u +_1_32wi _
rér" Or’ r23@2’rmiyl’

Aut =
e procuraremos solucio radial w* = w*(r), ie
1d wai 1
rdr \ dr )y

) T .
ut = w—-«:-“%j()g?" B.
4t gr+

donde
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Sabemos que a solucfo de (2.7) é limitada, logo A = (. Por outro lado, & condico
wlag = 0 nos dé

()

T

B =
411
Portanio,
A 1,
R S i £, 2
wly) = =(ri ~ lyi")-
1
Integrando a dltima expresséc no circulo, obtemos
I
Wy =
St 8,&
. donde obtemos que
™ -1_4
7= D=y L ims
- ™ 1.4
Doy LT

o que por sua vez, sendo substituido em (2.5) fornece a forma explicita da presséo.

2.2 O problema de Leray

Nesta Secao vamos mostrar a existéncia e a unicidade do problema de Leray para o
sistema de Stokes- problema (2.9)-(2.12) abaixo. Quanto a regularidade, ver o Teorema
2.3 no final desta secdo.

Consideremos um fluido dentro de um dominio suave @ do R", suave com somente
{por simplicidade) duas saidas infinitas, ou seja,
2

im=

o

onde {2y é um subconjunto compacto de £ e Oy, {3 sdo dominios disjuntos, os quais,
em sistemas de coordenadas cartesianas, sdo dados por

0 = {zeR" 2, < 0T}

=3
Qg = {xER”:$n>O,EE Xg}

¥, o sao dominios suaves de R™*, simplesmente conexos e limitados. Denotemos
por L, gualquer intersecco perpendicular de € com o plano (n — 1)-dimensional, &
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qual em €2 se reduz a £;,7 = 1,2, Além disso, n indica o vetor unitdrio, normal a X e

orientado de (4 a (s, ie.. n= ~g, em 4 en=¢, em . Ver s figura 2.2.

Aoe,

Figura 2.2: dominio com canais

Nosso objetivo € resolver o seguinte problema conhecido na literatura como pro-
blema de Leray: Dados ¢; € R, i = 1,2, ¢y + &2 = 0, determinar uma solucdio (v,p)
para o sistema de Stokes

Av = Vpem O

2.9)
Vv = (Qemf) 29)
tal que
v = (em 9% (2.10)
/v-n = &, i=12 (2.11)
2
=
lim v =i (2.12)
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onde U é o campo de velocidade do fluido de Poiseuille em ; {dado pela equagao
(2.6)), correspondente ao fluxo ¢;.}

Definicéo 2.1 Um campo v : £ — R € dito solucdo fraca do problema [(2.9)-(2.12)
s€

1ov e WHHQ:
2. v satisfaz o relugdo (Vv. Vo) =0, Yo e DO}
3. V-v=0 em {1, no sentido fraco;

4. v=0 em 90, no sentido do trago;

s

J/V*ﬂm@:;
3%

6 (v —UD) e W), i=1,2

o

Observermnos que se multiplicamos a primeira igualdade de (2.9) por uma ¢ € D(Q)) e
integramos formalmente por partes {em {1} temos que

@zjAvapr(,/=~fVVVp—fpV‘$=—/VVVQ
0 Q 0 o £

ou seja, temos a condiclo 2 acima.

Observemos também gue na Definicio acima, o item 1. dé um certo gran de re-
gularidade e os itens 2. — 5. traduzem no sentido fraco as equacdes (2.9)-(2.11). O
itemn 6. é uma forma fraca da condicio (2.12). De fato, denotando por Z;{x,) a se¢io
transversal em {);, perpendicular ao vetor normal n, e que estd a uma distancia z, da
origem, como v — " € WH2(Q,), i = 1,2, entdo dado € > 0. existe £ > 0 tal que

J/ v —UY)? gc/ / (v~ UDPE + V(v —UD2 < e, (2.13)
Ei(mﬂ) t>xn z'z

$Na verdade, podemos mostrar que para solucbes de Poiseuille, existe uma correspondéncia um a
um entre a variacio da pressio e o fluxo ¢; = [ U - eldz.
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pois pelo Teorema do trago (Teorema 1.13)

§ PR i 1
j[ v U Sy = Uz,
Eilan)

S e
AT

7

sendo O = {z € Oz, <t <}, para algum [ fixo. Conseglientemente, estimamos &
desigualdade acima pelo membro da direits da desigualdade (2.13).

Portanto.[2.13) implica que

lim f v — U =0 em .
Hni oS e,

Uma outra observacdo importante é que a Definigic 2.1 é aparentemente omissa
em relacdo & pressac p, mas isto € s6 aparéncia; na verdade podemos recuperar a
pressdo tendo v, Le, se podemos mostrar que a toda solugdo fraca, podemos associar
umn correspondente campo de pressdes p. Isso segue apartir do Lema abalxo.

Lema 2.2 Seja v solugdo fraca do problema de Leray. Entdo erisie p € L7 (Q) tal
que
(Vv V) = (p,V.¥), V¥ e 50

Demonstragdo. Dado (' qualquer dominio limitado tal que $¥ C Q consideremos o
funcional linear contfnuo F : Di*(QY — R tal que F(¢) = (Vv, V). Da segunda
condigdo da Definicio 2.1, F ¢ identicamente nulo em D{) e por continuidade o é
também em z>§°2(9f). Como € é limitado, entfio pelo feito na Secao 1.5, Dé’Z(Q’) =
Dy (), e conseqiientemente pelo Teorema 1.25, existe p € L2 () tal que

Fy) = f PV, W€ G, -
3

Agora. vamos mostrar a existéncia e unicidade da solucgo fraca para o problema de
Leray. Denotamos por a um campo vetorial, satisfazendo as seguintes propriedades:

Loac W2
2. V-a=0em Q

3.a=0em 90



4. a=U'em OQF a=U?em OF paraalgum B > 0, onde para 7 > 0

-4

;‘Q’E = < E Q} ZSCﬂ, < "“T}_._

L

’\""'\

RS

w5
i
fH“«

D Xp > Th

2

]

L

Vamos construir explicitamente o campo a: Sejam Fi(z),7 = 1,2, fungdes em C%(()

fais que

PN 1, segxct R

Gilx) -y
0, sexe -7

k4

e Viz) = 3o, Bi{z)lf'. onde U é estendido a todo (2 por zero fora de €. E claro
que V & (%), pois em QF, V coincide com U, e fora de OF i = 1,2, V decresce
suavemente de L{° a zero. devido & construcio de 3. Logo, V satisfaz a condicio 1.
acima. Também € claro que V satisfaz as condigfes 3. e 4. No entanto, nfo temos &
condigdo 2. acima automaticamente satisfeita por V em

Ap =0 - (QFUOR),
entdo consideramos o problema

V-w=-V -Vem Ag
w e Wi AR

| Wll22.4p eV Vii12.4s

Como V-1 =0em Ap e V- U € Wi{Ap), entdo, V- V € WH?(Ag). Além disso,

. 2 . 2 . .
j;v-\/=;Lv-<gﬁx>u)=;L[ﬁmv-u LU VB )] =0

entdo pelo Teorema 1.22, o campo w existe. Estendendo w como sendo zero fora de
Ap, definamos o campo

alz) = Viz) +wlzx).

w € W) e também nao é dificil verificar que a{x) satisfaz as condicdes 1.-4.
Para mostrar a existéncia do problema de Leray, vamos pensar em uma solucdo
fraca da forma

v=u+a, ondeuc Dy (5. (2.14)
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Tendo em vista o item 2. da Definigio 2

solugo fraca da equacdc

Su=Vp-—

ie.

{pois

-.%5) = {Vﬂ th), ‘Vjifg <

1 ou a equagdo (2.9) u deve ser uma

Az,

<L
)
M
.
e
-
3
o
Lt

D).

N 12 reas . ey . . -
A existéncia de u € Dy7({1) satisfazendo (2.15) é garantida pelo Teorema de Re-

presentacdo de Riesz [Ev. p.639).
cional linear contfnuo em Dg*
alz) = V{z) +w(x)

A ) g =

af

Aa-p=
af

j[Aa-gc»:/ AUz) o= —
op QO

opon 227 =
(@fung)e

i (FUnRe

(€2). A linearidade € clara e por outra parte em
= U'(z), implicando que

\q p2) /[
¥

]j[ (Va-n)fpwjl Va:V:;!
s(aRuQlye (Qfunge :

Va: Vg

De fato o lado direito de {2.13), define um fun-

QR

=bi s

L

Taldx, =0 e

< Valz@ruazll Vel @runs.

IA

Ciﬂﬁanz,(nﬁuﬂﬁ i Veols, J(QRUOR)e

Logo, em qualquer caso |(Aa, ¢)| £ ¢lwli 20, e assim temos continuidade. Conseqiien-

temente usando o Teorema de representacio de Aiesz garantimos a existéncia duma

dnica u verificando a igualdade (2.14).

Tendo u satisfazendo (2.15), temos que v = u + a satisfaz a condiciio 2. da De-

finicao 2.1.
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2.1 sfo verificados sem maiores



dificuldades (Deixamos a verificagio dos mesmos ao leitor. Para isto tenhamos em

conta que pelo feito na Secio 1.5, DL7(0) < HHQ)).
Antes de ver a2 unicidade, vejamos o seguinte par de afirmac0es.

Afirmacdo 1.

Dade £ wm dominic com canais como o que esid sendo estudado, temos gue se
: \ ¢ ~ .2 \ ; : / h] do'ed

w e DY) com traco zero em 90, entdo w € Dy7 (1), De fato, seja ¥ig de classe C%(€1)

, . e 1,2

tal que 'le(n§UQ§>c =1levniger =0, ¢=1,2. Entdo, Ypw converge a w em Ly ()
quando R — 0. Além disso, como w = 0 em 890, entdo wpw € W 2((Q3F U Q2R
portanto, existe uma segliéncia (¢n)nen em C((Q2F U O2F)°) 1al que ¢, converge

a Yaw na norma ||| merunzre, mas como CF(OFF U OFF) < C5°(Y), temos que

i

Ygpw € Wy (§1). Finalmente, extendendo v, como sendo zero fora de (0287 U OEFY ¢
como [|V(w, —willon < |VI{Un — Yrw)llzn + |V (¢aw — w)llzn, podemos concluir que

12, .
Afirmacdo Z:

Dado {# um dominic com canals como ¢ que estd sendo estudado tal que ﬁé’q(Qg) =
Dy (Cg) para todo R > 0, sendo Qr = (I N Bg, entdo, ﬁé’q{ﬂ) = D). De fato,
sabemos que para qualquer dominio £ temos a inclusdo Dy?(Q) C ﬁé’q( §2). Para ver
a outra inclusdo seja v € fﬁé‘q(ﬁ), logo ¥V - v = 0. Pelo Lema 1.24, neste dominio,

ﬁé’q(ﬂ) = Dy#(Q) se, e somente se, qualquer vetor v € D9(0) satisfaz

/v-n=0, 1=12.
i

sendo ¥; secio transversal de (. Isto ocorre, pois dado v € DE%(Q), temos por definigio
que V- n = 0, logo, pelo Teorema da divergéncia aplicado ao dominio {4z = ;N Bg
temos que

0 = V.v= lm Y -v = Hm v.n= Hm v-n:fv-n. [
2 Rroo hr R0 LR R=o Join =

Agora sim podemos provar a unicidade. Suponhamos, como de costume, que existe
uma outra solucéo fraca vy do problema (2.9)-(2.12} de acordo com a Definigio 2.1
Sejas=v — vy, entdo s € DS’Q(Q)V De fato, em NF

s=u—{vi-UY+@a-U)=u~ (v, - U
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Analogamente, s = u — (v; — 4% em QF. Entio pela condicho 6. da Definicio 2.1
sabemos que em () U )0, vy — U = vy € W0, U)%) e como vy — U* €
DY, U ), temos que 8 € D). {Poderiamos ter feito a mesms andlise com v
emn lugar de vy ). Como s € zero na fronteira de {2, entfo da Afirmacio 1, temos que

A, figoz& como V-5 = 0, concluimos que s € DJ(Q). Pela Afirmacio 2
’Dé 2{9‘ = (Q) Logo s € 231 (). Como v, v, satisfazem o item 2. da Deﬁmga&
2.1, temos que s também o satisfaz. Por densidade,

(Vs, V) =0, Ve € DY)

logo substituindo v por s na igualdade acima temos que Vs = 0 em {2, mas como s = 0
em O, temos que s = 0 em {7 e assim encontrames v = vy.

Encerraremos esta secio enunciando o seguinte Teorema sobre regularidade da
solucdo fraca do problema de Leray. Uma sugestéo da demonstragao deste Teorema se
encontra em ([Gal, p.311).

Teorema 2.3 Sejo v solucdo fraca do problema de Leray e seja p a pressdo associada
a v pelo lema anterior. Entdo v,p € C®(Q).

2.3 Comportamento Assintético

Jé sabemos pela Secdo anterior, que v tende ao correspondente fluxo de Poiseuilie
em £1;, quando |x -~ oo0. Nesta Secio mostraremos que nio somente v, mas também
todas suas derivadas, tendem &s correspondentes derivadas do fluxo de Poiseuille, ¢
que temos as mesmas propriedades para Vp. Para tais fins, vamos precisar do seguinte
Lema

Lema 2.4 Seja Q= {x € R" 1 z,, > 0, (@3, -, 1) € B} com I, uma regido suave,
limitada e simplesmente coneza em R™L, Fmados m > 0,8 2 1.6 € (0, ], suponhamos
f € W™ (w,s). Denoternos por u € Wh¥w,s), 7 € L% wes) uma solugdo do problema

Au = Vr+fen O
V-u O0em 2
u = 0em 90— %
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com Lo = {x €0z, =0} Batdo, temos a seguinte estimativa:

H

H i ¢ 1,.,‘1 s ! , i |
(Wlmaggw. + 1V lmgu. < e{lfmgw, s + ]

! k!
1 Esq:ws.é’}

o
Jonnk
C:y),

onde ¢ = c{m,q.n, 8,2 ¢

we={rel:s<uz, <s+ 1}

wegmizeQis—~d <z, <s+d+1h

Para uma demonstragao deste Lema referimos ao leitor interesado ver o Capitulo 4 de

Gal.

Voltando ao problema original {Problema de Leray}, pelo feito na Secdo anterior, a
solugho generalizada que fol construida era dada como sendo

vV =g + i
De (2.9)-{2.12) temos que
( Au = Vrem QF
V-ou = 0em QF

u = (em 60 -TF

j[u-nz 0,
L JE

onde 7 = p~ Cx,, TF = {z € Oy : 2, = R}. De fato, como w = 0 fora de
Ap=0~(QFUGE), V=U%em OF e AUZ = ¢, temos em OF que

Au=Av-—Aa=Vp-AV - Aw=Vp - AV =Vp- AU =Tp—-C =T~

em Qff. As outras ignaldades ndo sio dificeis de verificar. Também podemos estabelecer
um sistema analoge em Qf. Usando a desigualdade (2.16) do Lema anterior com § = 1,
s=R+j,7=12--,9=2, =0, temos

”ugzm—‘r&?,wa{_j + !%VTigm,Q,wR+j g CIE“EI,?,:«:R_;_;Q VJ = }-sza T :\-fm 2 9;
Logo
oo} ¢ oo
S ulmsrzen, + O NV Imzwne, <€ Hulisep.,, ¥m>0
Fe=1 F=1 F=1

o0



que eguivale a

e
8D
JR—"
-

R

tall ] g Tl
!:uHmw,g:Qgﬁ*l + [V Im2.0f = dcllullygee ¥m 20

Uma estimativa andloga é encontrada com €, em lugar de 5.

Com isto podemos concluir que em € para todo lof > 0,

(D%ulx)] - 0 quando |zl — o,

i

pois dado € > U, sendo [[ul], .5, qre1 < o0, existe Rp; > 0 tal que

il
E;uhmw}?.,z,ﬂfsg‘l < ¢

logo, escolhendo em cada (), z tal que |z.]| > Rp,. existe wys com & € weyy. Agora,
usando a terceira consegliéncia o Teorema 1.9, temos que existe ¢ que independe de
x tal que

D*u(=)] < cliulmszza,y, < clul

Ea o3 .
spldy = m+2,2,0 03 <o

Um argumento andlogo permite mostrar o decaimento para zero das derivadas do
gradiente da pressao, ou seja,

|D*V7(z})] — 0 quando z] — oc em €.

De acordo como foi feita a construcdo da solugiio de problema de Leray, o fato de ter
mostrado que 1, V7 e suas respectivas derivadas decaem para zero, no infinito de cada
canal, permite concluir que a solu¢io v do mesmo, junto com suas respectivas derivadas,
decaem para o correspondente fluxo de Poiseuille nas saidas, quando |z] — o0 e gue
temos as mesmas propriedades para Vp. Nosso objetivo agora € determinar qual é a
ordem do decaimento. Como estamos interessados no que ocorre nas safdas, vamos
considerar nosso dominio £ como sendo o cilindro reto

Q={z, >0}t xZ,

onde a segéo transversal £ é um subconjunto {n — 1} dimensional, suave, limitado e
simplemente conexo. Denotamos por X(a) a secfo transversal que estd a uma distancia



a da origem.

Denotermnos por u, 7 uma solugio do problema

Au = Vrem @ (2.18)
Vou = Oem{ (2.19)
u = OJem 50— Z(0) {2.20)

fuvn = {. (2.21)
3

Vamos mostrar que u e suas derivadas decaem exponencialmente. Antes de apresentar
o resultado principal desta Segho € preciso estabelecer um par de lemas importantes,
a saber:

Lema 2.5 Seja f € CHR.L) uma funcdo ndo negative satisfazendo o seguinie desi-
gualdode
af(t) <b4 F'{i), para tode t >0,

onde a > 0, b > 0. Entdo, se %igninf f(te ™ = 0, seque-se que [ € uniformemente
O
limitade ¢

sup f{t) < b/a.
20
Demonstracdo. Como af(t)e™ < be ™ + f/{t)e™*, paratodo t > 0, temos que
d { —at —at
~ e < be
Portanto, se integramos de £; até ¢, com #; > 0, encontramos
b
Ft)e™™ — f)e™ < e — ™.
a

Se tomarmos o limite inferior quando ¢ — oo em ambos lados da desigualdade anterior
obtemnos

Flt)e™ < (b/aye™" = f{t;) < b/a = sup f(t) < b/a. O
120

Lema 2.6 Sejo 0 < 3 < oo e sejo f uma funcdo real continua ndo negativa em [0, 3)
tal que f € CH0, B). Entdo, se | satisfaz a desigualdade

3
P +a f Fs)ds < bF(£), V¢t € (0, 6) (2.92)
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coma >0 eb &R, femos gue

FfE < kfOe ™ Ve (0,5,

onde

—(/B% 4 da — b),

~
w{ s

Demonstracgdo. Seja v{f) = f{#)e™". Entdo derivando e usando (2.22}, encontramos

3
Wit +a f e~ p(s)ds < 0.

Desta relacdo, fazendo

a

F{f} i ’\s;{i}i e éf 8—5{?—5}'&{5}655, 4 >0,
obtemos gue
3
FIB)+6F(E) = () +a f e P e(s)ds (2.23)
+ (6 §b—a)jr Xi=slyi(s)ds < 0

com § = (b+ /6 +4a)/2. a raiz positiva da equacio §° — 6b —~ o = 0. Integrando a
desigualdade diferencial {2.23) encontramos

F(t) < F(0)e™,

o que ¢ equivalente a escrever
5 -~
FE) +6 / F(s)ds < P(0)e=o". (2.24)
t

Agors queremos estimar F(0) em termos de f(0). Fazendo ¢y = 2§ — b em (2.24) segue
que

-—-—-’ “%f fls)dsl < F{0)e™"

o qual, integrando de zero até 31 fornece

6—515

Jf fls)ds < F(0)—S—
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-8 8
e(s)ds = f(0) - f fls)ds na desi-

Se substituimos o valor de F(0) = 4(0) _/
6 Jo

gualdade acima deduzimos

i

f F(s)ds < (0)
&

13

<

71— 61 — e 17

e assim obtemos .
: - 0
Fi@ﬁmf{@}nﬁz—s/ Fls)ds < f:?”'?
o

Substituindo a estimativa de F(0) em (2.24) encontramos

a
e+ 5] fs)yds < F(0)e="" < L0)01 5
4 o

o qual devido & positividade de f{7} e § implica
. f(Me - 4 . _
F8) < SO0 < k) =

Mostramos que para u € ’Dé’z tal que v = u+a € a solugho do problema de Leray, u
ganha regularidade. Agora, apresentaremos um teorema que garante a integrabilidade
do gradiente da u bastando que u seja solugdo do problema (2.18)-(2.21) satisfazendo
uma certa propriedade, i.e.

Teorema 2.7 Sejam u, 7 a solucdo de (2.18)-(2.21) com

[R]

[\

<t
e’

liminff ( Vu: Vu dS)d{e“”’” = {, (2.21
o Mg

T =+ G

onde :
a”l= (':5 - Co)(ﬂ>1'/2:

¢o € a constante doda em (2.28), e u € a constante de Poincaré para . Entdo

’;uh,g,g < 0,

Demonstracao. Multiplicando a equacio (2.18) por u e integrando por partes em

(0,7,) x T e notando que u.£% = 1/2:2(|ul?) obtemos

n

Elz,) = / Vu: Vu d¥dz,
& 3]

z
1 9lul? f ( i @]u@g)
_ s — _ s . (2.26)
jfg{xn>( tn p @xn > i T 2 3$n : ’




Se integrarmos esta ditima relac@o entre t e -+ 1, 7 > 0, temos que

Fee 1 El 17
‘ , / i 5}?1,1%“‘3
Elznyde, = {\'M o —— | + B, (2.27)
J/; i " " 0,001 o 2 35573 /2 . ' :

Gﬂéegg(g+1ﬁéixgﬁfi<$n<i”‘§“1}€

o 1 8iuj? 19]ul?
Bm»«jf j (Tuﬂ_“““" ‘u]\m—/& (’f“u@_'—:" ? '>.
: (o) 2 Oz / Jso 2 bz,

Consideremos ¢ problema

R

Usando (2.21), temos que

fi 1
1 t o Blzn)

o que junto com o fato de u, € L?{s11), e pelo feito na Secéo 1.4, garante a existéncia
da solucio w com a constante ¢ independente de ¢. Portanto, usando {2.27), (2.28),
(2.18), integracdo por partes e a desigualdade de Holder, encontramos

t+1 18111[2
ft Elz,)dz, = J{Bz.m (—VT W — 5 oz, ) + B
_ . 13wy
= J/;t‘tw1(‘\7quW~—§3$n)—;—B

1. .
< CCG + ?}7') ii u ”2,Qz.z+1 ?gvuibﬁa,ml + B.

Como u é nula em 941, a desigualdade de Poincaré diz que existe u > 0 tal que

o
o]
b
=]

S

lulBs < plvalis,

e asslm obtemos,

i+1 1. (
Wty = jf B(ra) < v/l + 3) [ Vulfa,,., + B.




Agora, usando o Teorema Fundamental do Caleulo e othando para a definicio de F(xz,,)
segue que

_ %y

Codt

e assim, fazendo a substituicio na dltima desigualdade, encontramos

g 132
| Vuiiag, ...

dylt)

ay{t) <b+
onde b=a|B{. Como y(¢) estd dentro das hipdteses do Lema 2.5, encontrames que
i4+1
yl(t) = ][ Elryjdz, <1B|, ¥i>1 (2.30)

Diaf, como E{z,) € ndo-decrescente, temos também

logo
< 00, L

Teorema 2.8 Sejom u, Tuma solucdo reqular de (2.18)-(2.21) satisfazendo (2.25).
FEntdo, para todo K > 0, temos a seguinte desigualdade

EEuH?,ZQR < C%iuﬁ%,z,n exp{—o R}, (2.31)
onde
O ={zcQ:2,> R}
24/¢5+ 2
¢ = %
Ve +2~co
e
VE+2— e
o o=
JE

onde as constantes ¢g e p sao as mesmas do Teorema anterior.



Demonstracao. Observemos que as hipdteses do Teorema satisfazem as condicdes do

Teorema anterior, logo temos que
QU]L'_),_Q < K.

Por simplicidade vamos mostrar a desigualdade sé no caso em que o n = 3. Seguindo
o mesmo caminho do feorema anterior podemos escrever a seguinte identidade

* 19uf? 1 8lul?s
Vu: Vu dSdl = (Tgmms }__/ (,.H _10mPy 3
J’i j;(g) C Tizs) s 2 @Z (=) # 2 53 )

Como sabemos que u, Vr € W 2(Q) para todo m > 0 podemos mostrar que gquando

o
3
&)

e

7 — 00,

E{Z}} == j[ 7"?13{271?}{5— == 0(1}

.
Lzy)

De fato, sendo 7 = 7{z3) a média de 7 em £ = Z{x3), i.e

usando (2.21) temos que

f Fua(zy, Tjdo(T) = '?'j[ uz(z1, 2)do{Z) = 0,
Z{z1)

Bz1)

logo usando a desigualdade de Poincaré (Teoremal.8}, encontramos
il = [ (=P, 2o (@) < clrhasliulas.
%{z1)

Como ja sabemos que u ¢ suas derivadas v8o para zero no infinito, concluimos que o
lado direito da desigualdade acima val para zero quando z; — oo. Conseqlientemente,
conclufmos de (2.32) que

y > 18iul?
H{z) = Vu: VudSdl = (mg el ) (2.33)
: Jz (5) 2 02
Integrando entre £ + 1l e ¢ 4 [+ 1 (com [ wm inteiro néo negativo}, temos
t4it1 t+1 tit fael2
1 {jul
f H(z) = f Ty — = j[ j/ oul) (2.34)
el £ 2(z) 2 Jix Tz 9%

t+l+1 1 o
= / TUZ - wj( lul® ~+«j[ lal?.
14l £(z) 2 Jstepie) T(t+D)

ST



Escrevendo uz = V.w, onde w ¢ solucio de {2.28) com n = 3, temos que a primeira
parcela da direita de (2.34) fica

teldl thidl p i+l
f / T3 J[ ji TV-ow = f[ / Vu: Vw
t+l JE(z) ) T(2) S ] (2}

i

3} g I § g .
< ﬂ?uim-ﬁwi,mﬁ; E!‘C‘WH2>Q¢+ZJ+£71
fayl TPt o L T
< CDIEHHZQME,M&-}; Egvugiz,ﬁz*‘émygl < CQ\/#’EEK;MHE,Q“v talin
Portanto,
t+i+1 1 1
: 12 2 2 =
| HO S aEu -5 [ efeg [P @)
bl Bi4i+1) = Joisn
Somando, ambos lados desta relacio de [ = 0 até | = oo e observando que
7. | 2 "
lim ul{z,Z) =0
T

obtemos
JRCETN ORI (2.36)
¢ 2 Jew

(Notemos que somando, obtemos no lado direito de (2.35) uma soma telescdpica com
os seus dois ltimos termos) Usando (2.29}, o Teorema Fundamental do Célculo e a
definicio de H(t), temos

_/[ u? < ,u/ Vu: Vus= —pH'(1),
Dl (1)

e conseqilentemente, da desigualdade (2.36) encontramos a desigualdade

LA e 2eq
H’{t)-i————/ H< —H(t),
) ot Vi

a qual pelo Lema 2.6 implica ¢ resultado. . L]

Finalmente, para provar que u, e suas derivadas decaem para zero exponencialmente
vamos fazer uso do Teorema anterior. Se combinamos as desigualdades (2.31) e (2.17)
com OF = QF, temos

lallmrz20mes + [ Vrlmaars < cilluliianexp(—oR/2).
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Conseguentemente obtemos que

Dfule) + 1DV ()] < eglluflizaexpl—olz./2))

E

g

para todo x € OF com x,, > 1 e para todo la] > 0. De fato, dado ¢ > 0. existe z, tal
que

e = callujjizqexpl—o{ra/2)),
logo sendo, {ullmanonr < 00, existe By > 1 tal que

1ullmsiozare < ellulliagexpl—o(z,/2))

e assim escolhendo em OF, 2 tal que | > Ry, existe w,, com x € w,,. Agora, usando
a terceira conseqiéncia do Teorema 1.9, termos que existe ¢ que independe de z tal que

iDau<‘T}z 5 CHuHm+2,2,x30 S CHHEE’,’?’I-F?,Q,QRO'

Analogamente fazemos a anélise para | D*Vr{x).

Esta Wtima estimativa implica em particular, que quando lz] — oc, a presséo 7
tende a alguma constante, exponencialmente répido.



Capitulo 3
Resultados técnicos

Neste Capitulo apresentaremos alguns resultados que serfo usados constantemente
no Capitulo 4 para o caleulo de certas estimativas, a saber:

Lema 3.1 Dada ¢ € W2(Q,), tal que ¢ = 0 em I, existem constantes c{r,2) >
0, r=2,4, que independem de € tais que

[0liz.0. < c(2,2)e|[Velzn, (3.1)
[dllac. < cld,2)e*[Volan, (3.2)

Demonstracao. Para mostrar (3.1}, usamos a seguinte desigualdade de Poincaré em
RPecomr=2

16 < €Vad@nn, o6& H(Q), é=0em T, (3.3)

sendo 2 um cilindro reto (finito) e I' = 9Q(E, U Z,), onde X, e Iy sfo as tampas
laterais do cilindro.
Entdio, fazendo uma mudanca de varidveis e usando (3.3) nos dominios 2 temos que

e R e N C T
= o [ (Valptert of))Par'an, = ot [ |Vapler' ad) P,
Qf el

= o [ (V0@ g, < oIVl
1T

z
€
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Fazendo uma mudanca de varidvels, mostramos sem dificultade que

Para mostrar (3.2) consideremos ¢ € C{0,)° e definamos ¢ = [¢|°¢. Entéo,

(3.4)

logo

H@Hgﬁz,ﬂe = 0(42}%“?&&”‘7&“205
Usando a desigualdade de interpolacgo (1.5} e usando {3.1) encontramos que
18115, < 1605an. Iolsar < c(4,2)e ol /nn, V8 5a
de onde obtemos, usando (3.4), que
Iolls0, < c4,2)e4|Velza,

Como o espaco CF°(€L) é denso em W3((Q2,), deduzimos que a desigualdade acima vale
para cada & € W>*{(},) completando assim a demonstricio. C

Lema 3.2 Seja i = {z = (2},2},2}) € OF : 24 = —elne}. Entdo existem constantes
c1,¢p > 0 tais que para toda & € WHE{Q,)

10]2: < 1V —elnelfVe|zn, (3.5)
18llazi < el Vollan (3.6)

Demostragzo. Para mostrar (3.5) consideremos ) = {x € Qf t a3 = 1,7 € S'} e
seja o(y) = oleyr, eye, e{—Ine)jy1). Entdo

loiEs,, = ol (3.7)
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pois

N 212 -2 Lo i d V12 =i I o 123 g
€ !%@Hz,vi = e / %@‘\xlsfszdﬁﬁﬂzdx = j[ |&{eyy evh, —elnel*dy
ol S?‘

13

= [ w0k = | lewld=lels,
Z{z‘_\) 2{ Y
Agora sendo
D=5 x(0,1)={y= (2, e lal, (—elne) k) &' = (2}, 2}, 2%) € G}

temos também que,

IVelip € —e Ine| Vol 4, (3.8)
Dolg
) C s 2
V() iPdy = 7oo]? 4 | = = ] + . ‘
j;i o(y)"dy L(IVM 5 )a’y L+ 1 (3.9)
sendo

1 1
Fo= [ ] wetra- [ [V (lettenh, el
1l G T

I
= @ [ [ IVeotah e —clnap)
0 52
—¢lne
2 ) choa . >
= 5[ f (Vad(xl, zy, 25) 2 dT dxs
o &1

= ¢ Jl[ |Vol%dx
Gi

. J[][ayg /Jf 2

~ emier [ [ |2 ;-—L;fseyé,ﬁyg ~cineg})| dy

—¢lne
eine)f J/

L2
(Beyr, v, dneyé)i dy

(51 3/“2,333}[
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Portanto, (3.9) fica majorada por —elnel] V@‘}QGZ < —e"tnel Vo2 2 €00mo |lollaz, <

cl|Vplle.p encontramos que [[@ll2: < cv—elnellValza..

Para mostrar (3.6 vamos fazer algo andlogo ao feito na demonstracio da desigual-
dade anterior.

Consideremos Ly = 75 e sefa ply) = oleys, eys, Liys). Entdo, como na primeira
parte,

el s, = 1]z (3.10)
Agora sendo

. ] L \_
D=5 x{0,1)={y= {2, 2), L, z}) 2" = (£, 2}, )

m
l:}
e

temos também que,

IVollzp < €1fv®iizﬁz

pols

f;v V2dy = f(!v§w32+f%[2)dy=h+zg. (3.11)

sendo
1 1 o A
L = jg . lvwiy)!zdy=£ /[ivgzié(fyi,eyé Liys))*dy’

1
= J/ f |V beh v L) Py

L
= 52f / Vad(x,,zh, o) Pde' = ¢ | |V
0 Jesi o

= [ [1%20,,
Iy = j{:f 3y3| j[/fz <@5 5@!1 53}2; zya))F
i
= Lz-f j[ m’:(eyi:eyé:xﬂ@yé); dy

¢ |2

8 %(xl 5, 333)J d,xmfté = E
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Portanto, (3.11) fica estimada por [[Vo|2 o € COmO lollan,, < clVollap segue-se que
10llzs: < ol Vilizn:. ' n

Lema 3.3 Dada [ € LS}, eriste v € WEHQ)? e uma constante ¢ > 0 tal que

v.‘v == f) e f}
v = 0 em 0{

, Co o
Vvilan < ggifﬁz,ﬂe-

Demonstragao. Usando o Lema 1.19, sabemos que este problema tem solugdo. Nosso
objetivo entio, € mostrar que a solucéo satisfaz essa estimativa. Mais precisamente,
segundo o Lema 1.19. para um dominio adecuado €2, que independe de ¢, temos a
seguinte estimativa

N FEN R
cgcg(—%—l) <1—§——-€§-—)- com o = (N, gj.

Agora queremos saber qual € a dependéncia de ¢ da constante ¢. Para isto dividamos 2,
em m-1 partes, da seguinte forma. Seja A7 > 0 tal que os conjuntos § 3(M y={re:
eM < xf < Li}, 1=1,...,m sdo disjuntos e chamemos de QY(M) = Q. \ UL QL M).
Com esta notacdo vamos analisar as estimativas em cada um desses dominios.

Primeiramente vejamos o que acontece em (5(M). Sejau € W3 () = Wi2(e~ {0 )
tal que para 1 =1,2,3, w{x) = wiz/e), e seja f.{y) = fley) a funcéo associada a u
entao Vo (r) = (1/6}Vu;{x/¢) e conseqlientemente, temos parai= 1,2, 3

[ Fu@ta = [ vuwlyse [ rwty=5 [ 1@k
logo,

| Vvian < ":meG (3.12}

Agora vejamos o que acontece nos canais (2. Definamos de novo u € W2 ({) =
Wh2(e (05 tal que vy {x) = (1/)u(E/e.zs), wilxr) = wi{¥/e.zs) i = 2,3, e seja
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Fely) = ef{ef, ys) a fungBo associada a v; entlo Vo (1) = (1/e)Vu  (&/¢, 23),

w{T/e 23}, 1=2,3 Parai=2 3 obtemos que

. [ o
7, | £1 I £i
[ Viillzo: < Cﬁ}afi!zﬂg < g%!fl:zﬂf-

Por dltime, como [V {z)? < 1/64|Vu,|? encontramos que

IVuloo: el filam <

G e

[ f 120

De (3.12), (3.13) e (3.14) concluimos o resultado.

O

Observacao 3.4 Notemos gue no estimative sobre os canats §Of, passamos de um
dominic A para um dominic B, como mostra o figura 4.1, e estando no dominic B
usamos a estimativa poadréc doda noe Secdos 1.5, 50 gue o dominio B, tem compri-
mento gue depende de €. B entdo? Isto ndo € problema, pois usonde a estimative da
constante no dominio B, a quel € dada ne Lema 1.19, vemos que o mesma resulta

independente de .

eM L

Figura 3.1: Mudanca de Varidveis



Capitulo 4

Escoamento de fluido viscoso

incompressivel em canais estreitos

Este Capitulo, tema central da nossa Dissertacdo, é uma exposigic detalhada
do preprint intitulado “Junction of thin pipes filled with viscous fluids”, por Edu-
ard Marusic-Paloka [MP].

Vamos considerar o cruzamento de m canais finitos em R?, onde cada um deles tem
secho transversal constante, de didmetro dependendo de e, os quals sio enchidos com
Auide viscoso incompressivel. Nos extremos de cada canal, sdo dados certos valores
da press&o e queremos estudar o comporsamento do fluido ao longo de cada canal em
estado estaciondrio. Tal comportamento é aproximado por um estudo assintético do
fluxo quando € € pequeno. Nos canais {fora duma vizinhanca da area de cruzamento)
o fluxc é descrito como um fluxo de Poiseuille, e numa vizinhanga do cruzamento, o
fluxo se comporta como uma solucéo reescalada do problema de Leray linear. Estes dois
Huxos sfo colados num certo ponto estratégico, dependente de €, e o erro ¢ estimado
em termos de €.
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4.1 Formulacido Matematica do problema

4.1,1 Aspectos Geométricos

Nosso dominio que serd denotado por Q. C R?, serd um domfnio localmente Lipschit-
ziano consistindo da unifo de m canais €F, i == 1,2, -+, m, cada wm com comprimento
Li_._ e

bl

2=

onde {1, € um conjunto limitado, (que pode ser vazio} formado pela juncio de todos os

(4.1}

ea

dominios {8 i=1...., m V.figura 3.1, OUs canals £2f. 4=1,.. . m sio cilindros retos.
Mais ezpﬁ%cztamente eles tém a seguinte formulacio: Sejam ST C R® 1=1,2,---.m,
dominios limitados de classe C%. Para cada canal, em sistemas de coordenadas carte-
sianas possivelmente diferentes, {el), £ =1,2,3,1=1,2, .-, m, temos

U ={r=F.2)eR*: 0< i< L;, T = (z},2}) € eS'}. (4.2)
Denoctamos a fronteira lateral dos canos por
Ma{r= (25 e R : 0 <xf < L;, & = (2}, 21} € 05} (4.3)
e as respectivas fronteiras exteriores por
S={rr=EL)cR ¥ = (2},7)) € S} (4.4;

Denotamos por
Te =00\ T (4.5)

e por n, & normal unitdria exterior a J¢).. Para ter uma idéia geométrica de nosso
dominio, vejamos a figura (3.1).
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R LRR L

e ey i
P

Figura 4.1: conexéo de canos

4.1.2 Formulacao matematica

O problema que queremos resolver corresponde a um problema de Navier-Stokes

estacionario {nfo linear), que é formulado matematicamente como segue: Dados p; € R.

i=1,---,m,encontrar (v¥,p°) € WH2(Q.)% x L?(€Q,) tal que

~ AV (VIVIVE+ V' = Jem Q

V-vt = Qem ]
v: o= Jem [,
vixm = Oem X

p° = pem I,

onde ny é o vetor normal exterior unitdric a £, ie. n; = e}

(4.6)
(4.7}
(4.8)
(4.9)
(4.10)

Nosso objetivo em primeiro lugar € provar a existencia da solugdo deste problema,

pois em geral, os sistemas de Navier-Stokes tém solugio com condigdo de fronteira na

pressdo, somente para pequenos dados [BCMP]. A unicidade da solucfo serd provada

dentro de uma certa bola B, e com wna condicio adicional; ver abaixo. Finalmente, e
G

talvez o mais importante, estudaremos o comportamento assintético do fluxo quando a

espessura € tende a zero. Antes de continuar é irnportante fazer a seguinte observacio.
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Na equacio (4.9), o fato de impor que a componente sangencial da velocidade seja
igual a zerc nas safdas 2%, ndo é uma restrigio forte, pois podemos mostrar que mesmo
nao cologuemos esta condicho. ao final tal condiglo ¢ satisfeita. Para maiores detalhes
ver [MaP)].

4.2 Existéncia da Solucao

4.2.1 Existéncia da velocidade v*
Iniciemos considerando o seguinte espago

Vi={¢€ H' () ¢=0em T,V ¢d=0em (@ilm)xm=0 i=1--,m},

munido da norma |62, = [|Vé]2.0.-
Vamos encontrar v¢ € V, tal que

™
,ujf VvVo+ | (v"V)vie + szf ¢-ey =0, Yo & V. (4.11)
. & =1 VI
Observagao 4.1 Em [MP], Marusik-Paloke chama esta equacdo de formulacdo vari-
acional. No entanto, multiplicando a equagdo (4.6} por uma funcdo teste ¢ em V. ¢

integrando por partes, para chegarmos a ({.11) devemos impor a condicdo de fronteira
adicional

c.f. comentdrio do final desta secdo. Assim, ne verdade estamos resolvendo o problema
(4.6)-(4.10) junto com esto condicdo adicional. Pensamos consultd-lo sobre a questdo,
o que j3d deiza margem pare iniciarmos pesquisa futura na dreq.

Notemos que se para todo 7 = 1, .-+, m, substituimos todas as p;, por p; + ¢, onde
¢ é uma constante qualquer, a equacio (4.11) ndoc muda. De fato, como

m k113
0= [ o= [ sm=[oms) [oa=3 [ s
Q. a9 p i1 YL i1 ¥ i
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temos que

T

Z(gp,g—i—c} [ & - engg}%f @ - 53"’“2 j Z?}bj[(ﬁe?g

. S":
R3]

Em particular podemos considerar ¢ = § onde § é dado por (2.8).

i

Teorema 4.2 Sejam d; = p; ~q, d = (30, d2)% e ¢ = c{4,2) a constante do Lemao
3.1. Sed e o didmetro € do cano, sdo tais que

2
I .
d < {4.12
4cPcye?? e
com ¢o sendo o constante do Lema 5.2, entdo o equagdo (4.11} tem uma dnice solucdo
v

Demonstracac. Para provar este Teorema, vamos usar o Teorema do Pontoe Fixo de
Banach em B = {¢ € V. : [Valen, < 577}, e para o operador T{u) = v, onde

v € V. ¢ soluciio da equacéo

VVV(D“FJ[ (uV;v@—i—Zp?/_@-eé:O, YoeV. (4.13)

2

Observermnos que a equacgio integral {4.13) € linear, a qual passaremos a mostrar que
tem uma Unica solucao v € V.. Para isso vamos usar o Teorema de Lax-Milgram.
Fixada v € B,. tomemos a seguinte forma bilinear a(v, ¢) definida por

a(v,¢) = p VvV %f {(uV}ve, onde v, ¢ € V..
e Q2

O funcional f tal que
Zﬁ% f -

¢ linear e limitado em Wh3(€2,.). Além disso, veremos que

*O valor minimo de d ¢ atingido quando § = = 317, p:, isto diz que tomando tal valor de §, d é
minimal e conseqiientemente a estimativa (4.12) é étima.
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IVolag., v{v.0) € Vex Vi

: 3 N I3
vlZa, Salv.v), W eV,

(i) p/2]]
e assim concluiremos, usando o Teorema de Lax-Milgram, que existe uma tnica v £ V¢

tal que a{v. o) = ([, ¢}, para toda ¢ € V,, ou seja, temos (4.13).

Usando o Teorema de imersdes em espagos de Sobolev, a desisualdade de Holder,
a segunda desigualdades dada no Lema 3.1 e o fato de que ¢, u estdo no conjunto V..
temos

alv. @)l < uf VvVol+ f H{uV)vel
Q2

TIY Tt il
+ lulaa Vvlizal@llan.

IA 1A
==

1 <1«
T
mms v mm
2

A
=
<1
<2
=

&
<]
=
W
o]

|
20| Vo|20, + e ’EWH\ 20 Vvl20. 1 Volzan.
!

+ Pel? 1Vvilea Velan.

D 2 1/2
I laa I Velag, + EIVVlaal

Isso mostra {i}. Para ver (ii) notemos que

af(v,v) = ] ovis [ @O = Vi, + f (uT)vy
Qe
> Wi, Ileo,
> WlVvIEa, Tl 1T,
= (= PPVl ) [TVIE,,
> Eioviz,.

2

L

Portanto, T esta bem definida.

Agora vejamos que T{B,) C B.. Para isto notemos que

Zp@-/ & - el = dej[ é- el < Zd 2% |TUY? < deell Vo,
jax}



onde para 2 dltima desigualdade usamos {3.6) ¢ o fato de |ZL1Y2 = Ofe). Dal e de (ii)

acima, obtemos

# 142 i 1 i
CIVEe, <alv,v) == p [ v é < doe|Vviaa,,
A P k3

pwm i -~

€

entio,
E , 2deqe
[Vvlan < :
Logo, usande {4.12) e v = T'(u), obtemos
, - 2elone
19T ()20, < e
i L0776

e conseqiientemente, T( B, C B,

Finalmente provaremos que I’ é uma contragdo. Dadas u,w € B, as substituimos
na equacao (4.13), depois subtraimos as duas equacdes e tomando ¢ = T(u) — T(w),
encontramos

,u / V(T - T =
/ (V)T (u) — (W) (W)} (T(w) - T(w)) =

(@~ w)VIT(@)(T(u) = T(w)) + (wV)(T{u} = T(W)}{T(u) ~ T(w)) =
= wlao VT (Wllan (T(w) — T{w}) s+
Hwlea IV{T(W) = TW)llz T (u) = T(w)ilsa. <
AVel Ve — wilea VT (@) |20 V(T (w) = T(w))ll20.+
+EVE[ VW20 V(T (1) — T(w)2q, <

c%zdjg‘f IV (5 = )20, |V (T(0) — T(w)) a0, +
-%~c2\/5ilvwff2,ne IV(T(u) - T(w)q, <
2 2 € | , : 1
ﬁiifih\?(u = )20 IV(T (W) = T(w)) |2, + SIV(T (@) = T(w)) 30,
(4.14)
Logo

4dc?e?
N

V(T () = T{(w))llze. <

V(e ~wilagn,



e como por hipotese do teorema ,
ddcte/®
—E <
#.
termnos que 1 € uma contracio; portanto o Teorema do Ponto Fixo de Banach implica
a existéncia de uma Unica v que denotamos por v° tal que T{v®) = v&. Lom isto,
mostramos 2 existéncia e unicidade de solucao v© da equacio (4.11) em B.. -

[—y

Observacao 4.3 Uma questdo interessante em aberic € saber se fora da bola B exis-
tem outras solucées para valores de d pequenos e caso elas existam, saber se sdo unicas.

Para finalizar esta Sec@io queremos fazer o seguinte comentdrio: Anteriormente

mostramos que existe uma Gnica v© em V. tal que

r
7 ‘C’vévé-%»f{xf'\"/"’)v f:)—r}:p?f G-ey =10, Vb e V. {4.15}

Sk 1=

Entdo, supondo que v©,p° tém um certo grau de regularidade (por exemplo, v© €
C2(Q).pf € C*(Q) ) e como

é-Vez—f ‘V-@’f G- el o= 2fczme
j{lep ep.rsngp,g

fued

integrando por partes (4.15), obtemos que para toda @ € V;

, . ov*
AvE-g4+ | (vVIW o+ hd Vpt =0
Q. Q. a5, on e L
:>f <——,u&vf+(v€V)v€+VpE> -qﬁwiwps/ 7 4=0
e a0 611
= =10 {4.16)
a5, @1’1 i 883 ’
, Ov* . : ;
= | e eh=0 Yi=1,..m, Vo € CE(E
sz 0
= %{é - Ealzy = 05

conectado com a observagio (4.1},

73



4.2.2 Existéncia e unicidade da pressaoc p°.
Nesta Secao vamos explicar o enunciado e a demonstragio do seguinte Teorema:

Teorema 4.4 Eriste uma dnice p° € L0 tal que (3.6) € vdlido no sentido das

) ~1/2 g griie -
distribuicdes. Além disso, p° = p; em ! no sentido de Hy /% = (Hy Y, onde Hy ™ =
{p € HY2HQ) - p x n =0}, sendo 1 o vetor normal unildrio exterior a 94,

1/2 . . ‘ N .
Observemos que o espago Hy'~ consiste exatamente das funcdes vetorials ¢ em
HY2(80.) que s8o paralelas a n na 801, i.e. ¢ = gn sendo g uma fungio escalar em
HY2(80,).

Para explicar o enunciado e, também, motivar ¢ resultado, iniciamos considerando
v,p suaves em (L [na verdade, bastaria v € W**(0.)°, p € WY3Q.)). Sejam
o€ WHQ) e 0 := ~Vv + pl onde [ é a matriz identidade de ordem 3. (Esta-
mos considerando. sem perda de generalidade, que no problema original temos = 1;
senao poderiamos tomar o = ~uVv + pl).

Observemos que V - ¢ = —Av + Vp; portanto se multiplicamos por ¢ € C®(,)°
e integramos por partes, obtemos

[ e a= [ (Tvive-pv-9+ [ @on—p- (Vo)

. Ly ke

Tomemos ¢ = gn onde g € HY?(98,). Logo

pe-n-—-¢ - (Vvin=pg—gn-{Vvin=g{p—n- (Vvin}=gn - on,

e podemos escrever
/ gn-on= f (¢- (V- o)+0o: V), (4.17)
30

onde pomos

o Vo= -Vv:Vep+pV-

Nio ¢ dificil ver que esta férmula vale para todo par (v,p) € W22(02.)° x WH2(Q2,) e

'Dizer que p° € L3(€.) significa que p° € L2(Q,) e que fn pe = 0,
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toda ¢ € WH(Q,) tal que ~{¢) x n = 0, onde ~ é o operador traco usual; v. Capitulo
1. Agora, observemos que para o lado direito de (4.17) fazer sentido ¢ suficiente que
V.o e LS e o € LP(Q; de fato, basta usar a desigualdade de Holder e a
imersdo de Sobolev WH((,) < L5(0,). Dai, tirando proveito de (4.17), vamos definir
um operador traco tr{v.p) € Hn''? para campos (v, p) € WH2{Q)% x L2(Q,) tais que
V.o = —Av+Vp, caleulado no sentide das distribuices, seja uma funcio em L¥3(Q,),

da seguinte forma:
/2 N
t?"{v,p) : Hx}a‘id(@ﬁ):% — R

gn o (tr(v.p), gn) :=/ (¢ (V-a)+0: V),

whg

onde ¢ ¢ uma funcio em W11, tal que ~{y) = gn; of. Teorema 1.12. A primeira
guestdo que surge aqui € se esta € uma boa definicBo, no sentide de que nfo depende
da extensio ¢ de gn. De fato nio depende, pois se tomamos duas extensfes ¢, € ©s,

. - ~ 1.2 1 . .
chamando » = @, — @ temos ¢ € W7 (L), logo existe uma seqliéncia {¢.} em
Co () convergindo para ¢ na norma de WH2((,). Como V- ¢ € calculado no sentido

das distribuigoes, Le.
f ;a‘(v-g}:—/ oV,
. .

para toda ¥ € C5°(§2.), temos que
J/Q(%%'(Yﬁo"}—i—o’:‘?”c;k)z[)? Yk € N,
logo, passando ao limite_! écondufmos que
J/;}G{@-(V-a’)%—a:V@:G,

ie.

j{]{soz'{v‘cr)+cfzvipl)=/{@2-(‘§7~0)~E~a:‘§7<pg)

£,

logo, a definicdo dada acima, nfo depende da extensio ¢.

A segunda quest&o é comprovar nossa afirmacio de que tr{v,p) € Hn 2 De fato,
1/2

tr{v,p) ¢ linear, pois segue da definiclio. Agora, dado ¢ € Hy'®, pelo Teorema 1.13,
existe ¢ € WH2(Q2) tal que ¥{%) = ¢, sendo v o traco usual de &, e
[elhizn. < clignfizaa,
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com ¢ independente de &, e assim temos que
(rtvp)gm) = [ o+ ¥ o405 V)
§2e
logo.

{riv.p) o)l < liglisadV o olleg, +lolea Vel

Observacgio 4.5 A aplicacio (v.h) — tr(v, k) € Hy ?(89.)% € linear. Isto segue

devido ao fato de o ser linear.
Definamos em W31 x WH2(Q,) a aplicacio |||.1l} dada por

v, Wl = llolesa, + IV - alza.

Esta aplicagio define uma norma se exigimos que vip = 0 e vix: seja paralela a €5 pora
algum 1, pois
Ozt =0, sei##j

lofo=0= { 6= h

ou sejo vy = vi{x) e Oxyv = h = x5y, para todo 1, j, o que implica qgue v = &+ T 1.
Mas v|Z8 = oel, para algum 1, émplica que co = 0 e conseglientemente v = T mas
vip =0, logo v =10. Sendo v =10 e 8x;v; = h temos gue h = 0; por tanto, sendo ||].]||
wma norma, a aplicac@o

v, A = llolan. + |V - olle/san.
é continua.

Para ver que existe uma tnica p* € L2(€2.) tal que (4.6} vale no sentido das distribuicdes,
consideremos o funcional linear continuo F : D;*{€)) — R definido por

F) = J[ uVvEVY + (v v



De (4.11) temos que F ¢ identicamente nulo em D({)) e pela continuidade, também
1.9 . T | . - - -

em DY (). Como 2, ¢ limitado, entdo pelo feito na Secio 1.5, fDé’z(Qf} = D (8,

e conseqlientemente pelo Teorema 1.26, existe uma tnica p € L3({2) tal que

i
2

f{%i‘}ﬂf oV -, Ve CFF(). o

Uma vez mostrada a existéncia e a unicidade da preséo vejamos que a mesma
assume os valores dados p; em I no sentido do traco acima:
Para (v€.p%) € WH(Q.)? x L2(Q,), solucdo de (4.6) no sentido das distribuicdes,
temos
A VAL LY g 2 3x3
G~—MV‘TPECL<Q€> ;

e
(Ve Vel + (VWS o) = (05 V- ) =0 Yo € O (8
ie,
0.4 == [ 0V = (v v,
ou seja V- o = —{v'V)v% mas (vV)v¢ € L¥2(Q,) C L¥5(Q,), entdo pela teoria

anterior, existe tr{v®,p%) € Hy Y2 sal que
{tr(v, 09, ¢) = f —o - (VU ~ UV Vo + 'V -, Yo € HYF(00).
e
Tomando ¢ € Viecom g =0em '\ ZL, ¢=1,...,m, obtemos

v =p [ oo

)

e

Como ¢ € arbitrdria, temos que tr{(vS,p¢) = p; em ¢, i=1,...,m, e assim o Teorema
fica provado. |
4.3 Colagem

Nesta Secdo queremos construir uma solugio aproximada para o problema original
(4.6)-(4.10). A proposta € colocar a solugio de Poiseuille nas saidas dos canais, a partir
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de um ponto estratégico de truncamento ¢ por outro lado considerar a solugéo truncada
do problema de Leray para canais infinitos e fazer uma colagem especial destas duas
solucgoes.

Comegamos com um dominio G formado pela uniZo de canais cilindricos ilimitados,

ou seja

7L

c=Ua

fz={}

onde
- e (T LAy~ D3 P A B v P
L={y=(7.y) R0 <40 = (498 € 5} (4.18)

o ] 4 szz,é 3 o . . Yoo 3 o ] . ) e
sendo &' C R0 = 1. - m dominios suaves e limitados e {y um conjunto imitado
(que pode ser vazio) formado no cruzamento dos {4, 1=1,---.m.

Tomemos numa vizinhanca da juncio, wma regido interior G, dada por

il

onde Gi = {x = (z%.2},25) € U : 0 < 2t < —elne} e QF = e2. O ponto
T3 = —¢lne

sera o ponto estratégico de truncamento (colagem) dos fluxos de Leray e Poiseuille,
Consideremos o seguinte problema de Leray:

—uAV +VQ = Oem G (4.19)
V = 0Oem8G (4.20)
V-V = 0em G (4.21)
im Vo= LZE@( —plejem O i1, (4.22)

T I g — i)z €M 34, ¢ IR N (4.

Notemos que a condicdo (4.22) diz que quando ly] — oo, a solugio do problema
de Leray, cuja solucdo sabemos que existe (Capitulo 2), se aproxima a um fluxo de
Poiseuille. ou seja, quando ¥} vai para o infinito, temos que

f Ven—¢
Z(yd)
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onde ¢ € o fluxo do fluido Poiseuille; portanto, o campo (V —UF, O — Pr), sendo Uf e P
dados ern {2.5)-(2.6), satisfaz o problema (2.18)—(2.18) em (¢ = () e consegiientemente
usando as estimativas do comportamento assintdtico dadas no Capitulo 2, temos

’ . [ . P 1 e il / N
%Bﬁwwmvﬁﬁﬁ+@WVQer§@~@%MﬁweWﬁmi& (4.23)

para algum ¢ > 1, e para qualguer multiindice o; em particular
V() ~ U@+ [VV ) - VU ()] < ce” Wl em €, (4.24)

e ) pode ser escolhida a menos de uma constante de forma tal que

*

i . 1,7 fp ey
Qly) ~ (i - Qual S ce™™lem G (4.25)
%

Sejam V{(x) = *V(x) = V{x/e) e Q%(2) = eQ%(z) = «@Q(z/¢). Olhando para (4.22)

s

vernos que (V¢ Q) se aproxima continuamente de (UF, P} quando € - 0 Le jy — oo
Na seciio transversal de truncamento,

A== (@), 2h, 25) € QF L ab = —elnel, (4.26)
entre G5, onde teremos a soluglo de Leray (V. Q%) e
wi={z € —elne <z} < L;}

, onde temos a solucao de Poiseuille (Uf, Ff), nossa aproximacéo néo é continua; es-

)

crevemos V= US4+ Ef e, V= U + £f, onde
BHE) = [V (@ /e, —Ine) — U (#/¢)]

ie.
EF) = V(T /e, ~Ine) — UHF Je)

Da desigualdade (4.23), temos que
(Ef (x| = (V{Zi/e. —Ine) — UHF Je)] < ce™™ el = (¢ < C. {4.27)

De modo anédlogo usando {4.24), encontramos que [VEf (z)] < Ce.
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Definimos agora. nossa aproximacio (W*, 1%} como

Ve em G

- £
1€ = ‘D:L em &y
O em G

onde 7f é a “funcao de colagem”a qual é solugdo do problema

Veni = 0em of (4.28)

1

& _ € £
n; = & em

e = Oem OGI\AL

it

Notemos que a funcdo 9 corrige a descontinuidade que terfamos juntando simples-
mente L e Vi em 7§, e também preserva a incompressibilidade do fluido, 1.e V-nf = 0.

A solugio de (4.28), de fato existe, pois £ € HY2(+f) e

v .

/eé’f-eé = [EV{f/e,—Jne}mb’i{xi/e)}dfi
2 o Gpo AN g
= & | V(g —lne)-U'y)]dg

_ o[l p) ,i_(qui)j[ i
= e[m-—-L{ J/;u “_Li img—@

Alem disso, tal solucido satisfaz a seguinte estimativa

co.
[V 2w < ‘f’\;—'g”fé | E12); (4.29)

Ver [Ga, exerciclo IT11.3.5, p.144]%; Mais ainda, pelo Teorema 1.13, sabemos que existe
Ch =01 (3,2,wf) tal que
1€ 12w < CUIE | r2gagys

‘Referimos ao leitor interessado em conhecer mais detalhes sobre o problema (4.28), ao Lema 9 em
[MaP], onde aparece um resultado mais geral.
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para alguma £FF € Wh{wf). Portanto, usando que [E5(x)] < Ce e [VE(z)] < Ce

1

enconiramos que

portanto.

3;56‘1H1,2,N6> S Cgffg’jg( \43&}

[

W0

4.4 Estimativa do erro

Para expressar o errc de nossa aproximacfo , vamos usar a norma | - | definida

por || flle = [QI"V2 fllaq., onde [, é & medida de Lebesgue de (.. A razdo pela
qual usamos esta norma, € uma guestdo um pouco mals profunda. Na verdade, a

convergéncia na |||, é chamada de convergéncia forte a duas escalas e ela é usada
como ferramenta para medir, entre outras coisas, aproximacdes em dominios estreitos.
Melhor ainda, dizemos que uma sequéneia {v¢}eo, tal que v° € L7(€)) converge forte

a duas escalas, a uma funclo v € L7{((2) sel

1 |
i {1,4‘?" “vf - ’UEE?",QG — 0.
i

Teorema 4.6 Sejo (v, p%) a solugdo do problema 15.6)-(3.10). Seja (W<, 11} a nossa
aprorimacio. Entdo

Q2 eV = Won, < cev—elne (4.31)
QT EIV (V= W lga, £ ev/—elne (4.32)
QT2 p = Mfeqye < cev—elne. (4.33)

Antes de demonstrar este Teorema, é bom observar que |2 = O(e?). Na verdade,

fazendo uma mudanca de varidveis vemos que |Q5] = O(e%) e || = O{c*)com i =

1....,m. Para simplificar o trabalho na demonstragio, todas as constantes que aparegam
vao ser denotadas por ¢, mesmo que a maloria delas sejam diferentes.

$A convergéncia [[.[lo,n. ndo faz sentido para fazer estimativas neste tipo de dominios, pois por
exemplo, nesta norma gualguer constante tende a zero.
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Em (4.33) a notacao || f|l2n./r significa a norma de [ a menos de uma constante.

Demonstracio. A aproximagho We = #We, [I° satisfaz o seguinte sistema de
equacdes no sentido das distribuicBes:

UAWE £ (WSWE + VI = (WV)W + B em £ (4.34)
VoW = Dem{lL (4.35)

We = OemI. {4.36)

¢ = p;, em I (4.37)

Wexelf = Oem Z.i=1,--,m, (4.38)

onde

= .oV D=
B oz Z\‘.{QE% — ﬁ‘éﬁ; -+ In 65%63)&;

¢ 8, denota uma medida delta de Dirac centrada em 7}, i.e.

/ by = f wdd.e, ¥ e CEk).
$le A

As ultimas quatro igualdades séo verificadas trangiiilamente. Para ver a validade
da primeira equacio escothamos ¢ € C5°(€L)° tal que 4 N spt{p) # ¢ para todo
i=1,---,m. Suponhamos ainda que spt(@) N Q§ = ¢

Tomando a expressao —puAWS + VI, no sentido das distribuigdes, temos:

(e pAWE + VTI€, o) = / — WA E TV -

E

=Tl | - uW D+ TV - ywvf-wﬂe\‘/wa WA + TV
e iml

—eyr | f LTV mgévv} +1 j[ BV 470V - 2PV

- ~ pAWEe + VI + §f cp 0Q¢.es + P el
/S.ptw’) Z 8 i “f’ S:I

. =/ 8V
= — pAW o+ VIFo + Y el pm—r ~ Qel D74 ( Ineles + ge j’fp
f(ze o+ ( Bys L : 3> .

gam] 1
e - v ; , Bi— (g ;
= — AW +VIFo + ¥ el pr— — (Q — g)e5 + ——(—Ine)e; fgo
J[e ¥ ¥ ; ( £ ( 3 T )3) .
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Notemos que na ultima igualdade, o fato de ter (@ — ¢) em lugar de (J, ndo altera
o resultado come fol observado no infcio da Secho. Nio é diffcil provar que W*© € V;
e conseqlientemente, W — u® € V.. Anterlormente mostramos que pare toda ¢ €
CF{® . temos

. i @g/" N s . N ;\‘ag
j[ — AW -”J[z Ty == Ze(yé—g — Qes — £ T Z m&xg; f ©. (4.39)
i z ",r'f

‘€ e izl

Por outro lado, se tomamos ¢ € Vi, integrando por partes e levando em consideracéo
que Q% an, = 0, mostramos que

jw#_fmﬁ f&‘:‘ﬂw——%f vwvapf ¢l (4.40)

ra
!_‘

Portanto reunindo {(4.11) e
v,

4.40) temos o seguinte sistema de equagbes, para toda ¢ €

wl Vv'WVe -+ / (v vie + prf ¢-eh =0, (4.41)
. Q.

g :

VIV + / (WWo+ S p, / el = f (W)W — AW + VI ) g,
de=l P € j

§2e 2

(4.42)
Substraindo as duas igualdades anteriores, sustituindo ¢ por vf — W<, e usando {4.39),
encontramos gue
i f Vi =W [ (- W -+ [ e = W - W)
e re ¢ 8§/ i Pi—4q \ 0 < re
NURLS e )—»ez %T(—lneje:;)(v — W,
(4.¢

Usando o teorema de imersdes de Sobolev, aplicando a desigualdade de Holder e consi-
derando o Lema 3.1 do dltimo Capitulo, temos que a primeira parcela do lado direito
da igualdade anterior fica majorada da seguinte forma
J[ WV = W) < W fua VW lza, [v0 — Wolie.
£
< oV R IV = W laa (444
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Usando {4.24) e (4.25) temos que a segunda parcela da direita de (4.43) fica majorada

por
e [[vE = W ae. {4.45)

Dois

o B
Q' ~1ne) - (=l 2| = 0(e)

logo de {4.44) e {4.43) o lado direito de {4.43) fica majorado por

T g V(v = W, + eV = Wy (4.46)

o qual também pode ser estimado por

ce*(—eln VTV (v - Waa, (4.47)
pois pelo Lema 3.2
e v = Welay < ce(—elne)?| V(v —~ W) an (4.48)
e por outro lado
VW2, < cc’(—Ine). {4.49)

Esta tltima estimativa, aparece ao fazer mudanca de varidveis. Deixamos a verificagio
a0 leitor; para isto estime separadamente, vendo o que acontece em 05 e nas safdas QL.

Notemos que

(v =WV (v = W) < e[ VWelon V(v = W) 2a,
2, i

< cf(—=In 5)1’/2H\7(V6 - Wﬁ)“%,ﬂg
(4.50)

Por outre lado, sendo v um elemento de B,, usando o Lema 3.1 encontramos que

Q VWV =WV =) < [V aa Vv = Wilha v = Wilia,

AN

ce Vv lan Vv~ We)la,

< ViV - Wl2a, (451)
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Ohbservermnos que a constante ¢ de (4.51) € diferente de u.

inalmente, combinando (4.43), (4.4

JT{Ve . E’{'e}!i%‘?e S CE?/IQ{_ 1115}1";2

e conseqieniemente.

Qel_i’iz[év(emgvg —Willan, < cv—elne

o que verifica (4.32}.

Como consegiiéncia do resultado anterior, temos wma estimativa methor para o gradi-
ente de v©, de fato

1Vveilza.

FAN

2| —eln ) + | T 20,

V172
/

IA

ere’(~elne)/? 4 cpe*(—elne
1/2

IA

max{cy, ¢ }e?(—¢lne)

ca{—elne)?e?

[

IA

2
Cg€.

Para verificar (4.31) usamos o Lema 3.1 & {4.32); ou seja,

iQél_lfg”ﬁ_zve . WGHE.QC — 6—2395 —UQHVe . Wﬁ“lﬂe
< O 20| V(v = W) lfaa,
< ce(—elney¥?

Para encontrar a estimativa sobre as pressGes, i.e, (4.33), notemos primeiro que

pE_HE-{— ]-f HeELQ(QE)
EQeE e

r 1 .
J[ P+ == Hf] = / p =90 pois p° € LI(S).
€ EQ€E e €
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Logo pelo Teorema 1.19, o problema

1 -
Vo u, = pé —TIf+ W‘/\ IFem QE {432)
Sl .

u, = 0em 30,

tem solucdo e de acordo com o Lema 3.3, v, pode ser escolhida satisfazendo

1
Imf I

Para ¢ = u,, solu¢do do problema {4.52), temos também que
. T 1 gl ,
,uf va?s&*/{‘«’e‘i?}*v%*%w] %p“iww-:f IV-e=0 14.54
e {1 a0 - Qe Ja. -

VW e + / (W) Wy f IV . g = jf (W ey +
e

5 [(aart

Portanto, usando ¢ fato de que

ﬁ€|

A~
Mo
e
[

‘ o
[Vudon, < “i o
€

20,

AN
(1]
o

fle

~22( o) / o (455)
4 —yf

Vouo=p -1+ Hﬁemﬁé,

1
[l Jo
substraindo as equacbes (4.54) e{4.55), encontramos que

12
I =
3

i / V(v — W)V, + j/ (e - ()W - jf P T
. e £ =

; av Di—4g ; -
TE T 7€ ) . [ k:
j;c(% ViWeu, —¢ ZE:l j;- <Q83 - #m@yg T C 4] e;€3>u€; (4.56)

.
logo,
€, 1 62‘2 — € €
“p T j;sﬁmﬁ = p | V- WOVL er( T)veu,
p2 q ) e
;:‘/: Qey ~ WWT ine;eguﬁ. (4.57)



Usando a desigualdade de Holder, desigualdades de imersdes e os resultados técnicos
do Capitulo 3, podemos estimar {4.57) da seguinte forma

< ulVE = W)lle Vo, + Ve liVvlza. ludlaa, + ce®liuel2q,

< o Vulaa (IVE ~ Wlas, + 2TV 20, + S~ (458)
Por {4.32) sabemos que

[T = W) an, = V(e = Wilaq, < Q2 c(—clne)!/?

< fcl—elne) 172

Além disso 2[velfF, < ce”? < ee®(—elne)V/? Isto junto & estimativa de [Vuells ..
nos leva a dizer que {4.58) fica majorado por

*WE[ .sg Ke)

e consequentemente,

1
pf — He + R HE
1920] /oo,

< e (—elne)/?
2,0

o gue implica que

Pl
T < QY20 (—elne)V? 4+ |0 l‘ygg o g a
el Jo, e
< ce(—elne)V/? + ~1/2 L f ‘l
_ i € l [Qﬁ Q. g?g‘ze
e assim obtemos (4.33). =

Se tomamos somente a solucdo de Poiseuille, sem a solucdo Leray nem a funcgo
suavizante nf, também temos convergéncia mas o erro da estimativa é maior. Para
conferir este fato, vejamos o seguinte coroldrio.

Corolario 4.7 Seja



, i
ST € ;

e L. 27 gES N N
Uf = U (z) = ¢ T ~(g — pi)e;
a solucdo de Poiseuille em cada Y. Entdo,
1047V e 2w ~ U, < o/—elne {4.59)
1172 1 5
QT — Pilage S oY/ —clnc. (4.60)
Demonstragao. Em primeire lugar.
/2y —2_ 6 € 12 -2y 7EH . ‘
TV = U = 107 Ve = Ufflons. (4.61)

Notemos que em «f 1 (Y, por causa do Teorema anterior, (4.61) € majorado por
ce{—elneyt/*. Falta olbar o que acontece em G

531@;‘ < Cf. v — VI 4 c] VE— 6’5]2
Agora,
y e —€lne . €2(Q“pi) o .
¢ f V(@)= US(z) Pz = ¢ f / €V (@)= L (3 ) Pty < cllit o),
i 0 St i

onde
~gln e ' _ —ine .
I, = cjil / |V {x/e)PdT dws = ce’ j/ J[ V() Pdy < —ce Ine,
o et 0 2
~€lne 2f oy ol o 2 —clne
Iy= er f Mw”(f/e)l di'des = f 1 el 1(?J) dy dxs
G €5 .E-‘,, Szi Lz

—ce' Ine,
Portanto,

c‘/p& VE—UfP < —ce’ Inc.

Notemos também que a integral

cjf v — V2,

£
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por causa do Teorema anterior,

logo
QE!——EfB;,‘Em?Vs — Lt oo =
<
<
<

pode-ser estimada por

ce(—cme)t’?,

)lfQ

‘) H
ce{—elne)”’* 4 c{~elne

)
)if

W1/
—clelne)t’?

Para mostrar a estimativa (4.60) realizamos uma anslise semelhante.
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