
niversidade Estadual Campinas 
Instituto de Matemática Estatística e Computação Científica 

DEPARTAMEXTO DE :VIATEMÁTICA 

Equações est 

aplicadas a um problema de microcanais 

por 

Elder Jesús Villamizar Roat 
Mestrado em Matemática - Campinas - SP 

Orientador: Prof. Dr. Marcelo M. Santos 

TEste trabalho contou com apoio financeiro da CAPES. 



Equações estacionárias de avier-Stokes 
aplicadas a um problema de microcanais 

Banca examinadora: 

Prof. Dr. Marcelo M. dos Santos. 
Prof. Dr. José Luiz Boldrini. 
Pro f. Dr. José R. dos Santos Filho. 

Este exemplar corresponde à redação final 

da dissertação devidamente corrigida e 

defendida por Elder J esús 

Roa e aprovada pela comissão julgadora. 

Campinas. 23 de agosto de 2002. 

0·~~d {)r 
/ Prof. Dr~celo M. dos Santos 

Dissertação apresentada ao Instituto de 

Matemática Estatística e Computação Ci­

entífica, UNICAMP como requisito parcial 

para obtenção do título de Mestre em Ma­

temática. 



M001 

FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA 
BmUOTECA DO IMECC DA UNICAMP 

Vil!amizar Roa, Elder Jesús 

Equações estacionárias de Navier-Stokes aplicadas a um problema de 

microcanais I Elder Jesús Villamizar Roa- Campinas, [S.P. :s.n. J, 2002. 

!1... 

Orientador : Marcelo Martins dos Santos 

Dissertação (mestrado)- Universidade Estadual de Campinas, Instituto de 

Matemática, Estatística e Computação Cientilica. 

L Escoamento. 2. Flnido viscoso. 3. Navier-Stokes, Equações de. l. 

Santos, Mamelo Martins. TI. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de 

Matemática, Estatística e Computação Científica. ill. Título. 



Dissertação de Mestrado defendida em 23 de agosto de 2002 e aprovada 

~11). ~O MARTINS DOS SANTOS 



"Am=os uma coisa na 

medida em que ela 

nos custa" o 

Elder Villamizar 



Às pessoas que mais amo, 

meus pais Luis Antonio e Aminta 

e aos meus irmãos Nancy Smith 

e Luis Hernan. 



Agradecimentos 

Ao término deste trabalho, deixo aqui meus sinceros agradecimentos: 

A DEUS pela presença em todos os momentos de minha vida. 

Ao professor 

de me orientar. 

Santos pela competência e dedicação na tarefa 

Ao meu amigo e colega Fabio Vitoriano pelas boas discuções matemáticas. 

À UNICA:VIP e à UIS, por me darem a oportunidade de estudar. 

Aos professores Sonia Sabogal, Henry Lamos, Marlio Paredes e Bernardo Mayorga da 

Universidad Industrial de Santander, Bucaramanga-Colômbia, pelo apoio incondicional 

que me deram ao longo destes últimos anos. 

Aos alunos da Pós-Graduação do IMECC pelos prazerosos, agradáveis e inesquecíveis 

momentos de convívio durante esses anos, em especial a Silvia, Sofia, Tanha, Edson 

Licurgo, Marcos Verges, Emerson, Zé Carlos. 

A Cidinha, Tânia, e Ednaldo da secretaria da Pós Graduação, pela gentil ajuda na 

tramitação de documentos. 

A Capes pelo auxílio financeiro. 

A todos que direta ou indiretamente contribuíram para a realização deste trabalho. 



Resumo 
Consideramos m canais finitos com secções transversais constantes, com diâmetros 

dependendo de E. Tais canais são enchidos com fluido viscoso incompressível em es­

tado estacionário. extremos de cada cano, colocamos certos valores da pressão. 

?vlostrada a existência e unicidade da solução. construímos uma solução aproximada 

de forma que nas saídas o fltLxo é descrito como um fluxo de Poiseuii!e e numa vizi­

nhança do cruzamento, o fluxo se comporta como uma solução reescalada do problema 

de Leray. Finalmente analisamos a convergência quando e tende a zero. 

Palavras-chave: Escoamento. Fluido viscoso incompressível. :\avier-Stokes, Fluxo de 

Poiseuille. Problema de 



Abstract 
consider m finite pipes constant transversal section and c dependent dia-

meter. This pipes will be filled with incompressible fluid in stationary regime. In the 

exterior extremes each pipe. boundary pressure values are given. Beside the proof of 

existence and unicity of solution, we exibit an aproximated solutíon. aproximated 

solution behavior like a Poiseuille flow on the extremes of the pipes and an solution of 

a linear Leray problem elsewhere. Finally, we present the rate of convergence with ç 

tending to zero. 

Keywords:lncompressible ftuid, l\avier-Stokes, Poiseuille ftow, Leray problem. 
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Introdução 

É cada vez maior o interesse na indústria atuaL a pesquisa e aplicações de flui­

dos em equipamentos munidos de microcanais. Estes se inserem na área da Enge-

nharia que está sendo conhecida pela sigla ("JVJicro-Electro-lvfechanical 

tem.s"); para uma explicação detalhada sobre o que é recomendamos o si te 

w·ww·.memsnet.org/mems/what-is. Brasil temos pesquisa e construção de equipa­

mentos com microcanais no LNLS-Laboratório :\"acionai de Luz Síncrotron: vide síte: 

www.lnls.br.l Como um exemplo, entre outros. de aplicação na indústria de fluidos em 

micro canais, citamos a construção de um equipamento chamado "Calorímetro" onde po­

demos estudar o comportamento Físico-Químico de um ou mais fluidos, em condições 

de temperatura e pressão diferentes das condições ambientais [ZiKo]. 

De uma forma geral, fluidos em microcanais, são fluidos em domínios com canais 

estreitos, onde podemos ter um sistema complexo de conexões dos mesmos. Na enge­

nharia clássica, também temos problemas de escoamentos de fluidos em canais estreitos, 

onde uma dimensão do canal é muito maior do que as demais, e.g. nos sistemas de 

abastecimento de água e sistema de esgoto de uma cidade. Em engenheria ambiental 

também poderíamos citar um problema de interesse atual, corno o encontro de dois 

rios, sendo um deles poluído, e aí também o interesse em estudar o efeito da poluição 

após o encontro dos mesmos; certamente de menor interesse prático, mas que desperta 

curiosidade científica e podería ser colocado no mesmo contexto, é o encontro dos rios 

Negro e Solimões na Amazônia. Vejamos as figuras abaixo. 

(4._gradecemos aos Profs. Luiz Otávio e Isaque Alves pela visita ao LNLS 
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Figura 1: Junção de canos 

Figura 2: Encontro de rios 

glass cbil' 

si!icon cbip 

Figura 3: Micro-calorímetro. 

Figura tomada de [ZiKo] 

Figura 4: Microcanais. 
Micro sistemas para análises químicas por 
injeção em fluxo (Micro FIA): do Prof. 
Ivo M. Raimundo Jr., do Grupo de 
Instrumentação e Automação em Química 
Analitica - GIA - Instituto de Química­
UNICAMP. Projeto MUSAflNLS, 1999. 
ht:tp:JiwwwJnls.br 

Figura 0.1 Tipos de Domínios 

Nesta Dissertação estamos interessados no problema matemático de fluidos, em 
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domínios com canais, incompressíveis e em estado estacionário. Vamos expor. além da 

demonstração da existência e unicidade de solução para as equações que modelam o 

problema, uma proposta de aproximação para as soluções. aproximação depende 

da espessura dos canais. A estimativa do erro nesta aproximação é exibida explícita-

mente e demonstrada. Seguimos a referência . Capítulo 4. 

Este tipo de problema físico é a motivação principal deste trabalho. Consideramos 

o cruzamento de m canais finitos, onde cada um deles tem seção transversal constante, 

de diâmetro dependendo de c ou seja, nosso domínio fi, é um aberto limitado do JR3 

com fronteira suave que se escreve da forma 

m 

i=O 

onde fi(\. é um conjunto limitado, (que pode ser vazio) formado no cruzamento dos 

flf, i = 1, ... 'm sendo os domínios (disjuntos) flf, i = 1, ... , m cilindros retos de 

comprimento Li e diâmetro E. 

Tais canais são enchidos com fluido viscoso incompressível. Nos extremos de cada 

canal, vamos colocar certos valores da pressão Pie queremos estudar o comportamento 

do fluido ao longo de cada canal. Este problema tem formulação matemática cujo 

cenário são as equações de Navier-Stokes; na verdade é um problema homogêneo de 

Navier-Stokes, estacionário. Matematicamente, chamando de v' e de p< a velocidade e 

a pressão do fluido quando este se movimenta no domínio fi, e se denotamos a fronteira 

lateral dos canos por 

(2) 

e as respectivas fronteiras exteriores por 

"i { i i"L -i) E 10>3 -i ( i i) Si} w,= X=. i,X "':x = X 1,x2 EE . (3) 

onde Si representa a seção transversal (constante) de cada canaL o problema pode ser 

formulado como segue: 
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-'- (v'v)v' + \7p' o em u, 
·Vç - o em fté (5) 

v' o em 

v' X Ui o em 

p' - Pi, 

onde ni é o vetor normal exterior unitário a 2:: e i = L ... , m. 

I\ osso objetivo em primeiro lugar é estudar a existência e unicidade da solução deste 

problema. Cma vez mostrada a existência e unicidade da solução, queremos coJ:1stn 

uma solução aproximada da solução real. A solução aproximada é construída como 

sendo uma colagem entre duas soluções lineares. Tal comportamento é confirmado por 

um estudo assintótico do fluxo quando E --+ O. Nas saídas cilíndricas (fora de uma 

vizinhança da área de cruzamento) o fluxo é descrito como um fluxo de Poíseuille, e 

numa vizinhança do cruzamento, o fluxo se comporta como uma solução reescalada do 

problema de Lemy linear. A idéia então, consiste em colar estas duas soluções num 

certo ponto estratégico de truncamento, de forma que dada a espessura E, a solução 

construída aproxime o fluxo efetivo com um erro dado em termos de E. 

Para poder fazer esse trabalho, precisamos de uma boa abordagem de alguns tópicos 

da Análise e da Hidrodinâmica. Tendo em mente nosso objetivo principal, decidimos 

dividir o trabalho em quatro Capítulos visando dar uma idéia do conteúdo matemático 

que está por trás deste tipo de problemas. Cada um desses capítulos está estruturado 

da seguinte maneira: 

Para iniciar foi preciso apresentar algumas definições e resultados básicos sobre os 

espaços de Lebesgue e os espaços de Sobolev. Resultados que se resumem na descrição 

de algumas desigualdades relativas a estes espaços, convergência, teoremas de imersões, 

noção do traço nos espaços de Sobolev wm.q(u), entre outros. Também foi necessário 

fazer um rápido estudo sobre outros espaços de funções como é o caso dos espaços 

de Sobolev homogeneos Dm,q(u), os espaços v;;·q(u), Hi(u), etc. I\a construção da 
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solução aproximada é inevitável o conhecimento sobre o problema de expressar uma 

função escalar no Lq como sendo o divergente de um campo v E : aspecto 

sobre o qual foi estabelecido a análise que consideramos necessária. Os assuntos ante­

riormente enunciados, constituem em termos gerais o primeiro Capítulo deste trabalho. 

Levando em consideração que queremos construir uma solução aproximada para 

nosso problema original, e já sabendo que essa solução está constituída por duas 

soluções particulares de problemas lineares, decidimos fazer uma abordagem teórica 

sobre cada uma delas. Em primeiro lugar foi feita uma descrição sobre o fluxo de 

Poiseuille e em segunda instância analisamos o problema de Leray ou equivalente­

mente, o problema de determinar o movimento dum fluido num domínio fl com saídas 

cilíndricas, em relação a um fluxo dado em cada saída e tendendo em cada uma 

delas à solução Poiseuille, correspondente a Dentro deste último problema, foi pro-

vada a existência e unicidade da solução e além disso descrevemos o comportamento 

assintótico da solução (decaimento e ordem desse decaimento) junto com todas suas 

derivadas. Estes aspectos constituem o segnndo Capítulo deste trabalho. 

No terceiro Capítulo reunimos os resultados técnicos mais importantes para poder 

realizar uma certa análise asintótica duma solução aproximada para um problema que 

será tratado no Capítulo quatro. Estes resultados são basicamente desigualdades já 

conhecidas para domínios padrões D, mas que devido à dependência de E de nosso 

domínio, é preciso fazer os cálculos das estimativas de forma que possamos saber exa­

tamente qual é a dependência em e das mesmas. 

No quarto Capítulo realizamos o estudo da existência e unicidade da solução do 

problema original e baseados na teoria dos dois capítulos anteriores apresentamos a 

solução aproximada para o problema e realizamos a análise de convergência da mesma. 

Este estudo se sintetiza na demonstração dos seguintes dois toremas. 

Teorema 0.1 

I. (Existência e unicidade da velocidade v'), 

Seja d; = p; - q e sejam d = O:::Z:oJ df) ~ e c= c( 4, 2) é a constante do Lema (3. 1}, Se 



d e o diâmetro c do cano, são tais que 

sendo c2 a constante dada no Lema 

solução, 

(Existência e unicidade da Pressão p'f 

(9) 

então a equação (4, 1 tem uma 

Existe uma única p' E LÕ(fl,) tal que (4) é válido no sentido das distribuições, Além 

disso, p' = Pi em Z::~ no sentido de H;; 112 
:= (H~12 )', onde H~12 = {;p E H 112 (8fl,) 3 : 

<p x n = O}, sendo n o vetor normal unitário exterior a {)Q,, 

Teorema Seja (v', p') uma solução do problema . Chamando de 

a solução aproximada (dada na Seção 3,3), valem as seguinte.s estimativas: 

Jfl l- 1121ic-2v'- W'll { I .,2,S1e < c,v-dne (lO) 

Jfl,J- 112 Jiv(e- 2v'- W')llz,n, < cv -e ln e (11) 

JD,J-112 IIP'- D'lb,n,/JR < CéV-Elne. (12) 
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Notações Importantes 

Notação vetori<il e Geométrica 

L = Espaço Eucíidiano o-dimensional reaL IR= IR 1 

ei = .... O, l. O, ... , O) i-ésimo vetor diretor. 

3. IR'.;.= {x = (xr, ... ,xn) E lRn: Xn > 0}. 

4. Para A= (Ai1) e B = (B,.i) matrizes reais de ordem n, escrevemos 

A: 

5. Para A= ) matriz real de ordem n, denotamos = f)n 
- \ L....Ji,j=l 

) 1/2 

6. Se a= (ar, ... ,an) e b= (b1 , ... ,bn) pertencem ao IRn, 

n n 1'2 

a.b = 2.:: aibi, la I = (L aJ) ' . 
i=l i=l 

7. B R = bola aberta no JR.n com centro na origem e raio R. 

9. ó(fl) = diâmetro do conjunto fl. 

10. Se O C X, então oc = X\fl. 

11. X denota o fecho do conjunto X na topologia da norma. 

12. X' denota o dual (topológico) do espaço X 

B. Notação de funções e Derivadas 

1. Se u : O -+ IR, escrevemos 

u(x) = u(x1 , ... ,xn), x E O. 
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. escrevemos 

u(x) = 

A função uk é a k-ésima componente da u, k = L.", n. 

spt (u)= suporte da função u. 

4. ux, = derivada parcial de u com respeito à variável x:. 

5. Dku(x) = {D"u(x): lal = k}, sendo k um inteiro não negativo. 

Se k = L Du = (ux1 •... i Ux") = \lu é o vetor gradiente. 

6. vn 82u l . 
= L..i=l a;:'l = Lap ac1ano 

i 

7. ( u, ti) representa l uv para u, v funções tais que uv seja integrável. 

8. Dada f E X', u E X denotamos por (f, u) o funcional f aplicado em u. 

9. v· u = divergente de u. 

C. Espaços de Funções 

1. C(fl)={u:fl-+lFt uécontínua}. 

2. Ck(fl) = { u: fl-+ lR.; ué k vezes continuamente diferenciável}. 

4. C0 (fl), Ci(fl)i etc denota as funções em C(fl), Ck(!l)i etc. de suporte compacto. 

5. Dm·q(!l). (v. pag. 19) 

6. D;;''q(!l). (v. pag. 20) 

7. D(fl). (v. pag. 30) 
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8. vm·º(O' o ""'}· pag. 34) 

J5m,q (O) o ••. (v. pag, 

Hl 
q pag. 301 

' 
• 1 'O Hq( •• ). pag. 
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Capítulo 1 

Espaços de funções 

I\este primeiro Capítulo introduziremos alguns espaços de funções básicas junto 

com algumas propriedades que são de importância relevante para o desenvolvimento 

dos capítulos seguintes. 

1.1 Os espaços Lª 

Para q E [1, oo) e fl um subconjunto aberto não vazio do JRn denotamos o espaço 

vetorial Lª = Lq(fl) como sendo o espaço de todas as (classes de equivalência de) 

funções reais Lebesgue mensuraveis u definidas em fl, tais que 

(1.1) 

O funcional (Ll) define uma norma em Lq, e Lª com esta norma é um espaço de 

Banach. Para q = 2, o espaço Lª é de Hilbert com produto escalar definido por 

Por Lov = L00 (fl) denotamos o conjunto das (classes de equivalência de) funções Le­

besgue mensuraveis u definidas em fl tais que 

llulloo.fl - supess{lu(x)l : x E fl} (1.2) 

inf{k >O: /-i({x E fl: lu(x)l > k}) =O}< oo. 
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O funcional (1.2) define uma norma em Lx, e L"" com esta norma torna-se um espaço 

de Banach, 

Dizemos também que u E Lfoc(fl). quando v E 

com c 
para qualquer domínio 

Relembremos também algumas desigualdades nos espaços U que serão freqüente­

mente usadas ao longo deste trabalho. Para 1 ::; q ::; x temos a desigualdade de 

Hi:ildeL 

I< .3) . -

para toda v E , v E U' sendo q1 = q/(q- 1) (q1 = L se q = oc). Duas 

conseqüências da desigualdade de Hi:ilder são a desigualdade de Minkowski 

(14) 

e a desigualdade de interpolação 

I, 'I < I' '1 8 11 ·ler-o) IUI q,f.1 - !UI s.D 1U! rJ2 (1.5) 

válida para toda v E U(fl) n L"(fl) com 1 ::; s ::; q ::; r ::; x, e q-1 

(J)r- 1 , () E [0, 1] [E v, p.623] 

Uma outra propriedade importante destes espaços é que o espaço das funções in­

finitamente diferenciáveis com suporte compacto em fl, denotado por C3"(fl) é denso 

em Lq, 1 ::; q < oc. Finalmente é bom lembrar que nos espaços Lª podemos introduzir 

os seguintes modos de convergência: dada uma seqüência {um} c Lª(f2), 1::; q::; oc, 

dizemos que {Um} converge fortemente ou na norma a alguma u E Lª ( f2) se 

lim llvm - ullq,n 
m-+oo 

O· 
' 

e dizemos que a seqüência {um} c Lª(fl) converge fracamente a v E Lª(fl), 1 ::; q < oc, 

se 

lim f(um) = f(u), Vf E (Lª(fl)Y = Lª'(fl), (1.6) 
rro-.·:0 
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onde (U(fi)Y representa o dual topológico de U(íl), 1 :S q < x. Em geraL dado um 

espaço normado , representaremos por o seu dual (topológico). Como vale que 

= u' (fl) via a identificação )= v E Lq (Teorema de Re-

presentação de Riesz , p.639], a convergência fraca (1.6) na prática fica determinada 

por 

lim 
m--.x 

J\o caso q = x. também podemos falar em convergência fraca mas na prática não 

aparece com muita freqüência. O que é bastante usado aqui é a topologia fraca-* (para 

espaços duais [DuSc. p.462] junto com o fato de F'"(fJ) = (L1(fl))l Porém, na verdade 

como a identificação L""(íl) = (Ll é feita via a mesn1a fórmula 

e na prática a topologia fraca do L""(íl) não é muito usada, iremos chamar a topologia 

fraca-* do L 00 (fl) também de topologia fraca, e isto não irá criar confusão. Enfim, 

dizemos que Um C U(fl) converge fracamente para u E Lq(fl), 1 :S q :S oo, se 

lim f fu.m= f fu, \:fjEL"'(fl), l:Sq':Soo. m-ocJn Jn 
Neste caso, usaremos a notação Um-' u. Para a convergência forte, usaremos a notação 

Um--+ U. 

1.2 Os espaços de Sobolev wm,q. 

1.2.1 Aspectos Básicos 

Antes de definir os Espaços de Sobolev, é necessário conhecer o conceito de derivada 

fraca. Suponhamos fl que seja um aberto não vazio do JRn, u, v E Lfoc(fl) e a um 

multíndice.' A função v é dita a a-ésima derivada parcial fraca de u se 

f uD""d!dx = ( -l)ial f v@dx, \:/@E Cg"(fl). 
Jn Jn 

*Um multíndice a: é um vetor da forma a = ( a 1 , ... , an), onde cada componente o: i é um inteiro 

não negativo; sua ordem lo I é definida por ia: I = cq + ... + O:n. 
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(Definição inspirada na fórmula de integração por partes quando u E Cl<>i 

caso v = Da v no sentido clássico.) '\otação: 

v= 

· neste 

Os espaços de Sobolev . q E [1 , m E N estão formados pelo conjunto de todas 

as funções mensuráveis u : f! -+ R tais que para todo a com 

sentido fraco e pertence a Lq(n). 

:::; m. D 0 u existe no 

Os espaços vetoriais ~t'm.q são espaços de Banach se intruduzirmos neles a norma 

l/q 
Do ;oq ) • \ 

lliiqJJ se q E !L 00) mqrl = ( L (1. 

(1 

Dado um espaço de Sobolev wm,q(f!), definimos W0m.q(f!) como sendo o subespaço 

de wm.q(f!) formado pelo fecho de CQ'(f!) na norma (L7) ou (L8) dependendo do valor 

de q. Claramente, W 0·q(O) = wg·q(O) = U(O). Análogo aos espaços U, wm·2 é um 

espaço de Hilbert (usualmente denotado por Hm(n)) com relação ao produto escalar 

(u,v)m,n = L (D"u,D"'v). 
o:::;!nl::;m 

Dada uma função v em wm,q(O), uma questão de bastante interesse é saber se ela 

pode ser aproximada por funções suaves. Para 1 :::; q < 00, localmente sempre podemos 

fazer tal aproximação. De fato, dado E> o, e sendo n, = {x E n: dist(x,ân) >E} o 

resultado abai.xo garante a afirmação feita. 

Teorema 1.1 (Ev, p.250} Seja u, - r)E * u em O" sendo 77,(x) - cn71(X/E), com 

71 E coe (Rn) tal que fR" 7) = 1 (por exemplo tome 

7l(x) = { cexp(l/(!xl
2

- 1)~ :: !xi < 1 

lxl 2: 1 

onde c > O é escolhida de tal forma que fc11" 71 = 1). Então 

i) u, E C00 (11,) para todo E> O; 
ii) u,-+ u em W1:;:,,q(n), quando E-+ O. 
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Se queremos uma aproximação global, temos que seu E W;''q(íl) ou seu E VVm,q(iRn) 

a resposta é afirmativat. mas em geral temos que impor algumas restrições. ter 

uma idéia melbor. enunciaremos o Teorema 1.2 abaixo. Para o mesmo precisamos 

seguinte definição: 

Dizemos que um domínio í1 possui a segmento+ se para qualquer x E 811 

existe uma vizinhança de x e um vetor y tal que se z E fi n U. então, z + ty E 

para todo tE (0. 1). 

o 
Figura Ll: Com p, do segmento Figura 1 Sem p. do segmento 

Teorema L2 (Ga, p.29} Sejam í2 um domínio (i. e um conjunto aberto e conexo) qual­

quer do iRn eu E wm,q(íl), 1 :<; q < oo. Então, u pode ser aproximada na norma (1. 7) 

por funções em cm(íl) n wm,q(íl). Além disso, se fl tem a propriedade do segmento, 

u pode ser aproximada por funções em C0 (0). 

Agora enunciaremos outros resultados envolvendo desigualdades e os Teoremas de 

imersões de Sobolev (Teoremas 1.9, 1.10 abaixo) fortemente usados no cálculo de esti­

mativas, como veremos no Capítulo 3. 

Lema 1.3 [Ga, p.SOJ Dada u E C0 (iRn), temos 

(1.9) 

Notemos que se substituímos u por \ulq, q 2': 1 em (1.9), usando a desigualdade de 

Hiilder obtemos que 

liullqn/(n-l),R" :':: ( 2/ntq lluli~ 1~~ livull~~n · (LlO) 

A desigualdade (L9) permite deduzir resultados mais gerais; vejamos o seguinte lema 

iPode-se mostrar que W;'•q(!Rn) = 1-Vm,q(Rn) 
~Uma característica destes conjuntos é que eles não podem ter elementos nos dois lados da fronteira. 
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Lema 1 !Ga, p.31} Seja r E I(_ \I E fl nqnn- q! , se q , , ' \ > 011 r E [q,XJ, .se q _ n. 

Então, pom U c Cocímon> "emoc '- 0 \.1.8:,. ) G ,_.. 

li (1.11) 

onde c= max{ q, À= 

.ucm1a 1.5 íGa, p.32J Dada u E C0 (1Rn), temos a seguinte de.sigualdade de Sobolev 

(que pode ser estendida usando densidade, a funções u E w~·ª(íl), 1::; q < n) 

\ ( \ nq; n- q;. (1.12) 

dois resultados seguintes relacíonam a norma Lq de uma função com a norma 

L1 das suas primeiras derivadas. (Desigualdades de Poincaré). 

Teorema 1.6 Suponhamos que íl é um subconjunto da faixa de largura d, Ld = {x E 

IRn: -d/2 < Xn < d/2}. Então, para toda u E w~·ª(íl), 1::; q::; oo, temos que 

(1.13) 

Demonstração. Como C0 (1J) é denso em w~·ª(íl), é suficiente mostrar o resultado 

para u E C0 (íl). Como 

iu(x)l ::; (1/2) jd/2 
lvujdxn, 

-d/2 

temos que (1.13) é válida para q = oo. Se 1 ::; q < oo, usando a desigualdade de Holder 

obtemos que 
d/2 

ju(x)lª::; (dq- 1/2ª) 1 lvujdxn. 
-d/2 

Integrando a última desiguladade sobre Ld, obtemos o resultado. o 
Observemos que é imprescindível no resultado acima que n esteja dentro de uma faixa, 

pois por exemplo, se tomamos n = IRn e consideramos a seqüência 

resulta que llumllq,n = (m + l)llvumllq,n, logo lim llumllq,n/llvumllq,S'l x contra-
m-co 

dizendo (1.13). O caso particular de (1.13) quando q 2, desempenha um papel 
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importante em varias aplicações como veremos adiante, assim como também é de par­

uGuHH interesse determinar a menor constante 11 tal que 

(L14) 

A constante p é chamada às vezes de constante de Poincaré. Ela depende do domínio 

fl e quando este é limitado, p = 1/ .\. sendo .\o menor autovalor do problema 

{ 
-6u = .\u em fl 

u = O em 8!1. 

Observemos que denotando o diâmetro de fl por 

d S.: e assrm 
1 d2 (5(!1)1 2 

'l =- <- < ... /" .\-4- 4 

J(fl) - SUPx,yEn - yl, então 

Observemos também que (1.13) não vale se u nao se anula na fronteira de fl. fato 

expresso pelo "zero" na notação W~·q(fl), pois por exemplo se fl é um domínio limitado 

temos que a função constante u = 1 pertence ao espaço ~ii 1 ·q(fl) mas, evidentemente, 

não temos a desigualdade (1.13) para esta função. 

Sendo fl um domínio limitado tal que u E Hfl,q mas não está em W~·q, como 

relacionar a norma Lq deu com a sua norma U do gradiente? A resposta é dada pelo 

Teorema 1.8 abaixo. Para o mesmo precisamos da seguinte definição: 

Definição 1. 7 Seja fl um domínio do !Rn com fronteira limitada. Suponhamos que 

para cada x 0 E ofl existe uma bola de centro em x0 e raio r, que denotamos por 

Br(x0 ) e uma função escalar p definida num domínio IV! de JRn-l tal que (renomeando 

e reorientando os eixos de coordenadas se for necessário) 

1. O conjunto ofl n Br(x0 ) pode ser representado por uma equação do tipo Xn 

p(xr, ... ,Xn-lJ, (x!, ... ,Xn-J) E l'vl; 

Então dizemos que fl é um domínio localmente Lipschitziano, se p for Lipschitziana 

em ]'v!. 
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Teorema 1.8 (Ga, p.54} Seja fl um domínio limitado localmente Lipschitziano do 

e - 1 
U. = !DI U 

, 1 ::; q < x. existe uma constante c= c(n. q. 

Então, para toda u E 

tal que 

-u < 

Um resultado de relevada importância são os teoremas de imersões de Sobolev, enun­

ciados a seguir. 

Teorema 1.9 (Ga, p.35} Seja fl um domínio limitado do JRn eu E W;''q(fl), q > 
L m 2": O. Então. 

@ Se < n, temos que , para todo r E e existe uma 

constante c1 = c1 (m, q.r, n) tal que liu ' llm,q,$1· 

., Se mq = n, temos que W;''9 (f2) C (fl), para todo r E [q,x) e existe uma 

., mq > n, temos que cada u E W;'·ª (fl) é igual q. t.p em fl a uma única função em 

Ck(f2), para todo k E [O, m- (n/q)) e existe uma constante c3 = c3 (m, q, r, n) tal 

que maxo~i""l~k supn iD"'ul ::0: c311ullm,q,íl· 

O seguinte resultado é análogo ao teorema acima, válido para funções do espaço wm,q. 

Teorema 1.10 (Ga, p.37j Seja fl um domínio limitado localmente Lipschitziano do 

JRn Então, o teorema anterior é válido se substituímos W,;"'q (fl) por wm,q(fl) com 

e; e;(m,q,r,n,fl), 

i=l,2,3. 

O seguinte resultado garante a extensão ( conveniênte) de funções de um espaço wm,q ( fl) 
ao espaço wm,q(JRn). 

Teorema 1.11 (Ga, p.36j Seja fl localmente Lipschitziano, q E [1, x], m 2": O. Existe 

um operador linear ((m,q)-extensão) E : wm,q(fl) --+ vVm,q(JRn) e uma constante c 

que independe de u tal que 

(i) E(u)líl = u, u E Wm,q(fl): 

(ii)IIE(u)llm,q,Rn ::0: c[[ullm,q,íl· 
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1.2.2 Traço de funções nos espaços wm,q 

rrn.c•~ um breve comentário sobre a possibilidade de atribuir valores na fronteira 

de O a uma função u E (o traço de Seu E , claramente u tem valor 

em DO no sentido usuaL Le. faz sentido u , a restrição de u a fronteira de mas 

em geral a função u pode não estar definida nem q.t.p em ao e assim não existe um 

sentido direto de expresar u em ao. A noção de traço resolve este problema. 

Observemos que dada u E wm,q(O) com mq > n, o Teorema 1.10 garante a pos­

sibilidade de atribuir valores a una fronteira. pois nesse caso, como ué igual q.t.p a 

uma única função em para todo k E m - . a u pode ser redefinida 

num conjunto de medida nula, permitindo assim, a continuidade até a fronteira. Em 

termos gerais, usando algumas desigualdades junto com um par de resultados técnicos, 

obtemos o seguinte Teorema. 

Teorema 1.12 (Ga, p.!,3} Seja O um domínio limitado localmente Lipschitziano e 

suponhamos que r= q(n- 1)/(n- mq) se mq < n, e r E [L oo) se mq 2: n. Então 

existe uma única aplicação linear contínua í de wm,q(íi), q E [1, oo), m 2: 1 em 

L"(é!íi) tal que para toda u E C0 (Q), 'f(u) = ul&n· Além disso, no caso m = 1 existe 

c= c(n, r, q, íi) e À= n(r- q)/q(r- 1) tal que 

(1.16) 

Uma outra caracterização do operador traço é dada no seguinte teorema; para isso 

é necessário definir uma nova classe de espaços: Os espaços vetoriais wl-l/q(é!O) c 
Lq(é!íi) constituídos pelas funções u tais que o funcional 

(1.17) 

é finito. 

Teorema 1.13 íGa, p.!,5} Seja í1 um domínio localmente Lipschitziano e seja q E 

(1,oo). Seu E l1'1·q(í1), então 1(u) E wl-lfq,q(é!íi) e além disso existe uma constante 

c1 = c1 (n, q, Q) tal que 

llí(u) lh-lJq,q,&n ::S cdlulh.q.rl· (1.18) 
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Reciprocamente, dada v; E Wl-ljq,q(afl), existe u E w·Lq(fl) e c2 = Cz(n, q, fl) tal que 

=we 

'9' '1 j 

Ol)SE)n;ac;ão 1.14 o caso m?.: 2, referimos ao leitor interessado, ver o Teorema 

34de(Ga, 

Para terminar esta parte, mencionamos o seguinte resultado que relaciona o traço de 

funções em wl,q com funções em wJ·q 
Teorema 1.15 {Ev, p.259j Seja Q C !EF', limitado, com 8\1 sendo de classe C1 (i.e. 

a função escalar p definição é de classe e Então, 

se, e somente se =O em 8íl. 

1.3 Os Espaços de Sobolev Homogêneos Dm,q 

Os espaços de Sobolev homogêneos são definidos da seguinte forma. Para m ?.: O, 1 :S 
q < oc, definimos 

Dm,q introduzimos a seminorma 

( r . l/q 
lulm,q,fl- 'L }G ID"ulª) · 

ial=m fi 

(1.20) 

Consideremos Pm como sendo o conjunto dos polinômios de grau me para u E Dm,q, 

chamamos de [u] = { w E Dm,q : w u + Pm-J, para algum Pm-l E Pm- 1}. Denotemos 
por Dm,q = Dm,q (Q) o espaço de todas as classes de equivalência [u], u E Dm,q, e assim 

vemos que (1.20) é uma norma em Dm,q e mostra-se também que, Dm,q com esta norma 

é um espaço de Banach, e em particular, se q = 2, Dm,q é um espaço de Hilbert com 

o produto interno dado por 

[u, v]m.rl = L i D"uD"v. 
jaj=m fi 

§Aqui estamos considerando que as funções u vão de S1 em IR. 
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Junto aos espaços Dm,q consideramos os espaços D:;''ª = D:;''ª (fl) definidos como sendo 

o fecho do conjunto das funções Cif na seminorma (L20), 

Uma questão natural é a relação entre Dm,q 

partir das seguintes observações. 

e A resposta será dada a 

Se Q é limitado ou está contido em alguma faixa Ld, definida anteriormente, e se 

existe uma seqüência { uk} em Cif tal que quando k tende ao infinito 

então 1\D"(uk- u)\\q,f!--+ O, para todo O:::; lo:'! < m: em outras palavras D:;'•ª(fl)-
Agora, se Q é limitado e localmente Lípschitziano os espaços Dm•ª(Q) e 

são algebricamente iguais [Ga, p,60], 

Uma outra propriedade importante é que se Q é limitado e localmente Lipschítziano, 

dada u E Dm,q ( Q), então temos que ll E ~vz::ª ( Q), 

1.4 O Problema v· v= f 
Nesta Seção queremos resolver o problema de representar uma função escalar como o 

divergente de um campo de vetores num espaço de funções conveniente. Considerando 

um domínio Q C JR.n, n 2: 2, limitado. o problema é formulado como segue: Dado 

f E Lª(fl), q E (1, +x), com 

1f=O, (1.21) 

achar um campo de vetores v : fl --+ lR tal que 

{ 

V·v 

lvll,q,~ ~ 
f 
Wol,q (fl) 

cllfllq,n, c= c(n, q. fl). 

(1.22) 

Vamos mostrar a solução deste problema baseados na construção explícita do campo 

v, para um domínio especial, como veremos no Lema 1.19 abaixo. para o mesmo, 

vamor precisar fazer um par de comentários sobre algumas transformadas integrais e 
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desigualdades relacionadas, 

transformada integral de uma função f com núcleo K, é uma função W definida 

por 

y)f(y)dy, (123) 

Se consideramos a situação em que K(x,y) K(x- y) e definido em todo JRn, a 

transformada (L23) com ri = !Rn é chamada de convolução, e é denotada por K * f 
Com isto estamos prontos para apresentar o seguinte resultado 

Teorema L p 89/ Seja I< E U(JRn), 1 ::; B < oc Se 

Então * f E L" (JRn), r- 1 + 1 s- 1 + q- 1 , e além disso 

(L24) 

Definição 1.17 Dada uma função regular k(x, y) dizemos que um núcleo K da forma 

K-( ) - k(x, y) o mn {O} 
X, y - iyln , X E •• , y E ltt: -

é um núcleo Singular se, e somente se, satisfaz as seguintes condições 

1, k(x,y) = k(x,f3y) para todox,y e para todo f3 >O; 

2, Para todo X E ri, k(x, y) é integrável na esfera de raio 1 e 

r k(x,y)dy=O; 
jlyl=l 

3, Para algum q > L existe uma constante c > O tal que 

r lk(x,y)lªdy::; c, uniformemente em x, 
}IYI=l 

(L2ô) 

Para transformadas integrais definidas por núcleos singulares temos o seguinte resul­

tado fundamental (devido a Calderón e Zigmund), 
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Teorema 1.18 íCaZi, 1956, Teorema 2} Seja que I<(x,y) um núcleo singular e seja 

= .l{(x,x- Então, se f E 1 < q < 'X), o limite 

= lim ,_o y)f(y)dy (1.26) 

existe para tado x E 

tl-bbRn 41' d. •T•~Lq''Thn\ ,,.,T. ma 1 _ .• em zsso,-, '= \"~';e""' 

Para demonstrar o lema abaixo precisamos também da seguinte definição: 

l)m subconjunto aberto \1 do iRn, é dito estrelado em relação a um ponto x 0 , se para 

todo x E o se&nento + (1- À E 1 ]} está em 

Claramente, se \1 é convexo e xo está em então \1 é estrelado em relação a x0 . 

X~ 
X 

Figura 1.3: Conjunto Estrelado 

Lema 1.19 Seja \1 subconjunto limitado do iRn,n ;:::: 2, um domínio estrelado com 

respeito a iodo ponto de BR(x0 ) com BR(x0 ) C fl. Então, para qualquer f E Lq(fl) 

satisfazendo (1.21), temos que o problema (1.22) tem pelo menos uma solução v, e a 

constante c de (1.22) admite a seguinte estimativa 

C <_ r. (J(Rfl))n (1 -i- J(Rfl)) '-V • com Co= eo(n, q). 

Além disso, se f E C.f(fl), então v E C.f(fl). 

Demonstração. Vai ser dividida em duas partes. Em primeiro lugar, no caso quando 

f E C.f(fl) e em segundo, quando f E L"(fl). 
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Suponhamos f E C0 (\1), Se fazemos a mudança de variáveis - - x0 )/R, mu­

damos o ponto Xo à origem de coordenadas e a bola BR(x0) se transforma em B1 (0) 

que denotaremos simplesmente por B, Além disso, nosso domínio \1 se transforma em 

um domínio fl1 que também é estrelado em relaçao a todo ponto de com diâmetro 

o(\11
) = o(fl)/ R, o campo v e a função f são agora V

1 e f' definidos em !Ji Com isto, 

a equação em (L22) se converte em 

\7 o v 1 = R!'= Fl (L27) 

F 1 te1n média zero e F 1 E C[;· . Além disso. se t.emos F 1 e v' verificando (1 , os 

respectivos v e f verificam a equação em (1 

Vamos resolver o problema dando uma fórmula explícita de solução ((L28) abaixo), 

Para motivá-la tomamos a decomposição de Helmohltz-Weyl [Ga, p,l02], a qual per­

mite decompor 

v = u + \7p, v , u O, 

Daí, a primeira equação em (L22) se escreve como 

/:;p =f, 

então, p = N * f, onde N é a solução fundamental da equação de Laplace em JRn, 

Assim, a solução seria dada por 

v vN* f, 
sendo a menos de constante, \7_N(z) = ~~n, Mas devemos modificar para obter v se 

anulando em 8\1, e sem perder as demais propiedades desejadas, 

Vamos considerar uma função (E C0 (JRn) tal que 

i) spt(() c B 

ii) JB ( = L 
:Víostraremos que o seguinte campo de vetores v(x) dado por 

l 
-lx ylco ( x-y) ] r., F(y) 

1 
in (\y+E,. , çn-ldE, dy- j F(y)IV(x,y)dy 

n !X- y, lx-yl lx- Yl n 

23 

(L28) 



resolve o problema (1.27), (Aqui estamos omitindo as aspas sobre v e F para maior 

comodidade ) , 

Se fazemos a mudança de variáveis r = 

F I " ) \YJ\X-y 

- yj em ,28), obtemos que 

+ (1 
' 

Observemos que v E C00 (1Rn) e além disso o suporte de v contido em , sendo 

o subconjunto compacto de (pois !l é estrelado) dado por 

J'vf = {z E !l: z = Àz1 + (1- À)z2, z1 E spt(f), z2 E B, À E [O, 1]}, (1.30) 

Para ver isto, fixemos x E !l \ M, Afirmamos que para todo y E spt(J) e para todo 

r 2 L y + não está em De fato, se y + - y) E B teríamos 

y + - y) = z, com izl < 1: logo 

1 1- r 
TX = Z- (l- r)y =}X= -Z + --y E 

\ I' r r 

o que é absurdo; portanto, como y+r(x-y) não está em B temos que ((y+r(x-y)) =O, 

(por que spt(() C B) implicando que spt(v) C M, Com isto concluímos que o campo 

v E Cg" (JRn), 

Nosso objetivo agora é mostrar que 'i7, v= Y 

Vamos tomar um ponto x E !l e vamos considerar a bola de raio E centrada em x, 

Le B<(x) para um E suficientemente pequeno, Então, tomando (1.28) derivando e inte­

grando por partes obtemos 

(x, y)dy + r F(y) Xj- yl Ni(X, y)day) o (L31) 
JI!B,(x) \X- Y 

Analisaremos então, estes limites, 

lim r F(y)Xj- yj Ni(x,y)day = F(x) r (Xj- yj)(Xj- Y;) ((y)dy, 
<-0 JI!B,(x) lx- Yl Jn lx- Yl 2 

(1.32) 

De fato, fazendo y x- EZ, substituindo o valor de Ni(x, y) e tomando o módulo da 

seguinte diferença, temos que 

]E= I r F(y)Xj- y~Ni(x,y)day- F(x) r (Xj -yj)(Xj -yj)((y)dy 
l}as,(x) lx Y\ }n, lx- Yl 2 
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-'- ~ '1rn -l a1r) der ~. I f "-' j - Z i • 

' 

e assim, tomando o limite quando E tende a zero. verificamos a validade de (l 

Agora vamos ver a. existência do 

(1.33) 

Antes disso, reescrevamos (1.28) da seguinte forma. Fazemos Ç -lx- Yl =r em (1.28) 

para obter 

v{x) = F,y) i ( . l ' x- y r1x 
' '1 Jx - Yln l o 

-'- x-y)r : r. ~ \ IX -y; 
-yl + 

' 

I\otemos que da equação (1.29), fixado y encontramos 

DJ (x, y) = D1((x;- YJ) j"" ((y + r(x y))rn- 1dr) 

Ó;J l"" ((y + r(x- y))rn-Jdr + 

+ (x1 -y1) ~oo D1((y+r(x-y))rndr, 

o quaL usando a igualdade (1.34) junto com (1.35), permite ver que 

dy. 

DJN;(x,y) = 
1 

6
'1 I ['"" ç(x+rlx-yl)(lx-yl+rt- 1dr ,x y n Jo X- y 

X - y 1oo ( X y' + I ' In~! DJ( x+r, 
1

)(1x-yl+rrdr 
X- y o iX- Y 

(134) 

1 1 3-\ \ . o) 

(1.36) 

Expandindo as potências de n da equação (1.36). depois de alguns cálculos podemos 

mostrar que 

D1N;(x, y) K;1(x, x- y) + G;1(x, y) (1.37) 

onde K 11 (x, x-y) é um núcleo singular (Deixamos como exercício ao leitor a verificação 

deste fato) dado por 

(j 1oo ( X - y ) X - y· 1oo ( X - y ) 2J + n-l 1 z t 1 _ n 
I I ( X r I '.. r dr, I I 1 D1( x, r I . r dr 
X - y n o X - y; X - Y n+ o X - Yl 
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e GiJ y) é tal que admite a siguinte estimativa 

i C ' O] 

I < ó(u)n-1 
y)._c. 1 1

. X.yE\1, C= 
, jx- y,n-

Conseqüêntemente temos que 

Yídy=lim { Flví I \v) 

E-+O ,J B'[(x) 
(x.x- + y)Jdy (138) 

e assim (1.31) pode ser escrito como 

(x) l r'K I ~ u 
f2L 

X- y) + (x y)]F(y) + F(x) (xJ -,w)(x~,- yy) ((y)1dy 
iX- Yi- ~ 

+ i 

mais explícitamente, 

- f Kij(x,x- y)F(y)dy; 
Jfl 
1 Gij(X, y)F(y)dy; 

r F(x) (xJ- YJ)(xJ2- YJ) ((y)l dy. 
Jfl lx-yl J 

Temos agora que v · v é igual a 

1 F(y) [ n [" ((y + r(x- y))rn-ldr + t [" (Xi- Yi)Di((y + r(x- y))rndr] dy 

+ tF(x) r (xi- Yi)(xi
2
- Yi) ((y)dy 

i=J Jn lx - Yl 

1 F(y) [ n 100 

((y + r(x- y))rn-ldr + ["' t(xi- Yi)Di((y + r(x y))rndr] dy 

+F(x) 1 t (xi- Yi)(Xi
2
- Yi) ((y)dy 

fl i=l lx- Yl 

1 F(y) [ n [" ((y + r(x- y))rn- 1dr + ["' rn (! ((y + r(x- y))) dr] dy + 
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-'- F(x) j Ç(y)dy 

'jcc d 1!1 \I ' lj! I r \Y; , -, h \Y -r 
L 1 ar 

-y))r")dr] +F(x) 

f (-((x)) + F(x) - Jo 
F(y) + F(x) 

-((x)iíll· I~IJ F(y) + F(x) = F(x) 

Logo, v · v = F em íl. 

Para terminar esta primeira falta ver que f 
J 

Para 1 < q < x, diretamente do Teorema L encontramos que 

Agora, como F2(x) = fnGij(x.y)F(y). temos que IF2(x)l::; Jn 1:c~;~"-:.\F(y), 
donde devido a (1.24), encontramos 

ou equivalentemente, 

(1.39) 

(1.40) 

(1.41) 

Finalmente, não é difícil ver que IIF3111.n ::; c35(!1)niiFII1.n- As constantes c2, cs depen­

dem de n, q, ( mas não dependem de !1. A constante c1 pode ser estimada 1 por 

e assim juntando estas estimativas completamos a primeira parte da prova do lema. 

Parte B (Caso f E U(íl)) 

~Na verdade, c1 depende da constante c do Teorema 1.18. Para mais detalhes sobre esta estimativa, 

ver [Ga, p.94J 
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Seja f E Lq(D) satisfazendo (1.21) e seja Um} uma seqüência em C0 (D) tal que 

convirja a f na nonna il Definimos 

, com :p =L 

Sendo f= O. como fm converge a f na norma 11. : te1nos que 

r fm-+ r f O, J[l J[l 
logo, dado E> O. existe m(E) E N tal que para todo m 2': m(E), 

li - f c f 
- Jm- r Jn -f < 11 - .. <c .42) 

logo. f:n aproxima f em Lq (D) e além disso 

Portanto pela parte A, para cada mE N, podemos encontrar uma solução vm E C0 (S1) 

do problema (1.22), Além disso, 

(1.43) 

para algum C > O. Pelo teorema de Banach-Alaoglu (todo conjunto limitado é fraca­

mente compacto [Br, pA2], logo temos que existe uma subseqüência { vmJ convergindo 

fracamente em íV~'q(D) para uma v E W~'q(Sl), e esta v vai ser um campo que satisfaz 

as condições (1.22) do problema originaL cuja verificação deixamos a cargo do leitor. O 

Agora, queremos estender um pouco mais o resultado do Lema anterior a um caso 

mais geral de domínios. Iniciamos enunciando o seguinte resultado auxiliar. 

Lema 1.20 [Ga, p.126} Seja n subconjunto do lRn, n 2': 2, limitado, conexo tal que 

Sl = u:=1 Slk, N 2': 1, onde cada Slk é um domínio estrelado em relação a alguma bola 

aberta Bk com Bk c Slk, e seja f E L"(fl) satisfazendo (1.21). Então, existem N 

funções fk tais que para todo k = 1, , , · , N temos 

28 



1. /k E Lq(fi} 

2. c 

0 o. In, =0: 

4 f= L:!:r 

Fazendo uma combinação adequada dos dois últimos lemas podemos mostrar o seguinte 

teorema. 

Teorema Seja 0 um domínio limitado conexo do JRn, n 2 2 tal que í1 = U!:1 í1k. 

2 1, onde cada ílk é um domínio estrelado em relação a alguma bola aberta Bk com 

Bk c f!k. Então, dada uma f E U(í1) verificando (1.21}, existe pelo menos uma 

solução v de (1.22), e a constante c de (1.22} admite a seguinte estimativa 

C (
o(íl))n ( , o(í1)) c<eo -- 1---- Ro ' Ro (1.44) 

onde Ro é o menor raio das bolas Bk, Co= eo(n, q) e C é a constante do lema anterior. 

Além disso, se a função f é de suporte compacto, o campo v também o é. 

Observemos que f pode ser decomposta como no Lema 1.20: logo usando o Lema 

1.19, em cada domínio f!k para k = 1, ... , N, podemos construir um campo vk corre­

pendente a fk satisfazendo (1.22). Estendendo vk por zero fora de f!k, podemos deduzir 

que o campo 
IV 

v=Lvk 
k=l 

pertence ao espaço w~·q e resolve a equação em (1.22) em todo í1. Além disso, do Lema 

1.19 e do item 5. do Lema acima encontramos que 

1\f N 

lvil,q,n :S: L lvk!J,q,n :S: c L llfkllqn :S: cCiifllqn, 
k=l k=l 
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completando assim, a primeira parte da prova do Teorema. Para ver a demonstração 

completa deste Teorema, sugerimos ao leitor ver [Ga, p.l29]. 

Se a função f E Lq(íl) n U(íl), com 1 < q,r < oc, satisfazendo (1.21), podemos 

mostrar também que exrste um campo solução de (1 , o qual satisfaz 

{ 
v E n 

' < f'l! . 
ll,q,D J !jq,(l, 

i vi < "!'li 
i ll,r.n CIIJ lir.!.1· 

para alguma constante c= c(n, q, íl). 

Finalmente queremos mencionar um último resultado bastante útil e cuja demons­

tração segue a mesma linha do Lema Ll9. 

Teorema 1.22 jGa, p.135} Seja íl domínio limitado e localmente Lipschitziano do 

JRn, n 2: 2. Dada f E W,;"'º(fl) m 2: O, 1 < q < oo, satisfazendo (1.21), existe um 

campo v E W 0m+Lº(íl), verificando (1.22) e livv!lm,q,n:::; cllfllm,q.n· Além disso, se 

f E C5"(íl) então v E C5"(íl). 

1.5 Outros espaços de funções 

No estudo de propriedades da dinâmica de fluidos é imprescindível considerar alguns 

espaços de funções apropriados que traduzem em forma matemática as propriedades 

físicas destes fenômenos. Além dos espaços de funções até agora mencionados, queremos 

apresentar um resumo sobre alguns outros espaços de interesse particular para o estudo 

feito nos dois capítulos seguintes. Chamaremos de 

D(O) :={v E C5"(íl): v· v= O em íl}. 

Consideraremos também os espaços HJ(íl), if;(n), os quais são definidos (satisfazendo 

certas propriedades no sentido fraco), como 
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é difícil ver que para todo fl Ç IR", q ?: L Hi(fl) c fii(fl) Duas questões 

interessantes que se podem formular são as seguintes: 

1. Para que tipo de domínios temos a igualdade Hi = fii(fl). (Esta questão 

é importante para estudar a unicidade das equações de Stokes [Ga. p. 

2. Se H 1 
q 

seja, 

fi! 
q . qual é a dimensão do quociente entre 

dim( fi 1 I H 1
) . q. q 

E será possível construir uma base para este espaço quociente·' 

iniciarmos nestas questões, vejamos os seguintes exemplos: 

Exemplo Consideremos o cilindro infinito fl = { x E !R.3 
: x? + x~ < 1}. Pela 

densidade de D(fl) em H i( O) é fácil ver que se v E HJ (fi), então o fluxo rp = JE v· n = 

O, sendo 2:: qualquer seção transversal em fl. 

Agora, se v E fiJ(íl), o fluxo rp também é zero. De fato, primeiro notemos que aplicando 

a desigualdade de Hiilder, temos que 

(1.4õ) 

Em segundo lugar, existe uma seqüência de números reais {xn, com lx~l ---+ x 
quando k ---+ x tal que 

De fato, caso contrário, existiría é > O, .s > O tal que (1 + lx3 !) 1 v2 

lx31?: s, logo se chamamos de A= {x3: lx31?: s} temos 

Mas, 

v > v. 1 2 ( 1 + lxslh 2 

n - vA l+lx31 Z 
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então ll~.n = x o que é absurdo. 

Finalmente, como i í(l+ . ' 
que o fluxo 9 é nulo. pms 

< 

Este exemplo mostra que o fluxo rp ser nulo é uma característica comum entre os espaços 

que estamos considerando. Agora vejamos o seguiente exemplo para ver diferenças entre 

eles. 

Exemplo 2. Consideremos o domínio D = {X E lR3 : xi + X~ < 1 + xn. 
Se v E (D), então ó = O. Se v E H}; , temos que i + j) é limitada. 

pois lEI = ::r(l + x~) 2 logo lEi + ) -+ x quando lx31 -+ x. O exemplo anterior 

leva a pensar na posibilidade de existência de campos com divergente nulo em vv~·\D), 
verificando a segunda observação do exemplo anterior, com 9 #O em E, obtendo assim 

que HJ(D) # Hi(D). 
Um primeiro exemplo de não coincidência entre estes espaços foi dado por Heywood 

(1976)[Ga, p.151]. 

Em domínios limitados temos igualdade, precisando somente certo tipo de regulari­

dade da fronteira de D [Ga, p.l48]. Em domínios com fronteira não compacta existem 

considerações particulares; por exemplo, se D = lR~, HJ(D) = HJ(D) sempre que 

1 < q < oo. Uma questão de particular interesse é saber o que acontece quando o 

domínio D é um domínio com canais, i.e. 

O • ,mO 
"" = ui=O""'il 

onde D0 é limitado e os D, são domínios dois a dois disjuntos da forma O, = {(i, Xn) : 

x E E(xn)} sendo E(xn) a seção transversal de Di por Xn- No caso particular em que 

E(xn) não depende de Xn, i.e, cada Oi, í = 1, ... , m é um cilindro reto (semi-infinito), 

mostra-se que Hi(D) = Hi(O), 1 < q < oo. 

O seguinte resultado (de Maslenikova-Bogovskii) sintetiza a resposta às questões feitas 

anteriormente. 
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Teorema 1.23 íGa, p.156-p.163j Seja f2 = Ul~ofli· onde f2o é um compacto, f2,, i= 

1 ... , m sao os quais em sistemas de coordenadas cartesianas possivelmente 

diferentes, são expressos da forma 

= {x = } 

com f,, i = L ... m satisfazendo as seguintes condições 

e f;(t) 2: fo >O 

Então 

1. Se - f2 r: BR satisfaz a condição do coné para R> o(f20 ), sendo BR a 

bolo aberta de centro O e mio R, temos que HJ(f2) = ÍIJ(f2), 1 < q < oc se, e 

somente se, para todo v E ÍIJ(f2), c/;;= fr:, v· n =O, 1 1, ... ,m. 

2 HJ(f2) = ÍIJ(f2), V q E [l,n/(n -1)]. 

3. Suponhamos que HJ(f2 c;; HJ(f2) e que as integrais J
0

00 f?-n)(q-l)(t)dt convierjam 

para i= 1, ... , l com l :S m e divirjam para i= l + l, ... , m. Então, a dimensão do 

espaço HJ(f2)/HNíl) é igual a l- L 

Considerando v E ÍIJ, m 2: 2. observemos que nas condições do Teorema acima, em 

toda seção transversal Li = Li ( n) temos 

com cf;i independendo de Xn e assim, 

1
0lq !3 = I c) lq loc f(!-n)(q-1) (x )dx < Cilv llq 
, 2 , t :, 2; I n n _ 1 q 

o 

Portanto, se Pi = oo =? 9i = O. Como a soma dos fluxos deve ser zero, se existirem 

m -1 integrais Pique divergem, conciuímos que d;i =O para todo i= 1, ... , me assim, 

li Um conjunto rl satisfaz a condição do cone se existe um cone C que é a intersecção de uma bola 

aberta centrada na origem, com um conjunto do tipo {Àz: .\>O, z E JRn, lz- Yl <r}, tal que todo 

ponto x E âf?. é o vértice de um cone Cx congruente a C e contido em Sl. 

33 



pelo item 1 do Teorema acima, Hi(f2) = Hi(f2) logo em caso de H;('J) Ç 

pelon1enos duas das int-egrais devem convergir. 

Para finalizar este Capítulo, vamos definir um outro par de espaços de funções 

junto com algumas propriedades que consideramos importantes, as quals serão usadas 

no Capítulo seguinte. 

Denotamos por D~'º(f2) o subespaço de D6'ª (vide p.l9) definido corno sendo o 

fecho de D('J) na norma de D6·º(íl). Observemos que para qualquer domínio f2 do 

!Rn,HJ(f2) C D6'ª(f2). De fato, seja u E HJ(f2), então existe uma seqüência {uk} C 

D(fl) tal que Uk converge a una norma i!. li l.oJl, implicando em particular a convergência 

da uk para una seminorma 1-ll.qfl, ou seja, u E D6'º . Para alguns domínios, temos 

a outra inclusão; por exemplo. tomemos f2 limitado. Então, dada u E D~'º(fl) C D6'q 
existe uma seqüéncía { uk} C D('J) tal que uk converge a una seminorma 1-h.q,n- Como 

uk E CQ'('J), temos que uk- u E D6·ª(f2). Como o domínio é limitado, pela Secção 1.3 

sabemos que uk- u E W~'º(íl); conseqüentemente, 

lluk- ullq.íl :S cii'V(uk- u)llq.n, 

com c= c(n, q, fi), logo sabendo que uk converge para una seminorma l-l 1,q,n, temos 

que 

e assim, u E HJ(f2). 

Tal como foi feito no caso dos espaços Hi('J), podemos comparar os espaços D6·ª(f2) 
' 1 1 

com os espaços D0'q(fl) := {v E D 0'q(fl) : v· v= O em fl (no sentido fraco)}, estu-

dando em particular os domínios para os quais eles são iguais e em quais eles são 

diferentes. Em geraL Dci·q('J) c D6·q(f2). 

O seguinte Lema caracteriza a igualdade entre estes espaços; caracterização que usare­

mos no próximo Capítulo. 

Lema 1.24 (Ga, p.167j Seja íl um domínio como no Teorema 1.23. Então D~·ª('J) = 
b6·ª(fl), para q E (1, oo), se, e somente se, todo v E b6·º(fl), verifica que 

[v.n=O, i=l, ... ,m 
~. 
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i. e, se todo campo v E :D~·q (S1) tem fluxo zero através de qualquer seção transversal 

domínios limitados, como u~·q H. - . 
- q 

'l.q{. ·r , segue-se que T>0 J1J = Hq 

Um último resultado que também será usado. é dado pelo Teorema abaixo. 

Teorema p.l Seja S1 domínio do , n 2': 2. Suponhamos que é um 

funcional linear continuo, em D6·q (S11
), 1 < q < x, identicamente nulo em :D6·q (S11

), 

sendo S11 qualquer subconjunto limitado de S1, com S11 C S1. Então, existe p E Lf~c(S1) 
tal que :F admite a seguinte representação 

:F(u) = ipv · 
Para domínios limitados temos também a unicidade de p, a menos de uma cons­

tante, e, além disso ela é globalmente integráve!. Mais precisamente. temos o seguinte 

Teorema. 

Teorema 1.26 (Ga, p.17D} Seja S1 um domínio limitado do JF!.n, n 2': 2, que satisfaz a 

condição do cone. Então, qualquer funcional linear contínuo F em D~·q(S1), 1 < q < 
x, identicamente nulo em :D6·q(S1), é da forma 

para uma única p E L"' (S1) (a menos de uma constante). 
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Cap ulo 2 

O Fluxo de Poiseuille e o Problema 

de Leray 

As equações homogêneas de Navier-Stokes para um fluido viscoso incompressível 

num certo domínio fl, no estado estacionário, são dadas por 

sendo 

-v6v + (vv)v +v P =O em fl 

v, v= O em fl, 

L v a viscosidade dinâmica dada no si tema CGS em gr / ( cm,seg ): 

2, P a pressão cuja unidade de medida é o Pascal (no CGS, Pascal= gr f (em ,Seg2
)), 

3, v a velocidade do fluido dada no CGS em em/ seg, 

Acontece que o sistema 

-v6v + (vv)v +v P =O em fl 

do ponto de vista físico estaría comparando grandezas em unidades de medida dife­

rentes; portanto é necesário fazer uma normalização de tal sistema, Para isso vamos 

chamar de 

L p a densidade do fluido (constante) dada no sitema CGS em grjcm3
; 
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2. 11 = v/ p a viscosidade cinemática do fluido dada no si tema CGS em cm2 
/ seg: 

3. p= p a pressão normalizada. 

Assim podemos normalizar as equações de '\avier-Stokes acima, e obter um novo 

tema colierente físicamente. a saber: 

-J.tD.v + (vv)v + Vp =O em S1 

V- v= O em fl. 

(') 1\ 
\ ..... .;._) 

A primeira equação expressa a conservação do momento linear (no estado estacionário) 

e a segunda. o fato do fluído ser íncompressíveL ou seja, fluidos cuja densidade pode ser 

considerada invariáveL L e. não existe uma nota•ve1 compressão ou expansão do fluido. 

baixo efeitos de pressão. 

Do ponto de vista das aplicações, e também matemático, é importante considerar 

fluidos em donúníos S1 tendo fronteira ilimitada tais come .xnais infinitos com seções 

transversais constantes ou variáveis '. Consideremos S1 como sendo um domínio ili­

mitado do IRn, com fronteira Lipschitziana, formado pela união de m > 1 saídas no 

infinito, os canais, ou seja 
m 

onde fl0 é um subconjunto compacto de S1 e fl1, i = 1, · · · , m domínios disjuntos, os 

quais, possivelmente em sistemas de coordenadas cartesianas diferentes, podem ser 

expressos da seguinte forma: 

Aqui, E1 = E1(xn) são domínios de IRn-l, que dependem suavemente de Xn, simples­

mente conexos e com )Ei(xn)l = Ci = constante > O; )Ei(Xn)i denota a medida de 
Lebesgue de Ei (xn) em IRn-I 

*Ko Capítulo 3, apresentaremos urna aplicação concreta) quando consideramos o escoamento de 

um fluido através de domínios com canais: cujas saídas têm seções trasversais constantes. 
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Se temos o escoamento de um fluido incompressível e supondo condições de aderência 

na fronteira (i. e. velocidade do fluído nula na fronteira de é fácil deduzir que o fluxo 

através de uma seção transversal qualquer de é constante em com relação 

a Xn: acima, ni denota a normal unitária a apontando na direção de crescimento 

de Xn· Isto é conseqüência do Teorema da Divergência aplicado à região fl' C fl; 

limitada lateralmente por duas seções transversais :Li e :s;, junto ao fato do fluido ser 

incompressível (v· v= 0): 

. v = j" v . n: = r. v . n; -
80"' J::.~ 

Por esta razão, uma questão natural é estabelecer a existência de um campo de velo­

cidade com fluxos </Ji dados, assim como também descrever (se for possível) o campo 

velocidade do fluido nos canais quando Xn ---+ oo. Nesta Dissertação não vamos tratar 

desta questão de uma forma geral (uma boa referência é [La], mas vamos tratar do 

Problema de Leray, em domínios com canais cilíndricos. O Problema de Leray em um 

domínio f2 com saídas cilíndricas consiste em determinar o movimento de um fluido 

em f2 com um fluxo dado rp; em cada canal e tendendo em cada um deles à solução de 

Poiseuille correspondente a rp;. 

Neste Capítulo vamos provar a existência e unicidade de soluções para o Problema 

de Leray em f2 = U~~o íl;. Além disso, vamos descrever o comportamento assintótico 

da solução junto com todas suas derivadas nas saídas dos canais íli, i= 1, · · ·, m, i. e. 

quando Xn --+ oo. i 

2.1 O Fluxo de Poiseuille 

O FllL'CO de Poiseiulle é a solução de (2.1) em um domínio cilíndrico f2 sendo v um 

campo de velocidade paralelo. Mais precisamente, se denotarmos por en a direção do 

tse S1 tem m canais, devemos dar os fluxos ç 1 , ... , óm em Zi, i= l .... , m de modo que 91 + ... +c/Jm = 

o. 
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cilindro 

(x = 

temos v = v en com v sendo a velocidade escalar função somente de x 
) e é fácil de ver que neste caso o sistema (2.1) se reduz ao gradiente de 

pressão ser uma constante c vezes en 

problema de Dirichlet para v, 

verdade, p = p(xn) com p'(xn) = c) e ao 

{ 

-jJ.L:,v 

v -

c em fl 

O em &0. 

Vejamos dois exemplos interessantes. 

Exemplo 1. 

Consideremos o escoamento de um fluido planar (viscoso e incompressível em estado 

estacionário) entre duas F""vco localizadas em y = O e y = 1, corno mostra a figura. 

y 

Direção do fluxo 

y 

x=O x=L 

Figura 2.1: Fluxo Poiseuille 

Queremos encontrar uma solução u(x,y) = (u1(x,y),O) e p = p(x), com p 1 = 

p(O),p2 p(L) supondo além disso que o fluido se movimenta de forma constante na 

direção positiva do eixo x (ou equivalentemente, Pr > P2)· 

A condição de incompressibilidade junto com o requisito de que a velocidade seja 

paralela, implica que &xu1 =O e assim a primeira equação em (2.1) fica reduzida a 

-p[a;ur + a;urJ + UrÔxUr + ÔxP = 0 

com condições de fronteira u1(x,O) = u 1(x, 1) =O. 

Devido a que Ôxur =O, temos que u 1 (x, y) = u1 (y) e conseqüentemente obtemos 
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Como cada lado desta última igualdade depende de variáveis diferentes, temos que 

= cte = , de onde, integrando obtemos 

ExE;mplo 2. 

Consideremos um domínio O, como sendo 

m 

nE = Un1 
i=O 

P1- P2 2 

211L y 
P1 - P2 , 

Y·' 211L 

(2.3) 

onde 0 0, é um conjunto limitado (que pode ser vazio) formado no cruzamento dos 

domínios ~ = L . m. e contendo o ponto de cruzamento o, origem do sistema 

central de coordenadas, e os domínios Oi i = 1, ... , m são cilindros retos. Mais expíici, 

tamente, eles têm a seguinte formulação. Sejam Si subconjuntos do JR.2 , i= 1, 2, · · · m 

domínios limitados de classe C2 Em cada canaL em sistemas de coordenadas possi­

velmente diferentes, (ek), k = 1,2,3, i= 1,2. · · · ,m, 

'" _ { _ (-' i\ E m>3. 0 i L -i_ ( i i) E Si} "i- X- X ,X3 j L'\. . <x3 < i,X- X 1,X2 e . 

O fluxo de Poiseuille no i-ésimo cano é dado por: 

P' 1 ( ) i . 
i = L, p, - q x3 + q 

onde w' é a soluçãD do i-ésimo problema auxiliar 

{ 
- ptlw.' = 1 em si 

w' = O em f)Si 

tobservemos que o campo velocidade descreve uma parábola. 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

Observemos também que os coeficientes da velocidade embora tenham a mesma magnitude, eles estão 

dados em unidades de medida diferentes. 
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q é valor (constante) da pressao no ponto de cruzamento dada por (2.8) abaixo e 

Pi. i = 1 .... , m são os valores da pressão nas saídas de cada canal. 

incompressível. usando o Teorema da divergência temos que 

0= ml =I: 
'"' i= 1 -'{ 

e como 

para encomrar 

sendo o fluxo 

(2.8) 

Notemos que fs, wi = f.J. fs, !vwi/2 > O. Observemos também que se todos os canais 

tem a mesma secção transversal e o mesmo comprimento, q é simplesmente a média 

aritmética das presões Pi· 

Em lR3 se a seção transversal do i-ésimo canal é um círculo de raio ri. i.e. 

si= {y E lR2
: IYI <ri}, 

podemos resolver explicitamente o problema (2.7). Para isso, escrevemos o Laplaciano 

em coordenadas polares, i.e. 

e procuraremos solução radial '"'i = wi(r), i. e. 

~~ (rdwi) 
rdr dr 

1 
=--, 

f.J. 

donde 
2 

i r . 4. B w = ---;-, logr + . 
4J.L 
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Sabemos que a solução de (2.7) é limitada, logo A= O. Por outro lado, a condição 

=O nos dá 

B= 

Portanto. 
1 

4j.i 

Integrando a última expressão no círculo, obtemos 

. donde obtemos que 

T· f TI 4 

U\= -' 
J 8 i 811 

o que por sua vez, sendo substituído em (2 . .5) fornece a forma explícita da pressão. 

2.2 O problema de Leray 

:\'esta Seção vamos mostrar a existência e a unicidade do problema de Leray para o 

sistema de Stokes- problema (2.9)-(2.12) abaixo. Quanto a regularidade, ver o Teorema 

2.3 no final desta seção. 

Consideremos um fluido dentro de um domínio suave fl do JRn, suave com somente 

(por simplicidade) duas saídas infinitas, ou seja, 

2 

onde flo é um subconjunto compacto de fl e fl1, fl2 são domínios disjuntos, os quais, 

em sistemas de coordenadas cartesianas, são dados por 

flr {x E lRn: Xn < O,x E I:r} 

fl2 - {x E lRn: Xn > O,x E I:2}. 

2::1, 2::2 são domínios suaves de JRn-l, simplesmente conexos e limitados. Denotemos 

por I:, qualquer intersecção perpendicular de fl com o plar1o (n- 1)-dimensional, a 
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qual em se reduz a 2:,, i= 1,2. Além disso, n indica o vetor unitário, normal a 2: e 

orientado de \1 1 a a figura 2.2. 

Figura 2.2: domínio com canais 

Nosso objetivo é resolver o seguinte problema conhecido na literatura como pro-

blema de Leray: Dados ljJ, E R i= 1, 2, ljJ1 + 1/Jz O, determinar uma solução (v,p) 
para o sistema de Stokes 

tal que 

e 

{ 
L:.v 

V·V 

v 

fv·n 
lr.2 

- vpem n 
- o em n 

O em àfl 

Ói, i= 1,2 

lim v=U' 
ixnl-oc 
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onde Ui é o campo de velocidade do fluido de Poiseuille em Oi (dado pela equação 

(2. . correspondente ao fh.L'<O 

campo v : O --+ é .solução fraca do problema 9)-(2 . 

se 

2. v satisfaz a relação (vv. vcp) =O. tlcp E D(O); 

3. v · v = O em O. no sentido fraco; 

4. v= O em 

5. v·n= 

Observemos que se multiplicamos a primeira igualdade de (2.9) por uma 'P E D(O) e 

integramos formalmente por partes (em O) temos que 

o r \7pcp =- r vvvcp- r p\7 · 'P =- r vvvcp 
Jn Jn Jn Jn 

ou seja, temos a condição 2 acima. 

Observemos também que na Definição acima, o item l. dá um certo grau de re­

gularidade e os itens 2.- 5. traduzem no sentido fraco as equações (2.9)-(2.11). O 

item 6. é uma forma fraca da condição (2.12). De fato, denotando por l::;(xn) a seção 

transversal em !li, perpendicular ao vetor normal n, e que está a uma distãncia Xn da 

origem, como v- Ui E wu(O;), i= 1, 2, então dado E> O, existe t >O tal que 

(2.13) 

SNa verdade, podemos mostrar que para soluções de Poiseuille, existe uma correspondência um a 

um entre a variação da pressão e o fluxo rj:;i = ]r;, Ui . e~ di:. 
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pois pelo Teorema do traço (Teorema 1.13) 

sendo E !l : Xn < t < 1}, para algum l fixo. Conseqüentemente, estimamos a 

desigualdade acima pelo membro da direita da desigualdade 

Portanto,(2.13) implica que 

uma outra observação importante é que a Definição 2.1 é aparentemente omissa 

em relação à pressão p, mas isto é só aparência: na verdade podemos recuperar a 

pressão tendo v, Le, se podemos mostrar que a toda solução fraca, podemos associar 

um correspondente campo de pressões p. Isso segue apartir do Lema abaixo. 

Lema 2.2 Seja v solução fraca do problema de Leray. Então existe p E Lfoc(fJ) tal 

que 

(vv, vw) = (p, v.w), v w E Cg"(fl). 

Demonstração. Dado D' qualquer dorrúnio limitado tal que fl' C fl consideremos o 

funcional linear contínuo F: D~·2 (fl') ---+IR tal que F(?jJ) = (vv, V?fJ). Da segunda 

condição da Definição 2.1, F é identicamente nulo em D(!l) e por continuidade o é 

também em D~'2 (fl'). Como fJ' é limitado, então pelo feito na Seção 1.5, 1)~·2 (0') 
1)~·2 (fJ'), e conseqüentemente pelo Teorema 1.25, existe p E Lfoc(fl) tal que 

F(1/,:) = f pv -?jJ, 1:/?jJ E Cg"(fJ). Jn 
Agora. vamos mostrar a existência e unicidade da solução fraca para o problema de 

Leray. Denotamos por a um campo vetorial, satisfazendo as seguintes propriedades: 

2. v -a = O em fJ 

3. a= o em ao 
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4. a= U 1 em Df'. a= U2 em ri!}, para algum R> O, onde para r> O 

c:O ·<c< ~' '-- '--'1 . "'-'Jl -, J· 

\!omr'Q construir explicitamente o campo a: Sejam 

que 

'i = l. 2, funções em ex 

= { ~: 

suavemente de U' a zero. devido à construção de . Logo, 

acima. Também é claro que V satisfaz as condições 3. e 4. 

condição 2. acima automaticamente satisfeita por V em 

então consideramos o problema 

{ 

v · w = -v · V em AR 

w E W0
2

•
2 (AR) 

llwii22,AR :S cllv · vliu.AR· 

É claro 

decresce 

satisfaz a condição l. 

entanto .. não temos a 

Como v ·Ui= O em AR e v ·Ui E H'J(AR), então, v· V E vV~·2 (AR). Além disso, 

então pelo Teorema 1.22, o campo w existe. Estendendo w como sendo zero fora de 

AR, definamos o campo 

a(x) = V(x) + w(x). 

w E W2·2 (D) e também não é difícil verificar que a(x) satisfaz as condições 1.-4. 

Para mostrar a existência do problema de Leray, vamos pensar em uma solução 

fraca da forma 

12 onde u E V 0 • (D). 
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Tendo em vista o item 2. da Definição 2.1 ou a equação (2.9) u deve ser uma 

solução fraca da equação 

= (D.a. E V(iJ). (2.15) 

(pois 

(L'>.a. :p) = (D.v, :p)- (D.u, :p) = -(D.u, :p) = (vu, v:p), \f<p E V(iJ)). 

A existência de u E satisfazendo (2.15) é garantida pelo Teorema de 

presentação de Riesz [Ev. p.639]. De fato o lado direito de 1-5), define um fun-

cional linear contínuo em V~'\íl). A linearidade é clara e por outra parte em 

a(x) = V(x) + w(x) = U'(x). implicando que 

I r (v a. n)<p- r v a: v vi 
} &(D.funf)c Ju:t.fun!j)c i 

ljnfun~>' va: v:pj 

< li val12.(rlfurl~)' li v vll2,(rlfurl~)' 
< cr IJ6aJJ2,(rlfurl~)' \Jv :PII2,(rlfurl~l' 

Logo, em qualquer caso j(L':.a, v li::; clvlr,2.n, e assim temos continuidade. Conseqüen­

temente usando o Teorema de representação de Riesz garantimos a existência duma 

única u verificando a igualdade (2.14). 

Tendo u satisfazendo (2.15), temos que v= u +a satisfaz a condição 2. da De­

finição 2. L Além disso, os demais itens da Definição 2.1 são verificados sem maiores 
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dificuldades (Deixamos a verificação dos mesmos ao leitor. Para isto tenhamos em 

conta que pelo feito na Seção 15, V6'2 c HJ 
Antes de ver a unicidade, vejamos o seguinte par de afirmações, 

Afirmação 1: 

Dado f! um domímo com canais como o que está sendo estudado, temos que se 

w E nu com traço zero em 8ít então w E D~"2 (Q), De fato, seja 1'R classe C"' (f!) 

tal que lj;Ri(nfuof>' = 1 e ?;)Rio;n =O, i = 1, 2, Então, ?j:Rw converge a w em D5'2(fl) 

quando R-+ X, Além disso, como w o em ofl, então WRW E w~·2 ((f!iR u f!~R)c): 
, ,, , , 1 .· , ex ( (02R . o2R\c1 . 1 , portanto, eXJste uma sequencra \1/Jn!nE"i em 0 ""l U ,,2 1 1 ta que 1/Jn converge 

a na norma ,IIL2,(flyRuujn)'" mas como CQ'(f!fR U f!~R) C CQ'(O), temos que 
E , Finalmente, extendendo como sendo zero fora de U O§RY e 

como li - w) llzu ::ó I IV( Vn - i' R"') II2D + !IV( ?;)Rw- w) ll2,fl: podemos concluir que 
1,2(0 w E D 0 ,.,), 

Afirmação 2," 

Dado O um domínio com canais como o que está sendo estudado tal que D6"q(OR) = 

v5·q(OR) para todo R > o, sendo OR = o n BR, então, i56·q(O) = v5·º(0). De fato, 

sabemos que para qualquer domínio O temos a inclusão v6·q(íl) C i56·q(íl). Para ver 

a outra inclusão seja v E :B6·º(íl), logo V· v O. Pelo Lema 1.24, neste domínio, 
~~ 1 ~! 

1J0 'q (íl) 1J0 .q (íl) se, e somente se, qualquer vetor v E 1J0 'q (f!) satisfaz 

r v. n =o, i= 1, 2. JE, 
sendo :Li seção transversal de [li· Isto ocorre. pois dado v E :B5·q (íl), temos por definição 

que V· n = O, logo, pelo Teorema da divergência aplicado ao domínio íliR =[li n BR 

temos que 

o = 1 v . v = lim 1 v . v = lim r v . n = lim r v . n = r v . n. o 
Di R--.oo niR R-oo J &niR R-oo J L,iR J Í:i 

Agora sim podemos provar a unicidade. Suponhamos, como de costume, que existe 

uma outra solução fraca v 1 do problema (2.9)-(2.12) de acordo com a Definição 2.1. 

Sejas= v- v 1 , então sE V6'2 (íl), De fato, em ílf 

s= u- (v1 -U
1

) + (a-U1
) = u- (v 1 -U1

) 
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Analogamente, s = u- (v1 - U 2 em Of. Então pela condição 6. da Definição 2.1 

sabemos que em U . v 1 - = v 1 E U fl2 )c) e como v 1 - U1 E 

DL2(fl1 U í22), temos que sE Dl.2(fl). (Poderíamos ter feito a mesma análise com v 

em lugar de v 1). Como sé zero na fronteira de fl, então da Afirmação L temos que 

s E D~·2 (fl). como · s = O, concluímos que s E :66·2(0). Pela Afirmação 2. 

:D~·2 (í2) = V~ 2 (í2). Logo s E V6 \fi). Como v, Vj satisfazem o item 2 da Definição 

2.1, temos que s também o satisfaz. Por densidade, 

logo substituindo 'P por s na igualdade acima temos que vs = O em <J, mas como s =O 

em 8ft temos que s =O em \1 e assim encontramos v= v 1. 

Encerraremos esta seção enunciando o seguinte Teorema sobre regularidade da 

solução fraca do problema de Leray. Uma sugestão da demonstração deste Teorema se 

encontra em ([Ga], p.3ll). 

Teorema 2.3 Seja v solução fraca do problema de Leray e seja p a pressão associada 

a v pelo lema anterior. Então v,p E C""(D). 

2.3 Comportamento Assintótico 

Já sabemos pela Seção anterior, que v tende ao correspondente fluxo de Poiseuille 

em oi' quando -+ oo. Nesta Seção mostraremos que não somente v, mas também 

todas suas derivadas, tendem às correspondentes derivadas do fluxo de Poiseuille, e 

que temos as mesmas propriedades para Vp. Para tais fins, vamos precisar do seguinte 

Lema 

Lema 2.4 Seja fl = {x E lRn: Xn >O, (x1 , · · · ,xn_1) E :S} com :S, uma região suave, 

limitada e simplesmente conexa em JRn- 1 . Fixados m;::: O, s ;::: 1, o E (0, s], suponhamos 

f E Wm·q(ws.ó). Denotemos por u E W 1·q(ws.ó),r E Lq(ws,s) uma solução do problema 

{ 
6u V r+ f em \1 

V·u o em fl 

u o em 80- Eo 
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com = {x E f:!: Xn = 0}. Então, temos a seguinte estimativa: 

onde c= q.n.o. e 

'E"< ·11 iks=i_X u:s Xn<S-T"f 

0.:3 .5 = {X E fi : S - /i < Xn < S + /i + 1}. 

\ 
l,q,-"'s)i J 

Para uma demonstração deste Lema referimos ao leitor interesado ver o Capítulo 4 de 

[Ga]. 

Voltando ao problema original (Problema de Leray). pelo feito na Seção anterior. a 

solução generaíizada que foi construída era dada como sendo 

v= a+ u. 

De (2.9)-(2.12) temos que 

6u - \h em nr 
V·U - o em nr 

u O em anr- r.r 
lu·n - o, 

E 

onde r = p- Cxn, r.r = {x E fl2 : Xn = R}. De fato, como w - O fora de 

AR= n (flf u nf), v= U2 em nr e 6U2 =c, temos em Df que 

6u=6v-6a=\7p-6V-6w=Vp-6V \7p-6U2 =\7p C=vr. 

em nf. As outras igualdades não são difíceis de verificar. Também podemos estabelecer 

um sistema análogo em Df. Usando a desigualdade (2.16) do Lema anterior com /i= 1, 

s =R+ j, j =L 2, · · ·, q = 2, f= O, temos 

Vj = 1, 2, · · ·, Vm 2: O, 

Logo 
00 00 00 

'2::: lluflm+2,2.wR+j +L [[\7r[[m,2.wR+j :'Õ C '2::: [[u[ÍJ,2.wR+;.l Vm 2: O 
j=l j=l j=l 
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que equivale a 

''ui' ''1"-1' < L lm+2.2,f2~..,.. 1 1 ! v i im.2,n~-r- 1 

L: ma estimativa análoga é encontrada com em lugar de í12 . 

Com isto podemos concluir que em para todo 2 O, 

ID"u(x)í ---+O quando -+X. 

pois dado E > O, sendo llullm+nn;'+' < x, existe Ro,i >O tal que 

li <E 

logo, escolhendo em cada x tal que I 2 F!of!.i, existe com x E 

usando a terceira conseqüência do Teorema L9, temos que existe c que independe de 

x tal que 

ID"'u(x)l::; ciiullm+2,2,w,,u) ::; cliullm+2,2,r2Ro,i <CC 
' 

t:m argumento análogo permite mostrar o decaimento para zero das derivadas do 

gradiente da pressão, ou seja, 

ID"vT(x)l --+O quando lxl -+ x em \li, 

De acordo como foi feita a construção da solução de problema de Leray, o fato de ter 

mostrado que u, VT e suas respectivas derivadas decaem para zero, no infinito de cada 

canal, permite concluir que a solução v do mesmo, junto com suas respectivas derivadas, 

decaem para o correspondente fluxo de Poiseuille nas saídas, quando lxl -+ x e que 

temos as mesmas propriedades para vp. Nosso objetivo agora é determinar qual é a 

ordem do decaimento. Como estamos interessados no que ocorre nas saídas, vamos 

considerar nosso domínio fl como sendo o cilindro reto 

í1 {xn>O}xi:, 

onde a seção transversal 2.: é um subconjunto (n- 1) dimensional, suave, limitado e 

simplemente conexo, Denotamos por I:( a) a seção transversal que está a uma distância 
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a da origem. 

Denotemos por u, r uma solução do problema 

ê:.u - \h em fl 

·u Oemfl 

u - O em 8!1- 2::(0) 

u·n o 

18) 

(2. 

(2.20) 

(2.21) 

Vamos mostrar que u e suas derivadas decaem exponencialmente. Antes de apresentar 

o resultado principal desta Seção é preciso estabelecer um par de lemas importantes, 

a saber: 

Lema 

gualdade 

negativa satisfazendo a seguinte desi-

af(t) ::; b + f'(t), para todo t ?: O, 

onde a > O, b?: O. Então, se liminf f(t)e-at = O, segue-se que f é uniformemente 
t-oo 

limitada e 

sup f(t) ::; bja. 
t2:.0 

Demonstração. Como af(t)e-at ::; be-at + f'(t)e-a', para todo t?: O, temos que 

_!!:_ [ftt)e-at: < be-at 
dt \ J -

Portanto, se integramos de t 1 até t, com t 1 >O, encontramos 

f(tl)e-at1 _ f(t)e-at::; ~[e-at1 _ e-at]. 
a 

Se tomarmos o limite inferior quando t -+ oo em ambos lados da desigualdade anterior 

obtemos 

f(t 1)e-at1 :S (bja)e-at 1 =?- f(tJ) :S bja =?- supf(t) :S bja. 
t;::o 

o 

Lema 2.6 Seja O< (3::; oo e seja f uma função real contínua não negativa em [0,,8) 

tal que f E C1(0, (3). Então, se f satisfaz a desigualdade 

f'(t) +a [
3 

f(s)ds::; bf(t), W E (0,/3) (2.22) 
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com a > O e b E lR. temos que 

< E 

onde 
k= vb

2
+4a, 1 b' b' , = -(v "+ 4a- ). 

2 

Seja = f(t)e-bt Então derivando e usando (2.22), encontramos 

13 
+a 1 e-b(t-s)lj;(s)ds::; O. 

Desta relação, fazendo 

. 6 >O, 

obtemos que 

(t) + 6F(t) - (t) +a 13 

e-b(t-s)'ljJ(s)ds (2.23) 

+ (52 - ób- a) 18 

e-b(t-s)lj;(s)ds::; O 

com 6 = (b + vb2 + 4a)í2, a raiz positiva da equação 62
- iib- a= O. Integrando a 

desigualdade diferencial (2.23) encontramos 

o que é equivalente a escrever 

f(t) +li 113 
f(s)ds::; F(O)e-(o-b)t_ (2.24) 

Agora queremos estimar F(O) em termos de f(O). Fazendo a 1 = 2/i- bem (2.24) segue 

que 

_.:!:_re-5' 1·8 

fls)dsl < F(O)e-"'' dt l \ o-
t 

o qual, integrando de zero até {3, fornece 

1(3 1 e-"13 

f(s)ds::; F(O)---
o 01 
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Se substituímos o valor de F(O) = 

gualdade acima deduzimos 
lc

·(3 r·3 + ebs1/;(s)ds = f(O) + f(s)ds na desi-
o JO 

e assim obtemos 
~ro· fi ) -je ' 'd f(O)crJ f,)=,,O+à J\S)S:C: . 

o O' 

Substituindo a estimativa de F(O) em (2.24) encontramos 

f(t) + ole f(s)ds::; F(O)e-!ii-b)t::; f(O)crle-ro-b)t 
t (J 

o devido à positividade de f(t) e o implica 

ffO)cr 1 • 
f(t) :C: 1 

' e-(ó-b)t = kf(O)e-a'. 
(J 

Mostramos que para u E 1)~·2 tal que v= u+a é a solução do problema de Leray, u 

ganha regularidade. Agora, apresentaremos um teorema que garante a integrabilidade 

do gradiente da u bastando que u seja solução do problema (2.18)-(2.21) satisfazendo 

uma certa propriedade, i.e. 

Teorema 2. 7 Sejam u, r a solução de (2.18 )- (2. 21) com 

Jim inf lxn ( r VU : VU dL) df,e-axn = Ü, 
x,.-...cc O Jr.(Ç,) 

(2.2.5) 

onde 
1 

a-l- (~ + Co)(/1)1/2, 

Co é a constante dada em (2.28), e 11 é a constante de Poincaré para E. Então 

iulr.2,n < oo. 

Demonstração. Multiplicando a equação (2.18) por u e integrando por partes em 

(O,xn) x E e notando que u.:,;_, = 1/2 8~n (lul 2) obtemos 

E(xn) = 1Xn r vu : vu d'Ldxn 
O JE(EJ 

- r (run - ~ 81ul2) - r (run - ~ 81ul2). (2.26) 
}E(xn) · 2 ÔXn }r;(Q) 2 ÔXn 
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Se integrarmos esta última relação entre t e t + l. t 2 O, temos que 

onde E fl : t < Xn < t -'- 1} e 

B=- ' ' \ j' 1 a:u: 2 1 
_,....?.J_- ---1--

l:(O) (' n 2 OXn ! - . E( O) 

Consideremos o problema 

(2.28) 

WE 

Usando (2.21), temos que 

lt+l h 
u·n= O. 

t · I:(xn) 

o que junto com o fato de UnE U(flt.t+J), e pelo feito na Seção 1.4, garante a existência 

da solução w com a constante ev independente de t. Portanto, usando (2.27), (2.28), 

(2.18), integração por partes e a desigualdade de Holder, encontramos 

f (vu vw- ~ojuj
2

) +B 
Jn.t,t-l - ÔXn 

< (ev + ~) 11 u lb,n,,+, llvuib.n,,,+> + B. 

Como u é nula em 8!1, a desigualdade de Poincaré diz que existe J1 > O tal que 

11 u lih :S J1 li vu llb 

e assim obtemos, 
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Agora, usando o Teorema Fundamental do Cálculo e olhando para a definição de E(xn) 

segue que 

" " li 

dy 
dt 

e assim, fazendo a substituição na última desigualdade, encontramos 

ay(t1 < b + dy(t) 
'd- • dt 

onde b=aiBI. Como y(t) está dentro das hipóteses do Lema 2 . .5, encontramos que 

DaL como é não-decrescente, temos também 

E(t):::; E ( 'd < IBI \../t 2: l. \Xn) .Xn _ -: v . 
a 

logo 

lim E(t) = llvull~ ~ :::; lEI < oc 
t-00 .H a D 

Teorema 2.8 Sejam u,Tuma solução regular de (2.18}-(2.21) satisfazendo (2.25). 

Então, para todo R> O, temos a seguinte desigualdade 

" 11
2 < 'I "

2 
( R) 11u r.2.nR _ Ci Uilr,z.nexp -CJ , 

onde 

rtR = {X E n : Xn > R}' 

C= 
2.;cr;:2 

vc5+2-ct 
e 

vc5+2-ct 
(J = . ,!fi . 

onde as constantes ct e J.1. são as mesmas do Teorema anterior. 
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Demonstração. Observemos que as hipóteses do Teorema satisfazem as condições do 

Teorema anterior, logo ternos que 

ju!L2.fl < x. 

Por simplicidade vamos mostrar a desigualdade só no caso em que o n = 3. Seguindo 

o mesmo caminho do teorema anterior podemos escrever a seguinte identidade 

Como sabemos que u, YT E wm·2 (\2) para todo m 2: o podemos mostrar que quando 

= o(l). 

De fato, sendo 7' = f'(xs) a média deTem 2:: = I:(xs), i.e. T = 
usando (2.21) temos que 

logo usando a desigualdade de Poincaré (Teorema1.8), encontramos 

Como já sabemos que u e suas derivadas vão para zero no infinito, concluímos que o 

lado direito da desigualdade acima vai para zero quando z1 -+ x. Conseqüentemente, 

concluímos de (2.32) que 

1
001 l ô' 12 - 1 . 1 1.u 1 H\z) .= vu: \lud"Ed( = (Tu3- --

8
-) 

z l:(() E(z) 2 Z 
(2.33) 

Integrando entre t + l e t + l + 1 (com l um inteiro não negativo), temos 

l
t+l+l 

H(z) = 
t+l 

(2.34) 
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Escrevendo U3 = \7w, onde w é solução de (2028) com n = 3, temos que a primeira 

parcela da direita de (2034) fica 

l
t+t+l r 

- j 7V"W 
.+{ l:(z) l

t+l+l r 
· t+l JL(z) 

< 
,, 
H , , I[ 

2J1,..:..t,t-.,-l-l Ir 

< eollu li 

Portanto, 

Somando" ambos lados desta relação de l = O até l = ex e observando que 

lim r lu! 2(z, x) =o 
z-cç Jr:.(z) 

obtemos 

1oo H(z) ::; eofoH(t) + ~ r lul 2 

t 2h(t) 

(2035) 

(2036) 

(Notemos que somando, obtemos no lado direito de (2035) uma soma telescópica com 

os seus dois últimos termos) Usando (2029), o Teorema Fundamental do Cálculo e a 

definição de H(t), temos 

r u 2
::; !J r \iu: vu = -JJH'(t), 

jl:(t) jl:(t) 

e conseqüentemente, da desigualdade (2036) encontramos a desigualdade 

H'(t) +:: H::; _5;}_H(t), ') 100 

2 
!Jt -Jii 

a qual pelo Lema 206 implica o resultado" o 

Finalmente, para provar que u, e suas derivadas decaem para zero exponencialmente 

vamos fazer uso do Teorema anterior. Se combinamos as desigualdades (2031) e (2017) 

com 0Jf = ftR, temos 
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Conseqüentemente obtemos que 

i+ i :S C2 li L2,D exp( -Cf 

para todo x E !JR com Xn 2: l e para todo lod 2: O. De fato, dado E > O, existe Xn taí 

que 

L2.n exp( -a(xn/2)) 

logo sendo. llulim+2.2.f!RTl < x, existe R0 > 1 tal que 

e assim escolhendo em !JR, x tal que r 2: Ro: existe J.);!O com X E . Agora, usando 

a terceira conseqüência do Teorema 1.9. temos que existe c que independe de x tal que 

Analogamente fazemos a análise para \D"vr(x)\. 

Esta última estimativa implica em particular, que quando lxl ---+ oo, a pressão r 

tende a alguma constante, exponencialmente rápido. 
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Capítulo 3 

Resultados técnicos 

I\este Capítulo apresentaremos alguns resultados que serão usados constantemente 

no Capítulo 4 para o cálculo de certas estimativas, a saber: 

Lema 3.1 Dada 1/J E WL2 (0,), tal que 1/J O em r, existem constantes c(r, 2) > 
O, r= 2,4, que independem de e tais que 

111/Jib.n, :'ó c(2, 2)eii'VI/JII2.n, 
111/Jikn. :'ó c( 4, 2)e114 ilv 1/Jib,n. 

(3.1) 

(3.2) 

Demonstração. Para mostrar (3.1), usamos a seguinte desigualdade de Poincaré em 

JR3 e com r= 2 

(3.3) 

sendo O um cilindro reto (finito) e r = 80(2.:1 U 2.:2 ), onde 2.: 1 e 2.:2 são as tampas 

laterais do cilindro. 

Então, fazendo uma mudança de variáveis e usando (3.3) nos domínios O~ temos que 

111/JII~.n: = lli/J(Y',y3Wdi/dy3 = e2 {19(ei',x3Wdxidx3 
ln~ ln~ 

- ce2 llvx(9(EX',x3))1 2dxidx3 = cé llv,ijJ(exi,x3Wdxidx3 Jnt Jn, 
ce2 L j'Vgi/J(f/,y3Wdf/dy3 :'ó ce2 II'V9II~.n; 

n~ 
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Fazendo uma mudança de variáveis, mostramos sem dificultado que 

e assim fica verificada a desigualdade ' ' 1. J-

Para mostrar (3°2) consideremos 9 E Ci)'" e definamos w = 

Estendendo ?f,' por zero fora de !1, usando o Lema L3, temos que 

'I 1 I' 11Qi2o < --d 'i n I.•~; ··"~- ') -1311 lil,Ht' 

-v 

logo 

II<PIIboll, :; c(4, 2) 11~ 0 [l, llv<PI!2fl,o 

Então, 

Usando a desigualdade de interpolação (L5) e usando (3ol) encontramos que 

11 0 .. · 114 < llciJIIg;ro 11 o '11/10 < (4 ?' 1/roll o 1019/10 llv, 111/10 
De - - 9/2,n., q;>l 2,De - C '-JE q; 9/2,n~ <P112.n~ 

de onde obtemos, usando (3A), que 

(34) 

Como o espaço Ci)'"(fJ,) é denso em W 1•2 (fl,), deduzimos que a desigualdade acima vale 

para cada ç) E W 2
•
2 (fl,) completando assim a demonstrãção. D 

Lema 3.2 Seja "I;= {x = (xLx2,xD E n;: x3 = -dne}. Então existem constantes 

C r, c2 > 0 tais que para toda ç) E W 1•2 (fl,) 

lld>lb;:; crv-dnellv9112,ll, 

II<Pib:; :ô c2llv<Pib,n;· 

Demostração. Para mostrar (3.5) consideremos I:(i) = { x E n; : x3 = 1, x E Si} e 

seja p(y) = 4>(eyr,ey2,e(-lne)y1). Então 

(3.7) 
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pOIS 

Agora sendo 

temos também que, 

pms 

sendo 

il 
i 

,x;, -E eWdxi = ~. lo(ey~Jy~, -dnei2dy' 
ls· 

!i2 
!I2.D ::; 

/2 - t r.l~\0~ 2dy= t r I;,EJi(ÇJ(ey;,ey~,-ç]nEy1)11
2 dy lo ls, uy3' lo ls• uy3 21!1 'Eló . . . 12 

(-dn(E) .I"' i (Ey;,ey;,-dney1JI dy 
o s,uy3 ' 

1-Eln'!. EJó 2 
(-dnE) .I"' i (x;,x~,x3)11 dx 

o éS~ ux3 

- 1-dn e) 1. I EIÇ> 1

2 

' I ~ t ' c• 1 ux3 1 
' 
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Portanto, (3.9) fica majorada por -dn ellv <P!I~.c; :::; -C1 ln Ejlv <PII~.c~, e como li 'PII2.E1,1 :S 
v;oll2.v encontramos que !I :::; cn/-ElnE!!v0!lzll,· 

Para mostrar 

dade anterior. 

vamos fazer algo análogo ao feito na demonstração da desigual-

Consideremos :S(i) = C 1 e seja tp(y) = 0(cy1 , ey2 • Liy3 ). Então, como na primeira 

parte, 

li 1·2 2.. I' 
I <.D i2 5:- =E- ii6 1--; )i. 

r . •"-'(i) ", 1~,~~ 
(3.10) 

Agora sendo 

D=S' X 1) = 

temos também que, 

pois 

(3.11) 

sendo 
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Portanto, (3.11) fica estimada por llvó[l~ 0 , e como livlbl:cil :S cllvvll2.v segue-se que 
•""f .• 

!lól!2z; :S CzE]I\7ólb1;· C 

Dada f E LÕ(fl,), existe v E WL2 (fl,)3 e uma constante c> O tal que 

\7 ·V - f em 

v o em 8fl, 

\lvvlbl, < cl fi -~1 ]2,nt · 
E 

Demonstração. Usando o Lema 1.19, sabemos que este problema tem solução. ?\osso 

objetivo então, é mostrar que a solução satisfaz essa estimativa. :\Iais precisamente, 

segundo o Lema Ll9, para um domínio adecuado 

seguinte estimativa 

(
5(!1))' n ( 5(!1)') c<eo -- 1+--- R R 

que independe de c temos a 

Agora queremos saber qual é a dependência de e da constante c. Para isto dividamos !1, 

em m+1 partes, da seguinte forma. Seja 1\!1 >O tal que os conjuntos fl~(M) = {x E !1~: 

d'vf < x3 <Li}, i= L ... , m são disjuntos e chamemos de !1~(M) = fl, \ uy,;, 1 fl~(NJ). 
Com esta notação vamos analisar as estimativas em cada um desses domínios. 

Primeiramente vejamos o que acontece em fl(\(M). Seja li E WU(fl0 ) = WL2(c1(flõ)) 

tal que para i= 1,2,3. vi(x) = u,(x/E), e seja f,(y) f(Ey) a função associada a li; 

então vv,(x) = (1/c')vui(x/E) e conseqüentemente, temos para i= 1,2,3 

logo, 

llvvlb.n; :S :::ilflh,ll~· 
e 

(3.12) 

Agora vejamos o que acontece nos canais fl~. Definamos de novo li E WL2(!10 ) = 
W 1·2(C1(fl(\)) tal que Vr(x) = (1/e)ur(X/E,Xs), Vi(X) = Ui(xje,x3) i 2,3, e seja 

64 



f<(y) = ef(cfj,y3 ) afunçãoassociadaav; então 

u1 , i = 2, :3, Para i = 2, :3 obtemos que 

" < 'lj !i251~ _ CEjj 

Por úítimo, como (x)[ 2 :::; 1 jvu;[2 encontramos que 

::S ciiflbn; ::S ~ilfllz,n, 

De (:3,12), (:3,1:3) e (:3,14) concluímos o resultado, 

nj 
ü), 

(3. 

Observação 3.4 Notemos que na estimativa sobre os canais flL passamos de um 

domínio A para um domínio B, como mostra a figura 4.1, e estando no B 

usamos a estimativa padrão dada na Seçãoo 1.5. Só que o domínio B, tem compri­

mento que depende de c E então? Isto não é problema, pois usando a estimativa da 

constante no domínio B, a qual é dada no Lema 1.1 9, vemos que a mesma resulta 

independente de c. 

f~ v 
u 

d\!1 L 

Elvf L 

Figura :3.1: Mudança de Variáveis 
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Capítulo 4 

Escoamento de fi ui do viscoso 

incompressível em canais estreitos 

Este Capítulo, tema central da nossa Dissertação, é uma exposição detalhada 

do preprint íntítulado "Junction of thin pipes filled with viscous fluíds", por Edu­

ard Marusie-Paloka [MP]. 

Vamos considerar o cruzamento de m canais finitos em JR 3
, onde cada um deles tem 

seção transversal constante, de diâmetro dependendo de E, os quais são enchidos com 

fluido viscoso incompressível. Nos extremos de cada canaL são dados certos valores 

da pressão e queremos estudar o comportamento do fluido ao longo de cada canal em 

estado estacionário. Tal comportamento é aproximado por um estudo assintótico do 

flmco quando E é pequeno. Nos canais (fora duma vizinhança da área de cruzamento) 

o fluxo é descrito como um fluxo de Poiseuille, e numa vizinhança do cruzamento, o 

fluxo se comporta como uma solução reescalada do problema de Leray linear. Estes dois 

fluxos são colados num certo ponto estratégico, dependente de E, e o erro é estimado 

em termos de E. 
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4.1 Formulação Matemática do problema 

L 1 Aspectos Geométricos 

Nosso domínio que será denotado por fl, c JR3 , será um domínio localmente Lipschit­

ziano consistindo da união de m canais , i = 1, 2,,,,, m, cada um com comprimento 

L; .. Le, 

m 

o,= U o; ( 4, 1) 
i=O 

onde é um conjunto limitado, pode ser vazio) formado pela junção de todos os 

domínios flJ i = 1 ..... m, V .f;.gura 3.1. Os canais f2J. i = 1. . m- são cilindros retos. 

Mais explicitamente, eles tem a seguinte formulação: Sejam Si c JR2 , i = 1, 2,, , · , m, 

donúnios limitados de classe C 2 Para cada canaL em sistemas de coordenadas carte­

sianas possivelmente diferentes, (e k), k = 1, 2, 3, i = 1, 2, , , , , m, temos 

(4,2) 

Denotamos a fronteira lateral dos canos por 

( 4,3) 

e as respectivas fronteiras exteriores por 

"i { i r-i L) E n3 -i ( i i) Si} wf. = X =\X 1 i .!;,.~ ; X = X 1,x2 E E . (4A) 

Denotamos por 

m 

r, = !Jfl, \ U 2::: (4,5) 
i=l 

e por n, a normal unitária exterior a 8\2,, Para ter uma idéia geométrica de nosso 

domínio, vejamos a figura (3,1). 
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Figura 4.1: conexào de canos 

4.1 Formulação matemática 

O problema que queremos resolver corresponde a um problema de Navier-Stokes 

estacionário (não linear), que é formulado matematicamente como segue: Dados Pi E JR, 

i= 1, · · ·, m, encontrar (v',p') E W 1•2 (fl,) 3 x U(fl,) tal que 

-116v' + (v'v)v' + \7p' O em fl, (4.6) 

. v' - O em fl, (4.7) 

v' o em r, ( 4.8) 

VE X lli O em ~i 
' 

( 4.9) 

p' Piem~~' (4.10) 

onde ni é o vetor normal exterior unitário a ~~. i.e. ni = e3. 

Nosso objetivo em primeiro lugar é provar a existencia da solução deste problema, 

pois em geral, os sistemas de Navier-Stokes têm solução com condição de fronteira na 

pressão, somente para pequenos dados [BCMPJ. A unicidade da solução será provada 

dentro de uma certa bola B, e com uma condição adicional; ver abaixo. Finalmente, e 

talvez o mais importante, estudaremos o comportamento assintótico do fluxo quando a 

espessura E tende a zero. Antes de continuar é importante fazer a seguinte observação. 
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equação (4.9). o fato de impor que a componente tangencia! da velocidade seja 

ignai a zero nas saídas não é uma restrição forte, pois podemos mostrar que mesmo 

não coloquemos esta condição, ao final tal condição é satisfeita. Para maiores detalhes 

ver 

4.2 Existência da Solução 

4.2.1 Existência da velocidade v' 

Iniciemos considerando o seguinte espaço 

munido da norma 1.2.Dc = [[\71/J[Iz,Dc· 
Vamos encontrar v' E "~ tal que 

( 4.11) 

Observação 4.1 Em (MP}, Marusik-Paloka chama esta equação de formulação vari­

acional. No entanto, multiplicando a equação (4.6) por uma função teste ,P em V, e 

integmndo por partes, para chegarmos a (4.11) devemos impor a condição de frontei-ra 

adicional 

n· ~v'l =0; i= l, .... m, 
un 2:~ 

c .f. comentário do final desta seção. A.ssim, na verdade estamos resolvendo o problema 

(4.6)-(4.10) junto com esta condição adicional. Pensamos consultá-lo sobre a questão, 

o que já deixa margem para iniciarmos pesquisa futum na área. 

Notemos que se para todo i= 1, · · ·, m, substituímos todas as Pi, por Pi +c, onde 

c é uma constante qualquer, a equação ( 4.11) não muda. De fato, como 
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temos que 

m m m m 

+ 9 ek = LPi 9· e~+ :L c 9· ek = LPi 
i~l i=l i~l 

particular podemos considerar c = ij onde q é dado por 

Teorema 4.2 Sejam d, = Pi q, d = ([;:1 an~ e c= c(4,2) a constante do Lema 

3.1. Se d e o diâmetm E do cano, são tais que 

com c2 sendo a constante do Lema 3.2. então a fi]uação (1,.11) tem uma única solução 

Demonstração. Para provar este Teorema, vamos usar o Teorema do Ponto Fixo de 

Banach em B, = {d> E v;: llv<i>ll 2,rl, < ~},e para o operador T(u) =v, onde 
v E v; é solução da equação 

11 r vvvq\ + r (uv)vq\ + fp, ( q\i ·e~= O, \f q\ E 11;. 
~e ~e i=l }E~ 

(4.13) 

Observemos que a equação integral (4.13) é linear, a qual passaremos a mostrar que 

tem uma única solução v E v;. Para isso vamos usar o Teorema de La.x-Milgram. 

Fixada v E B,. tomemos a seguinte forma bilinear a(v, q\) definida por 

a(v, q\) = Jl f vvvq\ + r (uv)vq\, onde v, q\ E 11;. 
Jne Jne 

O funcional f tal que 

é linear e limitado em Wl.2(fl,). Além disso, veremos que 

*O valor rrúnimo de d é atingido quando q = ~ 2::1 Pi, isto diz que tomando tal valor de q, d é 

minimal e conseqüentemente a estimativa (4.12) é ótima. 
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(i) la(v,<P)I S: ,uiivvlizo,iiv9!lz,fl,, V(v,çil) E x 

(ii) ,u/2l!vil~.n~ ::; a(v, E Vc 

e assim conciuirernos, usando o Teorema de La,,-Milgram, que existe urna única v E Vc 
tal que a( v, =(f, , para toda 9 E V,, ou seja, temos (4.13). 

Usando o Teorema de imersões em espaços de Sobolev, a desigualdade de Holder. 

a segunda desigualdades dada no Lema 3.1 e o fato de que ,P, u estão no conjunto \;~, 

temos 

9)! < 

< 

< ,u ilvv ll2 n, li v 9112 fl, + c2 
E

112 ii vuilz.n, li v v ilz.n, li v 9llz.fl, 
< li " I' 'I" 'I' 2 

li" 
11 li" i i . " . 11 ,u v v i 2.n, L v !fJ lz.fl, + c E ·-

2
C2E112 v v 2,fl, li v rfJ 2,fl, 

- ,ullvv ilz,fl, ilv <PI!z.o, + ~ llvvllz.dv 9llzn, 
< ,ullvv lkn.Jivóllz,fl,. 

Isso mostra (i). Para ver (ii) notemos que 

a(v,v)=,u r lvvl2 + r (uv)vv 
Jne Jn~ 

Portanto, T está bem definida. 

Mllvvii~.o, + r (uv)vv Jn, 
> Mllvvll~.o, l!ull4,n, livvll2,n, llvlkn, 
> uijvvli 2 

- C
2

E
1/2'1vull o llvv]i 2 

,....., 1 2,0~ li 2,~~e 2.n~ 

(,u- C2E 112 IIvullz.nJiivvll~.n, 

> ~llvvll~.n,· 

Agora vejamos que T(B,) C B,. Para isto notemos que 
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onde para a última desigualdade usamos (3.6) e o fato de 12:~1 1 1 2 =O( é'). Daí e de (ii) 

acuna. obtemos 

então. 

Logo, usando (4.12) e v= T(u), obtemos 

li 

e conseqüentemente, T(B,) C B,. 

Finalmente provaremos que é uma contração. Dadas u, w E B,, as substituímos 

na equação (4.13), depois subtraímos as duas equações e tomando 0 = T(u)- T(w), 

encontramos 

f.ll,lv(T(u) T(w)W = 

1 [(uv)T(u)- (wv)T(w)](T(u)- T(w)) = 
.. , 

[(u w)v]T(u)(T(u)- T(w)) + (wv)(T(u)- T(w))(T(u) T(w)) = 

I lu- wll4.n, llvT(u)lh.nJ (T(u)- T(w))lkn, + 

+llwlknJv(T(u)- T(w)ll2.n,IIT(u)- T(w)lkn, :S 
c2 JEIIv(u- w)llz,n,llvT(u)lh,nJv(T(u)- T(w))llzn,+ 

+c2JEI!vwllz.n.llv(T(u)- T(w)li~.n, < 
2dc2E . 

c2y'E--ilv(u- wJIIz.n.llv(T(u)- T(w))lb,+ 
f.1 

+c2 JEI!vwllz.n,llv(T(u)- T(w)ll~.n, < 
2dC2 EC2 yE f.1 
__::..____c:.._l!v(u- w)llz.n,llv(T(u)- T(w))!lz.n, + ?ilv(T(u)- T(w))ll~.n, 

f.1 -

Logo 

iiv(T(u) 
4dc2é/2 

T(w))lk.n, < 2 llv(u- w)lb, 
f.1 
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e como por hipotese do teorema 
4dc2e3í 2 

---c:--< 1 
fJ2 

temos que T é uma contração; portanto o Teorema do Ponto Fixo de Banach implica 

a existência de uma única v que denotamos por v' que T(v') = v'. Com isto, 

mostramos a existência e unicidade de solução v' da equação ( 4.11) em B,. D 

Observação 4.3 Uma questão interessante em aberto é saber se fora da bola B, exis­

tem outras soluções para valores de d pequenos e caso elas existam, saber se são únicas. 

Para finalizar esta Seção queremos fazer o seguinte comentário: Anteriormente 

mostramos que existe uma única v' em tal que 

O. ( 4. 15) 

Então, supondo que v',p' têm um certo grau de regularidade (por exemplo, v' E 

C2(Õ,),p' E C2 (fl,) ) e como 

integrando por partes ( 4.15), obtemos que para toda rjJ E v; 

(4.16) 

O Ví = 1, ... , m, Vrj;3 E Cg"(B;) 

conectado com a observação (4.1). 
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4.2.2 Existência e unicidade da pressão p'. 

""'o'"' Seção vamos explicar o enunciado e a demonstração do seguinte Teorema: 

Teorema 4.4 Existe uma única p' E LÕ(fl,)l tal que (3.6) é válido no sentido das 

distribuições. Além em E~ no sentido de := (H;/2y. onde H~12 = 

{ 'P E H 112 (8fl,?: cp x n = 0}, sendo n o vetor normal unitário exterior a {)fi,. 

Ob H ln . servemos que o espaço n' consrste 

H 112 ( {)fl,) que são paralelas a n na 8fl,, i.e. 

H 112 (8fl,). 

exatamente das funções vetoriais cp em 

cp gn sendo g uma função escalar em 

Para explicar o enunciado e, também. motivar o resultado. iniciamos considerando 

v,p suaves em fi, (na verdade, bastaria v E W2·2(fl,)3 p E wu(fl,)). Sejam 

ç E WJ.2 (fl,) 3 e u := - vv + pl onde I é a matriz identidade de ordem 3. (Esta­

mos considerando, sem perda de generalidade, que no problema original temos J.L = 1; 

senão poderíamos tomar u = -J.LVV + pl). 

-3 Observemos que V· CJ = -6v + \7p; portanto se multiplicamos por cp E C00 (fl,) 

e integramos por partes, obtemos 

r cp·(V·u)= r (vv:vcp-pV·cp)+ ( (pcp·n-cp·(vv)n). 
k. ~ h~ 

Tomemos cp = gn onde g E H 1Í 2 (80,). Logo 

P'P · n- 'P · (vv)n = pg- gn · (vv)n = g(p- n · (vv)n) = gn ·em, 

e podemos escrever 

( 4.17) 

onde pomos 

a: vcp := -vv: vcp +p\7 · 'P· 

Não é difícil ver que esta fórmula vale para todo par (v,p) E W 2
•
2 (0,) 3 x W 1•

2 (fl,) e 

lDizer que p' E Lij(fl,) significa que p' E L2 (!1, l e que J,., p' = O. 
c ·-~ 
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toda 'P E ~VL2 (fl,) tal que ;(cp) x n O. onde~~ é o operador traço usual: v. Capítulo 

1. Agora, observemos que para o lado direito de 17) fazer sentido é suficiente que 

. a E L6 i 5 (fl,) e a E U(fl,); de fato, basta usar a desigualdade de Holder e a 

imersão de Sobolev (rl,) C I 6 (fl,). Daí. tirando proveito de (4.1 , vamos definir 

um operador traço tr(v, p) E H;; 112 para campos (v, E (fl,)3 x U(fl,) tais que 

v ·a= -6v+ vp, calculado no sentido das distribuições, seja uma função em L 616 (fl,), 

da seguinte forma: 

r ) Hnr;z(fJOJs tr,v,p : __ 

gn 

--+ R 

f--+ (tr(v,p),gn):= r (cp·(v·a)+a:v'{J), 
Jne 

onde 'P é uma função em W 1
•
2(fl,) tal que = gn; cf. Teorema 1 A primeira 

questão que surge aqui é se esta é uma boa definição, no sentido de que não depende 

da extensão 'P de gn. De fato não depende, pois se tomamos duas extensões 'Pr e ç 2 , 

chamando 75 = 'Pr- ç 2 temos 75 E W~·2 (fl,), logo existe uma seqüência {'Pk} em 

C0 (fl) convergindo para 75 na norma de W1
,
2 (fl,). Como ·a é calculado no sentido 

das distribuições, i.e. 

- r a: v'ljJ, 
}r;,, 

para toda 1/J E C0 (fl,), temos que 

r ('Pk ·(v· a)+ a: vcpk) =O, \fk E N, 
Jnro 

logo, passando ao limite, concluímos que 

i. e. 

r (75. (v. a)+ a • vif) =O, 
}r;,, 

1 ('Pr ·(v· a)+ a: V'.Pl) = r ('P2 ·(v· a)+ a: vcp2) 
ne lne 

logo, a definição dada acima, não depende da extensão 'P· 

A segunda questão é comprovar nossa afirmação de que tr(v,p) E H;; 112 De fato, 

tr(v,p) é linear, pois segue da definição. Agora, dado .p E H~12 , pelo Teorema 1.13, 

existe cp E W 1
•
2 (fl<) tal que r(ifJ = '{J, sendo 1 o traço usual de 75, e 

II'PIIr.2.rl, ::; cllgnll~2.élrl, 
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com c independente de p, e assim temos que 

logo. 

p) < 11 6fl, 

A h) >------+ tr(v. Isto segue 

devido ao fato de u ser linear. 

Definamos em W2
•
2(fl,) x IV 12 (fl,) a aplicação 111.111 dado por 

lll(v,h)l\1 = lluil6fs,n, + llv · all2,n,. 

Esta aplicação define uma norma se exigimos que vir= O e vi I:; seja paralela a e3 para 

algum i, pois 

llul!2 =O==} ux,v i= ' se z r J 
{

"'i o "_j_" 

ÔxiV =h 

ou seja Vi= Vi(xi) e ÔXiVi =h= ôx;v;, para todo i,j, o que implica que v= eox+ C'1. 

Mas viL:~= oe3, para algum i, implica que Co= O e conseqüentemente v= C'1 mas 

vir= O, logo v= O. Sendo v= O e ôxivi =h temos que h= O; por tanto, sendo 111.111 
uma norma, a aplicação 

lll(v,h)ll! = llall2.n, + llv · al\6;s,n, 

é contínua. 

Para ver que existe uma única p' E LÕ(fl,) tal que ( 4.6) vale no sentido das distribuições, 

consideremos o funcional linear contínuo :F: DJ·2 (fl,) IR definido por 

:F(?j;) = r pvv'v?j; + (v'v)v'?fJ. Jn, 
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De (4.11) temos que :F é identicamente nulo em v(íl,) e pela continuidade, também 

em vJ·2 (íl,). Como é limitado, então pelo feito na Seção 1 [)~·2 (íl,) = :DJ·2 (íl,), 

e conseqüentemente pelo Teorema existe uma única p E LÕ(íl,) tal que 

Uma vez mostrada a existência e a unicidade da presão vejamos que a mesma 

assume os valores dados Pi em E: no sentido do traço acima: 

Para (v',p') E w· 1
•
2 (íl,) 3 x U(íl,), solução de (4.6) no sentido das distribuições, 

temos 

e 

(vv' vcp) + (v'vv' cp)- (p', v. cp) =o Vcp E Cg"(íl,) 

(v· u,cp) :=- r u: vcp =-((v'· v)v',cp), 
ln, 

ou seja v· u = -(v'v)v'; mas (v'v)v' E L 312 (íl,) c L 615(fl,), então pela teoria 

anterior, existe tr(v',p') E H;; 1
/

2 tal que 

(tr(v',p'), cp) = r -<p · (v'v)v'- vv': V<p + p'V · cp, "i~.p E H~l2 (8fl,). 
Jn~ 

Tomando 'P E v~ com 'P =O em r\ E:, í = 1, ... , m, obtemos 

(tr(v',p'), cp) = Pi ( 'P · n 
}'F, -, 

Como 'P é arbitrária, temos que tr( v', p') = Pi em E:, í = 1, ... , m, e assim o Teorema 

fica provado. D 

4.3 Colagem 

Nesta Seção queremos construir uma solução aproximada para o problema original 

(4.6)-(4.10). A proposta é colocar a solução de Poiseuille nas saídas dos canais, a partir 
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de um ponto estratégico de truncamento e por outro lado considerar a solução truncada 

do problema Leray para canais infinitos e fazer uma colagem especial destas duas 

soluções, 

Começamos com um domínio G formado pela união de canais cilíndricos ilimitados, 

ou seja 

onde 

'81 l ) 

sendo S' C , z = L, , , m domínios suaves e limitados e íl0 um conjunto limitado 

(que pode ser vazio) formado no cruzamento dos ílz, i = L , , , , m, 

Tomemos numa vizinhança da junção, uma região interior G,, dada por 

m 

G, = rl~ u (u c:) 
i=l 

onde G~ = {x = (xí,x2,x3) E fli: O< x3 < -dnE} e fló = Efl0 , O ponto 

x 3 = -ElnE 

será o ponto estratégico de truncamento (colagem) dos fhL'\:OS de Leray e Poiseuille, 

Consideremos o seguinte problema de Leray: 

-w:1V + \JQ O em G 

V O em 8G 

\J,V-OemG 

lim v - ui := w'LU?) (q- Pr)e~ em flr, i= 1,., o' m, 
IYI-oo , 

(09) 

( 4,20) 

( 4,21) 

( 4,22) 

Notemos que a condição (4,22) diz que quando IYI ---; oo, a solução do problema 

de Leray, cuja solução sabemos que existe (Capítulo 2), se aproxima a um fluxo de 

Poiseuille, ou seja, quando Y3 vai para o infinito, temos que 
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onde cf; é o fhL'W do fluido Poiseuille: portanto, o campo (\/- Ut, Q ?;'), sendo Ut e Pt 
dados em (2.5)-(2.6). satisfaz o problema (2. - (2. em \2 = e conseqüentemente 

usando as estimativas do comportamento assintótico dadas no Capítulo 2. temos 

( 4.23) 

para algum J :2: 1, e para qualquer multííndice a; em particular 

IV(y)- Ui(yi)l + jvV(y)- vUi(Y')j :S ce-"IY31 em Gi ( 4.24) 

e Q pode ser escolhida a menos de uma constante de forma tal que 

IQ 
1 

Sejam = c2V'(x) E2ll(x/E) e Q'(x) EQ'(x) = EQ(x/e). Olhando para (4.22) 

vemos que (\/', Q') se aproxima continuamente de (U{, ?;') quando E __, O i. e -+ oo. 

seção transversal de truncamento, 

( 4.26) 

entre GI, onde teremos a solução de Leray (\/', Q') e 

u;f = {X E í2J : -dn E < X~ < Li} 

, onde temos a solução de Poiseuille (U;', ?;'), nossa aproximação não é contínua; es-

crevemos V' Ui' + E f, i.e., V' = U{ + E;', onde 

J.e. 

E:'(i:i) = 1/(i:dE, -In E) - Ui(i:i /E) 

Da desigualdade (4.23), temos que 

De modo análogo usando (4.24), encontramos que jvE;'(x)l :S Ce. 
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Definimos agora, nossa aproximação (W', I1') como 

IT' = { P{ em 
Q' em G, 

onde ryf é a "função de colagem" a qual é solução do problema 

(4.28) 

o em oc; \ 

I\otemos que a função corrige a descontinuidade que teríamos juntando simples­

mente U{ e V;' em 1[, e também preserva a íncompressíbílidade do fiuido. i. e v· ryf = O. 

A solução de (4.28), de fato existe, pois [i' E H 112 (1:) e 

Alem disso, tal solução satisfaz a seguinte estimativa 

( 4.29) 

Ver [Ga, exercido IIL3.5, p.l44]l; Mais ainda, pelo Teorema 1.13, sabemos que existe 

cl = cl (3, 2, "-':l tal que 

lReferimos ao leitor interessado em conhecer mais detalhes sobre o problema ( 4.28), ao Lema 9 em 

[MaP]. onde aparece um resultado mais geral. 
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para alguma Et E W 1
·
2 (cvi), Portanto, usando que IEt(x)l < CE e lí7Ei'(x)l < CE 

encontramos que 

portanto. 

i! 
li < i:_IIE'Ii 

--/E''' 

4.4 Estimativa do erro 

( 4.30) 

Para expressar o erro de nossa aproximação , vamos usar a norma 11 - 11, definida 

11 , .- l- 112 fifliHJ,, onde i é a medida de Lebesgue de SI,, A razão pela 

qual usamos esta norma, é uma questão um pouco mais profunda. verdade, a 

convergência na li- li" é chamada de convergência forte a duas escalas e ela é usada 

como ferramenta para medir, entre outras coisas, aproximações em domínios estreitos. 

Melhor ainda, dizemos que uma sequência {v'},>o, tal que v' E L"(íl,) converge forte 

a duas escalas, a uma função v E U(íl) se§ 

lfl,~l/r llv'- vllr,íl, --+O. 

Teorema 4.6 Seja (v',p') a solução do problema (3.6)-(3.10), Seja (W',ll') a nossa 

aproximação. Então 

•o ~-1/211 -2 , Wi! i'"""€ E V - i!2,Qé 

lfl,I-112 II'V(C2v'- W')ll2íl, 
< cEv'-Elnc 

< cv' -E ln E 

( 4.31) 

( 4.32) 

( 4.33) 

Antes de demonstrar este Teorema, é bom observar que lfl,j = O(c2
). Na verdade, 

fazendo uma mudança de variáveis vemos que 1061 = O(é) e lflil = O(e2)com i = 
1, ___ , m. Para simplificar o trabalho na demonstração, todas as constantes que apareçam 

vão ser denotadas por c, mesmo que a maioria delas sejam diferentes. 

§A convergência I!-JI2.n, não faz sentido para fazer estimativas neste tipo de domínios, pois por 

exemplo, nesta norma qualquer constante tende a zero. 
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Em (4.33) a notação llfb.nc~IR significa a norma de f a menos de uma constante. 

Demonstração. aproximação = c21N', TI'. satisfaz o seguinte sistema de 

equações no sentido das distribuições: 

onde 

-J.L6W' + (lV'v) + vTI' - +Bem 

B 
m 

v· 

TI' 

w·' x e' 3 

- O em fl, 

O em 

Oem i=l, .. ·,m. 

~ r0 i . 1 P: - q , ·) 
L..,"\ .e3 - J.l~ -T ne-y:-e3 
i=l ' UY,t < 

e rL,; denota uma medida delta de Dirac centrada em íf, i.e. 

r 1/;do-,; = 1 'lj;do-,;, V 'lj; E C(fl,). Jn., '"~: 

( 4.34) 

( 4.35) 

( 4.36) 

( 4.37) 

( 4.38) 

As últimas quatro igualdades são verificadas tranqüilamente. Para ver a validade 

da primeira equação escolhamos ep E Cg'(\2,) 3 tal que 'f; n spt(ep) f <f; para todo 

i= 1, · · ·, m. Suponhamos ainda que spt(ep) n flõ =<f;. 

Tbmando a expressão -J.L6W'' + vTI', no sentido das distribuições, temos: 

(-J.L6W' + vTI', ep) = r - ,uW'6ep + TI'v. ep 
Jn~ 

= I;Z:1 r. - ,uW'6ep + TI'v · epW'vep- TI'vep + t 1 -,uW'6ep + TI'v · ep 
lc~ i=l w; 

=é I:Z:1 [[1 ,uvV'vep- ~Q'vep1J + fl.,uv(U,' + ryt)vep- ~P;'vep],JI 
cz E ~ _,~ E 

r , ., ~ '1 ãv' . . ] 
= Js - ,u6W 'P + vTI'ep +L l ,.u oxi 'f- epQ'.e~ + epPi'·e~ 

spt(l'l i=l -y, s 

1 ., ~ ( ôV · P: - q · , ) 1 = - ,u6W 'f+ vll'ep +L.., E j.1 Ô i - Qe~ + -y;-( -lnE)e~ + qe3 ''f 
Sle i=l Y3 t 'Yi 

=r -,uMV'ep+vll'ep+tE(,u;~ -(Q-q)e~+p'_Zª(-lnE)e1)1,'P 
Jne i=l Y3 ~ 'Yi 
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Notemos que na última igualdade, o fato de ter (Q- q) em lugar de Q, não altera 

o resultado como observado no início da Seção. Não é difícii provar que E V, 

e conseqüentemente, 

CQ'(\1) 3
, temos 

E 11,. Anteriormente mostramos que para toda cp E 

m at· "TI' "\" ( ' n ' p, - q . ( , i \ v l '{=L_, E ih a .i - C<E3- --.-ln,E)e3) 
i=l Y! L, 

Por outro lado, se tomamos cp E V,, integrando por partes e levando em consideração 

que Q'loo. =O , mostramos que 

-ihMV'cp + r vll';p =ih r vTV'vcp + tp, r cp ·e~ 
Jn{ Jn~ i=l IE-~ 

( 4.40) 

Portanto reunindo 1 e 

v, 
temos o seguinte sistema de equações, para toda ;p E 

( 4.41) 

ih r vW'vcp + 1 (W'v)W'cp + tPi L 'P o e~= r ((W'v)W'- ihl::.W' + vn');p. 
lo~ ne t=l -'e lne 

( 4.42) 

Substraindo as duas igualdades anteriores, sustituindo ;p por v'- W', e usando (4.39), 

encontramos que 

ih r lv(v'- W'W + r [(v'- W')v]W'(v'- W') + r (v'v)(v'- W')(v'- W') 
Jne Jne Jne 
=- r (W'v)vV'(v'- W')- E t 1 (JL at: 

Jne i=l 7: ày3 
"e'-'- p;- q(-lne'e1 ) (v'- W') "< 3 , L· J 3 . 

• 

Usando o teorema de imersões de Sobolev, aplicando a desigualdade de Hõlder e consi­

derando o Lema 3. l do último Capítulo, temos que a primeira parcela do lado direito 

da igualdade anterior fica majorada da seguinte forma 

r (W'v)W'(u'- W') < IIW'II4,1l,llvW'Ib1,llv'- W'lkn. Jne 
< ce 1

;
2 livW'II 2 llv(v'- IV') li . I , 2,De 2,De 
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Csando ( 4.24) e ( 4.25) temos que a segunda parcela da direita de ( 4.43) fica majorada 

por 

pülS 
1 

; ~r , ( , , Pr - q I ) IQ\y,-lne;- -,nE;-r;- =O(c 

logo de (4.44) e (4.45) o lado direito de (4.43) fica majorado por 

o qual também pode ser estimado por 

pois pelo Lema 3.2 

311 E W''ll CE V - 1 2,í'~ < CE3(-ElnE) 112 II'V(v'- W')li . , J2,0e 

e por outro lado 

!4 4-' \ . .J) 

( 4.46) 

( 4.48) 

( 4.49) 

Esta última estimativa, aparece ao fazer mudança de variáveis. Deixamos a verificação 

ao leitor; para isto estime separadamente, vendo o que acontece em !18 e nas saídas !1~. 

Notemos que 

r [(v'- W')v]W'(v'- FV') < CE
1
/

2 II'VWEibsd'V(v'- W')ll~.n, Jn, 

( 4 .. 50) 

Por outro lado, sendo v' um elemento de B" usando o Lema 3.1 encontramos que 

r (v'v)(v' vY')(v'- W') < llvv'll4.nJ!v(v'- W')ll2.nJv' W'lkn, Jn, 
< cE 1

/
2 IIvv'll2.nJv(v'- WE)II~.n. 

< cllvív'- W') 11
2 

. 
d \ 2J1~ (4.51) 
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Observemos que a constante c de ( 4.51) é diferente de f.l· 

F. al . . d (4 "3' (! 4~' (\ '0'1 (\ '1' t 1n n1ente: con101nan o_ .":± 1, \"±.· t;, \'-±.·J,. e \'±.o)) emos que 

l
!n(v' \u"i.<2 <c'/2! lnc•!/2 
I v \ - ' ) I 12.rl, - f \- · ') 

e conseqüentemente. 

o que verifica (4.32). 

Como conseqüência do resultado anterior. temos uma estimativa melhor para o gradi­

ente de v'. de fato 

IIV'v'll2.n, < cE
2 Ifl,J'12(-dnE) 112 + 11vW'II2,n, 

< C1E
3 (-dnE) 1

/
2 +c2c2 (-dnE) 1

/
2 

< max{c1,c2}E
2(-EhH) 1

/
2 

< c3 ( -dnE) 1i 2E2 

2 < C3E. 

Para verificar (4.31) usamos o Lema 3.1 e (4.32); ou seja, 

lfll-l/2 IIE-2v'- W'llo - C 21fl l-l/2 llv'- W'll ' E _J1" ' { 2,D, 

< E-
2Jfl,J-'i2cEIIv(v'- W')lb,n. 

< CE( -dn E)
1
/

2
. 

Para encontrar a estimativa sobre as pressões, i.e. ( 4.33), notemos primeiro que 

e 
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Logo pelo Teorema 1.19. o problema 

p'- em 11, 

tem solução e de acordo com o Lema 3.3, v, pode ser escolhida satisfazendo 

Para ;p = u,, solução do problema (4 .. 52), temos também que 

Portanto. usando o fato de que 

r rr'iv y =o. 
}'1, 

v. u, = p'- II' + I~ I r II' em fl" 
f ln{ 

substraindo as equações (4.54) e(4.55), encontramos que 

logo, 

' 1 1 112 

I p'- II' + -- II'II -lfl,l n, 112,r2, 
J.L r v(v'- W')vu, + r (v'v)v'u, 

Jn~ Jne 
~ 1 (o , a v Pi - q r 1 , i) + E L.. , "e3 -p 0 ; - -y;;- .- nE;e3 u,. 
t=l '"Ye Y3 
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Usando a desigualdade de Holder, desigualdades de imersoes e os resultados técnicos 

do Capítulo 3, podemos estimar da seguinte forma 

< J.LII 

( 4.58) 

Por (4.32) sabemos que 

llv(v'- ~V') li· li 2,flt e2 11v(c2v'- W')ll < E21fll112c(-dnE) 112 
;; , 1, 2Sle - 1 E 

< e3c(-Elne) 1
/

2 

Além disso ln E) 112 Isto junto à estimativa de !I 
nos leva a dizer que ( 4.58) fica majorado por 

e conseqüentemente, 

o que implica que 

e assim obtemos (4.33). o 

Se tomamos somente a solução de Poiseuille, sem a solução Leray nem a função 

suavizante ryf, também temos convergência mas o erro da estimativa é maior. Para 

conferir este fato, vejamos o seguinte corolário. 

Corolário 4. 7 Seja 

P' l(p \i 
i = Li í - q)X3 + q 
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a solução Poiseuille em cada Então. 

< cV-ElnE 

< cv-dnc (4.60) 

Demonstração. Em primeiro lugaL 

(4.61) 

l'\otemos que em il \1~. por causa do Teorema anterioL ( 4.61) é majorado por 

CE( -dn c) 112 Falta olhar o que acontece em c:. 

-U'I: 2 
::; cl.lv'-V'I 2 +cllíl'-U,'I2 

t 12,G! , 
G~ G~ 

Agora, 

c f. IV'(x)-Ui'(xWdx Jc, 
' 

onde 

Portanto, 

l'\otemos também que a integral 
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por causa do Teorema anterior, pode·ser estimada por 

iogo 

lo 1-1/2'1 -2 , _ U'll ~"'t:l ! f v o ;-1/2 
'-'"'f i - U'l! :-112ii -2 E UEii 

i ' iiê V - ll2,c; 

'I ' I ). 1/2 \_ 1 T 2 

' i ) jf0 ; l ) l 12 < CE(-E !1é •-+q-E l1é ' 

< -c(dnE) 1
/
2 
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