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Lembremos os teoremas da aplicagio inversa (TAlInv) e da aplica¢do im-
plicita (TAImpl).

Teorema 1 (TAlnv, cf. Munkres, T. 8.3). Sejam A um conjunto aberto em
R" e f: A— R" de classe C" (r > 1). Se Df(a) € invertivel (a € IntA)
entao existe uma vizinhanga U do ponto a tal que V = f(U) é um aberto e
fIU U =V € um difeomorfismo de classe C".

Teorema 2 (TAImpl, cf. Munkres, T. 9.2). Sejam A um conjunto aberto
em R¥" ¢ f 1 A — R” de classe C" (r > 1). Escrevendo f na forma f(z,y),
para © € R* e y € R™, suponhamos que dOf /0y seja invertivel em um ponto
(a,b) € A, a € Rk b € R”, tal que f(a,b) = 0. Entdo existe uma vizinhanca
B de a em R* e uma inica funcdo continua g : B — R™ com o grdfico contido
em A tal que g(a) =b e f(x,g(x)) =0 para todo x € B. Além disso, g € de
classe C™ (em B).

Lembremos também a demonstragdo deste teorema/como ele é obtido
do TAInv (combinando notagées do [Elon] e do [Munkres|): Tomando a
aplicacio ® : A — R¥*" dada por ®(z,y) = (, f(x,y)), temos que a sua
matriz jacobiana é

Iy, 0
[ of /ox Of /0y }
logo D® ¢é invertivel no ponto (a,b) (det D® = det(0f/Jy)). Entao, pelo
TAlnv, existem abertos BXW 3 ®(a,b) = (a,0) tal que h := &~ : BXxW —
Z = h(B x W) é um difeomorfismo de classe C". Pondo h = (hy, hs),
hi:BxW = RF hy: BxW — R, da definicao de ® e usando que h é a
inversa de ® vem que (z,w) = ®oh(z,w) = (hy(z,w), f(h(z,w)), para todo
(x,w) € B x W, logo, hi(x,w) = = (hy é a restri¢do a B x W da projecao
m  RFE X R™ - RY 71y (z,w) = z) e f(h(x,w)) =w (f oh é a restri¢ao a



B x W da projecao mp : RF x R* — R”, my(z,w) = w). Tomando w = 0,
obtemos o resultado desejado, com a fun¢io g(z) = hy(z,0).

Quanto & unicidade, tomando B conexo, seja gy : B — R"™ uma funcao
continua nas mesmas condigoes da g, i.e. com o grafico contido em A, go(a) =
be f(z,g0(x)) = 0 para todo x € B. Queremos mostrar que gy = ¢ (em
B), ou seja, que o o conjunto C' := {z € B;go(z) = g(x)} & de fato o
conjunto B. Sendo B conexo, C' # ) (note que a € B) e fechado em B
(pois gy — g é continua e C' = (go — ¢g)~'(0)), é suficiente mostrarmos que
C também ¢ aberto. Dado ¢ € C, temos que go(c) = g(c) = ha(c,0), logo,
o ponto (¢, go(c)) = (hi(c,0), ha(c,0)) = h(c,0) pertence a Z, um aberto do
RF™ = R* x R™. Dai, pela continuidade da fungao = € B — (x,go(7) €
RE+™ existe um aberto By em R* contido em B e contendo o ponto c tal que
(x,90(x)) € Z paratodo z € By. Dai e da condic¢ao f(x, go(x)) = 0 para todo
x € B obtemos que ®(x, go(z)) = (z, f(z,g0(z)) = (z,0) para todo x € By.
Mas esta equacao também é sastisfeita pela funcao g, entao gy coincide com
g em By (ja que ® é injetiva), donde segue-se que By esta contido em C),
concluindo que C também ¢é aberto.

Observamos que na demonstragao acima obtemos mais do que a tese do
teorema (TAImpl): a condi¢ao (hipotese) Jf /0y invertivel no ponto (a,b)
sobre a fun¢do f de classe C" (r > 1) implica a existéncia do difeormor-
fismo (mudanca de variavel) h de classe C” entre uma vizinhanca B x W de
(a, f(a,b)) e uma vizinhanca Z de (a,b) tal foh é a restricio a B x W da pro-
jecdo my 1 RF x R™ — R™, my(z,w) = w. Este é essencialmente o contetdo da
Forma Local das Submersoes (FLS), teorema que enunciamos abaixo. Antes
de enunciarmos o mesmo, chamamos a atencao para o fato de que a condicao
(hipotese) Of /0y invertivel no ponto (a,b) implica que a matriz D f(a,b),
equivalentemente a transformagdo linear derivada f’(a,b) : R¥*" — R™ tem
posto n (nimero de colunas, ou linhas, linearmente independentes da matriz
Df(a,b), ou, equivalentemente, a dimensdo da imagem da transformacao li-
near f’(a,b)) ou seja, que f’(a,b) : R¥*" — R" ¢ uma transformacao linear
sobrejetiva. Com relagdo a este aspecto ¢ bom lembrarmos o seguinte te-
orema de Algebra Linear: Seja T uma transformacdio linear entre espacos
vetoriais de dimensoes finitas E e F. Entdo, para bases o e 3 quaisquer, de
E e F, respectivamente, temos que dimIm(T) = posto de [T]g
de colunas de [T|§ linearmente independentes = miimero de linhas de [T]3
linearmente independentes.

= nudmero



Teorema 3 (Forma Local das Submersoes (FLS), cf. Elon). Sejam A um
conjunto aberto em R¥™ ¢ f : A — R" de classe C" (r > 1). Se a trans-
formagao linear derivada f'(z) : R¥™ — R™ ¢ sobrejetiva em um ponto 2
(z0 € A) entdo, escrevendo o R¥™ como uma soma direta R¥" = RFQR™ =
R* x R™ tal que Do f (20) := f'(20)|R™ : R™ — R™ seja um isomorfismo e ponto
20 = (a,b), temos que existem vizinhangas B de a em RE, W de f(zy) em R™ e
Z de zy em R e um difeomorfismo (mudanca de varidvel) h : BxW — Z
de classe C" tal que (f o h)(x,w) = w para todo (x,w) € B x W.

Demonstracao. Tendo em vista o exposto acima sobre a demonstracao do
TAImpl, a demonstracao deste teorema consiste agora basicamente em ex-
plicarmos o enunciado. Com efeito, a decomposicao R¥" = R* ¢ R"* =
R x R™ significa que R* é o espaco gerado por um subconjunto de vetores
{Cy = {ei,, -+ ,€i,} da base canénica C = {ey, -+, epn} do RFF" e R™ ¢ o
espago gerado pelos vetores restantes, C — Cy, digamos C,, = {ej,, -+ ,¢;, }.
Escrevendo um ponto qualquer z € R¥™ como 2 = x +y = (x,y), com
reRYeyeR" (v = (x1, - ,xx) quer dizer z = Zle ze;,; analogamente,
y=(y1, - ,Yn) quer dizer y = '  ye;,), temos que

oh ... dh gfl gi
op [ | [ :
or = : : = : : = [fI’Rk]Bk
ox1 oxy, Oeiy 8eik
e, analogamente,
af / C
L = [f'|IRMS,
sendo B a base canonica do R". Assim, a hipotese O f(z9) = f'(20)|R" :
R™ — R™ ser um isomorfismo, quer dizer (%)(20) invertivel. Entao a de-
monstracao do TAImpl dada acima nos da o resultado desejado. O]

Sobre o titulo do teorema, temos a definicao: uma aplicacao diferenciavel
f:A— R" definida num aberto A do R", chama-se uma submersao quando
a sua derivada f'(z) : R™ — R™ é sobrejetiva, para todo x € A. Entdo o
teorema (FLS) nos diz que localmente “toda submersao de classe C" (r > 1)
é, a menos de composi¢do com um difeormorfismo (mudanca de variavel) de
classe C'", uma projecao sobre o R™”.

Como uma aplicacao desse teorema, podemos mostrar que toda submer-
sao de classe C! é aberta. Exercicio.



Imersoes. Uma aplicacao diferenciavel f : A — R”, definida num aberto
A do R*, chama-se uma imersdo quando a sua derivada f'(x) : R¥ — R" &
injetiva, para todo x € A.

Teorema 4 (Forma Local das Imersoes (FLI), cf. Elon). Sejam A um con-
junto aberto em R* e f : A — RF*™ de classe C™ (r > 1). Se a transfor-
magao linear derivada f'(a) : R¥ — R¥™ ¢ injetiva em um ponto a (a € A)
(equivalentemente, se a matriz jacobiana J f(a) tem posto k), entao existem
vizinhangas B de a em R*, W de 0 em R™ e Z de f(a) em R¥™, e um
difeomorfismo (mudanca de varidvel) h : Z — B x W de classe C” tal que
(ho f)(x) = (2,0) para todo x € B.

Demonstragio. Sejam E = f'(a)(R*) e F um subespago de R*¥™™ tal que
R¥" = E @ F. Dada uma base {vy,--- ,v,} de F, seja ® : A x R* — RF™
a aplicacao dada por

q)(x’y):f(x)JrZym, y=(yi,"" ,Yn)

Podemos calcular facilmente a sua derivada desenvolvendo a variacdo em
torno de um ponto: dados (z,y) € A e (h,w) € R* x R" tais que
(x 4+ h,y + w) € A, temos que

Qx+hy+w) =flx+h)+D 0 (yi +w)v
f(@) + > i yivi + f(x)h + D0 wivi + 7(h);
(0]

limy, o [r(h)|/[R] = 0
(@, y) + f'(@)h + 320, wivi + r(h)

logo ®'(z,y) - (h,w) = f'(x)h + >, wv;. Dai vé-se que a hipotese f'(a)
injetiva implica que ®'(a,0) : R¥" — R¥" também é injetiva, logo, um
isomorfismo (ja que as dimensoes do dominio e contradominio sao iguais).
Com efeito, ®'(a,0) - (h,w) = 0 & f(a)h+ > wv; =0 < f'(a)h =
=y wiv; = flla)h =0e =Y " jwv; =0 (jAque ENF =0) & h =
0 e w =0 (pois f'(a) é injetiva e vy, -+ ,v, sdo linearmente independentes).
Entdo, pelo TAlnv, existem abertos B 3 a em R¥, W 3 0 em R” tais que
PIBxW :BxW — Z=®BxW)> f(a) ¢ um difeomorfismo de classe
C". (Notemos que ®(a,0) = f(a).) Além disso, ®(x,0) = f(z) para todo
r € B. Entdo, pondo h = &' : Z — B x W, segue-se que ho f(x) = (z,0)
para todo x € B. O



Uma consequéncia (aplicagdo) imediata do teorema FLI é o seguinte co-
rolario que é, como veremos no Curso, extremamente importante no estudo
de variedades em R".

Corolario 5. Seja A um aberto do R¥. Se f : A — R"™ ¢ uma imersio de
classe C" (r > 1) tal que f: A — V = f(A) é um homeomorfismo (injetiva
com f~1:V — A continua) entio podemos dizer que f~':V — A também é
de classe C", no sentido de que para todo z = f(x) € V (x € A) existe uma
vizinhanga Z > z em R™ tal que f~Y(V N Z) é a restricao de uma aplicagdo
g de classe C" em Z.

Demonstracao. Como f é uma imersao, segue-se que n > k. Sen =k, o
resultado é claramente uma consequéncia do TAInv. Caso contrario, n > k,
pelo FLI, para cada z € A existem abertos B x W 3 (z,0) em R* x R* % e
Z > f(xz) em R", e um difeomorfismo h : Z — B x W tal que ho f(x) = (z,0)
para todo x € B. A aplicacdo g = 7o h nos da o resultado desejado, onde 7
é a projecao (z,w) € RF x R % s 2 € R”. O

O posto de uma aplicagao. Seja A um aberto do R™. O posto de uma
aplicacao diferenciavel f : A — R™ em um ponto x € A é o posto da derivada
f'(x) : R™ — R" i.e. adimensao do subespago f'(z)(R™) do R". Se p denota
o posto de f em z entdo p < min{m,n}. (Notemos que p < m pelo teorema
do ntucleo e da imagem: a dimensao do dominio, no caso aqui, m, é igual a
dimensao do nicleo mais a dimensao da imagem, p.) Se f é uma imersao
entao tem posto constante maximo igual a m. Se f é uma submersao entao
também tem posto constante méaximo, igual a n. Imersoes e submersoes sao
chamadas de aplicacoes de posto maximo.

Teorema 6 (O Teorema do Posto (TP)). Sejam A um aberto do RPTF =
RP x RE ¢ f 1 A — RPt™ = RP x R™ uma aplicagdo de classe C™ (r > 1).
Se [ tem posto constante p em A entdao para todo ponto a € A existem
difeomorfismos de classe C", «, de um aberto B x W em RP x R¥ sobre uma
vizinhanca de a, e 3, de uma vizinhanga de f(a) sobre um aberto em RP x R™,
tais que (B o foa)(x,y) = (x,0) para todo (xz,y) € B x W.

Antes da demonstracao é conveniente destacarmos o seguinte lema.

Lema 7. Seja E um subespaco vetorial do RP™ de dimensao p. FEntao
existe uma decomposicao em soma direta RPT™ = RP ©R" tal que a primeira
projecao 7 : RPY" — RP w(x,y) = x, aplica E isomorficamente sobre RP



Demonstracao. O enunciado diz que podemos escolher p vetores da base
canonica C = {ey, -+, ep1n} do RPT" tal que, sendo R? o espago gerado por
estes vetores, temos que 7|F : E — RP é um isomorfismo. Se E = RP™™,
nao ha o que demonstrar (neste caso, R” = 0 e m é a aplicagao identidade).
Suponhamos entao E # RPT". Afirmamos que existem n vetores e;,,--- ,€;,
nao pertencentes a F tais que o espaco R" gerado pelos mesmos intercepta E
apenas no 0. Neste caso, teremos RP™" = E®R" e o espaco R? gerado pelos
demais vetores da base canonica satisfaz o resultado desejado. Com efeito,
sendo assim, a projegao m : RPY" — RP restrita a F é sobrejetiva (logo,
um isomorfismo, ja que dim £ = dimRP?), pois se x € RP, entdo podemos
escrever © = o1 +y, com 1 € FE ey € R" edai, x = w(z) = 7w(xy).
Resta entao apenas demonstracao a afirmacao que fizemos. Denotemos por
< S > o espaco gerado por um conjunto de vetores S. Como E # RPT™,
existe um vetor e, ¢ E. Seja By =< EU{e;;} >. Se E; = R a
afirmacao esta demonstrada. Caso contrério, existe um vetor e;, ¢ E; (se
nao, teriamos C C Ej, donde E; = RP*"). Notemos que EN < e;,, e, >= 0,
pois x nesta interse¢ao implica em x = se;, +te;, € F, logo t = 0, pois caso
contréario terfamos e;, € L, e, sendo t = 0, temos também s = 0, pois caso
contrario terfamos e;, € E. Seja Ey =< EU{ej,,ej,} >. Se Ey = RPT™, a
afirmacao esta demonstrada. Caso contrario, repetimos o argumento, e assim
sucessivamente. O

Demonstragdo do Teorema do Posto. Sejam E = f'(a)(RPT*) e RPT" = RP @
R™ a decomposicao em soma direta dada no Lema acima. Como, por hipo-
tese, o posto de f (em qualquer ponto) é p, temos que a dimensao de E é p, e,
como 7|E : E — RP é um isomorfismo, segue-se que o postode mof : A — RP
em a também é p, visto que (mo f) = (7' o f) o f' = mo f’ (onde usamos a
Regra da Cadeia e que 7' = 7, uma vez que 7 é uma transformagao linear).
Entao (7o f)'(a) : RPT* — RP é sobrejetiva, logo, pelo FLS, existe o difeo-
morfismo «, de um aberto B x W em R? x R* sobre uma vizinhanca de a,
tal que (mo foa)(z,y) = x para todo (z,y) € B x W. Em particular, pondo
(foa)|(BxW)) = (fi,f2),sendo f1 : BxW — RPe fo: BxW — R"
(“fungoes coordenadas” de (foa)|Bx W : Bx W — RP xR"), temos que f;
é da forma fi(z,y) = . Quanto a fy, vejamos que a mesma é independente
de y (logo foa também é independente de y), uma consequéncia da hipotese
de f ter posto constante p. Com efeito, calculando a matriz jacobiana de



f o, obtemos
1 0

ij@x Ofs/0y |-

Entao, para que D(f o ) tenha posto p é necessario que Jfs/dy seja nula,
pois as p primeiras colunas de D(foa) ja sdo linearmente independentes. (Se

D(foa)=

uma coluna do bloco fosse nao nula entao teriamos p + 1 colunas

0
df2/0y
linearmente independentes.) Além disso, como D(f o a) = Df - Da (pela
Regra da Cadeia) e Da é invertivel (em todo ponto de B x W), pois é
um difeomorfismo, segue-se D(f o a)(x,y) tem posto p se, e somente se,
Df(a(z,y)) tem posto p. Portanto, devemos ter df,/0y = 0, o que implica
que f, independe de y, tomando B x W conexo. Sendo assim, concluimos que
(foa)édaforma (foa)(z,y) = (z, fo(x)) € RP x R™ para todo (z,y) € B X
W C RPHF = RP xR*. Dai, escrevendo o !(a) = (a1, az) € Bx W, temos que
aaplicagdo x € B C R? — (foa)(x,as) = (x, fo(x)) € RPT" = RPXR™ é uma
imersao, logo, pelo FLI, reduzindo B, obtemos um difeomorfismos  de classe
C", de uma vizinhanga de (foa)(ay,as) = f(a) sobre um aberto em R? x R™
tais que (B o foa)(z,az) = (x,0) para todo (z,y) € B x W. Finalmente,
observando que f o a nao depende de y, concluimos o resultado. O

Observacao 8. Podemos dizer que o TP wvale também nos casos “k=0" e
“n=07 de. com f: ACR — R ou f : A C RP* = RP, tendo
posto constante p. Com efeito, no primeiro caso o resultado seque-se do FLI,
tomando o difeormorfismo a como sendo a identidade, e no seqgundo, do FLS,
tomando o difeormorfismo 8 como sendo a identidade.

Uma aplicacao imediata do TP é o seguinte corolario.

Corolario 9. Seja f : A — R" de classe C', com posto constante no aberto
A CR™. Entdo f € localmente injetiva se, e somente se, € uma imersao, e,
¢ localmente sobrejetiva se, e somente se, € uma submersao.

Demonstra¢ao. Seja p o posto de f (constante em A). Temos que, p <
min{m,n}, a aplicacdo f ser imersao quer dizer p = m, e, submersao quer
dizer p = n. Se p < m (i.e. se f ndo é uma imersao) entdo, pelo TP, f
nao ¢ localmente injetival, logo, se f ¢ localmente injetiva, entdo, p = m,
donde, f é uma imersao. Reciprocamente, se f é uma imersao, entao m <

LA “proje¢ao” (z,y) € RP x R™ P s (2,0) € RP x R""P nao ¢ injetiva.



n, e, pelo FLI (ou pelo TAInv, no caso m = n), f é localmente injetiva
(localmente, a menos de composi¢cdo com um difeomorfismo (mudanga de
variavel) no contradomimio, f é uma inclusao, ou a aplicac¢do identidade, no
casom = n). Analogamente, se p < n (i.e. se f nao é uma submersao) entao,
também pelo TP, f nao é localmente sobrejetiva?, logo, se f é localmente
sobrejetiva, entao, p = n, donde, f é uma submersao. Reciprocamente, se
f é uma submersdo, entdao m > n, e, pelo FLS (ou pelo TAlnv, no caso
m = n), f élocalmente sobrejetiva (localmente, a menos de composigado com
um difeomorfismo (mudanga de variavel) no domimio, f é uma proje¢ao, ou
a aplicagao identidade, no caso m = n). O

A ideia que esse corolario expressa é que se uma aplicacao f : X C R™ —
R™ de classe C' tem posto constante num aberto A C X (A aberto em R™)
e nao ¢ uma imersdao em A (posto de f constante em A mas estritamente
menor do m) entdo ha espaco para se fazer, localmente, uma “projecao”
(z,y) € RP x RF = (2,0) € R? x R"?, sendo p o posto constante de f em A
e k = m—p. Em particular, f nao é injetiva em A. Mais precisamente, usando
a notagao do TP, para cada x € B, a aplicagdo f leva (transforma) todo o
conjunto {a(x,y); (z,y) € B x W} no ponto 57(x,0) (0 aqui pertencente a
R" 7 entendendo que R"? = 0 e R? x R"? = RP, se p = n.) Analogamente,
se f: X C R™ — R" de classe C! tem posto constante num aberto A C X
(A aberto em R™) e ndo é uma submersao em A (posto de f constante em
A mas estritamente menor do n) entdo ha espago para se fazer, localmente,
uma “inclusao” z € RP — (z,0) € R? x R"?  sendo p o posto constante de f
em A. Em particular, f|A nao é sobrejetiva. (A imagem de f|A nao contém
nenhum ponto fora do subespago R? x 0 do R™.)

Uma aplicacao de classe C* sempre admite subconjuntos abertos em que
o posto é constante. Mais precisamente, temos o seguinte teorema, que nao
demonstraremos (apesar de sua demonstragao ser relativamente curta).

Teorema 10. Sejam A um aberto do R™ e f : A — R"™ wuma aplicacao
de classe C'. Para cada i = 0,1,--- ,p = min{m,n}, seja A; o interior
do conjunto dos pontos de A nos quais f tem posto i. Entdo o conjunto
C=AyUA U---UA, é um aberto denso em A (i.e. C D A).

Para fungoes, f : A — R (fungdes escalares), diferenciaveis, temos que
p = 1. Se o conjunto C' dos pontos criticos (pontos x € A em que o gradiente

2A inclusdo z € R? — (z,0) € R? x RP~" nao é sobrejetiva.



V f(x) se anula) sdo isolados (sem ponto de acumulagdo), entdo Ay = ) e
Al - R — C
Do Teorema 10 e do TP, temos os seguintes corolarios.

Corolario 11. Se uma aplicacdo f : A — R" de classe C' no aberto A C R™
€ localmente injetiva, entao m < n e o conjunto dos pontos x € A nos quais
f'(x) € injetiva é denso em A.

Demonstragao. Sejam Ay, --- , A, os conjuntos definidos no Teorema acima,
p = min{m,n}. Se m > n entdo p = n e dai, pelo Teorema, existe algum
A; # 0 com i < m. Pelo TP, podemos concluir que f|A; nao seria injetiva®,
negando a hipotese de f ser localmente injetiva. Entao, m < n, e p = m.
Pelo mesmo argumento, podemos concluir que A; = () se i < m. Entao o
conjunto C' = AgU---U A,, denso em A reduz-se ao conjunto A,,. O

Analogamente, temos também o corolario seguinte.

Corolario 12. Se uma aplicacdo f : A — R" de classe C' no aberto A C R™
é aberta, entao m > n e o conjunto dos pontos x € A nos quais f'(x) é
sobrejetiva € denso em A.

Demonstracao. Analogamente a demonstracao do corolirio anterior, sejam
Ap, -+, A, os conjuntos definidos no Teorema 10, p = min{m,n}. Se m <n
entdo p = m e dai, pelo Teorema 10, existe algum A; # () com 7 < n. Pelo
TP, podemos concluir que f|A; ndo seria aberta.! Entao, m > n, e p = n.
Pelo mesmo argumento, podemos concluir que A; = () se i < n. Entao o
conjunto C' = AgU---U A,, denso em A reduz-se ao conjunto A,,. n

Exercicios®

1. Sejam f : R? — R? dada por f(r,0) = (rcos@,rsend) e U = (0,1) x
(0,0), b > 0. Mostre que V' = f(U) ¢ um aberto mas f|U : U — V ¢é
um difeomorfismo (de classe C™) se, e somente se, b < 27 .

3A “projegao” (x,y) € R x R™~ ! (2,0) € R* x R" ¢ ndo é injetiva
1A inclusio x € R? — (x,0) € R* x R"~% nao é aberta; leva um aberto U C R’ no
subconjunto U x 0 do R™, que tem interior vazio.

5Parte da “Lista de Exercicios” para a 2a. prova.



10.

11.

Seja f : R? — R dada pela equagao f(z,y) = z* + y*> — 5. Mostre
. B . — B g(z), sex>1

que as fungdes y = g(z) == Vh—a2ey = { _g(z), sex <1 Sa0

solucdes da equacdo f(x,y) = 0 para z ~ 1 e (0f/0y)(1,2) # 0. Por

que isso nao contradiz o TAImpl?

Seja f a fungdo do Exercicio 2. A equagdo f(x,y) = 0 tem solucao
y para todo x em alguma vizinhanga de (algum intervalo aberto con-
tendo) V57

. Seja f:R? = R, f(z,y) = 2* — y>. Mostre que a equagao f(x,y) =0

tem solugao unica y = g(x) para cada x € R. Mostre que a funcao
assim definida é continua, mas nao é diferenciavel. Por que isso nao
contradiz o TAImpl?

Seja f : R? - R, f(z,y) = y* — 2*. Exiba (pelo menos) duas fungoes
diferenciaveis y = g(x) que resolvem a equacao f(z,y) = 0 para x € R.
Por que isso nao contradiz o TAImpl?

Mostre que o TAImpl implica o TAInv (logo sdo equivalentes).
Dica: Considere a aplicacao ®(z,y) = f(z) — .

Mostre que a aplicacao composta de duas imersoes é uma imersao.
Idem para submersoes.

. Verifique se o caminho (aplicagao) f : R — R? é ou nao uma imersao.

Faca um esboc¢o da imagem de f.
(a) f(t) = (> —t,t*) (b) f(t) = (t —sent, 1 — cost)

Mostre que toda projecdo 7 : RF " = R¥ x R* — R", 7(x,y) = vy, é
uma submersao.

Mostre a seguinte afirmacao de duas maneiras: uma usando a fungao
determinante, outra, usando os teoremas FLI e FLS.

Sejam A um aberto em R™ e f : A — R" de classe C'. Entdo o
conjunto dos pontos em que f' € injetiva ou sobrejetiva é aberto.

Seja u +iv : C — C (i = v/—1) uma funcdo holomorfa (u,v : R? —
R sao diferenciaveis e satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann).
Mostre que a funcao f = (u,v) : R*> — R? (com fung¢oes coordenadas
u,v) tem posto em cada ponto do R? igual a 0 ou 2.
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12.

13.

14.

15.

Calcules os conjuntos Ag, Ay, As definidos no Teorema 10 para as se-
guintes aplicacoes f : R? — R%:

(a) f(z,y) = (¢® = y?, 2zy); (b) f(z,y) = (e” cosy, e seny);

() flz,y) = (2°,9°).

Seja f : R? — R3 definida por f(s,t) = (x(s,t),y(s,t), z(s,t)), onde
x(s,t) = e®cost, y(s,t) = e’sent e z(s,t) = t. Mostre que f é uma
imersao, injetiva, de classe C'*°, e que a a sua imagem nao é o grafico
de uma funcao real de duas variaveis.

Dé exemplos, em R?, de uma aplicacio C™ aberta que nao é uma
submersao e uma aplicagao C'*° injetiva que nao é uma imersao.

Seja A um aberto em R™. Uma imersao f : A — R" que é um
homeomorfismo sobre a sua imagem (continua e tendo uma inversa
7t f(A) C R* — R™ também continua) chama-se um megulho de A
em R Se f: A — R" éde classe C! e, num ponto a € A, a derivada
f'(a) : R™ — R™ tem posto p, entdo existe um mergulho ¢ : V- — A, de
classe C'*°, definido num aberto V' C RP, tal que f o ¢ é um mergulho.
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