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MM425: Analise Funcional I
Lista I

. Mostre que [P é separavel para 1 < p < 0o e nao para p = Q.

Mostre que Cla,b] é separdvel, e use-o para mostrar que LP([a,b]) é separdvel para
1<p<oo.

Mostre que um espaco métrico discreto é separavel sss é contavel.
Dados 1 < p < g < oo, mostre que [P C [? e a inclucao é continua.
Mostre que (1P, ] - [[p), 1 <p < oo e (1] - |«) s@o espacos de Banach.
Prove que || - ||, ndo é norma em [? para 0 < p < 1.

Sejam X,Y evn.

(a) Prove que ||(z,y)|i = ||z|| + |ly|]| define uma norma em X x Y. Mostre que
(X xY,||---|l1) é de Banach sss X e Y sao de Banach.

(b) Repita item (a) para [|(z, y) |l := max{|[, [[y|[}.

Mostre que ¢ e ¢y sao subespagos fechados de {*°, portanto de Banach, mas ({7, || - ||o)

nao é de Banach.

Seja cop := {(m]);‘;l cxj =0,V j > algum n}. Claro que cop C ¢g € coo C ¥ para cada
1 < p < o0. Mostre que

(i
(i

(iii

) || - |lp € norma em cgp, V1 < p < oo.

) (o0, - ||p) ndo é completo V 1 < p < oo.

) o completamento de (cgp, || - ||p) isometricamente isomorfo a IP V 1 < p < oo.

(iv) o completamento de (cgp, || - ||oo) iSometricamente isomorfo a cy.

Seja Pla,b] conjunto de polinémios com coeficientes reais definidos no intervalo [a, b].

Mostre que o completamento de evn (Pla,b], || - ||oc) € (Cla,b], | - ||oo)-

Seja X evn e M C X um subespago fechado. Seja7: X — X/M, x— % :=[z] € X/M

a aplicacao quociente. Prove que
(a) Se &, — 0 em X/M, entao 3 (z,) C X tal que n(z,) = Z,, para cada n e x, — 0
em X.

(b) Sexz € X e Z,, —» m(x) em X/M, entao 3 (x,) C X tal que n(z,) = &, para cada

nex,—remX.



12. Sejam (X, M, u) espago de medida finita e 1 < p < ¢ < co. Mostre que

(a) LY(X) C LP(X), e a inclusao é continua.

(b) L*(X) C LY(X), e a inclusao é continua.
13. Seja 1 < p < .

(i) Mostre que o conjunto das fungdes continuas com suporte compacto é denso em
LP(R™).

(ii) Mostre que o conjunto das fungdes infinitamente diferencidveis é denso em LP(R™).
14. Para f € LP(R"), 1 < p < oo, mostre que

[f(-+h) = fllr =0, |h| — 0.

15. Seja 1l < p < q <r < oo. Prove as seguintes

LIX)C IP(X)+ L"(X) e IP(X)NL"(X)cC LYUX).
16. Seja 1 < p < g < co. Prove que LP(X) N L9(X) é evn com a norma
[fllzonLe := [ fllze + [ fllza-
Sera que LP(X) N L9(X) com esta norma é de Banach?

17. Seja K uma fungao continua no quadrado [a, b] x [a, b]. Dada f € Cla,b], seja g : [a,b] —
F definida por

b
@) = [ Klw)fw)dy.

(i) Mostre que g € C|a, b].

(ii) Se definimos T'f = g, prove que T : Cla, b] — C|a, b] é linear e continuo e

b
IT] < max / K (2, y)dy.
z€lab] Jq

Neste caso diremos que 7' é um operador integral de Fredholm em C|a,b] com

nucleo K.

18. Seja K uma fungao mensurdvel no quadrado [a, b] X [a, b] tal que

b b
//K(z,y)\dedy<oo.

Dada f € L?[a,b], seja g : [a,b] — F definida por

b
o(x) = / K (2, y) f(y)dy.
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20.
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(i) Mostre que g € L?[a, b].

(ii) Se definimos T'f = g, prove que T : L?[a,b] — L?[a, b] ¢ linear e continuo e

17| < (/ab /ab\K(x,y)\zd:ndyy.

Mostre o mesmo para T : L¥[a,b] — LP[a,b] para 1 < p < oo.

Sejam X,Y evn e dim(X) < oco. Mostre que cada aplicagao linear T : X — Y é

continua.
Sejam X,Y evne T € B(X,Y).

(i) Mostre que o nicleo de T', KerT := {x € X : Tx = 0} é um subespaco fechado de
X.

(ii) Prove que existe um unico operador S € B(X/KerT,Y) tal que T'= Sw, onde 7

é a projegao. Alem disso vale ||T'|| = ||S]|.

Seja g € L'[0,1] e suponha que existe M > 0 tal que

| [ o] <t 1<p<

V f limitada e mensurdvel. Prove que g € LY, % + % =1,elglq <M.

Dica: Use Lema de Fatou.
Sejam XY evn, T': X — Y linear e limitado. Mostre que

(@) Tl < |T[l=]|, ¥V = € X.
(b) Dado € > 0, existe z € X tal que ||Tx|| > (|T]| — €)|zc]|-

Seja T : (C0,1], || - [loo) — (C[0,1],]] - |loo) dado por Tx(t) = 2'(t). Mostre que T é

linear mas nao é limitado.

Sejam XY evn. Sejam T : X — Y e S:Y — X operadores lineares tal que T'S = Iy
e ST = Ix, onde Ix e Iy sao operadores idendidades em X e Y respectivamente, entao

T S sdo inversiveis e vale S = T 1.

Seja (X, || - ||) espaco de Banach e seja T' € B(X) com ||T|| < 1, entdo mostre que I —T'
¢ inversivel e

I-T) ' =T+T+T?+73+--.

e este série converge em B(X). Mais ainda, prove que

=) < @7~



