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1. Considere a equação de Bessel y′′(x) + 1
xy

′(x) + (1− º2

x2 )y(x) = 0 e suas soluções de primeira

espécie Jº , º ≥ 0.

(a) (2 pontos) Mostre que J0 possui um número infinito de zeros no intervalo (0,∞) (não

vale usar a expressão assintótica de J0 sem deduzí-la). Dica: transformação de variáveis

y(x) = x−1/2 u(x).

(b) (2 pontos) Deduza uma fórmula para J1/2 em termos de funções elementares. Faça o

mesmo para J3/2.

2. (2 pontos) Dado n inteiro não-negativo, seja Pn o n-ésimo polinômio de Legendre. Mostre

que: ∫ 1

−1
xnPn(x)dx =

2n+1(n!)2

(2n+ 1)!
.

Dica:
∫ 1
−1(1− x2)ndx =

√
¼ Γ(n+1)

Γ(n+ 3
2
)
.

3. Considere a equação diferencial

y′′(x) + y′(x) = f(x),

sujeita às condições de contorno y(0) = y(∞) = 0.

(a) (2 pontos) Ache a função de Green para tal problema.

(b) (2 pontos) Resolva este problema para f(x) = e−x.
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y = 0 (α+ α′ + β + β′ + γ + γ′ = 1),
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2F1(a, b, c; z) =
∞
%

n=0

(a)n(b)n

(c)n

zn

n!
, 1F1(a, c; z) =

∞
%

n=0

(a)n

(c)n

zn

n!
, 2F1(a, b, c; z) = (1− z)c−a−b

2F1(c− a, c− b, c; z),

2F1(a, b, c; z) = (1− z)−a
2F1(a, c− b, c; z/(z − 1)), 2F1(a, b, c; z) = (1− z)−b

2F1(c− a, b, c; z/(z − 1)),

2F1(a, b, c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

& 1

0
tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−a dt,

d

dz
[ 2F1(a, b, c; z)] =

ab

c
2F1(a+ 1, b+ 1, c+ 1; z),

dn

dzn

'

za−1+n
2F1(a, b, c; z)

(

= (a)nz
a−1

2F1(a+ n, b, c; z), U(a, c; z) =
Γ(1− c)

Γ(1 + a− c)
1F1(a, c; z) +

Γ(c− 1)

Γ(a)
z1−c

1F1(a− c+ 1, 2− c; z),

1F1(a, c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

& 1

0
eztta−1(1− t)c−a−1 dt, U(a, c; z) =
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∞
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n→∞
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∞
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∞
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cos νπJν(z)− J−ν(z)

sin νπ

ez(t−1/t)/2 =

+∞
%

n=−∞

Jn(z)t
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δmn, (2n+ 1)xPn(x) = (n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x), (2n+ 1)Pn(x) = P ′n+1(x)− P

′

n−1(x)

Qν(x) =

√
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Γ(ν + 3/2)(2x)ν+1 2F1(1 + ν/2, (ν + 1)/2, ν + 3/2; 1/x2), Qn(x) =
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& 1

−1

Pn(y) dy

x− y

Pm
ν (x) = (1− x2)m/2 d

m

dxm
Pν(x), Qm

ν (x) = (1− x2)m/2 d
m

dxm
Qν(x), (1− x2)y′′ − 2xy′ + [ν(ν + 1)−m2/(1− x2)]y = 0










