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Notação: nesta lista usaremos a seguinte convenção para os símbolos de Christoffel:

Γ k
ij = 1

2 g
km (gjm,i + gim,j − gij,m) .

1. Considere o toro mostrado na figura abaixo (à esquerda):

(a) Parametrize tal superfície usando as coordenadas θ e φ da figura.

(b) Obtenha expressões para os vetores ei da base coordenada correspondente e para o tensor

métrico gij .

(c) Obtenha expressões para ei e gij .

(d) Usando o que você obteve no ítem (b) escreva a integral que corresponde ao comprimento

da curva dada por φ = φ0 que abraça o toro e a calcule. Faça o mesmo para a curva

θ = θ0.

(e) Escreva a integral que corresponde ao comprimento de uma curva que dá uma volta no

toro como na figura da direita (escolha uma).

2. Considere a espiral esférica (ou loxodromia) dada pela curva C parametrizada por r(t) =

(x(t), y(t), z(t)) ∈ S2, onde

x(t) = cos(t) sech(mt),

y(t) = sen(t) sech(mt),

z(t) = − tanh(mt),

com −∞ < t <∞ e m ≥ 0.



(a) Esboce C.

(b) Obtenha a parametrização acima em coordenadas esféricas (isto é, θ = θ(t) e φ = φ(t)).

(c) Encontre expressões para ṙ(t) na base
{
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

}
de Tr(t)R3 e na base

{
∂
∂θ ,

∂
∂φ

}
de

Tr(t)S
2.

(d) Calcule o ângulo que tal curva faz com ∂
∂θ e ∂

∂φ para cada t. Interprete. Dica: faça
m

1+m2 = cosα.

(e) Calcule o comprimento de tal curva. Interprete.

3. Considere a superfície de uma esfera S de raio a.

(a) Escreva o tensor métrico nas coordenadas esféricas usuais (θ, φ).

(b) Ache os coeficientes de conexão associados.

(c) Considere um vetor X0 de coordenadas Xµ
0 no ponto p ∈ S de coordenadas (θ, φ) =

(θ0, 0). Escreva o problema de Cauchy correspondente a fazer o transporte paralelo de

X0 ao longo do paralelo θ = θ0 dando uma volta completa em φ de 0 a 2π.

(d) Resolva este problema de Cauchy para θ0 = π/2. Interprete o resultado.

(e) Resolva este problema de Cauchy para θ0 = π/3. Interprete o resultado.

4. (*) Dadas coordenadas locais (uα) e (uα
′
), mostre que os coeficientes de conexão correspon-

dentes se transformam como

Γ α′

µ′ν′ = Uα
′

α U
µ
µ′U

ν
ν′Γ

α
µν − Uκµ′U

γ
ν′U

α′
κγ ,

onde Uα′
α = ∂uα

′

∂uα e Uα′
µν = ∂2uα

′

∂uµ∂uν . Use isso para mostrar explicitamente que as componen-

tes da derivada covariante de um campo vetorial, V α
;µ = ∂µV

α + Γ α
µν V ν , transformam-se

tensorialmente, isto é,

V α′

;µ′ = Uα
′

α U
µ
µ′ V

α
;µ

(claro que hé maneiras mais espertas de se fazer isso, mas o exercício é esse).

5. (*) Mostre que

(a) gαβ,µ = Γµαβ + Γµβα;

(b) Γ α
αβ = ∂β ln

√
|g|;

(c) Xµ
;µ = 1√

|g|
∂µ

(√
|g|Xµ

)
.


