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Resumo

Neste trabalho, ao considerar a versão alfabética do Teorema de Morse-Hedlund [14],
provamos algumas formas fracas da Conjectura de Nivat e evidenciamos alguns problemas
em aberto correlacionados. Em particular, seguindo passos de Bryna Kra e Van Cyr em [7],
apresentamos um melhoramento alfabético do melhor resultado relacionado à conjectura até
o momento. Além disso, utilizando a cardinalidade de alfabetos apropriadamente construí-
dos, foi definida para direções não-expansivas uma noção pouco restritiva que, assim como
baixa complexidade, força a existência de conjuntos balanceados e, portanto, periodicidade.

Palavras-chave: Análise Combinatória, Linguagens Formais, Dinâmica Simbólica.



Abstract

In this work, we consider the alphabetical version of the Morse-Hedlund’s Theorem [14]
and, from it, we prove some weak forms of the Nivat’s Conjecture and we evidence some
correlated open problems. In particular, following steps of Bryna Kra and Van Cyr in [7], we
present an alphabetical improvement of the best result related to the conjecture until this
moment. Furthermore, using the cardinality of appropriately constructed alphabets, it was
defined for non-expansive directions a notion little restrictive that, as well as low complexity,
forces the existence of balanced sets and, therefore, periodicity.

Keywords: Combinatorial Analysis, Formal Languages, Symbolic Dynamics.



Lista de Símbolos

𝒜 Alfabeto finito.
𝒜Z𝑑 Espaço de todas as sequência indexadas em Z𝑑 com imagem em 𝒜.

𝑇 𝑔 Aplicação shift.

𝜂|𝒰 Configuração (𝜂𝑔)𝑔∈𝒰 ∈ 𝒜𝒰 .

𝐿(𝒮, 𝜂)
{︁
(𝑇 𝑔𝜂)|𝒮∈ 𝒜𝒮 : 𝑔 ∈ Z𝑑

}︁
.

𝑃𝜂(𝒮) Cardinalidade de 𝐿(𝒮, 𝜂).

𝑂𝑟𝑏(𝜂) {𝑇 𝑔𝜂 : 𝑔 ∈ Z𝑑}.

𝑅𝑛1,...,𝑛𝑑

{︁
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) ∈ Z𝑑 : 0 ≤ 𝑡𝑖 < 𝑛𝑖 para todo 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑

}︁
.

‖·‖ Norma Euclidiana.

dist(𝑔, 𝐹 ) inf{‖𝑔 − ℎ‖ : ℎ ∈ 𝐹}.

𝐹 𝑡 {𝑔 ∈ Z𝑑 : dist(𝑔, 𝐹 ) ≤ 𝑡}.

G1 Família de todas as retas de R2 passando pela origem.

𝑋𝜂 𝑂𝑟𝑏(𝜂), onde a barra indica o fecho.

Conv(𝒮) Envelope convexo de 𝒮.

𝑉 (𝒮) Conjunto dos vértices de 𝒮.

𝐸(𝒮) Conjunto das arestas de 𝒮.

ℱ𝒞 Família dos subconjuntos finitos, convexos e não vazios de Z2.

ℱ𝑉 𝑜𝑙
𝒞 Subfamília de ℱ𝒞 formada pelos conjuntos tais que o envelope convexo tem

área não nula.
�⃗�ℓ Vetor não nulo paralelo a ℓ⃗ com norma mínima.

ℋ(ℓ⃗) Semiplano (positivamente orientado) tal que ℓ⃗ ∈ 𝐸(ℋ(ℓ⃗)).

ℋ(ℓ⃗ (−1)) Semiplano definido como a interseção de todos os semiplanos que contêm
ℋ(ℓ⃗) estritamente e cuja aresta é paralela a ℓ⃗.

ℋ(ℓ⃗ (+1)) Semiplano definido como a união de todos os semiplanos que estão contidos
em ℋ(ℓ⃗) estritamente e cuja aresta é paralela a ℓ⃗.



ℓ⃗𝒰 Reta orientada paralela a ℓ⃗ que satisfaz 𝒰 ⊂ ℋ(ℓ⃗𝒰) e ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰 ̸= ∅.
𝐿ℓ⃗ (𝒰 , 𝑥)

{︁
(𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰 : 𝑡 ∈ Z

}︁
.

𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) |{𝛾′ ∈ 𝐿(𝒰 , 𝜂) : 𝛾′|𝒰∖ℓ⃗𝒰
= 𝛾}|.

𝒩 (ℓ⃗,𝒰) Conjunto das configurações 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 que satisfazem (1.6.2).

𝑖𝒰(ℓ⃗′) Ponto inicial de ℓ′ ∩ 𝒰 com relação a orientação de ℓ⃗′.

𝑓𝒰(ℓ⃗′) Ponto final de ℓ′ ∩ 𝒰 com relação à orientação de ℓ⃗′.

ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰)
{︁
𝑖𝒰(ℓ⃗′) ∈ Z2 : ℓ⃗′ é paralela a ℓ⃗, ℓ⃗′ ̸= ℓ⃗𝒰 , |ℓ′ ∩ 𝒰| ≥ 𝑝

}︁
.

ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰)
{︁
𝑓𝒰(ℓ⃗′) ∈ Z2 : ℓ⃗′ é paralela a ℓ⃗, ℓ⃗′ ̸= ℓ⃗𝒰 , |ℓ′ ∩ 𝒰| ≥ 𝑝

}︁
.

𝐹 (𝑎) (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixa ⋃︀𝑡≥𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) + 𝑡�⃗�ℓ).
⃗𝐹 (𝑎) (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixa ⋃︀𝑡≥𝑎(ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰) − 𝑡�⃗�ℓ).

(ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 )(𝑎) ⋃︀
𝑡≥𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) ∪ {𝑖𝒰(ℓ⃗𝒰)} + 𝑡�⃗�ℓ).

(ℓ⃗𝒰 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎) ⋃︀
𝑡≥𝑎(ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰) ∪ {𝑓𝒰(ℓ⃗𝒰)} − 𝑡�⃗�ℓ).

�⃗�ℓ⃗,𝑎(𝒰 , 𝑥)
{︁
(𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰 : 𝑡 ≥ 𝑎

}︁
.

⃗𝐿ℓ⃗,𝑎(𝒰 , 𝑥)
{︁
(𝑇 𝑡 ⃗𝑣ℓ𝑥)|𝒰 : 𝑡 ≥ 𝑎

}︁
, onde ⃗𝑣ℓ = −�⃗�ℓ.

𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰) Conjunto das configurações 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 que satisfazem (2.1.1).

𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒰) Conjunto das configurações 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 que satisfazem (2.1.2).

ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 𝐴(𝑅𝜅,𝜏 ), onde 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z) fixado é tal que 𝐴(−𝑒2) = �⃗�ℓ.
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Introdução

Periodicidade e quase-periodicidade são fenômenos com grande importância em várias
áreas da matemática e, inclusive, em outras ciências, como, por exemplo, ciências da compu-
tação, física e química. Para detalhes, sugere-se ver [1] e [12], mais especificamente os exem-
plos 6, 7 e 8 de [12].

Fixado um alfabeto finito 𝒜, para cada inteiro 𝑛 ∈ N, a 𝑛-complexidade de uma sequên-
cia infinita 𝜉 = (𝜉𝑖)𝑖∈Z ∈ 𝒜Z é definida como sendo o número de palavras distintas da forma
𝜉𝑗𝜉𝑗+1 · · · 𝜉𝑗+𝑛−1 ocorrendo em 𝜉. Em 1938, Morse e Hedlund [14] provaram um dos resulta-
dos mais célebres em dinâmica simbólica, que estabelece uma conexão entre sequências peri-
ódicas (sequências em que existe 𝑚 ≥ 1 tal que 𝜉𝑖+𝑚 = 𝜉𝑖 para todo 𝑖 ∈ Z) e complexidade.
Denotando por 𝑃𝜉(𝑛) a 𝑛-complexidade de 𝜉, Morse e Hedlund provaram que 𝜉 ∈ 𝒜Z é pe-
riódica se, e somente se, existe 𝑛 ∈ N tal que 𝑃𝜉(𝑛) ≤ 𝑛.

A relação entre periodicidade e complexidade no caso unidimensional já é bem entendi-
da e, várias ferramentas poderosas, tal como o grafo de palavras de Rauzy [2, 3], foram desen-
volvidas para estudar a função complexidade e suas propriedades. Além disso, em 1940 teve
início o estudo das famosas sequências sturmianas [15], isto é, as sequências 𝜉 ∈ 𝒜Z aperió-
dicas tais que 𝑃𝜉(𝑛) = 𝑛+ 1 para todo 𝑛 ∈ N.

Atualmente, pesquisa-se também a relação de periodicidade com outras funções comple-
xidade. Por exemplo, considera-se em [5] nova função complexidade e estuda-se sua relação
com recorrência em módulo. Ademais, em outro desdobramento teórico, fixada uma sequên-
cia 𝜉 = (𝜉𝑖)𝑖∈N ∈ {0, 1}N, definindo uma função que a cada palavra 𝜉1𝜉2 · · · 𝜉𝑛 associa um in-
teiro Σ(𝜉1𝜉2 · · · 𝜉𝑛) ∈ N, Kamae e Dong Han [11] provaram que 𝜉 é eventualmente periódica
se, e somente se, o limite lim𝑛→∞

Σ(𝜉1𝜉2···𝜉𝑛)
𝑛3 existe e é maior que zero.

Uma extensão natural da função complexidade para altas dimensões é obtida ao consi-
derar, no lugar de palavras, hiper-retângulos de símbolos, isto é, a (𝑛1 × · · · × 𝑛𝑑)-complexi-
dade de uma configuração 𝜂 = (𝜂𝑔)𝑔∈Z𝑑 ∈ 𝒜Z𝑑 é o número de motivos distintos de tamanho
𝑛1 ×· · ·×𝑛𝑑 ocorrendo em 𝜂. Com relação à periodicidade, a extensão mais apropriada para
altas dimensões é dizer que 𝜂 é periódica quando existir ℎ ∈ (Z𝑑)* tal que 𝜂𝑔+ℎ = 𝜂𝑔 para
todo 𝑔 ∈ Z𝑑.

Denotando por 𝑃𝜂(𝑅𝑛1,...,𝑛𝑑
) a (𝑛1 × · · · × 𝑛𝑑)-complexidade de 𝜂 ∈ 𝒜Z𝑑 , a conjectura de

Nivat [16] é apenas a generalização natural do Teorema de Morse-Hedlund para o caso bidi-
mensional.



13

Conjectura de Nivat. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘, então
𝜂 é periódica.

O passo inicial em direção à prova da conjectura foi dado por Sander e Tijdeman [20]
ao mostrarem que se 𝑃𝜂(𝑅𝑛,2) ≤ 2𝑛 (ou 𝑃𝜂(𝑅2,𝑛) ≤ 2𝑛) para algum 𝑛 ∈ N, então 𝜂 ∈ 𝒜Z2 é
periódica. Além disso, Sander e Tijdeman [19] deram contra-exemplos do análogo da Con-
jectura de Nivat em altas dimensões, ou seja, eles provaram que, para todo 𝑑 ≥ 3 e 𝑛 ≥ 𝑑,
há configuração 𝜂 ∈ {0, 1}Z𝑑 aperiódica tal que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,...,𝑛) = 2𝑛𝑑−1 + 1 (ver Exemplo 1.8).
Outras formas fracas da Conjectura de Nivat foram sucessivamente obtidas em [9, 18, 6, 13]
e são recapituladas na Seção 1.3.

Considerando subconjuntos de Z𝑑 definíveis pela fórmula de primeira ordem na aritmé-
tica de Presburger ⟨Z;<,+⟩ e utilizando critério devido a Muchnik, em [8] Fabien Durand e
Michel Rigo exibiram, para qualquer dimensão 𝑑 ≥ 2, uma extensão completa do Teorema
de Morse-Hedlund.

O melhor resultado sobre a conjectura de Nivat até o momento foi estabelecido por Bry-
na Kra e Van Cyr [7]. Utilizando a noção de subespaços expansivos de R2 introduzida por
Boyle e Lind [4] que, como o nome indica, é uma generalização da noção clássica de expan-
sividade em dinâmica unidimensional, Bryna Kra e Van Cyr provaram que se existem intei-
ros 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 1

2𝑛𝑘, então 𝜂 ∈ 𝒜Z2 é periódica.

Nossas contribuições

Como as técnicas utilizadas para abordar a conjectura de Nivat, em geral, recorrem ao
Teorema de Morse-Hedlund, melhoramentos do teorema no caso unidimensional têm impli-
cações significativas para a teoria no caso bidimensional, como, por exemplo, a flexibilização
de hipóteses.

Nesse sentido, ao considerar a versão alfabética do Teorema de Morse-Hedlund [14], fo-
ram seguidos passos de Bryna Kra e Van Cyr de maneira a obter uma versão alfabética simi-
lar ao melhor resultado relacionado à Conjectura de Nivat até o momento. Na verdade, essa
versão pode ser vista como um melhoramento alfabético. Mais especificamente, denotando
por |𝒜| a cardinalidade do alfabeto 𝒜, um caso particular do Teorema 3.1 afirma que, para
𝜂 ∈ 𝒜Z2 fazendo uso de todos os elementos do alfabeto 𝒜, se existem inteiros 𝑛, 𝑘 ∈ N tais
que

𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 1
2𝑛𝑘 + |𝒜|−1 =

(︃
1
2 + |𝒜|−1

𝑛𝑘

)︃
𝑛𝑘,

então 𝜂 é periódica. Note que há configuração 𝜂 ∈ 𝒜Z2 para a qual existem 𝜅, 𝜏 ∈ N tais que
𝑃𝜂(𝑅𝜅,𝜏 ) ≤ 1

2𝜅𝜏 + |𝒜|−1, mas

𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) > 1
2𝑛𝑘 ∀ 𝑛, 𝑘 ∈ N.

De fato, considerando o alfabeto 𝒜 formado pelas cores “branco” e “preto”, defina a confi-
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guração 𝜂 ∈ 𝒜Z2 pondo 𝜂𝑔 := “preto” se 𝑔 = (𝑎, 𝑎) + 𝑏(∑︀𝑐
𝑖=6 𝑖, 0), onde 𝑎 ∈ Z, 𝑏 ∈ {−1, 0, 1}

e 𝑐 ≥ 6, e 𝜂𝑔 := “branco” caso contrário (ver Figura 1.1.1). Observe primeiro que

𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) = 𝑛+ 𝑘

se 𝑛+𝑘 ≤ 7. Além disso, usando a simetria dessa configuração com relação à reta identidade,
mostra-se que

𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) = 𝑛+ 𝑘 + (1 + 2 + · · · + 𝑛+ 𝑘 − 7) = 𝑛+ 𝑘 + 1
2(𝑛+ 𝑘 − 7)(𝑛+ 𝑘 − 6)

quando 𝑛+ 𝑘 > 7. Portanto, não é difícil verificar que

𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) > 1
2𝑛𝑘 ∀ 𝑛, 𝑘 ∈ N.

Entretanto, para 3, 4 ∈ N ocorre 𝑃𝜂(𝑅3,4) = 7 = 1
2 · 12 + |𝒜|−1.

Do Teorema 3.1 também é possível derivar periodicidade a partir de hipótese de cará-
ter assintótico. Mais precisamente, se existem inteiros 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que

𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘 + |𝒜|−2,

e se há 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z), com 𝐴(1, 0) ̸∈ 𝑅𝑛,𝑘 −𝑅𝑛,𝑘 ou 𝐴(0, 1) ̸∈ 𝑅𝑛,𝑘 −𝑅𝑛,𝑘, e 𝐶 > 1 tais que

𝑃𝜂∘𝐴(𝑅𝜅,𝜏 ) ≤ 𝐶𝜅𝜏 + |𝒜|−1

para todo 𝜅, 𝜏 ∈ N suficientemente grandes, então 𝜂 é periódica, onde (𝜂 ∘ 𝐴)𝑔 = 𝜂𝐴(𝑔) para
todo 𝑔 ∈ Z2 (ver Teorema 3.13).

Embora a hipótese de 𝜂 ser repetitiva (configuração tal que o fecho de sua órbita é um
subshift minimal) imponha restrições, uma conexão com periodicidade é estabelecida em um
caso particular. De fato, mostramos que, assegurada a existência de conjuntos balanceados,
grosso modo, certos conjuntos cuja complexidade é limitada pela complexidade de parte es-
pecífica do próprio conjunto mais a cardinalidade de alfabetos apropriadamente construídos,
repetitividade é uma condição suficiente para estabelecer a Conjectura de Nivat (ver Coro-
lário 2.29). Além disso, também estabelecemos a conjectura utilizando uma noção de repe-
titividade para retas não-expansivas (ver Proposição 2.33).

Por fim, a noção de conjunto balanceado estabelecida é flexível de tal maneira que, em
determinadas situações, mesmo sem a hipótese de baixa complexidade, sua existência ainda
está garantida. Além disso, um limitante adequado (pouco restritivo) da complexidade em
direções não-expansivas assegura a existência de conjunto balanceado e, portanto, periodici-
dade (ver Proposições 2.15 e 2.19).

Organização dos capítulos

No capítulo 1, demonstramos as duas versões do Teorema de Morse-Hedlund, apresen-
tamos as noções de subespaço expansivo e não-expansivo introduzidos por Boyle e Lind e
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a noção de conjunto 𝜂-gerador. Em seguida, estabelecemos notações e provamos resultados
iniciais necessários para o andamento da teoria.

No capítulo 2, definimos conjuntos balanceados, direções controláveis e provamos algu-
mas versões da Conjectura de Nivat com hipóteses adicionais. Além disso, são enunciados
e provados em sua forma alfabética mais geral praticamente todos os resultados necessários
para o próximo capítulo.

No capítulo 3, seguindo passos de Bryna Kra e Van Cyr, provamos um dos resultados
principais deste trabalho, a saber, o Teorema 3.1.
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Capítulo 1

Conceitos iniciais

Neste capítulo, introduzimos conceitos necessários para o desenvolvimento da teoria, pro-
vamos uma versão alfabética do Teorema de Morse-Hedlund e enunciamos resultados exis-
tentes.

1.1 Configurações, periodicidade e 𝒮-complexidade

Para um alfabeto finito 𝒜 equipado com a topologia discreta, o qual assumimos ter pelo
menos dois elementos, seja 𝒜Z𝑑 o espaço produto munido da topologia produto. Uma confi-
guração 𝜂 ∈ 𝒜Z𝑑 tem a forma (𝜂𝑔)𝑔∈Z𝑑 , onde 𝜂𝑔 ∈ 𝒜 para todo 𝑔 ∈ Z𝑑.

Dado 𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑑) ∈ Z𝑑, seja ‖𝑔‖∞:= max{|𝑔𝑗|: 𝑗 = 1, . . . , 𝑑} a norma do máximo.
Para 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜, seja 𝛿(𝑎, 𝑏) = 1 se 𝑎 ̸= 𝑏, e 𝛿(𝑎, 𝑏) = 0 caso contrário. Defina a métrica 𝜌 em
𝒜Z𝑑 por

𝜌(𝜂, 𝜂′) :=
∑︁

𝑔∈Z𝑑

2−‖𝑔‖∞𝛿(𝜂𝑔, 𝜂
′
𝑔).

A topologia induzida pela métrica 𝜌 coincide com a topologia produto em 𝒜Z𝑑 . Em particu-
lar, (𝒜Z𝑑

, 𝜌) é um espaço métrico compacto.
Uma Z𝑑-ação em 𝒜Z𝑑 é um homomorfismo do grupo aditivo Z𝑑 no grupo dos homeomor-

fismos de 𝒜Z𝑑 . Para cada 𝑔 ∈ Z𝑑, denote por 𝑇 𝑔 o homeomorfismo correspondente, o qual
satisfaz 𝑇 𝑔 ∘ 𝑇 ℎ = 𝑇 𝑔+ℎ e 𝑇 0 = id𝒜Z𝑑 , onde 0 ∈ Z𝑑 denota a 𝑑-upla (0, . . . , 0). Um exemplo
especial de Z𝑑-ação que usaremos de agora em diante é chamado translação, onde o homeo-
morfismo correspondente 𝑇 𝑔 é a aplicação shift, ou melhor,

𝑇 𝑔𝜂 = 𝜂′ com 𝜂′
𝑢 := 𝜂𝑢+𝑔 ∀ 𝑢 ∈ Z𝑑.

Além disso, recorde que por um subshift entendemos um subconjunto de 𝒜Z𝑑 fechado e in-
variante por translações.

Definição 1.1. Uma configuração 𝜂 ∈ 𝒜Z𝑑 é dita ser periódica se há um período ℎ ∈ (Z𝑑)*

tal que 𝜂𝑔 = 𝜂𝑔+ℎ para todo 𝑔 ∈ Z𝑑. Se 𝜂 tiver d períodos linearmente independentes, ela é
dita ser d-periódica. As configurações que não são periódicas são chamadas aperiódicas.
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Note que se 𝜂 ∈ 𝒜Z𝑑 for uma configuração 𝑑-periódica, então para todo vetor 𝑢 ∈ (Z𝑑)*,
existe inteiro 𝜏 ∈ Z para o qual 𝜂 é periódica de período 𝜏𝑢.

Figura 1.1.1: Configuração periódica.

Figura 1.1.2: Configuração aperiódica.

Notação 1.2. Para 𝜂 ∈ 𝒜Z𝑑 e 𝒰 ⊂ Z𝑑 não vazio, a configuração 𝜂|𝒰 := (𝜂𝑔)𝑔∈𝒰 ∈ 𝒜𝒰 denota
a restrição de 𝜂 ao conjunto 𝒰 .

Em particular, as configurações da forma (𝑇 𝑔𝜂)|𝒰∈ 𝒜𝒰 , onde 𝑔 ∈ Z𝑑, são chamadas de
𝒰 -configurações de 𝜂. Além disso, não fazemos diferença entre 𝜂|𝒰+𝑔 e (𝑇 𝑔𝜂)|𝒰 , ou seja, con-
sideramos (𝑇 𝑔𝜂)|𝒰 = 𝜂|𝒰+𝑔.

Definição 1.3. Para 𝜂 ∈ 𝒜Z𝑑 e 𝒮 ⊂ Z𝑑 não vazio, o conjunto das 𝒮-configurações de 𝜂 é
definido por

𝐿(𝒮, 𝜂) := {(𝑇 𝑔𝜂)|𝒮∈ 𝒜𝒮 : 𝑔 ∈ Z𝑑}.

O número |𝐿(𝒮, 𝜂)| de 𝒮-configurações distintas de 𝜂 ∈ 𝒜Z𝑑, denotado por 𝑃𝜂(𝒮), é chamado
de 𝒮-complexidade de 𝜂.

Note que 𝒮 na definição acima é um conjunto arbitrário, não necessariamente um hiper-
paralelepípedo. Assim, no caso bidimensional, esta generalização da função complexidade
clássica introduzida por Sander e Tijdeman [19] permite explorar propriedades da minima-
lidade (com respeito à inclusão) de subconjuntos de Z2 cuja complexidade não excede sua
cardinalidade.
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É imediato que se 𝒯 ⊂ 𝒮, então 𝑃𝜂(𝒯 ) ≤ 𝑃𝜂(𝒮). Mais ainda, ao denotar a Z𝑑-órbita de
𝜂 ∈ 𝒜Z𝑑 por 𝑂𝑟𝑏(𝜂) := {𝑇 𝑔𝜂 : 𝑔 ∈ Z𝑑}, observe que 𝑃𝑥(𝒮) ≤ 𝑃𝜂(𝒮) para qualquer configura-
ção 𝑥 ∈ 𝑂𝑟𝑏(𝜂) e qualquer conjunto 𝒮 ⊂ Z𝑑 não vazio, onde a barra denota o fecho.

Observação 1.4. Ao considerar configurações 𝜂 ∈ 𝒜Z𝑑 assumiremos que estas fazem uso de
todos os elementos do alfabeto 𝒜, ou melhor, que 𝑃𝜂({𝑔}) = |𝒜| para cada 𝑔 ∈ Z𝑑.

Para inteiros positivos 𝑛1, . . . , 𝑛𝑑 ∈ N e 𝑑 > 1, defina o polítopo

𝑅𝑛1,...,𝑛𝑑
:=
{︁
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑑) ∈ Z𝑑 : 0 ≤ 𝑡𝑖 < 𝑛𝑖 para todo 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑

}︁
.

Note que, para qualquer polítopo, sempre é possível construir configuração aperiódica
com complexidade igual a cardinalidade do polítopo acrescida de uma unidade. Um exemplo
é fornecido pela Figura 1.1.2. Mais especificamente, fixado 𝑢 ∈ Z𝑑, para 𝒜 = {𝑎, 𝑏}, seja 𝜂𝑔

= 𝑎 se 𝑔 ̸= 𝑢 e 𝜂𝑔 = 𝑏 caso contrário. É imediato que, para quaisquer 𝑛1, . . . , 𝑛𝑑 ∈ N, vale a
igualdade 𝑃𝜂(𝑅𝑛1,...,𝑛𝑑

) = 𝑛1 · · ·𝑛𝑑 + 1.

1.2 O caso unidimensional e uma versão alfabética

Inicialmente, para um alfabeto finito 𝒜 com cardinalidade |𝒜|> 1, seja 𝒜* o conjunto
formado pelas palavras da forma 𝜉𝑡𝜉𝑡+1 · · · 𝜉𝑡+𝑠−1, onde 𝑡 ∈ Z, 𝑠 ∈ N e 𝜉𝑡+𝑖 ∈ 𝒜 para todo
0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 − 1. Observe que duas palavras 𝜉𝑡𝜉𝑡+1 · · · 𝜉𝑡+𝑠−1, 𝜉

′
𝜏𝜉

′
𝜏+1 · · · 𝜉′

𝜏+𝑠−1 ∈ 𝒜* são iguais
se 𝜉𝑡+𝑖 = 𝜉′

𝜏+𝑖 para todo 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 − 1. Além disso, para qualquer subconjunto 𝑈 de Z,
𝜉 ∈ 𝒜𝑈 denota a sequência 𝜉 = (𝜉𝑡)𝑡∈𝑈 , onde 𝜉𝑡 ∈ 𝒜 para todo 𝑡 ∈ 𝑈 .

Para uma sequência 𝜉 ∈ 𝒜𝑈 , onde 𝑈 = 𝐼 ∩ Z para algum intervalo 𝐼 ⊂ R, a 𝑛-comple-
xidade de 𝜉, denotada por 𝑃𝜉(𝑛), é definida como sendo o número de palavras distintas da
forma

𝜉𝑡𝜉𝑡+1 · · · 𝜉𝑡+𝑛−1 ∈ 𝒜*,

onde {𝑡, 𝑡 + 1, . . . , 𝑡 + 𝑛 − 1} ⊂ 𝑈 . Em particular, para 𝑈 = {𝑎, 𝑎 + 1, . . . , 𝑎 + 𝑠 − 1}, note
que a 𝑛-complexidade de 𝜉 está definida apenas para inteiros positivos 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑠.

Definição 1.5. Seja 𝑈 = 𝐼 ∩ Z para algum intervalo 𝐼 ⊂ R. Uma sequência 𝜉 ∈ 𝒜𝑈 é dita
ser periódica de período 𝑚 ≥ 1 se 𝜉𝑡 = 𝜉𝑡+𝑚 para todo 𝑡 ∈ 𝑈 ∩ (𝑈 −𝑚).

Para conveniência do leitor, abaixo reproduzimos o resultado de Morse e Hedlund que
conecta complexidade e periodicidade no caso unidimensional.

Teorema 1.6 (Morse-Hedlund [15]). Seja 𝑈 = 𝐼 ∩ Z para algum intervalo 𝐼 ⊂ R. Dada
uma sequência 𝜉 ∈ 𝒜𝑈 , suponha que existe 𝑛0 ∈ N tal que 𝑃𝜉(𝑛0) ≤ 𝑛0.

(i) Se 𝑈 = {𝑎, 𝑎 + 1, . . . , 𝑎 + 𝑠 − 1} e 𝑠 > 3𝑛0, então a palavra 𝜉𝑎+𝑛0𝜉𝑎+𝑛0+1 · · · 𝜉𝑎+𝑠−𝑛0

é periódica de período no máximo 𝑛0.
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(ii) Se 𝑈 = {𝑖 ∈ Z : 𝑖 ≥ 𝑎}, então a sequência infinita (𝜉𝑡)𝑡∈𝑈+𝑛0 ∈ 𝒜𝑈+𝑛0 é periódica de
período no máximo 𝑛0.

(iii) Se 𝑈 = Z, então a sequência infinita 𝜉 ∈ 𝒜Z é periódica de período no máximo 𝑛0.

Prova. Inicialmente, sejam 𝑈 = {𝑎, 𝑎+ 1, . . . , 𝑎+ 𝑠− 1} e 𝑠 > 3𝑛0. Se 𝑃𝜉(1) = 1, a palavra
𝜉𝑎+𝑛0𝜉𝑎+𝑛0+1 · · · 𝜉𝑎+𝑠−𝑛0 ∈ 𝒜* é periódica de período 1. Caso contrário, como 𝑃𝜉(1) > 1, há
1 < 𝑘 ≤ 𝑛0 minimal tal que 𝑃𝜉(𝑘) ≤ 𝑘. Em particular, obtemos que 𝑃𝜉(𝑘) = 𝑃𝜉(𝑘 − 1), ou
seja, para 0 ≤ 𝑡 < 𝑡′ ≤ 𝑠− 𝑛0 − (𝑘 − 1), se

𝜉𝑎+𝑡𝜉𝑎+𝑡+1 · · · 𝜉𝑎+𝑡+𝑘−2 = 𝜉𝑎+𝑡′𝜉𝑎+𝑡′+1 · · · 𝜉𝑎+𝑡′+𝑘−2,

então 𝜉𝑎+𝑡+𝑘−1 = 𝜉𝑎+𝑡′+𝑘−1. Pelo Princípio da Casa dos Pombos, existem 𝑚,𝑚′ ∈ Z+, com
0 ≤ 𝑚 < 𝑚′ ≤ 𝑘, tais que

𝜉𝑎+𝑚𝜉𝑎+𝑚+1 · · · 𝜉𝑎+𝑚+𝑘−1 = 𝜉𝑎+𝑚′𝜉𝑎+𝑚′+1 · · · 𝜉𝑎+𝑚′+𝑘−1.

Por indução, segue que 𝜉𝑎+𝑚+𝑖 = 𝜉𝑎+𝑚′+𝑖 para todo 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠− 𝑛0 −𝑚′, ou seja, para cada
0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 − 𝑛0 − 𝑚′, se 𝜏 = 𝑎 + 𝑚 + 𝑖, então 𝜉𝜏 = 𝜉𝑎+𝑚+𝑖 = 𝜉𝑎+𝑚′+𝑖 = 𝜉𝜏+(𝑚′−𝑚), ou seja, a
palavra 𝜉𝑎+𝑚𝜉𝑎+𝑚+1 · · · 𝜉𝑎+𝑠−𝑛0 ∈ 𝒜* é periódica de período 𝑚′ −𝑚 ≤ 𝑛0.

No caso em que 𝑈 = {𝑖 ∈ Z : 𝑖 ≥ 𝑎} para algum 𝑎 ∈ Z, o resultado segue usando o mes-
mo argumento. Por fim, no caso em que 𝑈 = Z, para quaisquer 𝑡, 𝑡′ ∈ Z com 𝑡 < 𝑡′, se

𝜉𝑡𝜉𝑡+1 · · · 𝜉𝑡+𝑘−2 = 𝜉𝑡′𝜉𝑡′+1 · · · 𝜉𝑡′+𝑘−2,

além de 𝜉𝑡+𝑘−1 = 𝜉𝑡′+𝑘−1, temos também que 𝜉𝑡−1 = 𝜉𝑡′−1, e o resultado segue aplicando o
mesmo raciocínio de antes aos dois lados. �

Utilizando as mesmas linhas da prova acima, o Teorema de Morse-Hedlund pode ser na-
turalmente estendido para uma versão em que se leva em conta a cardinalidade do alfabeto.
Curiosamente, é pouco conhecida a versão alfabética do Teorema de Morse-Hedlund, tanto
que deduzimos o teorema abaixo desconhecendo o Teorema 7.4 de [14].

Recordando que uma sequência sturmiana 𝜉 ∈ 𝒜Z satisfaz 𝑃𝜉(𝑛) = 𝑛 + 1 para qualquer
𝑛 ∈ N, note que o teorema abaixo não entra em conflito com a definição de tais sequências.

Teorema 1.7 (Morse-Hedlund Alfabético). Seja 𝑈 = 𝐼 ∩ Z para algum intervalo 𝐼 ⊂ R.
Dada uma sequência 𝜉 ∈ 𝒜𝑈 com 𝑃𝜉(1) = |𝒜|, suponha que 𝑃𝜉(𝑛0) ≤ 𝑛′

0 := 𝑛0 + |𝒜|−2 para
algum 𝑛0 ∈ N.

(i) Se 𝑈 = {𝑖 ∈ Z : 𝑖 ≥ 𝑎}, então a sequência infinita (𝜉𝑡)𝑡∈𝑈+𝑛′
0

∈ 𝒜𝑈+𝑛′
0 é periódica de

período no máximo 𝑛′
0.

(ii) Se 𝑈 = Z, então a sequência infinita 𝜉 ∈ 𝒜Z é periódica de período no máximo 𝑛′
0.
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Prova. Inicialmente, seja 𝑈 = {𝑖 ∈ Z : 𝑖 ≥ 𝑎}. Note que do fato de 𝑃𝜉(1) = |𝒜|> 1 + |𝒜|−2,
há 1 < 𝑘 ≤ 𝑛0 minimal tal que 𝑃𝜉(𝑘) ≤ 𝑘 + |𝒜|−2, o que implica que 𝑃𝜉(𝑘) = 𝑃𝜉(𝑘 − 1), ou
seja, para quaisquer 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝑈 com 𝑡 < 𝑡′, se

𝜉𝑡𝜉𝑡+1 · · · 𝜉𝑡+𝑘−2 = 𝜉𝑡′𝜉𝑡′+1 · · · 𝜉𝑡′+𝑘−2,

então 𝜉𝑡+𝑘−1 = 𝜉𝑡′+𝑘−1. Pelo Princípio da Casa dos Pombos, existem inteiros 𝑚,𝑚′ ∈ Z+,
com 0 ≤ 𝑚 < 𝑚′ ≤ 𝑘 + |𝒜|−2, tais que

𝜉𝑎+𝑚𝜉𝑎+𝑚+1 · · · 𝜉𝑎+𝑚+𝑘−1 = 𝜉𝑎+𝑚′𝜉𝑎+𝑚′+1 · · · 𝜉𝑎+𝑚′+𝑘−1.

Assim, como 𝑃𝜉(𝑘) = 𝑃𝜉(𝑘 − 1), segue por indução que 𝜉𝑎+𝑚+𝑖 = 𝜉𝑎+𝑚′+𝑖 para todo 𝑖 ∈ Z+.
Em particular, para cada inteiro 𝜏 ≥ 𝑎+𝑚, existe 𝑖 ∈ Z+ tal que

𝜉𝜏 = 𝜉𝑎+𝑚+𝑖 = 𝜉𝑎+𝑚′+𝑖 = 𝜉𝜏+(𝑚′−𝑚), (1.2.1)

ou seja, a sequência infinita (𝜉𝑡)𝑡∈𝑈+𝑚 ∈ 𝒜𝑈+𝑚 é periódica de período 𝑚′ −𝑚 ≤ 𝑛′
0. No ca-

so em que 𝑈 = Z, para quaisquer 𝑡, 𝑡′ ∈ Z com 𝑡 < 𝑡′, se

𝜉𝑡𝜉𝑡+1 · · · 𝜉𝑡+𝑘−2 = 𝜉𝑡′𝜉𝑡′+1 · · · 𝜉𝑡′+𝑘−2,

então 𝜉𝑡−1 = 𝜉𝑡′−1 e 𝜉𝑡+𝑘−1 = 𝜉𝑡′+𝑘−1, e o resultado segue como antes. �

1.3 Sobre a Conjectura de Nivat

A conjectura de Nivat [16] é a generalização natural do Teorema de Morse-Hedlund para
o caso bidimensional.

Conjectura de Nivat. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘, então
𝜂 é periódica.

Sander e Tijdeman [19] deram contra-exemplos do análogo da Conjectura de Nivat em
altas dimensões como o destacado a seguir.

Exemplo 1.8. Considere a configuração 𝜂 ∈ {0, 1}Z3 consistindo de duas retas ortogonais
de 1’s, distando 𝑛 ≥ 3 uma da outra, com as demais entradas nulas. Mais precisamente, de-
fina 𝜂𝑔 := 1 se 𝑔 = (𝑖, 0, 0) ou 𝑔 = (0, 𝑖, 𝑛) para todo 𝑖 ∈ Z, e 𝜂𝑔 := 0 caso contrário. É fácil
ver que, para o cubo 𝑅𝑛,𝑛,𝑛 ⊂ Z3, vale 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑛,𝑛) = 2𝑛2 + 1 < 𝑛3, entretanto 𝜂 não é uma
configuração periódica.

Um passo inicial em direção à prova da conjectura foi dado por Sander e Tijdeman [20]
ao mostrarem que se 𝑃𝜂(𝑅𝑛,2) ≤ 2𝑛 (ou 𝑃𝜂(𝑅2,𝑛) ≤ 2𝑛) para algum 𝑛 ∈ N, então 𝜂 ∈ 𝒜Z2 é
periódica. Pouco tempo depois, Epifanio, Koskas e Mignosi [9] provaram outra forma fraca
da conjectura.
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Teorema 1.9 (Epifanio, Koskas e Mignosi [9]). Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que
𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 1

144𝑛𝑘, então 𝜂 é periódica.

Com o auxílio de uma nova função complexidade, Quas e Zamboni [18] melhoraram a
constante para 1

16 .

Teorema 1.10 (Quas e Zamboni [18]). Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘)
≤ 1

16𝑛𝑘, então 𝜂 é periódica.

Utilizando a noção de subespaços expansivos de R2 definida por Boyle e Lind [4], Bryna
Kra e Van Cyr [7] lançaram uma nova luz à conjectura de Nivat ao relacionar subespaços
expansivos de R2 com periodicidade. Com o auxílio de outra noção igualmente importante,
o conceito de conjunto 𝜂-gerador (ver Subseção 1.5.2), que permite determinar configura-
ções de regiões maiores a partir de configurações de regiões menores, os autores melhoram a
constante para 1

2 .

Teorema 1.11 (Cyr e Kra [7]). Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 1
2𝑛𝑘,

então 𝜂 é periódica.

Bryna Kra e Van Cyr [6] também mostraram que se 𝑃𝜂(𝑅𝑛,3) ≤ 3𝑛 (ou 𝑃𝜂(𝑅3,𝑛) ≤ 3𝑛)
para algum 𝑛 ∈ N, então 𝜂 ∈ 𝒜Z2 é periódica.

Por fim, recentemente, com um ponto de vista de geometria algébrica e tendo como in-
grediente principal o Teorema dos Zeros de Hilbert, Jarkko Kari e Michal Szabados [13] pro-
varam outra forma fraca da conjectura.

Teorema 1.12 (Kari e Szabados [13]). Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se existem infinitos pares de 𝑛, 𝑘 ∈ N
tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘, então 𝜂 é periódica.

Embora nosso trabalho contenha vários outros resultados importantes, por ser mais su-
cinto, aproveitamos para enunciar aqui um caso particular do Teorema 3.1, o qual será pro-
vado no capítulo 3.

Teorema 1.13. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤
(︁

1
2 + |𝒜|−1

𝑛𝑘

)︁
𝑛𝑘, en-

tão 𝜂 é periódica.

1.4 Subespaços não-expansivos

Suponha que 𝐹 seja um subespaço de R𝑑. Para quaisquer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜Z𝑑 , defina

𝜌𝐹 (𝑥, 𝑦) := sup{𝜌(𝑇 𝑔𝑥, 𝑇 𝑔𝑦) : 𝑔 ∈ 𝐹 ∩ Z𝑑}.

Para cada 𝑔 ∈ Z𝑑, seja
dist(𝑔, 𝐹 ) := inf{‖𝑔 − ℎ‖: ℎ ∈ 𝐹},
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onde ‖ · ‖ denota a norma euclidiana em R𝑑. Dado 𝑡 > 0, a 𝑡-vizinhança de 𝐹 em Z𝑑 é defi-
nida por

𝐹 𝑡 := {𝑔 ∈ Z𝑑 : dist(𝑔, 𝐹 ) ≤ 𝑡} ⊂ Z𝑑.

Seja 𝑋 ⊂ 𝒜Z𝑑 um subshift. Para Boyle e Lind [4], um subespaço 𝐹 de R𝑑 é dito ser ex-
pansivo segundo 𝑋 se existem um raio 𝑡 > 0 e uma constante 𝛿 > 0 tais que, para quaisquer
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝜌𝐹 𝑡(𝑥, 𝑦) ≤ 𝛿 implica que 𝑥 = 𝑦. Devido às particularidades de 𝒜Z𝑑 , da métrica 𝜌
e da Z𝑑-ação utilizada, a noção de subespaço expansivo definida por Boyle e Lind pode ser
refraseada como abaixo.

Definição 1.14. Seja 𝑋 ⊂ 𝒜Z𝑑 um subshift. Um subespaço 𝐹 de R𝑑 é dito ser expansivo
segundo 𝑋 se existe um raio 𝑡 > 0 tal que

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥|𝐹 𝑡 = 𝑦|𝐹 𝑡 =⇒ 𝑥 = 𝑦.

Se 𝐹 não verifica essa condição, ele é dito ser um subespaço não-expansivo segundo 𝑋.

Em particular, para o espaço R2, ao invés de dizermos subespaço unidimensional, diremos
apenas reta passando pela origem. Desse modo, quando nos referirmos a uma reta expansiva
ou não-expansiva, estamos pressupondo que a mesma esteja passando pela origem.

Notação 1.15. Por conveniência, a família formada por todas as retas de R2 passando pela
origem é denotada por G1.

O resultado abaixo é uma afirmação imediata que nos permite concluir que toda confi-
guração 𝜂 ∈ 𝒜Z2 com mais de uma reta não-expansiva segundo o subshift 𝑋𝜂 := 𝑂𝑟𝑏(𝜂) não
é periódica.

Proposição 1.16. Se 𝜂 ∈ 𝒜Z2 for uma configuração periódica de período ℎ ∈ (Z2)*, então
toda reta ℓ ∈ G1 tal que ℎ ̸∈ ℓ é expansiva segundo 𝑋𝜂 = 𝑂𝑟𝑏(𝜂).

Prova. Seja 𝑡 > 0 um raio tal que {−ℎ, ℎ} ⊂ ℓ𝑡. Para cada 𝑔 ∈ Z2, existe 𝑚 ∈ Z tal que
𝑔 + 𝑚ℎ ∈ ℓ𝑡. Como quaisquer configurações 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝜂 são periódicas de período ℎ ∈ (Z2)*,
se 𝑥|ℓ𝑡= 𝑦|ℓ𝑡 , então 𝑥𝑔 = 𝑥𝑔+𝑚ℎ = 𝑦𝑔+𝑚ℎ = 𝑦𝑔, o que prova a proposição. �

Boyle e Lind mostraram que, sob algumas hipóteses, subespaços não-expansivos sempre
existem.

Teorema 1.17 (Boyle-Lind [4]). Seja 𝑋 ⊂ 𝒜Z𝑑 um subshift infinito. Para cada 0 ≤ 𝑘 < 𝑑,
existe um subespaço 𝑘-dimensional de R𝑑 que é não-expansivo segundo 𝑋.

O corolário abaixo é uma consequência imediata do Teorema de Boyle-Lind evidencia-
da em [7].

Corolário 1.18. Para 𝜂 ∈ 𝒜Z2, toda reta passando pela origem é expansiva segundo 𝑋𝜂 se,
e somente se, 𝜂 é 2-periódica.
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Prova. Ao supor que toda reta passando pela origem é expansiva segundo 𝑋𝜂, o Teorema de
Boyle-Lind implica que o subshift 𝑋𝜂 = 𝑂𝑟𝑏(𝜂) é finito, ou equivalentemente, que a confi-
guração 𝜂 é 2-periódica. Reciprocamente, se ℎ, ℎ′ ∈ (Z2)* são dois períodos linearmente in-
dependentes de 𝜂, dada ℓ ∈ G1, como ℓ não contém ambos ℎ e ℎ′, a Proposição 1.16 garante
que ℓ é expansiva segundo 𝑋𝜂. �

Bryna Kra e Van Cyr [7] notaram que quando existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘,
a existência de retas não-expansivas segundo 𝑋𝜂 está ainda mais relacionada com a periodi-
cidade de 𝜂 ∈ 𝒜Z2 .

Teorema 1.19 (Cyr e Kra [7]). Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘 para algum par
𝑛, 𝑘 ∈ N. Se há no máximo uma reta ℓ ∈ G1 não-expansiva segundo 𝑋𝜂, então 𝜂 é periódica.

Eles provaram o Teorema 1.11 mostrando que a hipótese de existir 𝑛, 𝑘 ∈ N cumprindo
𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 1

2𝑛𝑘 é incompatível com a existência de mais de uma reta ℓ ∈ G1 não-expansiva
segundo 𝑋𝜂.

1.5 Convenções geométricas e conjuntos 𝜂-geradores

Nesta seção, estabelecemos notações, introduzimos noções necessárias para o andamen-
to da teoria e apresentamos a noção de conjunto 𝜂-gerador, da qual derivam importantes re-
sultados.

1.5.1 Convenções geométricas

Um conjunto 𝒮 ⊂ Z2 é dito ser convexo se Conv(𝒮) for fechado e 𝒮 = Conv(𝒮) ∩ Z2,
onde Conv(𝒮) ⊂ R2 denota o envelope convexo de 𝒮.

Definição 1.20. Dado um conjunto convexo 𝒮 ⊂ Z2, um ponto 𝑔 ∈ 𝒮 é um vértice de 𝒮
se 𝒮∖{𝑔} ⊂ Z2 for um conjunto convexo, e um segmento 𝑤 contido no bordo de Conv(𝒮) é
uma aresta de 𝒮 se for uma aresta do polígono convexo Conv(𝒮) ⊂ R2.

O conjunto dos vértices de 𝒮 e o conjunto das arestas de 𝒮 é denotado por 𝑉 (𝒮) e 𝐸(𝒮),
respectivamente.

Notação 1.21. A família formada pelos subconjuntos finitos, convexos e não vazios de Z2

é denotada por ℱ𝒞, e a subfamília de ℱ𝒞 formada pelos conjuntos tais que o envelope conve-
xo tem área não nula por ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 .

Se 𝒮 ⊂ Z2 é um conjunto convexo (possivelmente infinito) tal que Conv(𝒮) tem área não
nula, é padrão convencionar que o bordo de Conv(𝒮) é positivamente orientado. Com essa
convenção, cada aresta 𝑤 ∈ 𝐸(𝒮) herda naturalmente uma orientação do bordo de Conv(𝒮),
o que permite considerar as arestas de 𝒮 ao mesmo tempo como subconjuntos de R2 e seg-
mentos orientados.
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Na definição abaixo, por objeto orientado se entende reta orientada, segmento orientado
ou vetor. Recorde que dois vetores são paralelos se eles têm o mesmo sentido e antiparalelos
se eles têm sentidos opostos.

Definição 1.22. Dois objetos orientados em R2 são ditos (anti)paralelos quando os vetores
subjacentes as suas respectivas orientações são (anti)paralelos.

Em particular, para um conjunto 𝒮 ⊂ Z2 convexo, a convenção feita sobre o bordo de
Conv(𝒮) permite nos referir a uma reta orientada em R2 como sendo paralela ou antiparale-
la a uma dada aresta 𝑤 ∈ 𝐸(𝒮).

Figura 1.5.1: À esquerda, reta e aresta paralelas. À direita, reta e aresta antiparalelas.

Um conjunto convexo ℋ ⊂ Z2 é dito ser um semiplano se Conv(ℋ) tem área não nula e
𝐸(ℋ) contém somente uma única aresta. Neste caso, evidentemente, ℓ ∈ 𝐸(ℋ) é uma reta
em R2.

Notação 1.23. Dada uma reta ℓ ⊂ R2, a reta orientada ℓ⃗ ⊂ R2 denota a reta ℓ munida de
uma orientação e, a reta orientada ⃗ℓ ⊂ R2, denota a reta ℓ munida da orientação oposta.

Para retas orientadas ℓ⃗ ⊂ R2 passando pela origem, cometemos abuso de notação escre-
vendo ℓ⃗ ∈ G1.

Notação 1.24. Dada uma reta orientada ℓ⃗ ⊂ R2, denotamos por ℋ(ℓ⃗) ⊂ Z2 o semiplano
tal que ℓ⃗ ∈ 𝐸(ℋ(ℓ⃗)). Supondo que o coeficiente angular de ℓ seja racional,

(i) ℋ(ℓ⃗ (−1)) ⊂ Z2 denota o semiplano definido como a interseção de todos os semipla-
nos que contêm ℋ(ℓ⃗) estritamente e cuja aresta é paralela a ℓ⃗,

(ii) ℋ(ℓ⃗ (+1)) ⊂ Z2 denota o semiplano definido como a união de todos os semiplanos
que estão contidos em ℋ(ℓ⃗) estritamente e cuja aresta é paralela a ℓ⃗.

Naturalmente, as arestas ℓ⃗ (−1) ∈ 𝐸(ℋ(ℓ⃗ (−1))) e ℓ⃗ (+1) ∈ 𝐸(ℋ(ℓ⃗ (+1))), por construção, são
paralelas à reta orientada ℓ⃗ ⊂ R2.

Observe que o grupo 𝑆𝐿2(Z), formado pelas matrizes 2 × 2 com entradas inteiras e de-
terminante igual a 1, age transitivamente nas retas orientadas passando pela origem com coe-
ficientes angulares racionais. De fato, é suficiente mostrar que, para qualquer vetor (𝑠, 𝑡) ∈
(Z2)* com 𝑚𝑑𝑐(𝑠, 𝑡) = 1, existe 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z) tal que 𝐴(−𝑒2) = (𝑠, 𝑡), ou equivalentemente,
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que há 𝑎, 𝑐 ∈ Z tais que −𝑎𝑡 + 𝑐𝑠 = 1. Portanto, esta propriedade de 𝑆𝐿2(Z) é na verdade
uma consequência direta da Identidade de Bézout.

Outra propriedade útil de 𝑆𝐿2(Z) é destacada no lema abaixo. Para conveniência do lei-
tor uma breve prova é esboçada.

Lema 1.25. O grupo 𝑆𝐿2(Z) transforma semiplanos positivamente orientados em semipla-
nos positivamente orientados.

Prova. Seja ℓ⃗ := ℓ⃗𝑒2 ∈ G1 tal que �⃗�ℓ = −𝑒2, isto é, ℓ⃗𝑒2 está orientada para baixo. Para pro-
var o lema, é suficiente mostrar que

𝐴(ℋ(ℓ⃗)) = ℋ(ℓ⃗′) ∀ 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z),

onde ℓ⃗′ ∈ G1 satisfaz �⃗�ℓ′ = 𝐴(−𝑒2). Dado (𝑝, 𝑞) ∈ ℋ(ℓ⃗), observe que 𝑝 ≥ 0 e 𝑞 ∈ Z. Assim,
como 𝐴(𝑝, 𝑞) = 𝑝𝐴(𝑒1) − 𝑞�⃗�ℓ′ , então 𝐴(𝑝, 𝑞) ∈ ℋ(ℓ⃗′) se, e somente se, 𝐴(𝑒1) ∈ ℋ(ℓ⃗′). Supon-
do 𝐴(𝑒1) = (𝑎, 𝑐) e �⃗�ℓ′ = (𝑠, 𝑡), ambos vetores não nulos, a hipótese de det(𝐴) = 1 assegura
−𝑎𝑡 + 𝑐𝑠 = 1. Isto implica que (𝑎, 𝑐) é perpendicular a (−𝑡, 𝑠 − 1

𝑐
) se 𝑐 ̸= 0 e (−𝑡 − 1

𝑎
, 𝑠) se

𝑎 ̸= 0. Por fim, levando em consideração o quadrante ao qual �⃗�ℓ′ pertence, comparando o
vetor (−𝑡, 𝑠− 1

𝑐
) se 𝑐 ̸= 0 ou (−𝑡− 1

𝑎
, 𝑠) se 𝑎 ̸= 0 com o vetor (−𝑡, 𝑠), pode-se sempre concluir

que (𝑎, 𝑐) ∈ ℋ(ℓ⃗′).
Por exemplo, na Figura 1.5.2 (a), como o ângulo entre o vetor (−𝑡, 𝑠) e o eixo 𝑥 é menor

que o ângulo entre o vetor (−𝑡, 𝑠 − 1
𝑐
) e o eixo 𝑥, sendo (−𝑡, 𝑠 − 1

𝑐
) perpendicular a (𝑎, 𝑐) e

(−𝑡, 𝑠) perpendicular a (𝑠, 𝑡), resulta dai (𝑎, 𝑐) ∈ ℋ(ℓ⃗′). Similarmente, na Figura 1.5.2 (b),
como o ângulo entre o vetor (−𝑡, 𝑠) e o eixo 𝑥 é maior que o ângulo entre o vetor (−𝑡, 𝑠− 1

𝑐
)

e o eixo 𝑥, temos que (𝑎, 𝑐) ∈ ℋ(ℓ⃗′). �

O lema acima permite, em particular, concluir que 𝑆𝐿2(Z) transforma conjuntos conve-
xos (positivamente orientados) em conjuntos convexos (positivamente orientados).

𝑠

𝑡

𝑠

𝑠− 1
𝑐

−𝑡 𝑎

𝑐

�⃗�ℓ′

(a) 𝑎, 𝑐 > 0.

𝑠

𝑡
𝑠

𝑠− 1
𝑐

−𝑡
𝑎

𝑐

�⃗�ℓ′

(b) 𝑎, 𝑐 < 0.

Figura 1.5.2: Caso em que �⃗�ℓ′ pertence ao primeiro quadrante, com 𝑎𝑡 ̸= 0 e 𝑐𝑠 ̸= 0.

Por fim, destacamos uma última convenção geométrica, a qual usaremos repetidamente
no restante do trabalho.
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Notação 1.26. Seja ℓ⃗ ⊂ R2 uma reta orientada. Dado um conjunto convexo 𝒰 ⊂ Z2, a reta
orientada ℓ⃗𝒰 ⊂ R2 denota a aresta do semiplano obtido como a interseção de todos os semi-
planos que contêm 𝒰 e cuja aresta é paralela a ℓ⃗, ou seja, ℓ⃗𝒰 é a reta orientada paralela a ℓ⃗
que satisfaz 𝒰 ⊂ ℋ(ℓ⃗𝒰) e ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰 ̸= ∅.

É fácil ver que ou ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰 é um vértice de 𝒰 ou Conv(ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰) ⊂ R2 é a aresta de 𝒰 para-
lela à reta orientada ℓ⃗ ⊂ R2.

1.5.2 Conjuntos 𝜂-geradores

A noção de conjunto 𝜂-gerador, inspirada no trabalho de Boyle e Lind [4] e introduzida
por Bryna Kra e Van Cyr [7], permite deduzir a configuração de uma região maior a partir
da configuração de uma região menor.

Definição 1.27. Fixado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, um ponto 𝑔 ∈ 𝒮 é dito ser 𝜂-gerado por 𝒮 ⊂ Z2 se, para
toda 𝒮∖{𝑔}-configuração 𝛾 ∈ 𝐿(𝒮∖{𝑔}, 𝜂), há uma única 𝒮-configuração 𝛾′ ∈ 𝐿(𝒮, 𝜂) tal que
𝛾′|𝒮∖{𝑔}= 𝛾. Um conjunto 𝒮 ∈ ℱ𝒞 tal que todo vértice é 𝜂-gerado por 𝒮 é dito ser 𝜂-gerador.

Para 𝑔 ∈ 𝑉 (𝒮), a igualdade

𝑃𝜂(𝒮) =
∑︁

𝛾∈𝐿(𝒮∖{𝑔},𝜂)
|{𝛾′ ∈ 𝐿(𝒮, 𝜂) : 𝛾′|𝒮∖{𝑔}= 𝛾}|

permite concluir que 𝒮 ∈ ℱ𝒞 é um conjunto 𝜂-gerador se, e somente se, 𝑃𝜂(𝒮∖{𝑔}) = 𝑃𝜂(𝒮)
para todo 𝑔 ∈ 𝑉 (𝒮).

Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2 , para cada 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z), a configuração 𝜂∘𝐴 ∈ 𝒜Z2 definida por (𝜂∘𝐴)𝑔 :=
𝜂𝐴(𝑔) para todo 𝑔 ∈ Z2 preserva propriedades importantes de 𝜂. Por exemplo, qualquer con-
junto 𝒰 ⊂ Z2 não vazio cumpre

𝑃𝜂∘𝐴(𝐴−1(𝒰)) = 𝑃𝜂(𝒰),

de modo que 𝒮 ∈ ℱ𝒞 é 𝜂-gerador se, e somente se, 𝐴−1(𝒮) ∈ ℱ𝒞 é (𝜂 ∘ 𝐴)-gerador.
A definição abaixo coloca em evidência conjuntos que não são necessariamente 𝜂-gera-

dores, mas para os quais, com respeito a uma reta pré-determinada, vértices específicos são
𝜂-gerados.

Definição 1.28. Dada uma reta orientada ℓ⃗ ⊂ R2, um conjunto 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é dito ser (𝜂, ℓ⃗)-

gerador se os pontos de ℓ⃗𝒰 ∩ 𝑉 (𝒰) são 𝜂-gerados por 𝒰 .

É claro que qualquer conjunto 𝜂-gerador 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é, em particular, (𝜂, ℓ⃗)-gerador para

toda reta orientada ℓ⃗ ⊂ R2.
Um fato já esperado é que, para configurações 𝜂 ∈ 𝒜Z2 tais que 𝑃𝜂(𝒰) ≤ |𝒰|+|𝒜|−2 para

algum 𝒰 ∈ ℱ𝒞, sempre há conjunto 𝜂-gerador. Mais precisamente, de forma similar ao que
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foi feito em [7], seja 𝒮 um conjunto minimal (com respeito à inclusão) dentre os conjuntos
convexos 𝒯 ⊂ 𝒰 satisfazendo

𝑃𝜂(𝒯 ) − |𝒯 |−|𝒜|+2 ≤ 𝑃𝜂(𝒰) − |𝒰|−|𝒜|+2.

Observe que 𝒮 contém ao menos dois elementos, pois |𝒜|> 1 + |𝒜|−2. Em particular, para
𝑔 ∈ 𝑉 (𝒮), temos que 𝒮∖{𝑔} ∈ ℱ𝒞. Além disso, a definição de 𝒮 implica que

𝑃𝜂(𝒮∖{𝑔}) − |𝒮∖{𝑔}|−|𝒜|+2 > 𝑃𝜂(𝒰) − |𝒰|−|𝒜|+2 ≥ 𝑃𝜂(𝒮) − |𝒮|−|𝒜|+2,

donde segue que
𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖{𝑔}) = 0,

ou seja, 𝑔 ∈ 𝑉 (𝒮) é 𝜂-gerado por 𝒮. Por construção, concluímos que 𝒮 ∈ ℱ𝒞 é um conjunto
𝜂-gerador com 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒮|+|𝒜|−2.

Observamos que no Teorema 1.19 a hipótese de 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘 foi necessária somente pa-
ra garantir a existência de conjunto 𝜂-gerador. Portanto, a discussão acima permite a rees-
critura a seguir.

Teorema 1.29 (Cyr e Kra [7]). Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2 com 𝑃𝜂(𝒰) ≤ |𝒰|+|𝒜|−2 para algum conjun-
to 𝒰 ∈ ℱ𝒞, se há no máximo uma reta ℓ ∈ G1 não-expansiva segundo 𝑋𝜂, então 𝜂 é periódica.

A prova da proposição abaixo é similar à demonstração do Lema 2.13 de [7], fazendo-se
as adaptações necessárias. Fixada uma reta ℓ ∈ G1 com coeficiente angular irracional, a es-
tratégia na sua demonstração consiste em supor, por contradição, que há configurações dis-
tintas que coincidem em alguma 𝑡-vizinhança de ℓ e, em seguida, utilizar as propriedades
de conjunto 𝜂-gerador para estender esta região de coincidência para uma região maior de
modo a obter um absurdo.

Proposição 1.30. Suponha que, para 𝜂 ∈ 𝒜Z2, há 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘+ |𝒜|−2.
Se ℓ ∈ G1 tem coeficiente angular irracional, então ℓ é expansiva segundo 𝑋𝜂.

A proposição acima nos permite trabalhar com retas não-expansivas sem a necessidade
de mencionarmos que seus coeficientes angulares são racionais. Isto ficará subentendido no
restante do trabalho.

O lema a seguir é uma consequência imediata do Teorema de Morse-Hedlund Alfabético,
pois qualquer conjunto convexo finito cujo envelope convexo tem área nula ou é um ponto
ou é um segmento de reta, o que nos permite, entre outras coisas, não ter de abordar situa-
ções triviais.

Lema 1.31. Para 𝜂 ∈ 𝒜Z2 com 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒮|+|𝒜|−2 para algum 𝒮 ∈ ℱ𝒞, se Conv(𝒮) tem
área nula, então 𝜂 é periódica.
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1.6 Direções não-expansivas

Dada uma reta ℓ ∈ G1 não-expansiva segundo 𝑋𝜂 = 𝑂𝑟𝑏(𝜂), para cada raio 𝑡 > 0, exis-
tem configurações distintas que coincidem em ℓ𝑡 ⊂ Z2. Porém, sendo distintas, elas diferem
em qual semiplano? Há três possibilidades, as configurações diferem ou em ℋ(ℓ⃗) ou em ℋ( ⃗ℓ)
ou em ambos. Estas situações nos levam a considerar a noção de direção não-expansiva, já
presente em [4]

Definição 1.32. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 é dita ser uma direção expansiva
segundo 𝑋𝜂 quando

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝜂, 𝑥|ℋ(ℓ⃗) = 𝑦|ℋ(ℓ⃗) =⇒ 𝑥 = 𝑦.

Se a reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 não verifica essa condição, ela é dita ser uma direção não-expan-
siva segundo 𝑋𝜂.

É fácil ver que (de acordo com a Definição 1.14) ℓ ∈ G1 é uma reta expansiva segundo
𝑋𝜂 se, e somente se, ℓ⃗, ⃗ℓ ∈ G1 são direções expansivas segundo 𝑋𝜂. Além disso, da Proposi-
ção 1.30 resulta que, se ℓ⃗ ∈ G1 ou ⃗ℓ ∈ G1 são direções não-expansivas segundo 𝑋𝜂, então a
reta ℓ ∈ G1 tem coeficiente angular racional.

Notação 1.33. Para uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 com coeficiente angular racional, denotamos
por �⃗�ℓ ∈ (Z2)* o vetor paralelo à reta orientada ℓ⃗ com norma mínima.

O resultado abaixo permitirá, sem perda de generalidade, considerar coeficiente angular
pré-fixado para retas não-expansivas, de modo a simplificar demonstrações.

Proposição 1.34. Dadas duas retas orientadas ℓ⃗, ℓ⃗′ ∈ G1 com coeficientes angulares racio-
nais, se 𝐴(�⃗�ℓ′) = �⃗�ℓ para algum 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z), então, dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, ℓ⃗ é uma direção expansiva
segundo 𝑋𝜂 se, e somente se, ℓ⃗′ é uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂∘𝐴 := 𝑂𝑟𝑏(𝜂 ∘ 𝐴).

Prova. Dados 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝜂, usando que (𝑇 𝑔𝜂) ∘𝐴 = 𝑇𝐴−1𝑔(𝜂 ∘𝐴) para qualquer 𝑔 ∈ Z2, é fácil
argumentar que 𝑥 ∘ 𝐴, 𝑦 ∘ 𝐴 ∈ 𝑋𝜂∘𝐴. Como a igualdade 𝐴(ℋ(ℓ⃗′)) = ℋ(ℓ⃗) é garantida pelo
Lema 1.25, temos que

(𝑥 ∘ 𝐴)|ℋ(ℓ⃗′) = (𝑦 ∘ 𝐴)|ℋ(ℓ⃗′)

sempre que
𝑥|ℋ(ℓ⃗) = 𝑦|ℋ(ℓ⃗).

Portanto, se ℓ⃗′ for uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂∘𝐴, então ℓ⃗ é uma direção expansiva
segundo 𝑋𝜂. �

Os lemas a seguir são similares, respectivamente, aos Lemas 3.2 e 3.3 de [7]. Para conve-
niência do leitor, fornecemos breves demonstrações.

Lema 1.35. Suponha 𝜂 ∈ 𝒜Z2. Para uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1, se existir 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 tal que

ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮 := {𝑔0} ⊂ 𝑉 (𝒮) é 𝜂-gerado por 𝒮, então ℓ⃗ é uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂.
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Prova. Suponha, por contradição, que há configurações 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝜂 distintas que coincidem no
semiplano ℋ(ℓ⃗). Sejam 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐸(𝒮) as arestas distintas de 𝒮 tais que {𝑔0} ⊂ 𝑤1 ∩ 𝑤2, e
ℓ⃗1, ℓ⃗2 ⊂ R2 restas orientadas paralelas, respectivamente, as arestas 𝑤1 e 𝑤2 tais que 𝑥𝑔 ̸= 𝑦𝑔

para algum 𝑔 ∈ (Z2∖ℋ(ℓ⃗)) ∩ ℋ(ℓ⃗1) ∩ ℋ(ℓ⃗2) =: 𝒰 . Para 𝑔1 ∈ 𝒰 cumprindo

dist(𝑔1, ℓ) = min{dist(𝑔, ℓ) : 𝑔 ∈ 𝒰},

seja 𝑢1 ∈ Z2 tal que 𝑔0 + 𝑢1 = 𝑔1. A igualdade (𝑇 𝑢1𝑥)|𝒮∖{𝑔0} = (𝑇 𝑢1𝑦)|𝒮∖{𝑔0} e a hipótese de
𝑔0 ser 𝜂-gerado por 𝒮 implicam que 𝑥𝑔1 = 𝑦𝑔1 , donde segue que

𝑥|ℋ(ℓ⃗)∪{𝑔1}= 𝑦|ℋ(ℓ⃗)∪{𝑔1}.

Para 𝑔2 ∈ 𝒰∖{𝑔1} verificando

dist(𝑔2, ℓ) = min{dist(𝑔, ℓ) : 𝑔 ∈ 𝒰∖{𝑔1}},

seja 𝑢2 ∈ Z2 tal que 𝑔0 +𝑢2 = 𝑔2. Do fato de (𝑇 𝑢2𝑥)|𝒮∖{𝑔0} = (𝑇 𝑢2𝑦)|𝒮∖{𝑔0} obtemos 𝑥𝑔2 = 𝑦𝑔2 .
Como 𝒰 é um conjunto finito, procedendo dessa forma, concluímos que 𝑥|ℋ(ℓ⃗)∪𝒰 = 𝑦|ℋ(ℓ⃗)∪𝒰 ,
o que é uma contradição. �

Observação 1.36. Se a reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 for uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂,
o Lema 1.35 garante que todo conjunto 𝜂-gerador 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 possui uma aresta paralela à reta
ℓ⃗ ∈ G1, a saber, a aresta

Conv(ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮) ∈ 𝐸(𝒮).

Em particular, se existirem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘 + |𝒜|−2, então há no máxi-
mo uma quantidade finita de direções não-expansivas segundo 𝑋𝜂.

Lema 1.37. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se ℓ⃗ ∈ G1 for uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂 com coeficien-
te angular racional, então, para todo 𝑔0 ∈ Z2, existe 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 tal que ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮 = {𝑔0} ⊂ 𝑉 (𝒮)
é 𝜂-gerado por 𝒮.

Prova. É suficiente provar o lema para 𝑔0 ∈ ℓ⃗ (−1) ∩ Z2. Seja {𝒮𝑖}𝑖∈N ⊂ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 uma família

crescente de conjuntos encaixados tais que, para cada 𝑖 ∈ N, ℓ⃗𝒮𝑖
∩ 𝒮𝑖 = {𝑔0} ⊂ 𝑉 (𝒮𝑖) e, além

disso, que ⋃︀𝑖∈N 𝒮𝑖 = ℋ(ℓ⃗) ∪ {𝑔0}. Ao supor, por redução ao absurdo, que, para todo 𝑖 ∈ N,
𝑔0 ∈ 𝒮𝑖 não é 𝜂-gerado por 𝒮𝑖, da compacidade do subshift 𝑋𝜂 resulta que ℓ⃗ ∈ G1 é uma di-
reção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. �

Assim como no caso unidimensional, é conveniente ter em mãos uma definição precisa de
periodicidade para restrições de configurações a subconjuntos de Z2.

Definição 1.38. A restrição de 𝜂 ∈ 𝒜Z2 a um conjunto 𝒰 ⊂ Z2 é dita ser periódica se há
um período ℎ ∈ (Z2)* tal que 𝜂𝑔+ℎ = 𝜂𝑔 para todo 𝑔 ∈ 𝒰 ∩ (𝒰 − ℎ).
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É claro que, como na Definição 1.1, para configurações 𝜂|𝒰 ∈ 𝒜𝒰 pode-se falar em 2-pe-
riodicidade e aperiodicidade.

Com relação à Conjectura de Nivat, como veremos no próximo capítulo, é de particular
interesse que retas não-expansivas sejam, para ambas orientações, também direções não-ex-
pansivas. Naturalmente, como demonstrado abaixo, configurações periódicas cumprem esta
propriedade.

Teorema 1.39. Se 𝜂 ∈ 𝒜Z2 for periódica, então, para qualquer direção ℓ⃗ ∈ G1 não-expansiva
segundo 𝑋𝜂, a direção ⃗ℓ ∈ G1, antiparalela a ℓ⃗, é não-expansiva segundo 𝑋𝜂.

Prova. Inicialmente, como 𝜂 é periódica, a Proposição 1.16 implica que há no máximo uma
reta não-expansiva segundo 𝑋𝜂 = 𝑂𝑟𝑏(𝜂), a saber, a própria reta ℓ ∈ G1. Suponha, por con-
tradição, que ⃗ℓ ∈ G1 seja uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂.

Dado 𝑔0 ∈ ⃗ℓ(−1) ∩Z2, segundo o Lema 1.37, há 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 tal que ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮 = {𝑔0} ⊂ 𝑉 (𝒮) é

𝜂-gerado por 𝒮. Para 𝑡 > 0, seja

𝒰 ℓ(𝑡) :=
{︁
𝑔 ∈ Z2 : dist(𝑔, ℓ) ≤ 𝑡, dist(𝑔, ℓ⊥) ≤ 𝑡

}︁
⊂ ℓ𝑡,

onde ℓ⊥ ∈ G1 denota a reta perpendicular a ℓ ∈ G1. Como os períodos de 𝜂 pertencem a ℓ,
fixado 𝑡 > 0 suficientemente grande, para todo 𝑗, 𝑗′ ∈ Z, (𝑇 𝑗𝑣𝜂)|𝒰ℓ(𝑡) = (𝑇 𝑗′𝑣𝜂)|𝒰ℓ(𝑡) implica
que (𝑇 𝑗𝑣𝜂)|ℓ𝑡 = (𝑇 𝑗′𝑣𝜂)|ℓ𝑡 , onde 𝑣 ∈ ℓ⊥ ∩ ℋ(ℓ⃗) denota o vetor não nulo com norma mínima.
Além disso, considerando 𝑡 ainda maior se necessário, podemos supor que 𝒰 ℓ(𝑡) contém o
conjunto 𝒮. Como 𝒰 ℓ(𝑡) é finito, pelo Princípio da Casa dos Pombos, para cada 𝜏 ∈ Z, há
inteiros 𝜏 ≤ 𝑗 < 𝑗′ ≤ 𝜏 + 𝑃𝜂(𝒰 ℓ(𝑡)) tais que

(𝑇 𝑗𝑣𝜂)|𝒰ℓ(𝑡)= (𝑇 𝑗′𝑣𝜂)|𝒰ℓ(𝑡)= (𝑇 𝑗𝑣𝜂)|𝒰ℓ(𝑡)+(𝑗′−𝑗)𝑣,

o que pela discussão acima implica que

(𝑇 𝑗𝑣𝜂)|ℓ𝑡= (𝑇 𝑗′𝑣𝜂)|ℓ𝑡= (𝑇 𝑗𝑣𝜂)|ℓ𝑡+(𝑗′−𝑗)𝑣.

Seja ⃗ℓ0 ∈ 𝐸(ℓ𝑡) a aresta de ℓ𝑡 ⊂ Z2 que é paralela à reta ⃗ℓ ∈ G1. Seja ⃗ℓ1 := ⃗ℓ
(−1)
0 a aresta

de ℋ( ⃗ℓ
(−1)
0 ) e, para cada inteiro 𝑚 ≥ 1, seja ⃗ℓ𝑚+1 := ⃗ℓ(−1)

𝑚 a aresta de ℋ( ⃗ℓ(−1)
𝑚 ). Dado um

ponto 𝑔 ∈ ⃗ℓ1 ∩ Z2, considere 𝑔′ ∈ Z2 tal que 𝑔0 + 𝑔′ = 𝑔 e 𝒮 ′ := 𝒮 + 𝑔′. A igualdade

(𝑇 𝑗𝑣𝜂)|𝒮′∖{𝑔} = (𝑇 𝑗′𝑣𝜂)|𝒮′∖{𝑔}

e o fato de 𝑔 ∈ 𝒮 ′ ser 𝜂-gerado por 𝒮 ′ implicam que (𝑇 𝑗𝑣𝜂)𝑔 = (𝑇 𝑗′𝑣𝜂)𝑔. Como 𝑔 ∈ ⃗ℓ1 ∩ Z2 é
qualquer, obtemos que

(𝑇 𝑗𝑣𝜂)|ℓ𝑡∪ ⃗ℓ1
= (𝑇 𝑗′𝑣𝜂)|ℓ𝑡∪ ⃗ℓ1

= (𝑇 𝑗𝑣𝜂)|(ℓ𝑡∪ ⃗ℓ1)+(𝑗′−𝑗)𝑣.

Por indução, segue que, para cada 𝑚 ∈ N,

(𝑇 𝑗𝑣𝜂)|ℓ𝑡∪ ⃗ℓ1∪···∪ ⃗ℓ𝑚
= (𝑇 𝑗′𝑣𝜂)|ℓ𝑡∪ ⃗ℓ1∪···∪ ⃗ℓ𝑚

= (𝑇 𝑗𝑣𝜂)|(ℓ𝑡∪ ⃗ℓ1∪···∪ ⃗ℓ𝑚)+(𝑗′−𝑗)𝑣,
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ou seja, a restrição de 𝑇 𝑗𝑣𝜂 ao conjunto ℓ𝑡 ∪ ℋ(ℓ⃗) é periódica de período (𝑗′ − 𝑗)𝑣.
Portanto, como 𝜏 ∈ Z é um inteiro qualquer, concluímos que a configuração 𝜂 ∈ 𝒜Z2 é

periódica de período 𝑡′𝑣, com 𝑡′ ≤ 𝑃𝜂(𝒰 ℓ(𝑡))!. Entretanto, do fato de 𝑣 ̸∈ ℓ, segue pela Pro-
posição 1.16 que ℓ ∈ G1 é uma reta expansiva segundo 𝑋𝜂, o que é uma contradição. �

Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2 com 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘 + |𝒜|−2 para algum par 𝑛, 𝑘 ∈ N, com hipóteses adi-
cionais, é possível provar uma recíproca para o Teorema 1.39. Consulte o Corolário 2.29 pa-
ra mais detalhes.

Corolário 1.40. Dada reta ℓ ∈ G1, suponha que 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋𝜂 sejam configurações distintas
cujas restrições ao semiplano ℋ( ⃗ℓ) ⊂ Z2 são periódicas de períodos ℎ, ℎ′ ∈ ℓ ∩ (Z2)*, respec-
tivamente. Se 𝑥|ℋ = 𝑥′|ℋ para algum semiplano ℋ ⊂ Z2, então a reta orientada ⃗ℓ ∈ G1, an-
tiparalela à reta orientada ℓ⃗, é uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂.

Prova. Ao supor, por contradição, que ⃗ℓ ∈ G1 é uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂, como

𝑥|ℋ( ⃗ℓ)= (𝑇 ℎ𝑥)|ℋ( ⃗ℓ)

e
𝑥′|ℋ( ⃗ℓ)= (𝑇 ℎ′

𝑥′)|ℋ( ⃗ℓ),

segue que 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋𝜂 são configurações periódicas de períodos ℎ, ℎ′ ∈ ℓ ∩ (Z2)*, respectiva-
mente. Deste modo, a contrapositiva do Teorema 1.39 garante que ℓ⃗ ∈ G1 é uma direção ex-
pansiva segundo 𝑂𝑟𝑏(𝑥) e segundo 𝑂𝑟𝑏(𝑥′). Por fim, a Proposição 1.16 e o Corolário 1.18
implicam que as configurações 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋𝜂 são 2-periódicas e, portanto, como 𝑥|ℋ= 𝑥′|ℋ, con-
cluímos que são iguais, o que é uma contradição. �

No restante desta seção, introduzimos notações e definições que serão largamente utili-
zadas ao longo de todos os demais capítulos.

Para 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 = 𝑂𝑟𝑏(𝜂), 𝒰 ∈ ℱ𝒞 e uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1, seja 𝐿ℓ⃗ (𝒰 , 𝑥) a subfamília
de 𝐿(𝒰 , 𝜂) definida por

𝐿ℓ⃗ (𝒰 , 𝑥) :=
{︁
(𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰 : 𝑡 ∈ Z

}︁
.

O conceito a ser introduzido a seguir faz uso da Notação 1.26.

Notação 1.41. Dado 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , para uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 e 𝛾 ∈ 𝐿(𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝜂), o núme-

ro de 𝒰-configurações de 𝜂 ∈ 𝒜Z2 cuja restrição à 𝒰∖ℓ⃗𝒰 coincide com 𝛾 é denotado por

𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) = |{𝛾′ ∈ 𝐿(𝒰 , 𝜂) : 𝛾′|𝒰∖ℓ⃗𝒰
= 𝛾}|.

Observe que 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) = 1 significa que, para quaisquer 𝒰 -configurações 𝛾′, 𝛾′′ ∈ 𝐿(𝒰 , 𝜂),
𝛾′|𝒰∖ℓ⃗𝒰

= 𝛾 = 𝛾′′|𝒰∖ℓ⃗𝒰
implica que 𝛾′ = 𝛾′′.

Definição 1.42. Dada uma reta ℓ ∈ G1, um conjunto 𝐹 ⊂ Z2 é dito ser uma ℓ-faixa se for
da forma 𝐹 = (ℓ1 ∪ ℓ2 ∪ · · · ∪ ℓ𝑚) ∩ Z2, onde ℓ1, ℓ2, . . . , ℓ𝑚 ⊂ R2 são retas paralelas à reta ℓ.
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Lema 1.43. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, para uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 com coeficiente angular racional,
suponha que 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 seja um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador. Dado 𝑥 ∈ 𝑋𝜂, se existir uma 𝒰∖ℓ⃗𝒰 -
configuração 𝛾 ∈ 𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥) tal que 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) = 1, então, para toda ℓ-faixa 𝐹 ⊃ 𝒰∖ℓ⃗𝒰 e
qualquer 𝑦 ∈ 𝑋𝜂,

𝑥|𝐹 = 𝑦|𝐹

implica que
𝑥|ℓ⃗𝒰 ∪𝐹 = 𝑦|ℓ⃗𝒰 ∪𝐹 .

Prova. Inicialmente, note que o caso em que 𝒰 ⊂ 𝐹 é trivial. Para o caso em que 𝒰 ̸⊂ 𝐹 ,
o fato de 𝛾 ∈ 𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥) significa que há um inteiro 𝜏 ∈ Z com 𝛾 = (𝑇 𝜏 �⃗�ℓ𝑥)|𝒰∖ℓ⃗𝒰

. Daí, a
igualdade 𝑥|𝐹 = 𝑦|𝐹 implica que 𝛾 = (𝑇 𝜏 �⃗�ℓ𝑦)|𝒰∖ℓ⃗𝒰

. Logo, como 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) = 1, obtemos então

𝑥|𝐹 ∪(𝒰+𝜏 �⃗�ℓ) = 𝑦|𝐹 ∪(𝒰+𝜏 �⃗�ℓ). (1.6.1)

Sejam, respectivamente, 𝑢𝑖, 𝑢𝑓 ∈ ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰 os pontos inicial e final de Conv(ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰) com rela-
ção a orientação herdada do bordo de Conv(𝒰). Para cada 𝑚 ∈ N, considere os pontos
𝑢𝑚

𝑓 = 𝑢𝑓 + (𝜏 + 𝑚)�⃗�ℓ e 𝑢𝑚
𝑖 = 𝑢𝑖 + (𝜏 − 𝑚)�⃗�ℓ, os quais são 𝜂-gerados por 𝒰 + (𝜏 + 𝑚)�⃗�ℓ e

𝒰 + (𝜏 − 𝑚)�⃗�ℓ, respectivamente. Assim, para 𝑚 = 1, de (1.6.1) e da definição de 𝜂-gerado
segue que

𝑥|𝐹 ∪(𝒰+𝜏 �⃗�ℓ)∪{𝑢1
𝑖 ,𝑢1

𝑓
} = 𝑦|𝐹 ∪(𝒰+𝜏 �⃗�ℓ)∪{𝑢1

𝑖 ,𝑢1
𝑓

}.

Por indução, concluímos que, para cada 𝑚 ∈ N,

𝑥|𝐹 ∪(𝒰+𝜏 �⃗�ℓ)∪{𝑢1
𝑖 ,𝑢1

𝑓
,...,𝑢𝑚

𝑖 ,𝑢𝑚
𝑓

} = 𝑦|𝐹 ∪(𝒰+𝜏 �⃗�ℓ)∪{𝑢1
𝑖 ,𝑢1

𝑓
,...,𝑢𝑚

𝑖 ,𝑢𝑚
𝑓

},

ou seja, que vale a igualdade 𝑥|ℓ⃗𝒰 ∪𝐹 = 𝑦|ℓ⃗𝒰 ∪𝐹 . �

Em particular, se para cada 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 existir 𝛾 ∈ 𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥) tal que 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) = 1, então a
reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 é uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂. De fato, dadas duas configura-
ções que coincidem no semiplano ℋ(ℓ⃗), como 𝒰 mantém sua posição fixa com relação a ori-
gem, é possível transladar as configurações de modo que ao aplicar o lema acima a região
de coincidência seja ainda maior. Procedendo indutivamente, conclui-se que tais configura-
ções são iguais, ou seja, ℓ⃗ ∈ G1 é uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂. Portanto, para uma
direção ℓ⃗ ∈ G1 não-expansiva segundo 𝑋𝜂 e um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 , há confi-
guração 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 satisfazendo

𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) > 1 ∀ 𝒰∖ℓ⃗𝒰 -configuração 𝛾 ∈ 𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥). (1.6.2)

Notação 1.44. Para uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 e um conjunto 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , o conjunto for-

mado por configurações 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 = 𝑂𝑟𝑏(𝜂) que satisfazem (1.6.2) é denotado por 𝒩 (ℓ⃗,𝒰).

Note que 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) é um subconjunto fechado de 𝑋𝜂. Dada uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1,
para conjuntos (𝜂, ℓ⃗)-geradores 𝒰 ,𝒰 ′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 tais que ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰 = ℓ⃗𝒰 ′ ∩ 𝒰 ′, observamos que se
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𝒰 ⊂ 𝒰 ′, então 𝒩 (ℓ⃗,𝒰 ′) ⊂ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰). Se ℓ⃗ ∈ G1 for uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂,
é fácil ver que, para uma família crescente de conjuntos encaixados (𝜂, ℓ⃗)-geradores {𝒰𝑖}𝑖∈N

em ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 tais que ℓ⃗𝒰𝑖

∩ 𝒰𝑖 = ℓ⃗𝒰𝑖′ ∩ 𝒰𝑖′ para cada 𝑖, 𝑖′ ∈ N, existe configuração 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 tal que
𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰𝑖) para todo 𝑖 ∈ N.

Para qualquer 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰), da equação

𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) =
∑︁

𝛾∈𝐿(𝒰∖ℓ⃗𝒰 ,𝜂)

(︁
|{𝛾′ ∈ 𝐿(𝒰 , 𝜂) : 𝛾′|𝒰∖ℓ⃗𝒰

= 𝛾}|−1
)︁

e do fato de 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) > 1 para toda 𝒰∖ℓ⃗𝒰 -configuração 𝛾 ∈ 𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥), obtemos que

𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) ≥
∑︁

𝛾∈𝐿
ℓ⃗

(𝒰∖ℓ⃗𝒰 ,𝑥)

(︁
𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) − 1

)︁
≥ |𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥)|. (1.6.3)

Utilizando o Teorema de Morse-Hedlund, Bryna Kra e Van Cyr [7] mostraram que, sob
certas condições, um limitante superior adequado para 𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) e, portanto, para
|𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥)|, força periodicidade em certas regiões das configurações 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰). Utilizan-
do o Teorema de Morse-Hedlund Alfabético, no próximo capítulo apresentamos resultados
similares.
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Capítulo 2

Conexões entre direções
não-expansivas e periodicidade

Neste capítulo, nós nos dedicamos à investigação das conexões entre direções não-expan-
sivas e periodicidade, tirando proveito, por meio do Teorema de Morse-Hedlund Alfabético,
da cardinalidade de alfabetos apropriadamente construídos.

2.1 Construções de conjuntos balanceados

Conjuntos balanceados 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , grosso modo, são conjuntos tais que, com relação à

uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1, a interseção ℓ′ ∩ 𝒰 ̸= ∅ de toda reta ℓ⃗′ ⊂ R2 paralela a ℓ⃗ possui
uma cardinalidade mínima estabelecida e, ainda, a 𝒰 -complexidade é limitada pela comple-
xidade de parte específica do próprio conjunto mais a cardinalidade de alfabetos apropria-
dos. Os conjuntos balanceados, como veremos adiante, têm as propriedades necessárias para
se obter periodicidade.

Definição 2.1. Seja ℓ⃗ ∈ G1 uma reta orientada. Dados 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 e 𝑝 ∈ N, uma ℓ-faixa 𝐹

descrita por (ℓ1 ∪ · · · ∪ ℓ𝑚) ∩ Z2 é dita ser uma (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa se satisfaz

ℓ𝑖 ∩ Z2 ̸= ℓ⃗𝒰 ∩ Z2 e |ℓ𝑖 ∩ 𝒰| ≥ 𝑝 ∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

e, para qualquer reta ℓ⃗′ ⊂ R2 paralela a ℓ⃗ com ℓ′ ∩Z2 ̸= ℓ⃗𝒰 ∩Z2 e |ℓ′ ∩𝒰| ≥ 𝑝, existe 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚

tal que ℓ′ = ℓ𝑖.

Seja ℓ⃗ ∈ G1 uma reta orientada. Dado um conjunto 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , para cada reta orientada

ℓ⃗′ ⊂ R2 paralela a ℓ⃗ que satisfaz ℓ′ ∩ 𝒰 ̸= ∅, sejam 𝑖𝒰(ℓ⃗′), 𝑓𝒰(ℓ⃗′) ∈ Z2 os pontos inicial e final
de ℓ′ ∩ 𝒰 com relação a orientação de ℓ⃗′, respectivamente. É claro que se ℓ′ ∩ 𝒰 = {𝑔}, então
𝑖𝒰(ℓ⃗′) e 𝑓𝒰(ℓ⃗′) são definidos como sendo o próprio ponto 𝑔 ∈ Z2. Dados 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 e 𝑝 ∈ N,
os conjuntos

ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) :=
{︁
𝑖𝒰(ℓ⃗′) ∈ Z2 : ℓ⃗′ é paralela a ℓ⃗, ℓ⃗′ ̸= ℓ⃗𝒰 , |ℓ′ ∩ 𝒰| ≥ 𝑝

}︁
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e
ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰) :=

{︁
𝑓𝒰(ℓ⃗′) ∈ Z2 : ℓ⃗′ é paralela a ℓ⃗, ℓ⃗′ ̸= ℓ⃗𝒰 , |ℓ′ ∩ 𝒰| ≥ 𝑝

}︁
estarão presentes em praticamente todas as construções do trabalho. Observe que a priori,
em geral, 𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥) ̸= 𝐿ℓ⃗ (ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥) para 𝑥 ∈ 𝑋𝜂. Se para qualquer reta ℓ⃗′ ⊂ R2 para-
lela a ℓ⃗, com ℓ⃗′ ̸= ℓ⃗𝒰 e ℓ′ ∩ 𝒰 ≠ ∅, tivermos |ℓ′ ∩ 𝒰| ≥ 𝑝, então 𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥) = 𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑞(𝒰), 𝑥)
e 𝐿ℓ⃗ (ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥) = 𝐿ℓ⃗ (ℱ ℓ⃗,𝑞(𝒰), 𝑥) para todo 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 e qualquer inteiro positivo 𝑞 ≤ 𝑝. Por
fim, note que toda (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 ⊂ Z2 pode ser apresentada como

𝐹 =
⋃︁
𝑡∈Z

(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) + 𝑡�⃗�ℓ) e 𝐹 =
⋃︁
𝑡∈Z

(ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰) + 𝑡�⃗�ℓ).

Este ponto de vista permite considerar, para 𝑎 ∈ Z, os conjuntos

𝐹 (𝑎) :=
⋃︁
𝑡≥𝑎

(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) + 𝑡�⃗�ℓ) e ⃗𝐹 (𝑎) :=
⋃︁
𝑡≥𝑎

(ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰) − 𝑡�⃗�ℓ),

os quais serão chamados (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas.
Similarmente ao Lema 2.24 de [7], o resultado abaixo mostra como não-expansividade

força periodicidade em certas regiões de algumas configurações.

Lema 2.2. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que ℓ⃗ ∈ G1 seja uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂

e que 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 seja um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador. Fixado 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰), se

𝑃𝜂(𝒰) ≤ 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 𝑝+ |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|−2

para algum 𝑝 ∈ N, então a restrição de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ com
𝑡 ≤ 𝑝+ |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|−2.

Prova. Inicialmente, observe que, para qualquer 𝛾 ∈ 𝐿ℓ⃗(𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥), temos que 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾)−1 > 0,
donde, de forma análoga ao que foi feito em (1.6.3), segue que 𝑃𝜂(𝒰) −𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) > 0. Logo,
a desigualdade 𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) ≤ 𝑝+ |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|−2 implica, em particular, que

𝑝+ |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|−2 > 0.

Além disso, de (1.6.3) segue que

|𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥)|≤ 𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) ≤ 𝑝+ |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|−2.

Defina o conjunto

ℛ :=
𝑝−1⋃︁
𝑡=0

(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) + 𝑡�⃗�ℓ) ⊂ 𝒰 .

Para o alfabeto finito 𝒜𝑥 := 𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥), considere a sequência infinita 𝜉 ∈ 𝒜Z
𝑥 definida

por 𝜉𝑡 := (𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) para todo 𝑡 ∈ Z. A definição do conjunto ℛ garante que, para qual-
quer 𝜏 ∈ Z, a palavra 𝜉𝜏𝜉𝜏+1 · · · 𝜉𝜏+𝑝−1 ∈ (𝒜𝑥)* se identifica naturalmente com a ℛ-configu-
ração (𝑇 𝜏 �⃗�ℓ𝑥)|ℛ ∈ 𝐿ℓ⃗ (ℛ, 𝑥). Se |𝒜𝑥|= 1, não há o que provar. Caso contrário, como

𝑃𝜉(𝑝) = |𝐿ℓ⃗ (ℛ, 𝑥)|≤ |𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥)|≤ 𝑝+ |𝒜𝑥|−2,
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o Teorema de Morse-Hedlund Alfabético garante que a sequência 𝜉 é periódica de período
no máximo 𝑝 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|−2 e, portanto, a restrição de 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) a 𝐹 é periódica
de período 𝑡�⃗�ℓ para algum inteiro positivo 𝑡 ≤ 𝑝 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|−2, donde segue o resul-
tado. �

Dado 𝑎 ∈ Z, para cada 𝑥 ∈ 𝑋𝜂, sejam �⃗�ℓ⃗,𝑎(𝒰 , 𝑥) e ⃗𝐿ℓ⃗,𝑎(𝒰 , 𝑥) as subfamílias de 𝐿ℓ⃗ (𝒰 , 𝑥)
definidas por

�⃗�ℓ⃗,𝑎(𝒰 , 𝑥) :=
{︁
(𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰 : 𝑡 ≥ 𝑎

}︁
e ⃗𝐿ℓ⃗,𝑎(𝒰 , 𝑥) :=

{︁
(𝑇 𝑡 ⃗𝑣ℓ𝑥)|𝒰 : 𝑡 ≥ 𝑎

}︁
,

onde ⃗𝑣ℓ = −�⃗�ℓ (ver Notação 1.33).
Em algumas demonstrações futuras, será conveniente termos uma versão do lema acima

também para (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas. Naturalmente, isso nos condiciona a considerar configura-
ções 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 tais que

𝑁ℓ⃗,𝒰 (𝛾) > 1 ∀ 𝒰∖ℓ⃗𝒰 -configuração 𝛾 ∈ �⃗�ℓ⃗,𝑎(𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥). (2.1.1)

ou
𝑁ℓ⃗,𝒰 (𝛾) > 1 ∀ 𝒰∖ℓ⃗𝒰 -configuração 𝛾 ∈ ⃗𝐿ℓ⃗,𝑎(𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥). (2.1.2)

Notação 2.3. Para uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 e um conjunto 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , o conjunto forma-

do pelas configurações 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 que satisfazem (2.1.1) e o formado pelas que satisfazem (2.1.2)
são denotados, respectivamente, por 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰) e 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒰), onde 𝑎 ∈ Z.

Dado 𝑥 ∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰), é fácil ver que do fato de 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) > 1 para todo 𝒰∖ℓ⃗𝒰 -configuração
𝛾 ∈ �⃗�ℓ⃗,𝑎(𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥), resulta que

𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) ≥
⃒⃒⃒
�⃗�ℓ⃗,𝑎(𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥)

⃒⃒⃒
. (2.1.3)

É importante notar que, ao considerar uma (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixa 𝐹 (𝑎), apenas um dos con-
juntos ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) e ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰) é apropriado para construir o alfabeto induzido por 𝑥|𝐹 (𝑎)∈ 𝒜𝐹 (𝑎).
O resultado a seguir é enunciado para (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas da forma 𝐹 (𝑎), entretanto, obvia-
mente, ele também pode ser enunciado para (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas da forma ⃗𝐹 (𝑎) simplesmen-
te substituindo ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) por ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰).

Lema 2.4. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que ℓ⃗ ∈ G1 seja uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂

e que 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 seja um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador. Fixado 𝑥 ∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰), com 𝑎 ∈ Z, se

𝑃𝜂(𝒰) ≤ 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 𝑝+
⃒⃒⃒
�⃗�ℓ⃗,𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)

⃒⃒⃒
− 2

para algum 𝑝 ∈ N, então a restrição de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixa 𝐹 (𝑎+𝑚𝑥) é periódica de pe-
ríodo 𝑡�⃗�ℓ com 𝑡 ≤ 𝑚𝑥 := 𝑝+ |�⃗�ℓ⃗,𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|−2.

Prova. A argumentação é análoga a da demonstração do lema anterior, considerando (2.1.3)
e o item (i) do Teorema de Morse-Hedlund Alfabético. �
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Nos lemas acima, se o conjunto 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 não tiver certas propriedades, a (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa

𝐹 e, assim, as (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas 𝐹 (𝑎), 𝑎 ∈ Z, podem ser conjuntos vazios. Mesmo se não o
forem, o fato de alguma reta orientada ℓ⃗′ ⊂ R2 paralela a ℓ⃗ ∈ G1, com ℓ⃗′ ̸= ℓ⃗𝒰 e ℓ′ ∩ 𝒰 ≠ ∅,
não satisfazer |ℓ′ ∩ 𝒰| ≥ 𝑝 inviabiliza possíveis extensões da periodicidade para certas regiõ-
es, pois desigualdades cruciais dependem de 𝑝 fixado. Tendo isso como motivação, fazemos
a definição abaixo.

Definição 2.5. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, seja ℓ⃗ ∈ G1 uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. Dize-
mos que um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 é (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado (em 𝑋𝜂), com 𝑝 ∈ N, se

(i) para qualquer reta ℓ⃗′ ⊂ R2 paralela a ℓ⃗, se ℓ⃗′ ̸= ℓ⃗𝒰 e ℓ′ ∩ 𝒰 ̸= ∅, então |ℓ′ ∩ 𝒰| ≥ 𝑝,

(ii) para cada 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) com |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|> 1, há inteiro positivo 𝑝𝑥 ≤ 𝑝 tal que

𝑃𝜂(𝒰) ≤ 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 𝑝𝑥 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)|−2.

Usando que 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰 + 𝑔) se, e somente se, 𝑇 𝑔𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰), é fácil argumentar que a
condição de conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado é invariante por translação.

Dado 𝑎 ∈ Z, é claro que 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) está contido tanto em 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰) quanto em 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒰).
Além disso, é fácil ver que 𝑇 �⃗�ℓ(𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰)) ⊂ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰) e que 𝑇 ⃗𝑣ℓ(𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒰)) ⊂ 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒰). Lo-
go, para 𝑥 ∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰) e 𝑦 ∈ 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒰) quaisquer, as sequências {𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥}𝑡≥𝑎, {𝑇 𝑡 ⃗𝑣ℓ𝑦}𝑡≥𝑎 ⊂ 𝑋𝜂

possuem todos os pontos de acumulação em 𝒩 (ℓ⃗,𝒰).
Se 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 for um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado, então, para qualquer 𝑥 ∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰) com
|�⃗�ℓ⃗,𝑏(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|> 1 para todo 𝑏 ≥ 𝑎, há inteiro positivo 𝑝𝑥 ≤ 𝑝 tal que

𝑃𝜂(𝒰) ≤ 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 𝑝𝑥 +
⃒⃒⃒
�⃗�ℓ⃗,𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)

⃒⃒⃒
− 2. (2.1.4)

De fato, como |�⃗�ℓ⃗,𝑏(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|> 1 para todo 𝑏 ≥ 𝑎, a sequência {𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥}𝑡≥𝑎 ⊂ 𝑋𝜂 admite
ponto de acumulação 𝑧 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) com |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑧)|> 1. Uma vez que 𝒰 é (ℓ⃗, 𝑝)-balance-
ado, há inteiro positivo 𝑝𝑧 ≤ 𝑝 cumprindo o item (ii) da Definição 2.5. Portanto, como vale
|𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑧(𝒰), 𝑧)| ≤ |�⃗�ℓ⃗,𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝𝑧(𝒰), 𝑥)|, considerando 𝑝𝑥 = 𝑝𝑧, asseguramos (2.1.4).

Observe que a argumentação acima se aplica também em 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(𝒰), substituindo ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰)
por ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰). Mais precisamente, se 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 for conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado, então, para ca-
da 𝑥 ∈ 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒰) com | ⃗𝐿ℓ⃗,𝑏(ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|> 1 para todo 𝑏 ≥ 𝑎, há inteiro positivo 𝑝𝑥 ≤ 𝑝 tal
que

𝑃𝜂(𝒰) ≤ 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 𝑝𝑥 +
⃒⃒⃒
⃗𝐿ℓ⃗,𝑎(ℱ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)

⃒⃒⃒
− 2. (2.1.5)

A definição de conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado foi inspirada na definição de conjunto ℓ⃗-balan-
ceado presente em [7], a qual, para conveniência do leitor, é reproduzida abaixo.

Definição 2.6. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, seja ℓ⃗ ∈ G1 uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. Um con-
junto (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 é dito ser ℓ⃗-balanceado quando

(i) para qualquer reta ℓ⃗′ ⊂ R2 paralela a ℓ⃗, se ℓ′ ∩ 𝒰 ̸= ∅, então |ℓ′ ∩ 𝒰| ≥ |ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰|−1,



38

(ii) 𝑃𝜂(𝒰) ≤ 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + |ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰|−1.

É fácil ver que qualquer conjunto ℓ⃗-balanceado 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é, em particular, um conjunto

(ℓ⃗, 𝑝)-balanceado com 𝑝 = |ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰|−1.
Dadas a (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 ⊂ Z2 e as (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas 𝐹 (𝑎), ⃗𝐹 (𝑎) ⊂ Z2, onde 𝑎 ∈ Z, se

𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 for um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado, observe que

𝐹 =
⋃︁
𝑡∈Z

((𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 𝑡�⃗�ℓ),

𝐹 (𝑎) =
⋃︁
𝑡≥𝑎

(︁
(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 𝑡�⃗�ℓ

)︁
e ⃗𝐹 (𝑎) =

⋃︁
𝑡≥𝑎

(︁
(𝒰∖ℓ⃗𝒰) − 𝑡�⃗�ℓ

)︁
.

Na próxima seção veremos resultados que garantem a existência de conjuntos balancea-
dos. Em particular, conjuntos (ℓ⃗, 𝑝)-balanceados 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 têm (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixas e, portanto,
(ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas não vazias. Além disso, como consequência imediata dos Lemas 2.2 e 2.4
temos o resultado abaixo.

Corolário 2.7. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que ℓ⃗ ∈ G1 seja uma direção não-expansiva segundo
𝑋𝜂 e que 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 seja um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado. Então,

(i) para todo 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰), ou |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)| = 1, ou a restrição de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa
𝐹 é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ com

𝑡 ≤ 𝑝𝑥 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|−2,

onde 𝑝𝑥 ≤ 𝑝 é como na Definição 2.5;

(ii) para todo 𝑥 ∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰), com 𝑎 ∈ Z, ou |�⃗�ℓ⃗,𝑎𝑥
(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)| = 1 para algum 𝑎𝑥 ≥ 𝑎,

ou a restrição de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixa 𝐹 (𝑎+𝑚𝑥) é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ com

𝑡 ≤ 𝑚𝑥 := 𝑝𝑥 +
⃒⃒⃒
�⃗�ℓ⃗,𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)

⃒⃒⃒
− 2,

onde 𝑝𝑥 ≤ 𝑝 é como em (2.1.4);

(iii) para todo 𝑥 ∈ 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒰), com 𝑎 ∈ Z, ou | ⃗𝐿ℓ⃗,𝑎𝑥
(ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)| = 1 para algum 𝑎𝑥 ≥ 𝑎,

ou a restrição de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixa ⃗𝐹 (𝑎+𝑚𝑥) é periódica de período 𝑡 ⃗𝑣ℓ com

𝑡 ≤ 𝑚𝑥 := 𝑝𝑥 +
⃒⃒⃒
⃗𝐿ℓ⃗,𝑎(ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)

⃒⃒⃒
− 2,

onde 𝑝𝑥 ≤ 𝑝 é como em (2.1.5).

Note que |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)| = 1 significa que a restrição de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 é periódica
de período �⃗�ℓ. Naturalmente, o mesmo acontece para (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas.
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2.1.1 Condições sobre a existência de conjuntos balanceados

Nesta subseção, inicialmente, mostraremos que se há 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 cumprindo certas propri-

edades e tal que 𝑃𝜂(𝒰) ≤ 1
2 |𝒰|+|𝒜|−1, então existe conjunto balanceado. Em seguida, su-

pondo que existe 𝐶 ′ > 1 tal que 𝑃𝜂(𝑅𝜅,𝜏 ) ≤ 𝐶 ′𝜅𝜏 + |𝒜|−1 para 𝜅, 𝜏 ∈ N suficientemente
grandes, mostraremos que, sob certas circunstâncias, também é possível obter conjunto ba-
lanceado. Note que as hipóteses sobre a complexidade de 𝜂 ∈ 𝒜Z2 consideradas acima são
contrastantes.

O lema a seguir será fundamental para a construção de conjuntos balanceados.

Lema 2.8. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha 𝑃𝜂(𝒯 ) ≤ |𝒯 |+|𝒜|−2 para algum 𝒯 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 . Então, para

toda reta orientada ℓ⃗ ∈ G1, há conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒮 ∈ ℱ𝒞 tal que 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒮|+|𝒜|−2.
Além disso, se 𝒮 ∖ ℓ⃗𝒮 é não vazio, então as seguintes condições se verificam.

(i) existe semiplano ℋ ⊂ Z2 (cuja aresta é paralela a ℓ⃗) tal que 𝒮∖ℓ⃗𝒮 = 𝒯 ∩ ℋ,

(ii) 𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1.

Prova. Seja ℋ′ o semiplano minimal (com respeito à inclusão) dentre todos os semiplanos
ℋ̂ ⊂ Z2 com aresta paralela a ℓ⃗ e 𝒯 ∩ ℋ̂ ̸= ∅ verificando

𝑃𝜂(𝒯 ∩ ℋ̂) − |𝒯 ∩ ℋ̂|−|𝒜|+2 ≤ 𝑃𝜂(𝒯 ) − |𝒯 |−|𝒜|+2.

Se Conv(𝒯 ∩ ℋ′) tiver área nula, como 𝑃𝜂(𝒯 ∩ ℋ′) ≤ |𝒯 ∩ ℋ′|+|𝒜|−2, então qualquer
conjunto 𝜂-gerador 𝒮 ⊂ 𝒯 ∩ ℋ′ tal que 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒮|+|𝒜|−2 satisfaz a conclusão da primeira
parte do lema.

Caso contrário, 𝒮 ′ := 𝒯 ∩ ℋ′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 e, portanto, 𝒮 ′∖ℓ⃗𝒮′ é não vazio. Seja 𝒮 um conjunto

minimal (com respeito à inclusão) dentre todos os conjuntos 𝒰 ∈ ℱ𝒞 com 𝒮 ′∖ℓ⃗𝒮′ ⊂ 𝒰 ⊂ 𝒮 ′

que verificam
𝑃𝜂(𝒰) − |𝒰|−|𝒜|+2 ≤ 𝑃𝜂(𝒯 ) − |𝒯 |−|𝒜|+2.

A minimalidade de ℋ assegura que ℓ⃗𝒮′ = ℓ⃗𝒮 e então que 𝒮 ∖ ℓ⃗𝒮 = 𝒮 ′ ∖ ℓ⃗𝒮′ é não vazio. Assim,
se 𝑔 ∈ ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮 é o ponto inicial ou final de ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮, a minimalidade de 𝒮 implica que

𝑃𝜂(𝒮∖{𝑔}) − |𝒮∖{𝑔}|−|𝒜|+2 > 𝑃𝜂(𝒯 ) − |𝒯 |−|𝒜|+2 ≥ 𝑃𝜂(𝒮) − |𝒮|−|𝒜|+2,

donde segue que 𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖{𝑔}) = 0, isto é, 𝑔 ∈ 𝒮 é 𝜂-gerado por 𝒮. A definição de 𝒮 e
o fato de 𝒮 ′∖ℓ⃗𝒮′ = 𝒮∖ℓ⃗𝒮 ⊂ 𝒮 ′ implicam que

𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) − |𝒮∖ℓ⃗𝒮 |−|𝒜|+2 > 𝑃𝜂(𝒯 ) − |𝒯 |−|𝒜|+2 ≥ 𝑃𝜂(𝒮) − |𝒮|−|𝒜|+2

e, portanto, que
𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1.

Por fim, para concluir a demonstração, observamos que o semiplano ℋ := ℋ(ℓ⃗ (+1)
𝒮 ) satisfaz

a condição requerida. �
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Nas condições do resultado anterior, supondo ainda 𝜂 ∈ 𝒜Z2 aperiódica, o Lema 1.31 as-
segura que o conjunto 𝒮 ∈ ℱ𝒞 obtido cumpre 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 . Além disso, supondo ainda ℓ⃗ ∈ G1

direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂, a Observação 1.36 permite concluir então que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞

satisfaz |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| ≥ 2.
Dado 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 , suponha que 𝜛,𝜛′ ∈ 𝐸(𝒰) sejam arestas antiparalelas. Para qualquer
reta ℓ̂ ⊂ R2 paralela a 𝜛 tal que ℓ̂ ∩ 𝒰 ̸= ∅, se |𝜛 ∩ 𝒰| ≤ |𝜛′ ∩ 𝒰|, observe que

|ℓ̂ ∩ 𝒰| ≥ |𝜛 ∩ 𝒰|−1. (2.1.6)

De fato, se |𝜛 ∩ 𝒰|≤ |𝜛′ ∩ 𝒰|, temos que o comprimento de 𝜛 é menor ou igual ao compri-
mento do segmento ℓ̂ ∩ Conv(𝒰), donde segue (2.1.6).

Definição 2.9. Um conjunto 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é dito ser quase-regular quando, para qualquer aresta

𝜛 ∈ 𝐸(𝒰), existe aresta 𝜛′ ∈ 𝐸(𝒰) antiparalela a 𝜛 com |𝜛′ ∩ 𝒰| = |𝜛 ∩ 𝒰|.

Note que se 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 for um conjunto quase-regular, então, para qualquer reta ℓ ∈ G1,

existe reta ℓ′ ⊂ R2 paralela a ℓ que intersepta arestas 𝜛,𝜛′ ∈ 𝐸(𝒰) antiparalelas. De fato,
suponha 𝐸(𝒰) = {𝜛1, . . . , 𝜛𝑛} enumerado de acordo com a orientação herdada do bordo de
Conv(𝒰). Considerando 𝜛𝑖 = 𝜛𝑗 para quaisquer 𝑖, 𝑗 ∈ N tais que 𝑖 ≡ 𝑗(mod 𝑛), a convexi-
dade de 𝒰 implica que se 𝜛𝑖 é antiparalela a 𝜛𝑗, então 𝜛𝑖+1 é antiparalela a 𝜛𝑗+1. Supondo
𝜛𝑖 antiparalela a 𝜛𝑗, sejam 𝑅, 𝑆 ⊂ R2 os segmentos de reta ligando, respectivamente, os
pontos iniciais e os pontos finais de 𝜛𝑖 e 𝜛𝑗. Note que qualquer reta ℓ̂ ⊂ R2 passando pelo
ponto 𝑔 := 𝑅 ∩ 𝑆 ∈ R2 que intersepta 𝜛𝑖 também intersepta 𝜛𝑗. Portanto, como arestas
antiparalelas têm o mesmo comprimento, toda rotação de ℓ̂ passando por 𝑔 ∈ R2 que inter-
septa 𝜛𝑖+1 também intersepta 𝜛𝑗+1, mas 𝜛𝑖+1 e 𝜛𝑗+1 são antiparalelas. Este raciocínio nos
permite concluir que toda reta passando por 𝑔 ∈ R2 intersepta arestas antiparalelas de 𝒰 .

Os segmentos de reta ligando, respectivamente, os pontos iniciais e os pontos finais de
arestas antiparalelas de um conjunto quase-regular são chamados de eixos de simetria. Natu-
ralmente, se 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 for quase-regular, cada eixo de simetria 𝑆 ⊂ R2 de 𝒰 separa 𝒰 em
dois subconjuntos 𝐴𝑆, 𝐵𝑆 ⊂ 𝒰 com 𝐴𝑆 ∪𝐵𝑆 = 𝒰 e 𝐴𝑆 ∩𝐵𝑆 = 𝑆 ∩ Z2. A palavra simetria é
justificada pelo fato de

|𝐴𝑆| = |𝐵𝑆|. (2.1.7)

Com efeito, dado 𝑢 ∈ R2, como −𝑢 ∈ R2 representa a rotação de 𝑢 por um ângulo de 180°,
note que, se 𝜛,𝜛′ ∈ 𝐸(𝒰) são antiparalelas, −𝜛 é paralela a 𝜛′ e, a menos de translação,
−𝜛 = 𝜛′. Isto permite concluir que −𝐴𝑆 é uma translação de 𝐵𝑆, ou seja, |𝐴𝑆| = |𝐵𝑆|.

Similarmente ao Lema 4.7 de [7], o resultado abaixo mostra como baixa complexidade
força, para toda direção ℓ⃗ ∈ G1 não-expansiva segundo 𝑋𝜂, a existência de conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-ba-
lanceado.

Proposição 2.10. Dada 𝜂 ∈ 𝒜Z2 aperiódica, suponha que 𝑃𝜂(𝒰) ≤ 1
2 |𝒰|+|𝒜|−1 para algum

𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 quase-regular. Então, para qualquer direção ℓ⃗ ∈ G1 não-expansiva segundo 𝑋𝜂, há

conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 com 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒮|+|𝒜|−2 tal que
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(i) |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|≤ | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|,

(ii) 𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1.

Em particular, segue que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é um conjunto ℓ⃗-balanceado e, portanto, (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado

com 𝑝 = |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1.

Prova. Inicialmente, seja 𝑔 ∈ R2 o ponto na interseção de quaisquer dois eixos de simetria
distintos de 𝒰 . Como 𝒰 é um conjunto quase-regular, a reta antiparalela a ℓ⃗ passando por
𝑔 ∈ R2 intersepta arestas antiparalelas de 𝒰 , a saber, 𝜛,𝜛′ ∈ 𝐸(𝒰). Seja ℋ( ⃗ℓ′) ⊂ Z2 o semi-
plano minimal (com respeito à inclusão) tal que 𝑔 ∈ Conv(ℋ( ⃗ℓ′)) e cuja aresta ⃗ℓ′, antipara-
lela a ℓ⃗, passa por algum ponto inicial ou final de 𝜛 ou 𝜛′. Seja 𝑢 ∈ 𝑉 (𝒰) um ponto inicial
ou final de 𝜛 ou 𝜛′ pertencente a ℓ′. Supondo que 𝑆 ⊂ R2 seja o eixo de simetria tal que
𝑢 ∈ 𝑆, então, por construção, temos que ℋ( ⃗ℓ′) contém um dos subconjuntos 𝐴𝑆, 𝐵𝑆 ⊂ 𝒰
tais que 𝐴𝑆 ∪ 𝐵𝑆 = 𝒰 e 𝐴𝑆 ∩ 𝐵𝑆 = 𝑆 ∩ Z2 (ver Figura 2.1.1). Portanto, como |𝐴𝑆| = |𝐵𝑆|,
concluímos que

|𝒰 ∩ ℋ( ⃗ℓ′)| ≥ |𝐵𝑆|> |𝐵𝑆|−1
2 |𝐴𝑆 ∩𝐵𝑆| = 1

2 |𝒰|.

⃗ℓ′

𝐵𝑆

𝐴𝑆

𝒰

𝑔

𝑢

𝑆

Figura 2.1.1: Representação da reta ⃗ℓ′ ⊂ R2 e dos subconjuntos 𝐴𝑆, 𝐵𝑆 ⊂ 𝒰 .

Considerando 𝒯 = 𝒰 ∩ ℋ( ⃗ℓ′), temos que

𝑃𝜂(𝒯 ) − |𝒯 | ≤ 𝑃𝜂(𝒰) − |𝒯 | ≤ 1
2 |𝒰|+|𝒜|−1 − |𝒯 |< 1

2 |𝒰|+|𝒜|−1 − 1
2 |𝒰| = |𝒜|−1,

donde segue que 𝑃𝜂(𝒯 ) − |𝒯 | ≤ |𝒜|−2.
Sabendo que a reta antiparalela a ℓ⃗ que passa por 𝑔 ∈ R2 está contida em Conv(ℋ( ⃗ℓ′)),

a minimalidade de ℋ( ⃗ℓ′) garante que ℓ′ intersepta ambas as arestas 𝜛,𝜛′ ∈ 𝐸(𝒰). Em par-
ticular, da hipótese de 𝒰 ser convexo segue que o comprimento de ℓ′′ ∩ Conv(𝒰) é menor ou
igual ao comprimento de ℓ′ ∩ Conv(𝒰) para toda reta ℓ⃗′′ ⊂ R2 paralela a ℓ⃗ e, portanto,

|ℓ′ ∩ 𝒰| = max
{︁
|ℓ′′ ∩ 𝒰| : ℓ⃗′′ paralela a ℓ⃗

}︁
. (2.1.8)
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Segundo o Lema 2.8, há um semiplano ℋ ⊂ Z2 (cuja aresta é paralela a ℓ⃗) e um conjun-
to (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 com 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒮|+|𝒜|−2 tais que

𝒮∖ℓ⃗𝒮 =
(︁
𝒰 ∩ ℋ( ⃗ℓ′)

)︁
∩ ℋ (2.1.9)

e
𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1. (2.1.10)

Note que ⃗ℓ𝒮 = ⃗ℓ𝒮∖ℓ⃗𝒮
= ⃗ℓ(𝒰∩ℋ( ⃗ℓ′))∩ℋ = ⃗ℓ𝒰∩ℋ( ⃗ℓ′) = ⃗ℓ′, onde a primeira igualdade é válida para

qualquer 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 e a terceira segue do fato da aresta de ℋ ser antiparalela a ⃗ℓ′. Mais ainda,

de (2.1.9) obtemos que ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮 = ⃗ℓ𝒮 ∩ (𝒮∖ℓ⃗𝒮) = ⃗ℓ′ ∩ 𝒰 . Logo, de (2.1.8) segue que

| ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮| = |ℓ′ ∩ 𝒰| ≥ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒰| ≥ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|.

Enfim, (2.1.6) e (2.1.10) permitem concluir que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é um conjunto ℓ⃗-balanceado e, por-

tanto, (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado com 𝑝 = |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1. �

Se 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 for um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador satisfazendo o item (ii) do Lema 2.8, mesmo

que |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|> | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|, ainda é possível que 𝒮 seja um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado. Mais es-
pecificamente, supondo | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|> 1 e 𝑝 = | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|−1, se os conjuntos 𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒮), 𝑥) tiverem
cardinalidade suficientemente alta, de forma que

|ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|≤ | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|+|𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒮), 𝑥)|−2, (2.1.11)

então ainda temos

𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1 ≤ 𝑝+ |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒮), 𝑥)|−2,

donde resulta que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado.

Uma das dificuldades na tentativa de melhorar a constante para 𝐶 > 1
2 em versões da

Conjectura de Nivat está justamente no fato de não ser possível garantir |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| ≤ | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|.
Mais precisamente, dada 𝜂 ∈ 𝒜Z2 aperiódica, suponha que há 𝑛, 𝑘 ∈ N e 1

2 < 𝐶 < 1 tais que

𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝐶𝑛𝑘 + |𝒜|−2.

Fixada uma direção ℓ⃗ ∈ G1 não-expansiva segundo 𝑋𝜂, dentre os conjuntos da forma 𝒯 ′ =
𝑅𝑛,𝑘 ∩ ℋ( ⃗ℓ′), com ⃗ℓ′ ⊂ R2 antiparalela a ℓ⃗, tais que |𝒯 ′| ≥ 𝐶𝑛𝑘, seja 𝒯 = 𝑅𝑛,𝑘 ∩ ℋ( ⃗ℓ′) um
cuja cardinalidade de ℓ′ ∩ 𝑅𝑛,𝑘 é a maior possível. Isto é necessário se desejamos aplicar o
mesmo raciocínio da Proposição 2.10. Entretanto, como 𝐶 > 1

2 e |𝒯 | ≥ 𝐶𝑛𝑘, se 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 de-

notar o conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador obtido no Lema 2.8 com relação a 𝒯 = 𝑅𝑛,𝑘 ∩ ℋ( ⃗ℓ′), eventu-
almente é possível que |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| > | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|. Em suma, esta discussão indica que uma abor-
dagem alfabética pode se tornar uma ferramenta útil na demonstração da Conjectura de Ni-
vat se, de alguma forma, controlarmos a cardinalidade dos conjuntos |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒮), 𝑥)|, onde
𝑝 = | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|−1.
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O lema a seguir afirma que, sob certas hipóteses, é possível “engordar” retângulos sem, no
entanto, aumentar suas complexidades. Isto permitirá conectar a condição de complexidade
assintótica alta, isto é, quando existe 𝐶 ′ > 1 tal que

𝑃𝜂(𝑅𝜅,𝜏 ) ≤ 𝐶 ′𝜅𝜏 + |𝒜|−1

para 𝜅, 𝜏 ∈ N suficientemente grandes, com a condição de baixa complexidade, isto é, quan-
do existe 𝒰 ∈ ℱ𝒞 tal que

𝑃𝜂(𝒰) ≤ 1
2 |𝒰|+|𝒜|−1.

Lema 2.11. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2,

(i) se a reta ℓ𝑒1 ∈ G1, gerada por 𝑒1 = (1, 0), for expansiva segundo 𝑋𝜂, então existem
𝑎, 𝜏 ∈ N tais que, para qualquer 𝜅′ ∈ N, existe conjunto quase-regular 𝒰 ⊃ 𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ,
com |𝒰|= 2𝑎𝜅′𝜏 + 2𝑎𝜅′(𝜅′ − 1), tal que 𝑃𝜂(𝒰) = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ),

(ii) se a reta ℓ𝑒2 ∈ G1, gerada por 𝑒2 = (0, 1), for expansiva segundo 𝑋𝜂, então existem
𝑏, 𝜅 ∈ N tais que, para qualquer 𝜏 ′ ∈ N, existe conjunto quase-regular 𝒰 ⊃ 𝑅𝜅,2𝑏𝜏 ′,
com |𝒰|= 2𝑏𝜏 ′𝜅+ 2𝑏𝜏 ′(𝜏 ′ − 1), tal que 𝑃𝜂(𝒰) = 𝑃𝜂(𝑅𝜅,2𝑏𝜏 ′).

Prova. Inicialmente, recorde que ℓ𝑒𝑖
∈ G1 é expansiva segundo 𝑋𝜂 se, e somente se, as retas

orientadas ℓ⃗𝑒𝑖
, ⃗ℓ𝑒𝑖

∈ G1 são direções expansivas segundo 𝑋𝜂, onde 𝑖 = 1, 2.
Com relação ao item (i), supondo ℓ⃗ = ℓ⃗𝑒1 ∈ G1, segundo o Lema 1.37, para 𝑔1, 𝑔2 ∈ Z2

existem conjuntos 𝒮1,𝒮2 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 tais que

ℓ⃗𝒮1 ∩ 𝒮1 = {𝑔1} ⊂ 𝑉 (𝒮1) e ⃗ℓ𝒮2 ∩ 𝒮2 = {𝑔2} ⊂ 𝑉 (𝒮2)

são, respectivamente, 𝜂-gerados por 𝒮1 e 𝒮2. Denote por 𝑎 ∈ N a maior cardinalidade den-
tre |ℓ′ ∩ 𝒮𝑖|, onde ℓ′ é paralela a ℓ𝑒1 e 𝑖 = 1, 2. Escolha 𝜏 ∈ N tal que 𝑅2𝑎,𝜏 contenha tanto
uma translação de 𝒮1 quanto de 𝒮2. Dado 𝜅′ ∈ N, para cada inteiro 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝜅′ −1, definimos
o conjunto 𝐿𝑗 := 𝐴𝑗 ∪𝐵𝑗 ⊂ Z2, onde

𝐴𝑗 := {(𝑠,−𝑗) : 𝑗𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 2𝑎𝜅′ − 𝑗𝑎}

e
𝐵𝑗 := {(𝑠, 𝜏 − 1 + 𝑗) : 𝑗𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 2𝑎𝜅′ − 𝑗𝑎}.

O conjunto quase-regular 𝒰 ⊃ 𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 é definido por 𝒰 := 𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐿1 ∪ · · · ∪ 𝐿𝜅′−1. Supon-
do que a aresta Conv(𝐴1) ∈ 𝐸(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐴1) seja paralela a ℓ⃗𝑒1 , por construção, para todo
𝑔′ ∈ 𝐴1, há uma translação 𝒮 ′

1 de 𝒮1, com 𝒮 ′
1∖{𝑔′} ⊂ 𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 , tal que ℓ⃗𝒮′

1
∩𝒮 ′

1 = {𝑔′} ⊂ 𝑉 (𝒮 ′
1).

Do fato de 𝑔′ ∈ 𝒮 ′
1 ser 𝜂-gerado por 𝒮 ′

1, segue que 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ {𝑔′}) = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ). Este ra-
ciocínio permite concluir que

𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐴1) = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ).
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Ainda, como a aresta Conv(𝐵1) ∈ 𝐸(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐿1) é antiparalela a ℓ⃗𝑒1 , para todo 𝑔′ ∈ 𝐵1,
há uma translação 𝒮 ′

2 de 𝒮2, com 𝒮 ′
2∖{𝑔′} ⊂ 𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐿1, tal que ⃗ℓ𝒮′

2
∩ 𝒮 ′

2 = {𝑔′} ⊂ 𝑉 (𝒮 ′
2), o

que implica

𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐿1) = 𝑃𝜂((𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐴1) ∪𝐵1) = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐴1) = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ).

Prosseguindo dessa forma, concluímos que

𝑃𝜂(𝒰) = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ · · · ∪ 𝐿𝜅′−1) = · · · = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ∪ 𝐿1) = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ).

Por fim, é fácil ver que

|𝒰| = 2𝑎𝜅′𝜏 + 2(2𝑎𝜅′ − 2𝑎) + · · · + 2(2𝑎𝜅′ − 2𝑎(𝜅′ − 1))

= 2𝑎𝜅′𝜏 + 4𝑎𝜅′(𝜅′ − 1) − 4𝑎(𝜅′ − 1)𝜅′

2 = 2𝑎𝜅′𝜏 + 2𝑎𝜅′(𝜅′ − 1).

Com relação ao item (ii), a prova se faz de forma análoga. �

Note que, para configurações aperiódicas, um caso particular do resultado abaixo forne-
ce as hipóteses da Proposição 2.10, assegurando assim a existência de conjunto balanceado.

Proposição 2.12. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que há 𝐶 ′ > 1 tal que 𝑃𝜂(𝑅𝜅,𝜏 ) ≤ 𝐶 ′𝜅𝜏 + |𝒜|−1
para 𝜅, 𝜏 ∈ N suficientemente grandes. Se pelo menos uma das retas ℓ𝑒1 , ℓ𝑒2 ∈ G1 for expan-
siva segundo 𝑋𝜂, então, para todo 𝐶 > 1 existe conjunto quase-regular 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 tal que

𝑃𝜂(𝒰) ≤ 1
𝐶

|𝒰|+|𝒜|−1.

Prova. Supondo, sem perda de generalidade, que a reta ℓ𝑒1 ∈ G1 seja expansiva segundo 𝑋𝜂,
segundo o Lema 2.11, existem 𝑎, 𝜏 ∈ N tais que, para todo 𝜅′ ∈ N, há conjunto quase-regu-
lar 𝒰 ⊃ 𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 tal que 𝑃𝜂(𝒰) = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ). Dado 𝐶 > 1, escolhendo 𝜅′ ≥ 𝜏(𝐶𝐶 ′ − 1) + 1,
segue que 𝐶𝐶 ′𝜏 ≤ 𝜏 + (𝜅′ − 1). Multiplicando ambos os lados por 1

𝐶
2𝑎𝜅′, obtemos a desi-

gualdade
𝐶 ′2𝑎𝜅′𝜏 ≤ 1

𝐶
(2𝑎𝜅′𝜏 + 2𝑎𝜅′(𝜅′ − 1)) = 1

𝐶
|𝒰|,

donde segue que 𝑃𝜂(𝒰) = 𝑃𝜂(𝑅2𝑎𝜅′,𝜏 ) ≤ 𝐶 ′2𝑎𝜅′𝜏 + |𝒜|−1 ≤ 1
𝐶

|𝒰|+|𝒜|−1, o que prova a pro-
posição. �

Veremos no Capítulo 3 que a proposição acima também está fortemente conectada com
periodicidade.

2.1.2 Direções controláveis

Nesta subseção, introduzimos uma condição que, mesmo não sendo de complexidade as-
sintótica alta ou de complexidade baixa, assegura a existência de conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado.
Essencialmente, a noção de direção controlável significa que, para uma direção não-expansi-
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va segundo 𝑋𝜂, a complexidade de certos conjuntos é majorada pela cardinalidade do pró-
prio conjunto acrescida de cardinalidades de alfabetos apropriadamente construídos.

As propriedades de 𝑆𝐿2(Z) previamente discutidas no Capítulo 1 nos levam a introduzir
a seguinte notação.

Notação 2.13. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, seja ℓ⃗ ∈ G1 uma reta orientada com coeficiente angular ra-
cional. Fixado 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z) com 𝐴(−𝑒2) = �⃗�ℓ, para cada 𝜅, 𝜏 ∈ N, denote

ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 := 𝐴(𝑅𝜅,𝜏 ) ∈ ℱ𝒞.

É claro que, para qualquer reta ℓ⃗′ ⊂ R2 paralela a ℓ⃗ ∈ G1 tal que ℓ′ ∩ ℛℓ
𝜅,𝜏 ̸= ∅, temos

que |ℓ′ ∩ ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 |= 𝜏 .

Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2 , seja ℓ⃗ ∈ G1 uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. Para um conjunto
(𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒰 ′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 e 𝑝 ∈ N tais que

∀ ℓ⃗′ paralela a ℓ⃗, ℓ⃗′ ̸= ℓ⃗𝒰 e ℓ′ ∩ 𝒰 ̸= ∅ =⇒ |ℓ′ ∩ 𝒰|≥ 𝑝,

definimos

𝜙ℓ⃗,𝑝(𝒰 ′) := min
{︁
|𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰 ′), 𝑥)|−2 : 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰 ′) e |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰 ′), 𝑥)|> 1

}︁
se existir 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰 ′) tal que |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰 ′), 𝑥)|> 1, e 𝜙ℓ⃗,𝑝(𝒰 ′) := 0 caso contrário.

Supondo 𝜂 ∈ 𝒜Z2 aperiódica e que há 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘 + |𝒜|−2, mostra-
remos que limitantes adequadas para a ℛℓ⃗

𝜅,𝜏 -complexidade de 𝜂 estão, de forma natural, as-
sociados à existência de conjuntos (ℓ⃗, 𝑝)-balanceados.

Inicialmente, se existem 𝜅, 𝜏 ∈ N tais que

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ) ≤ 𝜅𝜏 + |𝒜|−2,

considerando 𝒯 = ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 , é fácil ver que o conjunto 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 obtido no Lema 2.8 é (ℓ⃗, 𝑝)-ba-
lanceado. Caso contrário, temos que

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ) ≥ 𝜅𝜏 + |𝒜|−1 ∀ 𝜅, 𝜏 ∈ N. (2.1.12)

Desta forma, fixado um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 satisfazendo ℓ⃗𝒰 = ℓ⃗ (−1) ∈ ℋ(ℓ⃗ (−1)),

se existem 𝜅, 𝜏 ∈ N com 𝒰∖ℓ⃗𝒰 ⊂ ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 tais que

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅+1,𝜏 ) ≤ (𝜅+ 1)𝜏 + |𝒜|−1 + 𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗

𝜅,𝜏 ∪ 𝒰), (2.1.13)

como 𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ∪ 𝒰) ≤ 𝑃𝜂(ℛℓ⃗

𝜅+1,𝜏 ), de (2.1.12) e (2.1.13) segue que

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ∪ 𝒰) − 𝑃𝜂(ℛℓ⃗

𝜅,𝜏 ) ≤ 𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅+1,𝜏 ) − 𝜅𝜏 − |𝒜|+1

≤ (𝜅+ 1)𝜏 + |𝒜|−1 + 𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ∪ 𝒰) − 𝜅𝜏 − |𝒜|+1

= 𝜏 + 𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ∪ 𝒰),
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donde
𝑃𝜂(ℛℓ⃗

𝜅,𝜏 ∪ 𝒰) ≤ 𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ) + 𝜏 + 𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗

𝜅,𝜏 ∪ 𝒰).

Logo, ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ∪ 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 é um conjunto (ℓ⃗, 𝜏)-balanceado. Se (2.1.13) não for satisfeito, temos
que

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅+1,𝜏 ) ≥ (𝜅+ 1)𝜏 + |𝒜|+𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗

𝜅,𝜏 ∪ 𝒰)

para todo 𝜅, 𝜏 ∈ N com 𝒰∖ℓ⃗𝒰 ⊂ ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 . Novamente, se existem 𝜅, 𝜏 ∈ N com 𝒰∖ℓ⃗𝒰 ⊂ ℛℓ⃗

𝜅,𝜏

tais que
𝑃𝜂(ℛℓ⃗

𝜅+2,𝜏 ) ≤ (𝜅+ 2)𝜏 + |𝒜|+𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ∪ 𝒰) + 𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗

𝜅+1,𝜏 ∪ 𝒰),

então, argumentando de forma similar, vemos que

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅+1,𝜏 ∪ 𝒰) ≤ 𝑃𝜂(ℛℓ⃗

𝜅+1,𝜏 ) + 𝜏 + 𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗
𝜅+1,𝜏 ∪ 𝒰),

o que assegura que ℛℓ⃗
𝜅+1,𝜏 ∪ 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 é um conjunto (ℓ⃗, 𝜏)-balanceado. Mais geralmente,
motivado por essa discussão, propomos a definição abaixo.

Definição 2.14. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, seja ℓ⃗ ∈ G1 uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. Dado
um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 cumprindo ℓ⃗𝒰 = ℓ⃗ (−1) ∈ ℋ(ℓ⃗ (−1)), dizemos que ℓ⃗ é uma
direção controlável se existem 𝜅, 𝜏 ∈ N, com 𝒰∖ℓ⃗𝒰 ⊂ ℛℓ⃗

𝜅,𝜏 , e 𝑚 ∈ Z+ tais que

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅+𝑚+1,𝜏 ) ≤ (𝜅+𝑚+ 1)𝜏 + |𝒜|−2 +

(︃
𝜅+𝑚∑︁
𝑖=𝜅

𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗
𝑖,𝜏 ∪ 𝒰)

)︃
+𝑚+ 1. (2.1.14)

Estamos interessados em direções controláveis, porque, como veremos adiante, elas for-
çam periodicidade em certas regiões de algumas configurações específicas e, também, porque
essa propriedade não é excessivamente restritiva, já que 𝑃𝜂(ℛℓ

𝜅+𝑚+1,𝜏 ) pode inclusive ser es-
tritamente maior que a cardinalidade de ℛℓ

𝜅+𝑚+1,𝜏 .

Proposição 2.15. Se 𝜂 ∈ 𝒜Z2 for aperiódica, então, para toda direção controlável ℓ⃗ ∈ G1,
há conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado.

Prova. Com efeito, sejam 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , 𝜅, 𝜏 ∈ N e 𝑚 ∈ Z+ como na Definição 2.14. Inicialmen-

te, se 𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ) ≤ 𝜅𝜏 + |𝒜|−2, para 𝒯 = ℛℓ⃗

𝜅,𝜏 , o Lema 2.8 afirma que há semiplano ℋ (cuja
aresta é paralela a ℓ⃗) e conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 tais que

𝒮∖ℓ⃗𝒮 = ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ∩ ℋ (2.1.15)

e
𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1. (2.1.16)

É fácil ver que (2.1.15) e (2.1.16) implicam que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é um conjunto ℓ⃗-balanceado e, as-

sim, (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado com 𝑝 = |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1. Caso contrário, ao escolher 𝑚′ ∈ Z+ minimal
dentre os inteiros 𝑚 ∈ Z+ que verificam (2.1.14) para 𝜅, 𝜏 ∈ N, temos dois casos a conside-
rar, a saber, 𝑚′ = 0 e 𝑚′ > 0.
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Se 𝑚′ = 0, da desigualdade 𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ) ≥ 𝜅𝜏 + |𝒜|−1 e de (2.1.14) com 𝑚 = 𝑚′, obtemos

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ∪ 𝒰) ≤ 𝑃𝜂(ℛℓ⃗

𝜅,𝜏 ) + 𝜏 + 𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ∪ 𝒰). (2.1.17)

Se 𝑚′ > 0, a minimalidade de 𝑚′ implica que

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅+𝑚′,𝜏 ) ≥ (𝜅+𝑚′)𝜏 + |𝒜|−2 +

⎛⎝𝜅+𝑚′−1∑︁
𝑖=𝜅

𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗
𝑖,𝜏 ∪ 𝒰)

⎞⎠+𝑚′ + 1.

Logo, a desigualdade acima e (2.1.14) com 𝑚 = 𝑚′ fornecem

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅+𝑚′,𝜏 ∪ 𝒰) ≤ 𝑃𝜂(ℛℓ⃗

𝜅+𝑚′,𝜏 ) + 𝜏 + 𝜙ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗
𝜅+𝑚′,𝜏 ∪ 𝒰). (2.1.18)

De forma geral, para 𝑚′ ∈ Z+, (2.1.17) e (2.1.18) permitem concluir que

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅+𝑚′,𝜏 ∪ 𝒰) ≤ 𝑃𝜂(ℛℓ⃗

𝜅+𝑚′,𝜏 ) + 𝜏 +
⃒⃒⃒
𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗

𝜅+𝑚′,𝜏 ∪ 𝒰), 𝑥)
⃒⃒⃒
− 2

para qualquer 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,ℛℓ⃗
𝜅+𝑚′,𝜏 ∪ 𝒰) com |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝜏 (ℛℓ⃗

𝜅+𝑚′,𝜏 ∪ 𝒰), 𝑥)|> 1. Além disso, é claro
que ℛℓ⃗

𝜅+𝑚′,𝜏 ∪ 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador e que, para toda reta ℓ⃗′ ⊂ R2 paralela

a ℓ⃗ tal que ℓ′ ∩ ℛℓ⃗
𝜅+𝑚′,𝜏 ̸= ∅, vale |ℓ′ ∩ ℛℓ⃗

𝜅+𝑚′,𝜏 |= 𝜏 , ou seja, ℛℓ⃗
𝜅+𝑚′,𝜏 ∪ 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 é um conjun-
to (ℓ⃗, 𝜏)-balanceado. �

Note que somente controlabilidade não é suficiente para garantir periodicidade. De fato,
para a configuração 𝜂 ∈ 𝒜Z2 descrita pela Figura 1.1.2, dada qualquer reta ℓ⃗ ∈ G1 com coe-
ficiente angular racional,

𝑃𝜂(ℛℓ⃗
𝜅,𝜏 ) = 𝜅𝜏 + 1 ∀ 𝜅, 𝜏 ∈ N.

A discussão desta subseção motiva o seguinte problema em aberto.

Problema. Dada 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘 + |𝒜|−2.
Se toda direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂 também for controlável, então 𝜂 é periódica?

2.2 Estendendo a periodicidade de faixas

O lema abaixo utilizará as propriedades de conjunto balanceado para estender, de modo
controlado, a periodicidade de faixas para regiões maiores, o que possibilitará, por processo
indutivo, estender a periodicidade de faixas para semiplanos.

Para conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado 𝒰 ′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , denote

𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰 ′) := 𝑃𝜂(𝒰 ′) − 𝑃𝜂(𝒰 ′∖ℓ⃗𝒰 ′)

se |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰 ′), 𝑦)| = 1 para todo 𝑦 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰 ′) e

𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰 ′) := max
{︁
𝑝𝑦 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑦(𝒰 ′), 𝑦)|−2 : 𝑦 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰 ′) e |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑦(𝒰 ′), 𝑦)|> 1

}︁
caso contrário, onde 𝑝𝑦 ≤ 𝑝 denota o menor inteiro que cumpre o item (ii) da Definição 2.5.
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Lema 2.16. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que ℓ⃗ ∈ G1 seja uma direção não-expansiva segundo
𝑋𝜂 e que 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 seja um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado. Se a restrição de 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-
faixa 𝐹 for periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ para algum 𝑡′ ∈ N, então a restrição de 𝑥 a ℓ⃗𝒰 ∪𝐹 é pe-
riódica de período 𝑡�⃗�ℓ, onde

𝑡 = 𝑡′

se 𝑥 ̸∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) e
𝑡 ≤ 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)

caso contrário.

Prova. Sendo 𝑥|𝐹 periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ para algum 𝑡′ ∈ N, se 𝑥 ̸∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰), então existe
𝜅 ∈ Z tal que 𝑥|𝐹 ∪(𝒰+𝜅�⃗�ℓ) = (𝑇 𝑡′�⃗�ℓ𝑥)|𝐹 ∪(𝒰+𝜅�⃗�ℓ). Como 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 é um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador,
raciocinando de forma recorrente, concluímos que

𝑥|ℓ⃗𝒰 ∪𝐹 = (𝑇 𝑡′�⃗�ℓ𝑥)|ℓ⃗𝒰 ∪𝐹 ,

ou seja, a restrição de 𝑥 a ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 é periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ.
Supondo 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) e 𝑡′ > 1, é claro que |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|> 1. Neste caso, o item (i) do

Corolário 2.7 implica que a restrição de 𝑥 a 𝐹 é periódica de período 𝜏 �⃗�ℓ para algum intei-
ro positivo 𝜏 ≤ 𝑝𝑥 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)|−2, onde 𝑝𝑥 ≤ 𝑝 satisfaz o item (ii) da Definição 2.5.
Daí segue

|𝐿ℓ⃗ (𝒰 , 𝑥)|−𝜏 ≤

⎛⎜⎝ ∑︁
𝛾∈𝐿

ℓ⃗
(𝒰∖ℓ⃗𝒰 ,𝑥)

|{𝛾′ ∈ 𝐿(𝒰 , 𝜂) : 𝛾′|𝒰∖ℓ⃗𝒰
= 𝛾}|

⎞⎟⎠− |𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥)|

=
∑︁

𝛾∈𝐿
ℓ⃗

(𝒰∖ℓ⃗𝒰 ,𝑥)

(︁
𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) − 1

)︁

≤
∑︁

𝛾∈𝐿(𝒰∖ℓ⃗𝒰 ,𝜂)

(︁
𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) − 1

)︁
= 𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) ≤ 𝑝𝑥 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)|−2,

ou seja,

|𝐿ℓ⃗ (𝒰 , 𝑥)|≤ 𝜏 + 𝑝𝑥 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)|−2 ≤ 2(𝑝𝑥 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)|−2).

Pelo Princípio da Casa dos Pombos, podemos supor, sem perda de generalidade, que existe
inteiro positivo 𝑡 ≤ 2(𝑝𝑥 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)|−2) tal que 𝑥|𝒰= (𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰 . Afirmamos que a
restrição de 𝑥 a 𝐹 é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ. De fato, supondo 𝒜𝑥 = 𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥), seja
𝜉 = (𝜉𝑖)𝑖∈Z ∈ (𝒜𝑥)Z a sequência definida por 𝜉𝑖 := (𝑇 𝑖�⃗�ℓ𝑥)|ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥 (𝒰) para todo 𝑖 ∈ Z. Além dis-
so, seja 1 < 𝑝0 ≤ 𝑝𝑥 o inteiro minimal tal que 𝑃𝜉(𝑝0) ≤ 𝑝0 + |𝒜𝑥|−2. Note que tal 𝑝0 existe,
pois |𝒜𝑥|> 1 e 𝑃𝜉(𝑝𝑥) ≤ |𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥)|≤ 𝜏 ≤ 𝑝𝑥 + |𝒜𝑥|−2. Assim, a minimalidade de 𝑝0 im-
plica 𝑃𝜉(𝑝0) = 𝑃𝜉(𝑝0 − 1). Da igualdade 𝑥|𝒰= (𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰 resulta que

𝜉0𝜉1 · · · 𝜉𝑝0−1 = 𝜉𝑡𝜉𝑡+1 · · · 𝜉𝑡+𝑝0−1,
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donde, por indução, segue que a sequência infinita 𝜉 ∈ (𝒜𝑥)Z é periódica de período 𝑡. Em
outras palavras, 𝑥|𝐹 é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ. Portanto, obtemos que

𝑥|𝒰∪𝐹 = (𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰∪𝐹 . (2.2.1)

Sejam 𝑔𝑖, 𝑔𝑓 ∈ ℓ⃗𝒰 ∩𝒰 os pontos inicial e final da aresta Conv(ℓ⃗𝒰 ∩𝒰) ∈ 𝐸(𝒰), respectivamen-
te. Para cada 𝑚 ∈ N, sejam 𝑢𝑚

𝑖 := 𝑔𝑖 −𝑚�⃗�ℓ e 𝑢𝑚
𝑓 := 𝑔𝑓 +𝑚�⃗�ℓ. Como os pontos 𝑢1

𝑖 e 𝑢1
𝑓 são

𝜂-gerados por 𝒰 − �⃗�ℓ e 𝒰 + �⃗�ℓ, de (2.2.1) segue que

𝑥|𝒰∪{𝑢𝑖,𝑢𝑓 }∪𝐹 = (𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰∪{𝑢𝑖,𝑢𝑓 }∪𝐹 .

Por indução, concluímos que, para cada 𝑚 ∈ N,

𝑥|𝒰∪{𝑢1
𝑖 ,𝑢1

𝑓
,...,𝑢𝑚

𝑖 ,𝑢𝑚
𝑓

}∪𝐹 = (𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰∪{𝑢1
𝑖 ,𝑢1

𝑓
,...,𝑢𝑚

𝑖 ,𝑢𝑚
𝑓

}∪𝐹 ,

ou seja, a restrição de 𝑥 a ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ.
Uma vez que 𝑝𝑥 ≤ 𝑝 é qualquer inteiro que cumpre o item (ii) da Definição 2.5, ao con-

siderar 𝑝𝑥 = 𝑝𝑥 na discussão acima, resulta daí que a restrição de 𝑥 a ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 é periódica de
período 𝑡�⃗�ℓ com

𝑡 ≤ 2(𝑝𝑥 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)|−2) ≤ 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰).

Supondo agora 𝑡′ = 1, para a única 𝒰∖ℓ⃗𝒰 -configuração 𝛾 ∈ 𝐿ℓ⃗ (𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥), temos que

|𝐿ℓ⃗ (𝒰 , 𝑥)|−1 ≤ 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) − 1 ≤ 𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰),

ou seja,
|𝐿ℓ⃗ (𝒰 , 𝑥)| ≤ 𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 1.

Assim, como antes, podemos supor, sem perda de generalidade, que existe inteiro positivo
𝑡 ≤ 𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 1 tal que 𝑥|𝒰 = (𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥)|𝒰 . Felizmente, neste caso, 𝑥|𝐹 já é, em par-
ticular, periódica de período 𝑡�⃗�ℓ e, portanto, a mesma argumentação do caso anterior asse-
gura que a restrição de 𝑥 a ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ.

A hipótese de ℓ⃗ ser direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂 assegura 𝑃𝜂(𝒰) −𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) ≥ 1 e,
assim, a desigualdade

𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 1 ≤ 2(𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰)).

Portanto, como 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado, independentemente de quem seja

𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰), vale a desigualdade 𝑃𝜂(𝒰) − 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) ≤ 𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰), o que encerra a demonstração do
lema. �

Observação 2.17. No lema acima, podemos trocar a hipótese de 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 ser (ℓ⃗, 𝑝)-balan-

ceado pela hipótese de ser apenas um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador tal que

∀ ℓ⃗′ paralela a ℓ⃗, ℓ⃗′ ̸= ℓ⃗𝒰 e ℓ′ ∩ 𝒰 ̸= ∅ =⇒ |ℓ′ ∩ 𝒰|≥ 2.
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Assim, se a restrição de 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 à (ℓ⃗,𝒰 , 2)-faixa 𝐹 for periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ para algum
𝑡′ ∈ N, como existe conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador 𝒯 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 cuja (ℓ⃗, 𝒯 , 2𝑡′)-faixa coincide com 𝐹 ,
argumentando de forma similar, é possível provar que a restrição de 𝑥 a ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 é periódica
de período 𝑡�⃗�ℓ, onde

𝑡 = 𝑡′

se 𝑥 ̸∈ 𝒩 (ℓ⃗, 𝒯 ) e
𝑡 ≤ 𝑡′ + 𝑃𝜂(𝒯 ) − 𝑃𝜂(𝒯 ∖ℓ⃗𝒯 )

caso contrário. A desvantagem desse resultado é que, ao aplicá-lo sucessivas vezes, períodos
cada vez maiores são produzidos.

Para fornecer versão do Lema 2.16 também para (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas, convenientemente
introduzimos os conjuntos a seguir. Dadas (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas 𝐹 (𝑎), ⃗𝐹 (𝑎) ⊂ Z2, sejam

(ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 )(𝑎) :=
⋃︁
𝑡≥𝑎

(︁
ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰) ∪ {𝑖𝒰(ℓ⃗𝒰)} + 𝑡�⃗�ℓ

)︁
(2.2.2)

e
(ℓ⃗𝒰 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎) :=

⋃︁
𝑡≥𝑎

(︁
ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒰) ∪ {𝑓𝒰(ℓ⃗𝒰)} − 𝑡�⃗�ℓ

)︁
(2.2.3)

O resultado a seguir é enunciado para (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas da forma 𝐹 (𝑎), entretanto, fa-
zendo-se as devidas alterações, ele também pode ser enunciado para (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-semifaixas da
forma ⃗𝐹 (𝑎).

Lema 2.18. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que ℓ⃗ ∈ G1 seja uma direção não-expansiva segundo
𝑋𝜂 e que 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 seja um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado. Se a restrição de 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-
semifaixa 𝐹 (𝑎), com 𝑎 ∈ Z, for periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ para algum 𝑡′ ∈ N, então a restrição
de 𝑥 a (ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 )(𝑎+ 𝑡) é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ, onde

𝑡 = 𝑡′

se 𝑥 ̸∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰) e
𝑡 ≤ 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)

caso contrário.

Prova. Inicialmente, se 𝑥 ̸∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰), isto significa que 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) = 1 para alguma 𝒰∖ℓ⃗𝒰 -con-
figuração 𝛾 ∈ �⃗�ℓ⃗,𝑎(𝒰∖ℓ⃗𝒰 , 𝑥). Uma vez que a restrição de 𝑥 a 𝐹 (𝑎) é periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ,
é claro que 𝛾 = (𝑇𝑚�⃗�ℓ𝑥)|𝒰∖ℓ⃗𝒰

para algum inteiro 𝑎 ≤ 𝑚 ≤ 𝑎+ 𝑡′. Em particular, temos que

(𝑇𝑚�⃗�ℓ𝑥)|𝒰∖ℓ⃗𝒰
= (𝑇𝑚�⃗�ℓ𝑥)|(𝒰∖ℓ⃗𝒰 )+𝑡′�⃗�ℓ

= (𝑇 (𝑚+𝑡′)�⃗�ℓ𝑥)|𝒰∖ℓ⃗𝒰
,

donde, por ocorrer 𝑁ℓ⃗,𝒰(𝛾) = 1, segue que

(𝑇𝑚�⃗�ℓ𝑥)|𝒰 = (𝑇 (𝑚+𝑡′)�⃗�ℓ𝑥)|𝒰 .
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Portanto, como 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é um conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador, segue por recorrência que a restrição

de 𝑥 a (ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 )(𝑚) é periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ.
Supondo 𝑥 ∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒰) e 𝑡′ > 1, então |�⃗�ℓ⃗,𝑏(ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑥)|> 1 para todo 𝑏 ≥ 𝑎. Com efei-

to, como na argumentação para obter (2.1.4), qualquer ponto de acumulação 𝑧 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰)
da sequência {𝑇 𝑡�⃗�ℓ𝑥}𝑡≥𝑎 ⊂ 𝑋𝜂 satisfaz |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒰), 𝑧)|> 1. Neste caso, contudo, a hipótese
da restrição de 𝑥 a 𝐹 (𝑎) ser periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ garante que

|𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑧(𝒰), 𝑧)| = |�⃗�ℓ⃗,𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝𝑧(𝒰), 𝑥)|,

onde 𝑝𝑧 ≤ 𝑝 cumpre o item (ii) da Definição 2.5. Portanto, considerar 𝑝𝑥 := 𝑝𝑧 fornece

𝑃𝜂(𝒰) ≤ 𝑃𝜂(𝒰∖ℓ⃗𝒰) + 𝑝𝑥 +
⃒⃒⃒
�⃗�ℓ⃗,𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)

⃒⃒⃒
− 2

e
𝑝𝑥 +

⃒⃒⃒
�⃗�ℓ⃗,𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒰), 𝑥)

⃒⃒⃒
− 2 ≤ 𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰).

Daqui em diante, a argumentação é análoga à da demonstração do Lema 2.16, considerando
(2.1.3) no lugar de (1.6.3) e empregando no Corolário 2.7 o item (ii) em vez do item (i). �

O resultado a seguir será fundamental para demonstrar a Proposição 2.21, um dos prin-
cipais resultados desta seção.

Proposição 2.19. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que ℓ⃗ ∈ G1 seja uma direção não-expansiva se-
gundo 𝑋𝜂 e que 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 seja um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado. Se a restrição de 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 à
(ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 for periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ para algum 𝑡′ ∈ N, então, para qualquer trans-
lação 𝒰 ′ de 𝒰 tal que 𝒰 ′ ⊂ ℋ( ⃗ℓ𝒰), a restrição de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 ′, 𝑝)-faixa 𝐹 ′ é periódica de período
𝑡�⃗�ℓ, onde

𝑡 ≤ max
{︁
𝑡′, 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)

}︁
.

Em particular, a restrição de 𝑥 ao semiplano ℋ( ⃗ℓ𝒰) é periódica com período em ℓ ∩ (Z2)*.

Prova. Seja 𝑢 ∈ (Z2)* tal que

ℓ⃗+ 𝑢 = ℓ⃗ (−1) ∈ ℋ(ℓ⃗ (−1)).

Suponha, por contradição, que o conjunto 𝑃𝒰 formado pelos inteiros 𝑚 ∈ Z+ tais que a res-
trição de 𝑇𝑚𝑢𝑥 ∈ 𝑋𝜂 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ para algum inteiro posi-
tivo

𝑡 ≤ max
{︁
𝑡′, 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)

}︁
seja diferente de Z+. Suponha que 𝑚′ ∈ 𝑃𝒰 seja o inteiro maximal tal que, para qualquer
0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚′, 𝑖 ∈ 𝑃𝒰 . Como a restrição de 𝑦 := 𝑇 𝑢𝑚′

𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 é periódica de perí-
odo 𝜏 ′�⃗�ℓ com 𝜏 ′ ≤ max{𝑡′, 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)}, do Lema 2.16 resulta que a restrição de 𝑦 a ℓ⃗𝒰 ∪ 𝐹 é
periódica de período 𝜏 �⃗�ℓ, onde

𝜏 = 𝜏 ′
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se 𝑦 ̸∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) e
𝜏 ≤ 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)

caso contrário. Isto significa que a restrição de 𝑇 𝑢(𝑚′+1)𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 é periódica de
período 𝜏 �⃗�ℓ com 𝜏 ≤ max{𝑡′, 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)}, o que viola a maximalidade de 𝑚′ ∈ N. �

O resultado abaixo foi primeiramente obtido no Teorema 1.39 para configurações perió-
dicas. Agora, como consequência dos resultados desenvolvidos até aqui, essa hipótese pode
ser substituída pela existência de conjunto balanceado.

Corolário 2.20. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 for um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado, então, a di-

reção ⃗ℓ ∈ G1, antiparalela a ℓ⃗ ∈ G1, também é não-expansiva segundo 𝑋𝜂.

Prova. Por hipótese, existem 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝜂 tais que

𝑥|ℋ(ℓ⃗) = 𝑦|ℋ(ℓ⃗),

mas
𝑥|ℋ(ℓ⃗ (−1)) ̸= 𝑦|ℋ(ℓ⃗ (−1)).

Seja 𝒰 ′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 uma translação de 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 tal que

ℓ⃗𝒰 ′ = ℓ⃗(−1) ∈ ℋ(ℓ⃗(−1)).

Segue do Lema 1.43 que 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰 ′) e, portanto, do Lema 2.2 que as suas restrições a
(ℓ⃗,𝒰 ′, 𝑝)-faixa 𝐹 são periódicas de períodos 𝑡�⃗�ℓ e 𝑡′�⃗�ℓ para algum par 𝑡, 𝑡′ ∈ N. Como a Pro-
posição 2.19 garante que as restrições de 𝑥 e 𝑦 ao semiplano ℋ( ⃗ℓ𝒰 ′) ⊃ ℋ( ⃗ℓ) são periódicas
com períodos em ℓ∩ (Z2)*, segue do Corolário 1.40 que a reta ⃗ℓ ∈ G1, antiparalela a ℓ⃗ ∈ G1,
é uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. �

Similarmente ao que foi feito em [7], o resultado a seguir mostra como conjuntos balan-
ceados forçam periodicidade.

Proposição 2.21. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que ℓ⃗ ∈ G1 seja uma direção não-expansiva se-
gundo 𝑋𝜂 e que 𝒰 , 𝒯 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 sejam, respectivamente, (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado e ( ⃗ℓ, 𝑞)-balanceado.
Se a restrição de 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 for periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ para algum 𝑡′ ∈ N,
então 𝑥 é periódica com período em ℓ∩ (Z2)* e, para qualquer translação 𝒰 ′ de 𝒰 , a restrição
de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 ′, 𝑝)-faixa 𝐹 ′ é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ, onde

𝑡 ≤ max
{︁
𝑡′, 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)

}︁
.

Prova. Inicialmente, o fato de 𝑥 ser periódica com período em ℓ∩ (Z2)* é uma consequência
direta da Proposição 2.19 aplicada aos conjuntos 𝒰 , 𝒯 ′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 , onde 𝒯 ′ é uma translação de
𝒯 tal que 𝒯 ′ ⊂ ℋ( ⃗ℓ𝒰).

Quanto à segunda parte, seja 𝑢 ∈ (Z2)* tal que

ℓ⃗+ 𝑢 = ℓ⃗ (+1) ∈ ℋ(ℓ⃗ (+1)).
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Suponha, por contradição, que o conjunto 𝑄𝒰 formado pelos inteiros 𝑚 ∈ Z+ tais que a res-
trição de 𝑇𝑚𝑢𝑥 ∈ 𝑋𝜂 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ para algum inteiro posi-
tivo

𝑡 ≤ max
{︁
𝑡′, 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)

}︁
seja diferente de Z+. Suponha que 𝑚′ ∈ 𝑄𝒰 seja o inteiro maximal tal que, para qualquer
0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚′, 𝑖 ∈ 𝑄𝒰 . Resulta então do Corolário 2.7 e da Proposição 2.19 que 𝑇𝑚𝑢𝑥 ̸∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰)
para todo inteiro 𝑚 > 𝑚′.

Note que, para qualquer 𝜏 > 0, o Princípio da Casa dos Pombos assegura a existência de
inteiros 𝑖 > 𝐼 ≥ 𝑚′ tais que

(𝑇 𝐼𝑢𝑥)|(ℓ⊥)𝜏 ∩𝐹 = (𝑇 𝑖𝑢𝑥)|(ℓ⊥)𝜏 ∩𝐹 ,

onde ℓ⊥ ∈ G1 denota a reta perpendicular a ℓ ∈ G1 e (ℓ⊥)𝜏 ⊂ Z2 é a 𝜏 -vizinhança de ℓ⊥.
Além disso, como 𝑥 é periódica com período em ℓ∩ (Z2)*, se 𝜏 > 0 for suficientemente gran-
de, então (𝑇 𝐼𝑢𝑥)|𝐹 = (𝑇 𝑖𝑢𝑥)|𝐹 . Suponha portanto que 𝐼 ≥ 𝑚′ seja o menor inteiro tal que
(𝑇 𝐼𝑢𝑥)|𝐹 = (𝑇 𝑖𝑢𝑥)|𝐹 para algum inteiro 𝑖 > 𝐼.

Como 𝑇 𝑖𝑢𝑥 ̸∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰), do Lema 1.43 resulta a igualdade

(𝑇 𝐼𝑢𝑥)|ℓ⃗𝒰 ∪𝐹 = (𝑇 𝑖𝑢𝑥)|ℓ⃗𝒰 ∪𝐹 ,

donde (𝑇 (𝐼−1)𝑢𝑥)|𝐹 = (𝑇 (𝑖−1)𝑢𝑥)|𝐹 . Logo, a minimalidade de 𝐼 implica que 𝑚′ = 𝐼, o que é
uma contradição, pois, neste caso, a restrição de 𝑇 𝑖𝑢𝑥 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 é periódica de perí-
odo 𝑡�⃗�ℓ com 𝑡 ≤ max{𝑡′, 2𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒰)}, de modo que a Proposição 2.19 permite violar a maxi-
malidade de 𝑚′ ∈ 𝑄𝒰 . �

Supondo que 𝒰 , 𝒯 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 sejam, respectivamente, (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado e ( ⃗ℓ, 𝑞)-balanceado,

o Corolário 2.7 e a Proposição 2.21 implicam que as configurações em 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) ou 𝒩 ( ⃗ℓ, 𝒯 )
são periódicas com períodos em ℓ ∩ (Z2)*.

Embora o resultado abaixo, similar ao Corolário 4.16 de [7], seja uma consequência ime-
diata da Proposição 2.21, ele terá papel fundamental na prova do teorema principal. Devido
a este corolário, será possível construir configuração aperiódica com 2-periodicidade em sub-
região convexa ilimitada.

Corolário 2.22. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que ℓ⃗ ∈ G1 seja uma direção não-expansiva se-
gundo 𝑋𝜂, e que 𝒰 , 𝒯 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 sejam, respectivamente, (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado e ( ⃗ℓ, 𝑞)-balanceado.
Se a restrição de 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 a uma ℓ-faixa 𝐹 ⊃ 𝒰∖ℓ⃗𝒰 for periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ para algum
𝑡′ ∈ N e, além disso, existir conjunto finito 𝐵 ⊂ 𝐹 tal que

∀ 𝑦 ∈ 𝑋𝜂, 𝑥|𝐵 = 𝑦|𝐵 =⇒ 𝑥|𝐹 = 𝑦|𝐹 ,

então 𝜂 é periódica com período em ℓ ∩ (Z2)*.



54

Prova. Inicialmente, note que 𝑥|𝐵 = (𝑇 𝑔𝜂)|𝐵 para algum 𝑔 ∈ Z2, donde, por hipótese, segue
que 𝑥|𝐹 = (𝑇 𝑔𝜂)|𝐹 . Logo, como 𝒰∖ℓ⃗𝒰 ⊂ 𝐹 , a restrição de 𝑇 𝑔𝜂 à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa é periódica de
período 𝑡′�⃗�ℓ e, portanto, o resultado segue da Proposição 2.21. �

Se na Proposição 2.21 trocássemos a hipótese de 𝒯 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 ser ( ⃗ℓ, 𝑞)-balanceado pela hi-

pótese de ser apenas um conjunto (𝜂, ⃗ℓ)-gerador, como a restrição de 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 ao semiplano
ℋ( ⃗ℓ𝒰) é periódica com período em ℓ ∈ G1, aplicando indutivamente a Observação 2.17 terí-
amos que, para toda reta ⃗ℓ′ ⊂ R2 antiparalela a ℓ⃗ ∈ G1, a restrição de 𝑥 ao semiplano ℋ( ⃗ℓ′)
seria periódica de período 𝑡ℓ′ �⃗�ℓ para algum 𝑡ℓ′ ∈ N. A pergunta é se nessas condições existe
período global para 𝑥 ∈ 𝑋𝜂? Mais especificamente, temos o problema em aberto abaixo.

Problema. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, supondo que 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒮|+|𝒜|−2 para algum 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , se exis-

tir uma reta orientada ℓ⃗ ∈ G1 tal que, para toda reta orientada ⃗ℓ′ ⊂ R2 antiparalela a ℓ⃗, a
restrição de 𝜂 ao semiplano ℋ( ⃗ℓ′) é periódica de período 𝑡ℓ′ ⃗𝑣ℓ para algum 𝑡ℓ′ ∈ N, então 𝜂 é
periódica com período em ℓ ∩ (Z2)*?

Em suma, a importância do problema acima é justificada pelo fato de uma resposta afir-
mativa substituir na Proposição 2.21 a hipótese de 𝒯 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 ser ( ⃗ℓ, 𝑞)-balanceado pela hi-
pótese de ser apenas um conjunto (𝜂, ⃗ℓ)-gerador.

2.2.1 Implicações da baixa complexidade nos limitantes de alguns
períodos

A seguir, apresentamos um conjunto 𝜂-gerador especial construído a partir da hipótese
de baixa complexidade que permitirá melhorar o limitante de alguns períodos fornecidos nos
resultados prévios de extensão.

Lema 2.23. Supondo 𝜂 ∈ 𝒜Z2 aperiódica, se 𝑃𝜂(𝒰) ≤ 1
2 |𝒰|+|𝒜|−1 para algum 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 ,
então existe um conjunto 𝜂-gerador 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 com 𝒮 ⊂ 𝒰 tal que

(i) 𝑃𝜂(𝒮) ≤ 1
2 |𝒮|+|𝒜|−1,

(ii) Se 𝒯 ⊂ 𝒮 for convexo, não vazio e diferente de 𝒮, então 𝑃𝜂(𝒯 ) > 1
2 |𝒯 |+|𝒜|−1. Em

particular, temos que 𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒯 ) ≤ ⌈1
2 |𝒮∖𝒯 |⌉ − 1.

Prova. Seja 𝒮 ′ um conjunto minimal (com respeito à inclusão) dentre os conjuntos 𝒦′ ⊂ 𝒰
convexos e não vazios que verificam

𝑃𝜂(𝒦′) − 1
2 |𝒦′|−|𝒜|+1 ≤ 𝑃𝜂(𝒰) − 1

2 |𝒰|−|𝒜|+1.

Inicialmente, como 𝑃𝜂({𝑔}) = |𝒜| para qualquer 𝑔 ∈ Z2, da desigualdade |𝒜|> 1
2 + |𝒜|−1

segue então que |𝒮 ′| ≥ 2, o que permite concluir que

1
2 |𝒮 ′|+|𝒜|−1 ≤ |𝒮 ′|+|𝒜|−2.
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Logo, como 𝜂 é aperiódica, o Lema 1.31 implica que 𝒮 ′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 . O fato de 𝒮 ′ ser um conjunto

𝜂-gerador é uma consequência imediata de sua minimalidade.
Seja 𝒮 ⊂ 𝒮 ′ um conjunto minimal (com respeito à inclusão) dentre os conjuntos 𝜂-gera-

dores 𝒦 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 contidos em 𝒮 ′ que verificam

𝑃𝜂(𝒦) ≤ 1
2 |𝒦|+|𝒜|−1.

Se 𝒯 ⊂ 𝒮 for convexo, não vazio e diferente de 𝒮, então 𝑃𝜂(𝒯 ) > 1
2 |𝒯 |+|𝒜|−1. De fato, ao

supor, por contradição, que 𝑃𝜂(𝒯 ) ≤ 1
2 |𝒯 |+|𝒜|−1, como 𝜂 é aperiódica, não é difícil ver que

𝒯 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 . Logo, o argumento do parágrafo anterior assegura a existência de conjunto 𝜂-ge-

rador 𝒮 ′′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 com 𝒮 ′′ ⊂ 𝒯 ( 𝒮 ⊂ 𝒮 ′ tal que

𝑃𝜂(𝒮 ′′) ≤ 1
2 |𝒮 ′′|+|𝒜|−1,

o que contradiz a minimalidade de 𝒮. Em particular, obtemos que

𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒯 ) < 1
2 |𝒮|+|𝒜|−1 − 1

2 |𝒯 |−|𝒜|+1 = 1
2 |𝒮∖𝒯 |,

donde segue o resultado. �

O resultado acima nos leva a focar numa família específica de conjuntos 𝜂-geradores, a
qual passará a ser utilizada largamente no texto.

Definição 2.24. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, dizemos que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é um conjunto 𝜂-gerador mbc (mini-

mal com baixa complexidade) se for 𝜂-gerador e verificar

(i) 𝑃𝜂(𝒮) ≤ 1
2 |𝒮|+|𝒜|−1,

(ii) Se 𝒯 ⊂ 𝒮 for convexo, não vazio e diferente de 𝒮, então 𝑃𝜂(𝒯 ) > 1
2 |𝒯 |+|𝒜|−1.

Obviamente, a propriedade de ser 𝜂-gerador mbc é invariante por translação. Além disso,
dado 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z), usando que 𝑃𝜂∘𝐴(𝐴−1(𝒦)) = 𝑃𝜂(𝒦) para qualquer 𝒦 ⊂ Z2 não vazio e
que 𝑆𝐿2(Z) transforma conjuntos convexos em conjuntos convexos, é fácil argumentar que
𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 é 𝜂-gerador mbc se, e somente se, 𝐴−1(𝒮) ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é (𝜂 ∘ 𝐴)-gerador mbc.

Observação 2.25. Dada 𝜂 ∈ 𝒜Z2 aperiódica, suponha 𝑃𝜂(𝒰) ≤ 1
2 |𝒰|+|𝒜|−1 para algum con-

junto 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 quase-regular. Se ℓ ∈ G1 for uma reta não-expansiva segundo 𝑋𝜂, a Proposi-

ção 2.10 e Corolário 2.20 implicam que as retas antiparalelas ℓ⃗, ⃗ℓ ∈ G1 são ambas direções
não-expansivas segundo 𝑋𝜂. Em particular, dado qualquer conjunto 𝜂-gerador mbc 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞

(cuja existência é garantida pelo Lema 2.23), Conv(ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮) e Conv( ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮) são arestas anti-
paralelas de 𝒮 (ver Observação 1.36), de modo que, ao assumir |ℓ⃗𝒮 ∩𝒮| ≤ | ⃗ℓ𝒮 ∩𝒮|, de (2.1.6)
e da desigualdade

𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1

resulta que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é também um conjunto ℓ⃗-balanceado e, portanto, (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado para

𝑝 := |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1.
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Com hipóteses mais gerais, a proposição abaixo fornece a mesma conclusão da Proposi-
ção 4.11 de [7]. Além disso, frisamos que construções importantes do Capítulo 3 estão vincu-
lados a esta proposição.

Proposição 2.26. Dada 𝜂 ∈ 𝒜Z2 aperiódica, se 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 for um conjunto 𝜂-gerador mbc,

então, para toda direção ℓ⃗ ∈ G1 não-expansiva segundo 𝑋𝜂, |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| ≥ 3.

Prova. Suponha, por contradição, que há direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂, a saber, a reta
orientada ℓ⃗ ∈ G1, e 𝑔, 𝑔′ ∈ Z2 tais que ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮 = {𝑔, 𝑔′}.

É claro que, como 𝒮 é um conjunto 𝜂-gerador, 𝑃𝜂(𝒮) = 𝑃𝜂(𝒮∖{𝑔}). Além disso, observe
que, se valesse |𝒮| = 3, então, como 𝒮 é 𝜂-gerador mbc, teríamos 𝑃𝜂(𝒮) < 3

2 + |𝒜|−1, donde

𝑃𝜂(𝒮∖{𝑔}) = 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒜| = |𝒮∖{𝑔}|+|𝒜|−2.

Porém, como por hipótese 𝜂 é aperiódica, a desigualdade acima e o Lema 1.31 implicam que
não pode ocorrer |𝒮| = 3, pois, neste caso, Conv(𝒮∖{𝑔}) teria área nula. Portanto, |𝒮| ≥ 4,
donde claramente

1
2 |𝒮|+|𝒜|−1 ≤ |𝒮∖{𝑔}|+|𝒜|−2.

Resulta então do Lema 1.31 que 𝒮 ′ := 𝒮∖{𝑔} ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 . Assim, como ℓ⃗𝒮′ ∩ 𝒮 ′ = {𝑔′} ⊂ 𝑉 (𝒮 ′),

o Lema 1.35 implica que 𝑔′ ∈ 𝒮 ′ não é 𝜂-gerado por 𝒮 ′ ou, equivalentemente, que

𝑃𝜂(𝒮 ′∖{𝑔′}) < 𝑃𝜂(𝒮 ′).

Daí segue que

𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) = 𝑃𝜂(𝒮 ′∖{𝑔′}) < 𝑃𝜂(𝒮 ′) = 𝑃𝜂(𝒮∖{𝑔}) = 𝑃𝜂(𝒮),

donde 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ 𝑃𝜂(𝒮) − 1. Isto permite concluir

𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ 𝑃𝜂(𝒮) − 1 ≤
(︂1

2 |𝒮|+|𝒜|−1
)︂

− 1 = 1
2 (|𝒮|−2) + |𝒜|−1 = 1

2 |𝒮∖ℓ⃗𝒮 |+|𝒜|−1,

o que contradiz a definição de 𝒮 como conjunto 𝜂-gerador mbc. �

Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2 , seja ℓ⃗ ∈ G1 uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. Note que, para qual-
quer conjunto 𝜂-gerador 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 , do fato de |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| ≥ 2 (ver Observação 1.36) resulta que⌈︂1
2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|

⌉︂
− 1 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2, (2.2.4)

donde segue que ⌈︂1
2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|

⌉︂
− 1 −𝑚+ 2 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1 ∀ 𝑚 ≥ 1. (2.2.5)

Em particular, se 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 for um conjunto 𝜂-gerador mbc, então, para cada 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒮),

(2.2.5) e as desigualdades

|𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒮), 𝑥)| ≤ |𝐿ℓ⃗ (𝒮∖ℓ⃗𝒮 , 𝑥)| ≤ 𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1
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implicam que 𝑝𝑥 := ⌈1
2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|⌉ − 1 − |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒮), 𝑥)|+2 é um inteiro positivo tal que

𝑝𝑥 ≤ 𝑝 := |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1

e ⌈︂1
2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|

⌉︂
− 1 = 𝑝𝑥 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒮), 𝑥)|−2. (2.2.6)

É claro que o mesmo ocorre para (ℓ⃗,𝒮, 𝑝)-semifaixas. Por exemplo, para qualquer confi-
guração 𝑥 ∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒮), com 𝑎 ∈ Z, há inteiro positivo 𝑝𝑥 ≤ 𝑝 tal que

⌈︂1
2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|

⌉︂
− 1 = 𝑝𝑥 +

⃒⃒⃒
�⃗�ℓ⃗,𝑎(ℐ ℓ⃗,𝑝𝑥(𝒮), 𝑥)

⃒⃒⃒
− 2.

Supondo que |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| ≤ | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|, é fácil ver que, de (2.2.6) e do fato de 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 ser 𝜂-ge-

rador mbc, segue
𝛷ℓ⃗,𝑝(𝒮) ≤

⌈︂1
2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|

⌉︂
− 1. (2.2.7)

A discussão acima permite reapresentar os resultados envolvendo conjuntos balanceados
de forma menos “poluída”. Para conveniência do leitor, na proposição abaixo são reescritos
os Lemas 2.4 e 2.18. Talvez seja útil recordar que ⃗𝑣ℓ = −�⃗�ℓ (ver Notação 1.33).

Proposição 2.27. Dada 𝜂 ∈ 𝒜Z2 aperiódica, suponha que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 seja um conjunto 𝜂-gera-

dor mbc e que ℓ⃗ ∈ G1 seja uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. Se |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| ≤ | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|,
então, supondo 𝑝 = |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1, temos que 𝒮 é um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado tal que

(i) para toda configuração 𝑥 ∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒮), com 𝑎 ∈ Z, a restrição de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒮, 𝑝)-semi-
faixa 𝐹 (𝑎+ 𝑝) é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ com

𝑡 ≤
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2;

(ii) se a restrição de 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 à (ℓ⃗,𝒮, 𝑝)-semifaixa 𝐹 (𝑎) for periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ para
algum 𝑡′ ∈ N, então a restrição de 𝑥 a (ℓ⃗𝒮 ∪ 𝐹 )(𝑎 + 𝑡) é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ,
onde

𝑡 = 𝑡′

se 𝑥 ̸∈ 𝒩ℓ⃗,𝑎(ℓ⃗,𝒮) e

𝑡 ≤ 2
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 2

caso contrário;

(iii) para toda configuração 𝑥 ∈ 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒮), com 𝑎 ∈ Z, a restrição de 𝑥 à (ℓ⃗,𝒮, 𝑝)-semi-
faixa ⃗𝐹 (𝑎+ 𝑝) é periódica de período 𝑡 ⃗𝑣ℓ com

𝑡 ≤
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2;
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(iv) se a restrição de 𝑥 ∈ 𝑋𝜂 à (ℓ⃗,𝒮, 𝑝)-semifaixa ⃗𝐹 (𝑎) for periódica de período 𝑡′ ⃗𝑣ℓ para
algum 𝑡′ ∈ N, então a restrição de 𝑥 a (ℓ⃗𝒮 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎 + 𝑡) é periódica de período 𝑡 ⃗𝑣ℓ,
onde

𝑡 = 𝑡′

se 𝑥 ̸∈ 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒮) e

𝑡 ≤ 2
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 2

caso contrário.

No próximo capítulo, utilizando as ferramentas desenvolvidas até aqui, de forma similar
ao que os autores fizeram em [7], provaremos uma versão mais geral do Teorema 1.13.

2.3 Uma condição que dispensa conjuntos balanceados

Uma vez que repetitividade não contribui, até onde sabemos, de forma significativa para
a existência de conjuntos balanceados, isto nos motiva a considerar verão modificada desta
noção, a saber, uma espécie de repetitividade ao longo de retas. Recordamos inicialmente a
condição original.

Definição 2.28. Uma configuração 𝜂 ∈ 𝒜Z2 é dita ser repetitiva se, para qualquer conjunto
finito 𝒮 ⊂ Z2, existe um conjunto finito 𝒰 ⊂ Z2 tal que, para toda translação 𝒰 ′ de 𝒰 , existe
ℎ ∈ Z2 de forma que 𝒮 + ℎ ⊂ 𝒰 ′ e 𝜂𝑔+ℎ = 𝜂𝑔 para todo 𝑔 ∈ 𝒮.

O Teorema de Gottschalk estabelece que uma configuração 𝜂 ∈ 𝒜Z2 é repetitiva se, e so-
mente se, 𝑂𝑟𝑏(𝜂) é um subshift minimal. Mesmo repetitividade sendo uma noção restritiva,
o problema abaixo permanece ainda em aberto.

Problema. Dada 𝜂 ∈ 𝒜Z2 repetitiva, se existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘 + |𝒜|−2,
então 𝜂 é periódica?

Com a existência de conjunto balanceado, o corolário a seguir mostra que periodicidade
é facilmente obtida mediante repetitividade.

Corolário 2.29. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 seja um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado.

Se 𝜂 for uma configuração repetitiva, então 𝜂 é periódica.

Prova. Segundo o Corolário 2.7, a restrição de qualquer 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒰) à (ℓ⃗,𝒰 , 𝑝)-faixa 𝐹 é pe-
riódica de período 𝑡�⃗�ℓ para algum 𝑡 ∈ N. Logo, da Proposição 2.19 resulta que a restrição de
𝑥 ao semiplano ℋ( ⃗ℓ𝒰) é periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ para algum 𝑡′ ∈ N. Por fim, como 𝑂𝑟𝑏(𝑥)
é um subshift compacto, existe configuração 𝑥′ ∈ 𝑂𝑟𝑏(𝑥) periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ. Portan-
to, a hipótese de repetitividade encerra a demonstração. �
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Em particular, supondo que existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘+ |𝒜|−2, note que,
se as retas antiparalelas ℓ⃗, ⃗ℓ ∈ G1 são ambas direções não-expansivas segundo 𝑋𝜂, então 𝜂 é
periódica. De fato, há conjunto 𝜂-gerador 𝒮 ∈ ℱ𝒞 com 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒮|+|𝒜|−2 e cumprindo

𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1

sempre que 𝒮∖ℓ⃗𝒮 ∈ ℱ𝒞. Se Conv(𝒮) tiver área nula, o resultado é obtido do Lema 1.31.
Caso contrário, 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 tem arestas paralelas as retas orientadas ℓ⃗, ⃗ℓ ∈ G1. Claramente
𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 é ℓ⃗-balanceado para ℓ⃗ ∈ G1 satisfazendo |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| ≤ | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|, donde pelo corolário
acima se- gue o resultado.

Introduzimos abaixo a noção de repetitividade ao longo de retas.

Definição 2.30. Uma configuração 𝜂 ∈ 𝒜Z2 é dita ser ℓ-repetitiva se, para qualquer con-
junto finito 𝒮 ⊂ ℓ′ ∩Z2, com ℓ′ ⊂ R2 paralela a ℓ ∈ G1, existe um conjunto finito 𝒰 ⊂ ℓ∩Z2

tal que, para toda translação 𝒰 ′ de 𝒰 , existe 𝑢 ∈ Z2 de forma que 𝒮 + 𝑢 ⊂ 𝒰 ′ e 𝜂𝑔+𝑢 = 𝜂𝑔

para todo 𝑔 ∈ 𝒮.

Não é imediato que existem configurações ℓ-repetitivas aperiódicas e, tampouco, que re-
petitividade e ℓ-repetitividade não são noções equivalentes. O exemplo a seguir sana even-
tuais dúvidas a este respeito.

Exemplo 2.31. Para alfabeto ℬ binário foi demonstrado em [17] que há sequência 𝜉 ∈ ℬZ

aperiódica e repetitiva. Assim, fixada uma reta ℓ ∈ G1 com coeficiente angular racional, con-
sidere 𝜂𝑡𝑣+𝑔 := 𝜉𝑡 se 𝑔 ̸= 0 e 𝜂𝑡𝑣+𝑔 := 𝜉𝑡+1 caso contrário, onde 𝑣 ∈ ℓ∩ (Z2)* denota um vetor
com norma mínima. Por construção, segue que 𝜂 ∈ ℬZ2 é uma configuração ℓ-repetitiva que,
claramente, não é repetitiva. Além disso, para 𝑔 ∈ ℋ(ℓ⃗) não nulo perpendicular a 𝑣, observe
que

(𝑇 𝑔𝜂)|ℋ(ℓ⃗) = (𝑇 2𝑔𝜂)|ℋ(ℓ⃗),

mas
𝑇 𝑔𝜂 ̸= 𝑇 2𝑔𝜂,

ou seja, ℓ⃗ ∈ G1 é uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. Portanto, como não existem perí-
odos de 𝜂 em ℓ ∩ Z2, a Proposição 1.16 permite concluir que 𝜂 é aperiódica.

O lema abaixo assegurará a existência de ℓ-faixa sobre as quais a restrição de certas con-
figurações resultará periódica.

Lema 2.32. Dado 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , se para alguma reta ℓ⃗′ ⊂ R2 existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝒮∖ℓ⃗′

𝒮 =
𝑅𝑛,𝑘 ∩ ℋ(ℓ⃗′) e |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮| ≥ 2, então |ℓ′ ∩ 𝒮| ≥ |ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮|−1.

Prova. Inicialmente, se ℓ′ for paralela a alguma aresta do retângulo 𝑅𝑛,𝑘, não há o que pro-
var. Caso contrário, supondo que ℓ⃗ ∈ G1 seja paralela a ℓ⃗′, dentre os vetores 𝑒2 = (0, 1) e
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−𝑒2, denote por 𝑢 aquele que pertencer ao semiplano ℋ(ℓ⃗). Supondo que 𝑔𝑖, 𝑔𝑓 ∈ ℓ⃗′
𝒮 sejam

os pontos inicial e final de ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮, considere o conjunto 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 cujos vértices são os pontos

𝑔𝑖, 𝑔𝑖 + 𝑢, 𝑔𝑓 , 𝑔𝑓 + 𝑢 ∈ Z2.

Como apenas um dos pontos 𝑔𝑖 + 𝑢, 𝑔𝑓 + 𝑢 ∈ ℓ⃗𝒰 ∩ 𝒰 tem a possibilidade de não pertencer a
𝒮, se ℓ⃗′ = ℓ⃗𝒰 , o resultado segue trivialmente. Caso contrário, temos que ℓ′ ∩ 𝒰 ⊂ 𝒮 e, por-
tanto, aplicando (2.1.6) ao conjunto 𝒰 obtemos o resultado. �

O resultado abaixo mostra que a noção de repetitividade ao longo de retas fornece uma
alternativa para a caracterização de periodicidade na ausência de conjunto balanceado.

Proposição 2.33. Dado ℓ ∈ G1, suponha que 𝜂 ∈ 𝒜Z2 seja uma configuração ℓ-repetitiva e
que existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘+ |𝒜|−2. Se ℓ⃗ ∈ G1 for uma direção não-expan-
siva segundo 𝑋𝜂, então 𝜂 é periódica.

Prova. Com relação a ℓ⃗ ∈ G1, seja 𝒮 ∈ ℱ𝒞 o conjunto (𝜂, ℓ⃗)-gerador obtido no Lema 2.8 com
𝒯 = 𝑅𝑛,𝑘. Se 𝒮 ̸∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 , como 𝑃𝜂(𝒮) ≤ |𝒮|+|𝒜|−2, o resultado segue do Lema 1.31. Caso
contrário, pelo Lema 2.8, ocorre

𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1

e há semiplano ℋ(ℓ⃗′) ⊂ Z2 (com ℓ⃗′ paralela a ℓ⃗) tal que

𝒮∖ℓ⃗𝒮 = 𝑅𝑛,𝑘 ∩ ℋ(ℓ⃗′).

Como ℓ⃗ é direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂 e ℓ⃗𝒮 = ℓ⃗′
𝒮 , temos que |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮| ≥ 2, pois 𝒮 é
(𝜂, ℓ⃗)-gerador. Segue então do Lema 2.32 que |ℓ⃗′ ∩ 𝒮| ≥ |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮|−1. Pondo 𝑝 := |ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮|−1,

isto assegura que ℓ′ ∩Z2 está contido na (ℓ⃗,𝒮, 𝑝)-faixa. Dado 𝑥 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒮), se |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒮), 𝑥)|
= 1, então trivialmente 𝑥|ℓ′∩Z2 é periódica de período �⃗�ℓ. Caso contrário, como

𝑃𝜂(𝒮) ≤ 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) + 𝑝+ |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒮), 𝑥)|−2,

o Lema 2.2 assegura que 𝑥|ℓ′∩Z2 é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ com 𝑡 ≤ 𝑝 + |𝐿ℓ⃗ (ℐ ℓ⃗,𝑝(𝒮), 𝑥)|−2.
Portanto, em ambos os casos, há inteiro 𝜏 ∈ N tal que 𝑥|ℓ′∩Z2 é periódica de período 𝜏 �⃗�ℓ.

Afirmamos que a periodicidade de 𝑥|ℓ′∩Z2 é transferida para a configuração 𝜂 ∈ 𝒜Z2 . De
fato, dado 𝑔 ∈ Z2 arbitrário, considere o conjunto finito

𝒮 = {𝑔, 𝑔 + �⃗�ℓ, 𝑔 + 2�⃗�ℓ, . . . , 𝑔 + 𝜏 �⃗�ℓ} ⊂ (ℓ+ 𝑔) ∩ Z2,

e seja 𝒰 ⊂ ℓ∩Z2 tal como prediz a Definição 2.30 para 𝒮. Uma vez que 𝑥 e 𝜂 coincidem em
regiões arbitrariamente grandes, há translação 𝒰 ′ de 𝒰 tal que 𝜂|𝒰 ′ é periódica de período
𝜏 �⃗�ℓ. Para 𝑢 ∈ Z2 satisfazendo 𝒮 + 𝑢 ⊂ 𝒰 ′ e 𝜂𝑔+𝑢 = 𝜂𝑔 para todo 𝑔 ∈ 𝒮, como 𝑔, 𝑔+ 𝜏 �⃗�ℓ ∈ 𝒮,
temos 𝜂𝑔 = 𝜂𝑔+𝑢 e 𝜂𝑔+𝜏 �⃗�ℓ

= 𝜂𝑔+𝜏 �⃗�ℓ+𝑢. Portanto, como a periodicidade de 𝜂|𝒰 ′ implica que
𝜂𝑔+𝑢 = 𝜂𝑔+𝑢+𝜏 �⃗�ℓ

, destas igualdades resulta que

𝜂𝑔 = 𝜂𝑔+𝑢 = 𝜂𝑔+𝑢+𝜏 �⃗�ℓ
= 𝜂𝑔+𝜏 �⃗�ℓ

,
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o que prova nossa afirmação e encerra a demonstração. �

As Proposições 2.15 e 2.19 sugerem que a noção de direção controlável pode ser uma al-
ternativa viável para abordar a Conjectura de Nivat com a hipótese adicional de 𝜂 ∈ 𝒜Z2 ser
repetitiva. Isto nos leva a propor o problema abaixo.

Problema. Dada 𝜂 ∈ 𝒜Z2 repetitiva, se existem 𝑛, 𝑘 ∈ N tais que 𝑃𝜂(𝑅𝑛,𝑘) ≤ 𝑛𝑘 + |𝒜|−2,
então existe alguma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂 que também é controlável?
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Capítulo 3

Uma abordagem alfabética para a
Conjectura de Nivat

Neste capítulo, seguimos passos adotados por Bryna Kra e Van Cyr em [7], fazendo as
adaptações necessárias. A demonstração do teorema principal será feita por contradição em
várias etapas. Assumindo a existência de um contra-exemplo, será construído outro contra-
exemplo com mais estrutura, mais precisamente, com sub-região convexa ilimitada 2-perió-
dica. Fixado um conjunto gerador mbc, a contradição surgirá do fato de o número de confi-
gurações existentes no bordo desta sub-região 2-periódica ser maior que o possível.

O foco deste capítulo é então a demonstração do principal resultado deste trabalho, a
saber, o teorema abaixo.

Teorema 3.1. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, se 𝑃𝜂( ̃︀𝒰) ≤ 1
2 | ̃︀𝒰|+|𝒜|−1 para algum ̃︀𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 quase-regular,
então 𝜂 é periódica.

3.1 Argumentos iniciais da prova do Teorema 3.1

Suponha, por contradição, que 𝜂 ∈ 𝒜Z2 seja aperiódica. O Corolário 1.18 implica que há
ao menos uma reta passando pela origem não-expansiva segundo 𝑋𝜂, a qual denotamos por
ℓ ∈ G1. Como registrado na Observação 2.25, as retas antiparalelas ℓ⃗, ⃗ℓ ∈ G1 são ambas di-
reções não-expansivas segundo 𝑋𝜂 e qualquer conjunto 𝜂-gerador mcb 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 (cuja exis-
tência é garantida pelo Lema 2.23) é, em particular, conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado com 𝑝 :=
|ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−1, onde assumimos, sem perda de generalidade, que ℓ⃗ ∈ G1 é a reta orientada tal
que |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| ≤ | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|. Mais ainda, sendo ⃗ℓ ∈ G1 direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂, note
que a Proposição 2.10 fornece conjunto ( ⃗ℓ, 𝑞)-balanceado.

Uma vez que, para qualquer 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z), 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é 𝜂-gerador mbc se, e somente se,

𝐴−1(𝒮) ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é (𝜂 ∘ 𝐴)-gerador mbc, como o grupo 𝑆𝐿2(Z) age transitivamente nas retas

orientadas passando pela origem com coeficientes angulares racionais, a Proposição 1.34 nos
permite assumir, sem perda de generalidade, que ℓ é gerada pelo vetor 𝑒2 = (0, 1) e que ℓ⃗
está orientada para baixo, isto é, com �⃗�ℓ = −𝑒2 (ver Notação 1.33).
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Sendo ℓ⃗ ∈ G1 uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂, existem configurações 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝜂

tais que
𝑥|ℋ(ℓ⃗) = 𝑦|ℋ(ℓ⃗), (3.1.1)

mas
𝑥|ℋ(ℓ⃗ (−1)) ̸= 𝑦|ℋ(ℓ⃗ (−1)). (3.1.2)

Transladando 𝒮 se necessário, suponha, sem perda de generalidade, que (−1, 0) ∈ ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮, o
que implica, em particular, que

ℓ⃗𝒮 = ℓ⃗ (−1) ∈ 𝐸(ℋ(ℓ⃗ (−1))) (3.1.3)

(ver Notação 1.26). Como o Lema 1.43 implica que 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒩 (ℓ⃗,𝒮), o Corolário 2.7 e a Pro-
posição 2.21 garantem que 𝑥 e 𝑦 são configurações periódicas com períodos em ℓ ∩ (Z2)*.
Entretanto, é fácil ver que (3.1.1) e (3.1.2) implicam que no máximo uma das configurações
𝑥|ℋ(ℓ⃗(−1)) e 𝑦|ℋ(ℓ⃗(−1)) pode ser também periódica horizontalmente, isto é, periódica de período
𝑡𝑒1 = (𝑡, 0) para algum 𝑡 ∈ N. Portanto, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
a configuração 𝑥|ℋ(ℓ⃗(−1)) não é periódica horizontalmente.

Usando um processo indutivo, definiremos uma configuração 𝛼 ∈ 𝑋𝜂 que é aperiódica e
coincide com 𝑥 em um subconjunto convexo ilimitado de Z2. O conceito introduzido abaixo
é um ingrediente necessário para tal construção.

Definição 3.2. Dado 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , um conjunto convexo 𝒯 ⊂ Z2 é dito ser fracamente 𝐸(𝒰)-

envelopante se, para toda 𝜛 ∈ 𝐸(𝒯 ), existe 𝑤 ∈ 𝐸(𝒰) paralela a 𝜛 com |𝑤 ∩ 𝒰| ≤ |𝜛 ∩ 𝒯 |.
Um conjunto 𝒯 ⊂ Z2 fracamente 𝐸(𝒰)-envelopante que satisfaz |𝐸(𝒯 )| = |𝐸(𝒰)| é dito ser
𝐸(𝒰)-envelopante.

Recordando que ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮 e ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮 estão contidos em arestas antiparalelas de 𝒮, seja 𝐹1 a
ℓ-faixa definida por

𝐹1 :=
{︁
𝑔 ∈ ℓ′ ∩ Z2 : ⃗ℓ′ é paralela a ⃗ℓ, ⃗ℓ′ ̸= ⃗ℓ𝒮 e ℓ′ ∩ 𝒮 ≠ ∅

}︁
.

Sejam 𝐺0 = (−1, 0) e 𝐵1 := 𝒮. Segundo o Corolário 2.22, há 𝛼1 ∈ 𝑋𝜂 tal que 𝑥|𝐵1= 𝛼1|𝐵1 ,

mas 𝑥|𝐹1 ̸= 𝛼1|𝐹1 . Seja 𝐺1 um conjunto maximal (com relação à inclusão) dentre os conjun-
tos 𝐸(𝒮)-envelopantes 𝐵1 ⊂ 𝒯 ⊂ 𝐹1 tais que 𝑥|𝒯 = 𝛼1|𝒯 . Suponha construída uma sequên-
cia de conjuntos convexos, finitos e 𝐸(𝒮)-envelopantes

𝐺0 ⊂ 𝐵1 ⊂ 𝐺1 ⊂ 𝐵2 ⊂ 𝐺2 ⊂ · · · ⊂ 𝐵𝑚 ⊂ 𝐺𝑚,

e configurações 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 ∈ 𝑋𝜂 tais que, para todo inteiro 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,

(i) ℓ⃗𝐵𝑖
= ℓ⃗𝒮 ,

(ii) 𝐵𝑖 contém tanto 𝐺𝑖−1 quanto ([−1, 𝑖− 1) × [−𝑖+ 1, 𝑖− 1]) ∩ Z2,

(iii) 𝑥|𝐵𝑖
= 𝛼𝑖|𝐵𝑖

, mas 𝑥|𝐹𝑖
̸= 𝛼𝑖|𝐹𝑖

,
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(iv) 𝐺𝑖 é um conjunto maximal dentre os conjuntos 𝐸(𝒮)-envelopantes 𝐵𝑖 ⊂ 𝒯 ⊂ 𝐹𝑖 tais
que 𝑥|𝒯 = 𝛼𝑖|𝒯 ,

onde 𝐹𝑖 é a ℓ-faixa definida por

𝐹𝑖 :=
{︁
𝑔 ∈ ℓ′ ∩ Z2 : ⃗ℓ′ é paralela a ⃗ℓ, ⃗ℓ′ ̸= ⃗ℓ𝐵𝑖

e ℓ′ ∩𝐵𝑖 ̸= ∅
}︁
.

Seja 𝐵𝑚+1 ⊂ ℋ(ℓ⃗ (−1)) um conjunto convexo, finito e 𝐸(𝒮)-envelopante contendo tanto 𝐺𝑚

quanto ([−1,𝑚) × [−𝑚,𝑚]) ∩ Z2 tal que ℓ⃗𝐵𝑚+1 = ℓ⃗𝒮 . Como 𝜂 é uma configuração aperiódi-
ca, pelo Corolário 2.22 há 𝛼𝑚+1 ∈ 𝑋𝜂 tal que 𝑥|𝐵𝑚+1= 𝛼𝑚+1|𝐵𝑚+1 , mas 𝑥|𝐹𝑚+1 ̸= 𝛼𝑚+1|𝐹𝑚+1 ,
onde 𝐹𝑚+1 é a ℓ-faixa definida por

𝐹𝑚+1 :=
{︁
𝑔 ∈ ℓ′ ∩ Z2 : ⃗ℓ′ é paralela a ⃗ℓ, ⃗ℓ′ ̸= ⃗ℓ𝐵𝑚+1 e ℓ′ ∩𝐵𝑚+1 ̸= ∅

}︁
.

Seja 𝐺𝑚+1 um conjunto maximal (com relação à inclusão) dentre os conjuntos 𝐸(𝒮)-enve-
lopantes 𝐵𝑚+1 ⊂ 𝒯 ⊂ 𝐹𝑚+1 tais que 𝑥|𝒯 = 𝛼𝑚+1|𝒯 . Por indução, esses conjuntos e configu-
rações são definidos para todo 𝑖 ∈ N (ver Figura 3.1.1).

𝒮

𝐺1

𝐵2

𝐺2

𝐵3

𝐺3

ℓ⃗

𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝐺0

Figura 3.1.1: Conjuntos 𝐺0 ⊂ 𝐵1 ⊂ 𝐺1 ⊂ 𝐵2 ⊂ 𝐺2 ⊂ · · ·.

Por construção, para cada 𝑖 ∈ N, temos que

(−1, 0) ∈ ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮 ⊂ ℓ⃗𝐺𝑖
∩𝐺𝑖 ⊂ ℓ⃗ (−1).

Seja (−1, 𝑧𝑖) ∈ ℓ⃗ (−1) ∩Z2 o ponto final de ℓ⃗𝐵𝑖
∩𝐵𝑖 (com relação à orientação de ℓ⃗ (−1)). Para

cada 𝑖 ∈ N, considere o conjunto transladado

�̃�𝑖 = 𝐺𝑖 − (0, 𝑧𝑖).

Note que (𝑇 (0,𝑧𝑖)𝑥)|�̃�𝑖
= 𝑥|𝐺𝑖

= 𝛼𝑖|𝐺𝑖
= (𝑇 (0,𝑧𝑖)𝛼𝑖)|�̃�𝑖

e que �̃�𝑖 é maximal dentre os conjuntos
𝐸(𝒮)-envelopantes 𝐵𝑖 + (0, 𝑧𝑖) ⊂ 𝒯 ⊂ 𝐹𝑖 + (0, 𝑧𝑖) tais que (𝑇 (0,𝑧𝑖)𝑥)|𝒯 = (𝑇 (0,𝑧𝑖)𝛼𝑖)|𝒯 . Uma
vez que 𝑥 é periódica com período em ℓ ∩ (Z2)*, a cardinalidade do conjunto{︁

𝑇 (0,𝑧𝑖)𝑥 ∈ 𝑋𝜂 : 𝑖 ∈ N
}︁



65

é finita, ou seja, existe 𝑧 ∈ N tal que 𝑇 (0,𝑧)𝑥 = 𝑇 (0,𝑧𝑖)𝑥 para uma infinidade de 𝑖 ∈ N. Pas-
sando a uma subsequência, pode-se assumir que isso se verifica para todo 𝑖 ∈ N.

Para cada 𝑖 ∈ N, sejam 𝜛𝑖(0), 𝜛′
𝑖(0) ∈ 𝐸(�̃�𝑖) as arestas antiparalelas com 𝜛𝑖(0) paralela

a ℓ⃗ ∈ G1. Denote por
𝜛𝑖(1), . . . , 𝜛𝑖(𝐾) ∈ 𝐸(�̃�𝑖)

as arestas seguintes a 𝜛𝑖(0) e anteriores a 𝜛′
𝑖(0), enumeradas de acordo com a orientação

herdada do bordo de Conv(�̃�𝑖). Mais precisamente, denotando a aresta 𝜛′
𝑖(0) por 𝜛𝑖(𝐾+1),

para cada 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝐾 + 1, temos que 𝜛𝑖(𝑗 − 1) ∩𝜛𝑖(𝑗) ∈ 𝑉 (�̃�𝑖) é o ponto final de 𝜛𝑖(𝑗 − 1)
e o ponto inicial de 𝜛𝑖(𝑗). Do fato de cada �̃�𝑖 ser um conjunto 𝐸(𝒮)-envelopante, resulta
que 𝐾 ∈ N é uniforme. Portanto, como ⋃︀∞

𝑖=1 𝐺𝑖 = ℋ(ℓ⃗ (−1)), há inteiro 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾 tal que

|𝜛𝑖(𝑘) ∩ �̃�𝑖|< |𝜛𝑖+1(𝑘) ∩ �̃�𝑖+1|

para uma infinidade de 𝑖 ∈ N. Suponha que 1 ≤ 𝑘𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝐾 seja o menor inteiro verificando
esta propriedade. Se 𝑘𝑚𝑖𝑛 ̸= 1, note que, para todo 𝑖 ∈ N suficientemente grande, as arestas
𝜛𝑖(1), . . . , 𝜛𝑖(𝑘𝑚𝑖𝑛 − 1) ∈ 𝐸(�̃�𝑖) têm comprimentos constantes. Passando a uma subsequên-
cia, podemos então assumir que, para todo 𝑖 ∈ N, a cardinalidade de 𝜛𝑖(𝑘𝑚𝑖𝑛) ∩ �̃�𝑖 é estri-
tamente crescente, enquanto que (se existirem) as arestas 𝜛𝑖(1), . . . , 𝜛𝑖(𝑘𝑚𝑖𝑛 − 1) ∈ 𝐸(�̃�𝑖)
têm comprimentos constantes. Deste modo, segue que

�̃�𝜔 :=
∞⋃︁

𝑖=1
�̃�𝑖

é um conjunto convexo fracamente 𝐸(𝒮)-envelopante (ver Figura 3.1.2), com duas arestas
semi-infinitas, das quais uma é paralela à reta ℓ⃗ ∈ G1 e a outra, paralela as arestas 𝜛𝑖(𝑘𝑚𝑖𝑛).

𝒮 − (0, 𝑧1)

�̃�1

�̃�2

�̃�3

Figura 3.1.2: Conjuntos 𝒮 − (0, 𝑧1) ⊂ �̃�1 ⊂ �̃�2 ⊂ · · · ⊂ �̃�𝜔.

Definimos �̃�𝑖 := 𝑇 (0,𝑧𝑖)𝛼𝑖 para todo 𝑖 ∈ N e �̃� := 𝑇 (0,𝑧)𝑥. Pela compacidade de 𝑋𝜂, a se-
quência {�̃�𝑖}𝑖∈N admite ponto de acumulação 𝛼 ∈ 𝑋𝜂 tal que 𝛼|�̃�= �̃�|�̃�, pois �̃�𝑗|�̃�𝑖

= �̃�𝑖|�̃�𝑖

para todo 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗. Em particular, 𝛼|�̃� é periódica com período em ℓ ∩ (Z2)*.



66

Nosso objetivo agora será provar que a reta passando pela origem e paralela a 𝜛𝑖(𝑘𝑚𝑖𝑛) é
direção não-expansiva segundo 𝑋𝜂. No restante do texto, adotaremos portanto a convenção
abaixo.

Notação 3.3. Denote por ℓ⃗′ ∈ G1 a reta orientada paralela a 𝜛𝑖(𝑘𝑚𝑖𝑛) ∈ 𝐸(�̃�𝑖).

Para cada 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘𝑚𝑖𝑛, seja ℓ⃗𝑗 ⊂ R2 a reta orientada que contém e é paralela as ares-
tas 𝜛𝑖(𝑗) ∈ 𝐸(�̃�𝑖). Tome ℘⃗1 := ℓ⃗𝑘𝑚𝑖𝑛

e defina indutivamente ℘⃗𝜏+1 := ℘⃗ (−1)
𝜏 ∈ ℋ(℘⃗ (−1)

𝜏 ) para
todo 𝜏 ∈ N. Considere

�̃�(𝜏)
𝜔 := ℋ(ℓ⃗𝑘𝑚𝑖𝑛−1) ∩ (�̃�𝜔 ∪ ℘⃗1 ∪ · · · ∪ ℘⃗𝜏 ) ∀ 𝜏 ∈ N (3.1.4)

e
�̃�(0)

𝜔 := �̃�𝜔.

Afirmação 3.4. Existe 𝜏 ∈ Z+ para o qual 𝛼|
�̃�

(𝜏)
𝜔

= �̃�|
�̃�

(𝜏)
𝜔

, mas 𝛼|
�̃�

(𝜏+1)
𝜔

̸= �̃�|
�̃�

(𝜏+1)
𝜔

. Em par-
ticular, se 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 for conjunto (𝜂, ℓ⃗′)-gerador, com ℓ⃗′
𝒰 = ℘⃗𝜏+1, então, para 𝑎 ∈ Z tal que

𝒰∖ℓ⃗′
𝒰 + 𝑎�⃗�ℓ′ ⊂ �̃�(𝜏)

𝜔 , temos que 𝛼 ∈ 𝒩ℓ⃗′,𝑎(ℓ⃗′,𝒰).

Prova. Uma vez que 𝛼|
�̃�

(0)
𝜔

= �̃�|
�̃�

(0)
𝜔

, suponha, por contradição, que 𝛼|
�̃�

(∞)
𝜔

= �̃�|
�̃�

(∞)
𝜔

, onde

�̃�(∞)
𝜔 := ℋ(ℓ⃗𝑘𝑚𝑖𝑛−1) ∩ (�̃�𝜔 ∪

∞⋃︁
𝜏=1

℘⃗𝜏 ).

Note que as arestas 𝜛𝑖(𝑘𝑚𝑖𝑛 − 1), 𝜛𝑖(𝑘𝑚𝑖𝑛), 𝜛𝑖(𝑘𝑚𝑖𝑛 + 1) ∈ �̃�𝑖 têm coeficientes angulares
racionais constantes, isto é, independentes de 𝑖 ∈ N. Portanto, para 𝜄 ∈ N suficientemente
grande, segue que há inteiro 𝜏 ∈ N cumprindo

ℓ⃗𝑘𝑚𝑖𝑛−1 ∩ ℘⃗𝜏 ∈ Z2 e ℓ⃗𝑘𝑚𝑖𝑛+1 ∩ ℘⃗𝜏 ∈ Z2, (3.1.5)

onde ℓ⃗𝑘𝑚𝑖𝑛+1 ⊂ R2 denota a reta orientada que contém e é paralela a aresta 𝜛𝜄(𝑘𝑚𝑖𝑛 + 1).
Fixado um destes índices 𝜄 ∈ N, observe então que (3.1.5) implica que

�̃�(𝜏)
𝜄 := ℋ(ℓ⃗𝑘𝑚𝑖𝑛−1) ∩ (�̃�𝜄 ∪ ℘⃗1 ∪ · · · ∪ ℘⃗𝜏 ) ∩ ℋ(ℓ⃗𝑘𝑚𝑖𝑛+1)

é um conjunto convexo 𝐸(𝒮)-envelopante. Todavia, da hipótese de 𝛼|
�̃�

(∞)
𝜔

= �̃�|
�̃�

(∞)
𝜔

resulta
que 𝛼|

�̃�
(𝜏)
𝜄

= �̃�|
�̃�

(𝜏)
𝜄

, o que contradiz a maximalidade de �̃�𝜄. Portanto, existe 𝜏 ∈ Z+ tal que

𝛼|
�̃�

(𝜏)
𝜔

= �̃�|
�̃�

(𝜏)
𝜔
,

mas
𝛼|

�̃�
(𝜏+1)
𝜔

̸= �̃�|
�̃�

(𝜏+1)
𝜔

.

Em particular, para qualquer 𝑎 ∈ Z tal que 𝒰∖ℓ⃗′
𝒰 + 𝑎�⃗�ℓ′ ⊂ �̃�(𝜏)

𝜔 , ocorre 𝛼 ∈ 𝒩ℓ⃗′,𝑎(ℓ⃗′,𝒰).
De fato, suponha, por contradição, que 𝑁ℓ⃗′,𝒰(𝛾) = 1 para algum 𝛾 ∈ �⃗�ℓ⃗′,𝑎(𝒰∖ℓ⃗′

𝒰 , 𝛼). Sendo
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𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 um conjunto (𝜂, ℓ⃗′)-gerador, a igualdade 𝛼|

�̃�
(𝜏)
𝜔

= �̃�|
�̃�

(𝜏)
𝜔

e a hipótese de 𝑁ℓ⃗′,𝒰(𝛾) = 1
fornecem, por raciocínio indutivo, que

𝛼|
𝐴∪�̃�

(𝜏)
𝜔

= �̃�|
𝐴∪�̃�

(𝜏)
𝜔
, (3.1.6)

onde
𝐴 := {𝑖𝒰(ℓ⃗′

𝒰) + 𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡 ≥ 𝑎}.

Sejam 𝒮 ′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 uma translação de 𝒮 tal que ℓ⃗′

𝒮′ = ℘⃗𝜏+1 e 𝑏 ∈ Z o menor inteiro tal que

(ℓ⃗′
𝒮′ ∩ 𝒮 ′) + 𝑏�⃗�ℓ′ ⊂ ℘⃗𝜏+1 ∩ �̃�(𝜏+1)

𝜔 .

Mesmo que o conjunto �̃�(𝜏)
𝜔 não seja necessariamente fracamente 𝐸(𝒮)-envelopante (ver

Figura 3.1.3), não é difícil concluir que, ainda assim, ocorre

𝒮 ′∖ℓ⃗′
𝒮′ + 𝑡�⃗�ℓ′ ⊂ �̃�(𝜏)

𝜔 ∀ 𝑡 ≥ 𝑏. (3.1.7)

�̃�(𝜏)
𝜔

𝒮 ′ + 𝑏�⃗�ℓ′

℘⃗𝜏+1

�̃�(𝜏)
𝜔

𝒮 ′ + 𝑏�⃗�ℓ′

℘⃗𝜏+1

Figura 3.1.3: Principais situações em que �̃�(𝜏)
𝜔 não é fracamente 𝐸(𝒮)-envelopante.

Portanto, como 𝒮 ′ ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é 𝜂-gerador, procedendo indutivamente, de (3.1.6) e (3.1.7) re-

sulta que 𝛼|
�̃�

(𝜏+1)
𝜔

= �̃�|
�̃�

(𝜏+1)
𝜔

, o que viola a extremalidade de 𝜏 ∈ Z+. �

Se a reta ℓ⃗′ ∈ G1, paralela a ℓ⃗𝑘𝑚𝑖𝑛
, fosse uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂, a partir do

Lema 1.37 poderíamos obter a igualdade (3.1.6) para algum 𝐴. Como na prova acima, dis-
poríamos de (3.1.7) para derivar absurdo, o que nos leva a concluir que ℓ⃗′ é uma direção não-
expansiva segundo 𝑋𝜂.

Para concluir esta seção e a primeira etapa da prova do Teorema 3.1, como o leitor pode
suspeitar, o Corolário 2.7 fornecerá periodicidade para a configuração 𝛼 ao longo da reta
não-expansiva obtida.

Das construções anteriores, observe que �̃�(𝜏)
𝜔 (com 𝜏 ∈ Z+ como na Afirmação 3.4) pos-

sui duas arestas semi-infinitas paralelas as arestas semi-infinitas de �̃�𝜔. Nosso objetivo ago-
ra será construir um subconjunto convexo e ilimitado 𝒦 de �̃�(𝜏)

𝜔 (com duas arestas semi-
infinitas paralelas as retas orientadas ℓ⃗, ℓ⃗′ ∈ G1) tal que a configuração 𝛼|𝒦 seja 2-periódica.

De acordo com a Proposição 2.10, existe um conjunto (ℓ⃗′, 𝑞)-balanceado 𝒰 ∈ ℱ𝑉 𝑜𝑙
𝒞 , com

𝑞 = |ℓ⃗′
𝒰 ∩ 𝒰|−1, o qual pode ser transladado de forma que ℓ⃗′

𝒰 = ℘⃗𝜏+1. Assim, para 𝑎 ∈ Z co-
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mo na Afirmação 3.4, ou melhor, quando a (ℓ⃗′,𝒰 , 𝑞)-semifaixa 𝐹 (𝑎) está contida em �̃�(𝜏)
𝜔 , o

item (ii) do Corolário 2.7 implica, em particular, que 𝛼|𝐹 (𝑎1) é periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ′ para
certos 𝑡′ ∈ N e 𝑎1 ∈ Z, com 𝑎1 ≥ 𝑎.

Sendo 𝛼|
�̃�

(𝜏)
𝜔

verticalmente periódica, isto é, periódica de período 𝑡𝑒2 para algum 𝑡 ∈ N,
então 𝛼|𝐹 (𝑎1)= 𝛼|𝐹 (𝑎1)+𝑡𝑒2

, ou seja, 𝛼|𝐹 (𝑎1)+𝑡𝑒2
também é periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ′ . Observe

que, se
(𝐹 (𝑎1) + 𝑡𝑒2) ∩ 𝐹 (𝑎1) ̸= ∅,

tomando
𝒲 :=

∞⋃︁
𝑠=0

(𝐹 (𝑎1) + 𝑠𝑡𝑒2),

trivialmente temos que 𝛼|𝒲 é 2-periódica com períodos em ℓ ∩ (Z2)* e ℓ′ ∩ (Z2)*. Caso con-
trário, sejam

℘⃗𝜏+1 + 𝑡𝑒2, . . . , ℘⃗𝜏+𝜅 + 𝑡𝑒2

as retas paralelas a ℓ⃗′ que estão entre 𝐹 (𝑎) e 𝐹 (𝑎) + 𝑡𝑒2. Denotando 𝒰1 := 𝒰 + 𝑡𝑒2, é cla-
ro que 𝐹1(𝑎1) := 𝐹 (𝑎1) + 𝑡𝑒2 é uma (ℓ⃗′,𝒰1, 𝑞)-semifaixa contida em �̃�(𝜏)

𝜔 . Além disso, ocorre
ℓ⃗′

𝒰1 = ℘⃗𝜏+1 + 𝑡𝑒2. Assim, uma vez que a restrição de 𝛼 a 𝐹 (𝑎1) é periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ′ ,
o Lema 2.18 permite concluir que a restrição de 𝛼 ao conjunto (ℓ⃗′

𝒰1 ∪ 𝐹1)(𝑚1) (ver (2.2.2))
é periódica com período em ℓ′ ∩ (Z2)* para algum 𝑚1 ∈ Z, com 𝑚1 ≥ 𝑎1.

Supondo que 𝒰2 seja uma translação de 𝒰 tal que ℓ⃗′
𝒰2 = ℘⃗𝜏+2 + 𝑡𝑒2, escolha 𝑎2 ∈ Z de

modo que (ℓ⃗′
𝒰1 ∪𝐹1)(𝑚1) contenha a (ℓ⃗′,𝒰2, 𝑞)-semifaixa 𝐹2(𝑎2). Logo, do Lema 2.18 resulta

que a restrição de 𝛼 ao conjunto (ℓ⃗′
𝒰2 ∪ 𝐹2)(𝑚2) é periódica com período em ℓ′ ∩ (Z2)* para

algum 𝑚2 ∈ Z, com 𝑚2 ≥ 𝑎2. Procedendo desta forma, obtemos que a restrição de 𝛼 a

(ℓ⃗′
𝒰1 ∪ 𝐹1)(𝑚1) ∪ · · · ∪ (ℓ⃗′

𝒰𝜅
∪ 𝐹𝜅)(𝑚𝜅)

é periódica com período ℓ′ ∩ (Z2)*, onde, para cada 1 < 𝑖 ≤ 𝜅, 𝒰𝑖 é uma translação de 𝒰
tal que ℓ⃗′

𝒰𝑖
= ℘⃗𝜏+𝑖 + 𝑡𝑒2 e 𝑎𝑖 ∈ Z é escolhido de modo que (ℓ⃗′

𝒰𝑖−1
∪ 𝐹𝑖−1)(𝑚𝑖−1) contenha a

(ℓ⃗′,𝒰𝑖, 𝑞)-semifaixa 𝐹𝑖(𝑎𝑖). Mais ainda, como 𝛼|
�̃�

(𝜏)
𝜔

é periódica de período 𝑡𝑒2, concluímos
que a restrição de 𝛼 ao conjunto

𝒲 :=
∞⋃︁

𝑠=0

(︁(︁
(ℓ⃗′

𝒰1 ∪ 𝐹1)(𝑚1) ∪ · · · ∪ (ℓ⃗′
𝒰𝜅

∪ 𝐹𝜅)(𝑚𝜅) ∪ 𝐹 (𝑎1)
)︁

+ 𝑠𝑡𝑒2
)︁

também é periódica com período em ℓ′ ∩ (Z2)* e, portanto, 2-periódica (ver Figura 3.1.4).
Pela construção, em qualquer caso, pode-se obter um conjunto fracamente 𝐸(𝒮)-envelo-

pante 𝒦′ ⊂ 𝒲 com duas arestas semi-infinitas paralelas às retas ℓ⃗ e ℓ⃗′.

Definição 3.5. Seja 𝒦 ⊂ Z2 o conjunto convexo maximal (com relação à inclusão) dentre os
conjuntos convexos 𝒯 ⊃ 𝒦′ tais que 𝛼|𝒯 é 2-periódica com períodos em ℓ∩ (Z2)* e ℓ′ ∩ (Z2)*.

Afirmamos que 𝒦 ⊂ ℋ(℘⃗𝜏 ). Com efeito, como 𝒦 é convexo e contém 𝒦′ (o qual possui
duas arestas semi-infinitas paralelas a ℓ⃗ e ℓ⃗′), supondo 𝒦 ̸⊂ ℋ(℘⃗𝜏 ), segue então que ℘⃗𝜏+1 ∩ 𝒦
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𝒰

�̃�(𝜏)
𝜔

Figura 3.1.4: Representação em pontilhado do conjunto 𝒲 ⊂ �̃�(𝜏)
𝜔 tal que 𝛼|𝒲 é 2-periódica.

contém infinitos pontos. Deste modo, como 𝛼|𝒦 e �̃� são verticalmente periódicas e 𝛼|
�̃�

(𝜏)
𝜔

=
�̃�|

�̃�
(𝜏)
𝜔

, segue que
𝛼|�̃�𝜏

𝜔∪(℘⃗𝜏+1∩𝒦) = �̃�|�̃�𝜏
𝜔∪(℘⃗𝜏+1∩𝒦).

Portanto, como na prova da Afirmação 3.4, a partir de (3.1.7) podemos contradizer a extre-
malidade de 𝜏 ∈ Z+.

Como ℘⃗𝜏 ⊂ R2 é paralela a ℓ⃗′ ∈ G1, as inclusões 𝒦′ ⊂ 𝒦 ⊂ ℋ(℘⃗𝜏 ) garantem que 𝒦 pos-
sui uma aresta semi-infinita paralela à reta ℓ⃗′. Falta mostrar que 𝒦 possui uma aresta semi-
infinita paralela a ℓ⃗ ∈ G1. Se 𝒦 ⊂ ℋ(ℓ⃗), isto é obtido de raciocínio análogo ao acima. Sendo
assim, para concluir basta argumentar que 𝒦 ⊂ ℋ(ℓ⃗). Suponha, então, por redução ao ab-
surdo, que 𝒦 ̸⊂ ℋ(ℓ⃗). É fácil ver que, para qualquer reta ℓ⃗′′ ⊂ ℋ(ℓ⃗ (−1)) paralela a ℓ⃗ ocorre
|𝒦 ∩ ℓ′′| = ∞. Portanto, o fato de �̃� = 𝑇 (0,𝑧)𝑥 ser verticalmente periódica e coincidir com 𝛼

em �̃�(𝜏)
𝜔 permite estender a 2-periodicidade de �̃�|𝒦∩ℋ(ℓ⃗ (−1)) para �̃�|ℋ(ℓ⃗ (−1)), o que é um absur-

do, pois tomamos 𝑥|ℋ(ℓ⃗ (−1)) sendo verticalmente periódica mas não horizontalmente perió-
dica. Portanto, 𝒦 ⊂ ℋ(ℓ⃗) é um conjunto convexo com duas arestas semi-infinitas paralelas
às retas ℓ⃗ e ℓ⃗′.

A maximalidade de 𝒦 assegura, a partir do Lema 1.37, que as retas orientadas ℓ⃗, ℓ⃗′ ∈ G1

são também direções não-expansivas segundo 𝑋𝛼 := 𝑂𝑟𝑏(𝛼). É claro que isto implica que
𝛼 ∈ 𝑋𝜂 é uma configuração aperiódica.

3.2 Limitantes para os períodos de 𝛼|𝒦
Queremos obter informações sobre os períodos da restrição de 𝛼 ao conjunto 𝒦. Para

tanto, utilizando a propriedade que 𝑃𝜂(𝒮) ≤ 1
2 |𝒮|+|𝒜|−1, construiremos inicialmente dois

conjuntos 𝜂-geradores com dimensões não superiores a metade da dimensão de 𝒮.
Dado 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 , fixado ℓ⃗0 ∈ G1, denote por diamℓ0(𝒰) o número de retas paralelas a ℓ⃗0

cuja interseção com 𝒰 é não vazio. Sejam ℓ⃗1, ⃗ℓ2 ⊂ R2 retas antiparalelas, com ℓ⃗1 paralela



70

a ℓ⃗, para as quais 𝒰1 := 𝒮 ∩ ℋ(⃗ℓ1) e 𝒰2 := 𝒮 ∩ ℋ( ⃗ℓ2) cumprem diamℓ(𝒰1) = ⌈diamℓ(𝒮)
2 ⌉ e

diamℓ(𝒰2) = ⌈diamℓ(𝒮)
2 ⌉. Note que

𝑃𝜂(𝒰1) < 𝑃𝜂(𝒮) e 𝑃𝜂(𝒰2) < 𝑃𝜂(𝒮),

pois, caso contrário, como 𝒰1,𝒰2 ⊂ 𝒮, teríamos então que ℓ⃗ ou ⃗ℓ seria direção expansiva se-
gundo 𝑋𝜂, exatamente o oposto do que acontece. Daí, se |𝒰1| ≥ 1

2 |𝒮|, então

𝑃𝜂(𝒰1) − |𝒰1|< 𝑃𝜂(𝒮) − |𝒰1| ≤ 1
2 |𝒮|+|𝒜|−1 − |𝒰1| ≤ 1

2 |𝒮|+|𝒜|−1 − 1
2 |𝒮| = |𝒜|−1,

donde segue 𝑃𝜂(𝒰1) ≤ |𝒰1|+|𝒜|−2. Logo, existe conjunto 𝜂-gerador 𝒯 ⊂ 𝒰1. Se |𝒰1|< 1
2 |𝒮|,

então, é claro que |𝒰2| ≥ 1
2 |𝒮| e, como antes, existe conjunto 𝜂-gerador 𝒯 ⊂ 𝒰2. Em qualquer

caso, há conjunto 𝜂-gerador 𝒯 ⊂ 𝒮 tal que diamℓ(𝒯 ) ≤ ⌈diamℓ(𝒮)
2 ⌉. De forma análoga, pro-

va-se que existe também conjunto 𝜂-gerador 𝒯 ′ ⊂ 𝒮 tal que diamℓ′(𝒯 ′) ≤ ⌈diamℓ′ (𝒮)
2 ⌉.

Faremos agora uso sobretudo de resultados da Seção 2.2.1, com o objetivo de majorar os
períodos em ℓ∩ (Z2)* e ℓ′ ∩ (Z2)* da restrição de 𝛼 a 𝒦. Salientamos que são estes majoran-
tes que permitirão derivar absurdo na última seção deste capítulo.

Outra peça útil para esta majoração será o Teorema de Fine-Wilf. Para conveniência do
leitor, seu enunciado é recapitulado abaixo.

Teorema 3.6 (Fine-Wilf [10]). Supondo que 𝑓 = (𝑓𝑖)𝑖∈N e 𝑓 ′ = (𝑓 ′
𝑖)𝑖∈N sejam duas sequências

periódicas de períodos 𝑞 e 𝑞′, respectivamente, se 𝑓𝑖 = 𝑓 ′
𝑖 para pelo menos 𝑞 + 𝑞′ −𝑚𝑑𝑐(𝑞, 𝑞′)

entradas consecutivas, então 𝑓 = 𝑓 ′.

A menos de translação, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a aresta de 𝒦
paralela a ℓ⃗ satisfaz

ℓ⃗𝒦 ∩ 𝒦 = {(0, 𝑖) ∈ Z2 : 𝑖 ≥ 0}.

Na demonstração da afirmação a seguir é imprescindível que o leitor tenha em mente as
Notações 1.23 e 1.26, bem como a linguagem de semifaixas do Capítulo 2.

Afirmação 3.7. A restrição de 𝛼 ao conjunto 𝒦 é verticalmente periódica de período 𝑡0𝑒2

para algum 𝑡0 ≤ ⌈1
2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|⌉ − 1 e periódica de período 𝑡′0�⃗�ℓ′ para algum 𝑡′0 ≤ |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮|−2.

Prova. A demonstração será dividida em dois casos. Inicialmente, seja 𝑎 ∈ Z um inteiro tal
que a (ℓ⃗,𝒮, 𝑝)-semifaixa ⃗𝐹 (𝑎) esteja contida em 𝒦. Como 𝒮 é um conjunto 𝜂-gerador, a ma-
ximalidade de 𝒦 implica que 𝛼 ∈ 𝒩 ⃗ℓ,𝑎(ℓ⃗,𝒮). Portanto, o item (iii) da Proposição 2.27 forne-
ce que a restrição de 𝛼 a ⃗𝐹 (𝑎 + 𝑝) é verticalmente periódica de período 𝑡0 ⃗𝑣ℓ, onde ⃗𝑣ℓ = 𝑒2,
com

𝑡0 ≤
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1. (3.2.1)

Além disso, como 𝛼|𝒦 é verticalmente periódica e ⃗𝐹 (𝑎+ 𝑝) ⊂ ⃗𝐹 (𝑎) ⊂ 𝒦, é fácil argumentar
que a restrição de 𝛼 a ⃗𝐹 (𝑎) é verticalmente periódica de período 𝑡0𝑒2.
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Tendo em vista a Definição 3.5, fixamos 𝜅, 𝜅′ ∈ N para os quais 𝛼|𝒦 é periódica de perí-
odos ℎ := 𝜅𝑒2 e ℎ′ := 𝜅′�⃗�ℓ′ .

Caso 1. Assuma que |ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮| ≤ | ⃗ℓ′

𝒮 ∩ 𝒮|.

Denote 𝑞′ := |ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮|−1. Sejam 𝒮 ′ uma translação de 𝒮 tal que ℓ⃗′

𝒮′ = ℓ⃗′(−1)
𝒦 e 𝑎′ ∈ Z um

inteiro tal que a (ℓ⃗′,𝒮 ′, 𝑞′)-semifaixa 𝐹 ′(𝑎′) esteja contida em 𝒦. Como antes, a maximalida-
de de 𝒦 implica que 𝛼 ∈ 𝒩ℓ⃗′,𝑎′(ℓ⃗′,𝒮 ′). Logo, o item (i) da Proposição 2.27 estabelece que a
restrição de 𝛼 a 𝐹 ′(𝑎′ + 𝑞′) e, portanto, a 𝐹 ′(𝑎′) é periódica de período 𝑡′0�⃗�ℓ′ , com

𝑡′0 ≤
⌈︂1

2 |ℓ⃗′
𝒮′ ∩ 𝒮 ′|

⌉︂
− 1 =

⌈︂1
2 |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1. (3.2.2)

É claro que, para todo 𝑚 ∈ Z+, ocorre 𝛼| ⃗𝐹 (𝑎) = (𝑇𝑚ℎ′
𝛼)| ⃗𝐹 (𝑎) e 𝛼|𝐹 ′(𝑎′) = (𝑇𝑚ℎ𝛼)|𝐹 ′(𝑎′).

Sejam 𝑚1,𝑚2 ∈ N tais que

𝛱 := ( ⃗𝐹 (𝑎) +𝑚1ℎ
′) ∩ (𝐹 ′(𝑎′) +𝑚2ℎ)

contenha uma translação de 𝒮∖{ℓ⃗𝒮 , ℓ⃗
′
𝒮}. Denote ⃗ℓ′

1 := ⃗ℓ′(−1)
𝛱 e defina ⃗ℓ′

𝑖+1 := ⃗ℓ′
𝑖
(−1) para todo

inteiro 𝑖 ≥ 1. Consideramos (ver Figura 3.2.1)

(Z2∖ℋ( ⃗ℓ𝛱)) ∩ ⃗ℓ′
𝑖 =: {𝑔𝑖 + 𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡 ≥ 0} ∀ 𝑖 ≥ 1.

Fixado 𝑖 ≥ 1, se 𝒱 for uma translação de 𝒯 tal que 𝑔𝑖 é o ponto inicial de ⃗ℓ′
𝒱 ∩ 𝒱 (com

relação à orientação de ⃗ℓ′), resulta da majoração (3.2.2) que 𝒱 − 𝑡′0�⃗�ℓ′ ⊂ ⃗𝐹 (𝑎) + 𝑚1ℎ
′. De

fato, denotando �⃗�ℓ′ = (𝜇, 𝜈), podemos interpretar 𝜇 ≥ 1 como o número de retas verticais
que intersectam o conjunto {(𝑖, 0) : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝜇}. Isso nos permite então escrever diamℓ(𝒮) =
(|ℓ⃗′

𝒮 ∩𝒮|−1)𝜇+1+ 𝑟, onde 𝑟 ≥ 0. Sendo assim, como diamℓ(𝒱) ≤ ⌈1
2 diamℓ(𝒮)⌉, para provar

que 𝒱 − 𝑡′0�⃗�ℓ′ ⊂ ⃗𝐹 (𝑎) +𝑚1ℎ
′, basta mostrar que

diamℓ(𝒮) −
⌈︂1

2 diamℓ(𝒮)
⌉︂

− 𝑡′0𝜇 ≥ 0.

Isto porque, cada vez que 𝒱 é transladado por múltiplo de −�⃗�ℓ′ , o conjunto ⃗𝐹 (𝑎) + 𝑚1ℎ
′ é

privado do mesmo múltiplo de 𝜇 retas verticais. Uma vez que vale (3.2.2), é suficiente abor-
dar duas situações, a saber, |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮| = 2𝑠, com 𝑡′0 = 𝑠 − 1, e |ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮| = 2𝑠 + 1, com 𝑡′0 = 𝑠,

onde 𝑠 ∈ N. Na primeira possibilidade, temos

diamℓ(𝒮) −
⌈︂1

2 diamℓ(𝒮)
⌉︂

− (𝑠− 1)𝜇 ≥ 1
2 diamℓ(𝒮) − 1 − (𝑠− 1)𝜇

= 𝜇+ 1 + 𝑟

2 − 1 ≥ 𝑟

2 ≥ 0.

Já na segunda, ou seja, para |ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮| = 2𝑠+ 1, ocorre

diamℓ(𝒮) −
⌈︂1

2 diamℓ(𝒮)
⌉︂

− 𝑠𝜇 ≥ 1
2 diamℓ(𝒮) − 1

2 − 𝑠𝜇 = 𝑟

2 ≥ 0.

Portanto, 𝒱 − 𝑡′0�⃗�ℓ′ ⊂ ⃗𝐹 (𝑎) +𝑚1ℎ
′.
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Fixado 𝑡 ≥ 0, se 𝒱 ′ for uma translação de 𝒯 ′ tal que 𝑔1 + 𝑡�⃗�ℓ′ é o ponto inicial de ⃗ℓ′
𝒱 ′ ∩ 𝒱 ′

(com relação à orientação de ⃗ℓ′), de forma similar ao que foi argumentado acima, segue de
(3.2.1) que 𝒱 ′ − 𝑡0𝑒2 ⊂ 𝐹 ′(𝑎′) +𝑚2ℎ.

Recorde que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 é um conjunto (ℓ⃗, 𝑝)-balanceado. Além disso, no presente caso,

como argumentado na Observação 2.25, temos que 𝒮 também é um conjunto (ℓ⃗′, 𝑞′)-balancea-
do. Logo, usando o item (i) da Definição 2.5, uma vez que

𝑡0 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2 ≤ diamℓ′(𝛱) e 𝑡′0 ≤ |ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮|−2 ≤ diamℓ(𝛱),

segue que a restrição de 𝛼 ao conjunto ( ⃗𝐹 (𝑎) +𝑚1ℎ
′) ∪ (𝐹 ′(𝑎′) +𝑚2ℎ) é 2-periódica de pe-

ríodos 𝑡0𝑒2 e 𝑡′0�⃗�ℓ′ .
Sejam 𝒱 e 𝒱 ′ translações de 𝒯 e 𝒯 ′ tais que 𝑔1 é o ponto inicial de ⃗ℓ′

𝒱 ∩ 𝒱 e ⃗ℓ′
𝒱 ′ ∩ 𝒱 ′ (com

relação à orientação de ⃗ℓ′). Pelo argumentado acima, resulta que 𝒱 − 𝑡′0�⃗�ℓ′ ⊂ ⃗𝐹 (𝑎) + 𝑚1ℎ
′

e 𝒱 ′ − 𝑡0𝑒2 ⊂ 𝐹 ′(𝑎′) +𝑚2ℎ (ver Figura 3.2.1). Este fato e a discussão no parágrafo anterior
implicam

𝛼|𝒱∖{𝑔1} = (𝑇−𝑡′
0�⃗�ℓ′𝛼)|𝒱∖{𝑔1} e 𝛼|𝒱 ′∖{𝑔1} = (𝑇−𝑡0𝑒2𝛼)|𝒱 ′∖{𝑔1}.

Logo, uma vez que 𝒱 e 𝒱 ′ são conjuntos 𝜂-geradores, das igualdades acima resulta

(𝑇−𝑡0𝑒2𝛼)𝑔1 = 𝛼𝑔1 = (𝑇−𝑡′
0�⃗�ℓ′𝛼)𝑔1 ,

o que estende a 2-periodicidade de 𝛼 para 𝑔1.

𝒱
𝒱 − 𝑡′0�⃗�ℓ′

𝑔1

𝒱 ′

𝒱 ′ − 𝑡0𝑒2

𝑔1

Figura 3.2.1: Representação dos conjuntos 𝒱 e 𝒱 ′, onde o pontilhado representa 𝐹 ′(𝑎′).

Sejam, agora, 𝒱 e 𝒱 ′ translações de 𝒯 e 𝒯 ′ tais que 𝑔1 + �⃗�ℓ′ é o ponto inicial de ⃗ℓ′
𝒱 ∩ 𝒱 e

⃗ℓ′
𝒱 ′ ∩ 𝒱 ′ (com relação à orientação de ⃗ℓ′). Temos que 𝒱 ′ − 𝑡0𝑒2 ⊂ 𝐹 ′(𝑎′) + 𝑚2ℎ. Além disso,
decorre de (3.2.2) que

𝒱 − 𝑡′0�⃗�ℓ′ ⊂ ( ⃗𝐹 (𝑎) +𝑚1ℎ
′) ∪ (𝐹 ′(𝑎′) +𝑚2ℎ) ∪ {𝑔1}.

Logo, o fato da restrição de 𝛼 ao conjunto ( ⃗𝐹 (𝑎) +𝑚1ℎ
′) ∪ (𝐹 ′(𝑎′) +𝑚2ℎ) ∪ {𝑔1} ser 2-peri-

ódica de períodos 𝑡0𝑒2 e 𝑡′0�⃗�ℓ′ assegura as igualdades

𝛼|𝒱∖{𝑔1+�⃗�ℓ′ }= (𝑇−𝑡′
0�⃗�ℓ′𝛼)|𝒱∖{𝑔1+�⃗�ℓ′ } 𝑒 𝛼|𝒱 ′∖{𝑔1+�⃗�ℓ′ }= (𝑇−𝑡0𝑒2𝛼)|𝒱 ′∖{𝑔1+�⃗�ℓ′ },
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donde segue que
(𝑇−𝑡0𝑒2𝛼)𝑔1+�⃗�ℓ′ = 𝛼𝑔1+�⃗�ℓ′ = (𝑇−𝑡′

0�⃗�ℓ′𝛼)𝑔1+�⃗�ℓ′ ,

ou seja, a 2-periodicidade de 𝛼 é estendida então para 𝑔1 + �⃗�ℓ′ . Por indução, concluímos que
a restrição de 𝛼 ao conjunto

( ⃗𝐹 (𝑎) +𝑚1ℎ
′) ∪ (𝐹 ′(𝑎′) +𝑚2ℎ) ∪ {𝑔1 + 𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡 ≥ 0}

é periódica de períodos 𝑡0𝑒2 e 𝑡′0�⃗�ℓ′ . Levando-se em consideração o passo anterior, uma argu-
mentação análoga fornece que a restrição de 𝛼 ao conjunto

( ⃗𝐹 (𝑎) +𝑚1ℎ
′) ∪ (𝐹 ′(𝑎′) +𝑚2ℎ) ∪ {𝑔1 + 𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡 ≥ 0} ∪ {𝑔2 + 𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡 ≥ 0}

é periódica de períodos 𝑡0𝑒2 e 𝑡′0�⃗�ℓ′ . Portanto, por indução, obtemos que a restrição de 𝛼 ao
conjunto

( ⃗𝐹 (𝑎) +𝑚1ℎ
′) ∪ (𝐹 ′(𝑎′) +𝑚2ℎ) ∪

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

{𝑔𝑖 + 𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡 ≥ 0}
)︃

é periódica de períodos 𝑡0𝑒2 e 𝑡′0�⃗�ℓ′ .
Por fim, como 𝛼|𝒦 é periódica de períodos ℎ = 𝜅𝑒2 e ℎ′ = 𝜅′�⃗�ℓ′ , utilizando o Teorema de

Fine-Wilf não é difícil argumentar que 𝛼|𝒦 é periódica de períodos 𝑡0𝑒2 e 𝑡′0�⃗�ℓ′ , o que encer-
ra este caso.

Caso 2. Assuma que | ⃗ℓ′
𝒮 ∩ 𝒮|< |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮|.

Denote 𝑞′ := | ⃗ℓ′
𝒮 ∩ 𝒮|−1. Se para alguma translação 𝒮 ′ de 𝒮 existir ( ⃗ℓ′,𝒮 ′, 𝑞′)-semi-faixa

𝐹 ′(𝑎′) ⊂ 𝒦 tal que 𝛼 ∈ 𝒩ℓ⃗′,𝑎′( ⃗ℓ′,𝒮 ′), observando que 𝒮 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 agora é também um conjunto

( ⃗ℓ′, 𝑞′)-balanceado, com raciocínio similar ao caso anterior, obtemos que 𝛼|𝒦 é periódica de
períodos 𝑡0𝑒2 e 𝑡′0�⃗�ℓ′ , com

𝑡0 ≤
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1

e
𝑡′0 ≤

⌈︂1
2 | ⃗ℓ′

𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1 ≤ | ⃗ℓ′
𝒮 ∩ 𝒮|−1 ≤ |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮|−2,

o que encerra o resultado.
Caso contrário, inicialmente, a Proposição 2.10 afirma que existe conjunto (ℓ⃗′, 𝑟)-balancea-

do 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 , com 𝑟 = |ℓ⃗′

𝒰 ∩ 𝒰|−1, o qual podemos supor satisfazer ℓ⃗′
𝒰 = ℓ⃗′(−1)

𝒦 . Para cada
inteiro 𝑖 ≥ 1, seja 𝒰𝑖 uma translação de 𝒰 tal que

ℓ⃗′
𝒰𝑖+1

:= ℓ⃗′(−1)
𝒰𝑖

∈ ℋ(ℓ⃗′(−1)
𝒰𝑖

),

onde ℓ⃗′
𝒰1 := ℓ⃗′

𝒰 . Retomando a notação estabelecida no início da Seção 2.2, não é difícil ar-
gumentar que 𝛷ℓ⃗′,𝑟(𝒰𝑖) = 𝛷ℓ⃗′,𝑟(𝒰) =: 𝛷 para todo 𝑖 ∈ N.

Seja 𝑏1 ∈ Z um inteiro tal que a (ℓ⃗′,𝒰1, 𝑟)-semifaixa 𝐹 ′
1(𝑏1) esteja contida em 𝒦. Recor-

dando que ℎ′ = 𝜅′�⃗�ℓ′ , note que o Lema 2.18 implica, em particular, que a restrição de 𝛼 a
(ℓ⃗′

𝒰1 ∪ 𝐹 ′
1)(𝑏1 + 2𝛷) é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ′ com 𝑡 ≤ max{𝜅′, 2𝛷}. Suponha construída

uma sequência de números inteiros 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚 tais que, para cada 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝐹 ′
𝑖 (𝑏𝑖) é uma

(ℓ⃗′,𝒰𝑖, 𝑟)-semifaixa que satisfaz
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(i) a restrição de 𝛼 a (ℓ⃗′
𝒰𝑖

∪𝐹 ′
𝑖 )(𝑏𝑖 +2𝛷) é periódica de período 𝑡�⃗�ℓ′ com 𝑡 ≤ max{𝜅′, 2𝛷},

(ii) 𝐹 ′
𝑖+1(𝑏𝑖+1) ⊂ (ℓ⃗′

𝒰𝑖
∪ 𝐹 ′

𝑖 )(𝑏𝑖 + 2𝛷).

Seja 𝑏𝑚+1 ∈ Z um inteiro tal que a (ℓ⃗′,𝒰𝑚+1, 𝑟)-semifaixa 𝐹 ′
𝑚+1(𝑏𝑚+1) esteja contida em

(ℓ⃗′
𝒰𝑚

∪ 𝐹 ′
𝑚)(𝑏𝑚 + 2𝛷). Denotando por 𝜅′′�⃗�ℓ′ , com 𝜅′′ ≤ max{𝜅′, 2𝛷}, o período da restrição

de 𝛼 a 𝐹 ′
𝑚+1(𝑏𝑚+1), segue do Lema 2.18 que a restrição de 𝛼 a (ℓ⃗′

𝒰𝑚+1 ∪ 𝐹 ′
𝑚+1)(𝑏𝑚+1 + 2𝛷) é

periódica de período 𝑡�⃗�ℓ′ , onde 𝑡 ≤ max{𝜅′′, 2𝛷}. Por indução, os números inteiros 𝑏𝑖 estão
definidos para todo 𝑖 ∈ N. Em particular, resulta desta construção que a restrição de 𝛼 ao
conjunto

𝛤 := 𝒦 ∪
(︃ ∞⋃︁

𝑖=1
𝐹 ′

𝑖 (𝑏𝑖)
)︃

é periódica com período paralelo a ℓ⃗′ (mas não verticalmente periódica pela maximalidade
de 𝒦).

Este fato assegura a existência de uma translação 𝒮 ′ de 𝒮 e de uma ( ⃗ℓ′,𝒮 ′, 𝑞′)-semifaixa
𝐹 ′(𝑎′), com 𝑎′ ∈ Z, contida em 𝛤 para a qual 𝛼 ∈ 𝒩ℓ⃗′,𝑎′( ⃗ℓ′,𝒮 ′). Com efeito, suponha, por
redução ao absurdo, que, para qualquer translação 𝒮 ′ de 𝒮, não existe ( ⃗ℓ′,𝒮 ′, 𝑞′)-semifaixa
𝐹 ′(𝑎′) contida em 𝛤 cumprindo 𝛼 ∈ 𝒩ℓ⃗′,𝑎′( ⃗ℓ′,𝒮 ′). Uma vez que 𝛼|𝛤 ∖𝒦 é periódica com perí-
odo paralelo a ℓ⃗′, aplicando o Princípio das Casas dos Pombos, é possível obter translação 𝒮 ′

de 𝒮 tal que, para uma ( ⃗ℓ′,𝒮 ′, 𝑞′)-semifaixa 𝐹 ′(𝑎′), com 𝑎′ ∈ Z, e para algum 𝑡 ∈ N, acontece
𝛼|𝐹 ′(𝑎′) = 𝛼|𝐹 ′(𝑎′)+𝑡𝑒2

e tanto 𝐹 ′(𝑎′) quanto 𝐹 ′(𝑎′) + 𝑡𝑒2 estão contidos em 𝛤∖𝒦 = ⋃︀
𝐹 ′

𝑖 (𝑏𝑖).
Sendo assim, usando a suposição de redução ao absurdo, isto é, que 𝛼 ̸∈ 𝒩ℓ⃗′,𝑎′( ⃗ℓ′,𝒮 ′), um ra-
ciocínio similar ao que foi utilizado para construir 𝛤 permite produzir periodicidade vertical
em região ilimitada cuja a interseção com 𝛤 também é ilimitada (ver Figura 3.2.2). Isto pos-
sibilita violar a maximalidade de 𝒦, pois, para algum 𝑔 ∈ ℓ⃗′(−1)

𝒦 ∩Z2, é possível estender sua
2-periodicidade ao conjunto {𝑔 + 𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡 ≥ 0}.

𝒦

𝛤
𝐹 ′(𝑎)

𝐹 ′(𝑎) + 𝑡𝑒2

Figura 3.2.2: Representação da ( ⃗ℓ′,𝒮 ′, 𝑞′)-semifaixa 𝐹 ′(𝑎′) e do conjunto 𝐹 ′(𝑎′) + 𝑡𝑒2.
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Para cada 𝑖 ≥ 1, seja então 𝒮 ′
𝑖 uma translação de 𝒮 ′ tal que

⃗ℓ′
𝑖+1 := ⃗ℓ′(−1)

𝑖 ∈ ℋ( ⃗ℓ′(−1)
𝑖 ),

onde ⃗ℓ′
1 := ⃗ℓ′

𝒮′ . Seja 𝑎′
1 ∈ Z um inteiro tal que a ( ⃗ℓ′,𝒮 ′

1, 𝑞
′)-semifaixa F⃗′

1(𝑎′
1) esteja contida

em 𝛤 e, para cada inteiro 𝑖 > 1, seja 𝑎′
𝑖 ∈ Z um inteiro tal que a ( ⃗ℓ′,𝒮 ′

𝑖, 𝑞
′)-semifaixa F⃗′

𝑖(𝑎′
𝑖)

esteja contida em ( ⃗ℓ′
𝒮𝑖−1

∪ F⃗′
𝑖−1)(𝑎′

𝑖−1 + 2𝑞′). Como o número de retas paralelas a ⃗ℓ′ entre 𝒮 ′

e 𝒦 é finito e, estamos assumindo que, para qualquer translação 𝒮 ′ de 𝒮, não há ( ⃗ℓ′,𝒮 ′, 𝑞′)-
semifaixa 𝐹 ′(𝑎′) ⊂ 𝒦 cumprindo 𝛼 ∈ 𝒩ℓ⃗′,𝑎′( ⃗ℓ′,𝒮 ′), tome 𝐼 ≥ 1 o maior número inteiro tal
que 𝛼 ∈ 𝒩ℓ⃗′,𝑎𝐼

( ⃗ℓ′,𝒮 ′
𝐼). Sendo assim, na Proposição 2.27, o item (iii) fornece que a restrição

de 𝛼 a F⃗′
𝐼(𝑎′

𝐼 + 𝑞′) é periódica de período 𝑡′�⃗�ℓ′ com 𝑡′ ≤ ⌈1
2 | ⃗ℓ′

𝒮 ∩ 𝒮|⌉ − 1 e o item (iv), em
particular, que a restrição de 𝛼 a ( ⃗ℓ′

𝒮𝐼
∪ F⃗′

𝐼)(𝑎′
𝐼 + 2𝑞′) é periódica de período 𝑡′0�⃗�ℓ′ com 𝑡′0 ≤

2⌈1
2 | ⃗ℓ′

𝒮 ∩ 𝒮|⌉ − 2. O item (iv) da Proposição 2.27 e a maximalidade de 𝐼 asseguram então
que, para cada 𝑖 > 𝐼, a restrição de 𝛼 a ( ⃗ℓ′

𝒮𝑖
∪ F⃗′

𝑖)(𝑎′
𝑖 + 2𝑞′) é periódica de período 𝑡′0�⃗�ℓ′ . Isto

significa que a restrição de 𝛼 ao conjunto

𝛤 ′ :=
∞⋃︁

𝑖=𝐼

F⃗′
𝑖(𝑎′

𝑖 + 2𝑞′)

é periódica de período 𝑡′0�⃗�ℓ′ , onde

𝑡′0 ≤ 2
⌈︂1

2 | ⃗ℓ′
𝒮 ∩ 𝒮|

⌉︂
− 2 ≤ | ⃗ℓ′

𝒮 ∩ 𝒮|−1 ≤ |ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮|−2.

Por fim, note que a interseção de 𝛤 ′ com 𝒦 é um conjunto ilimitado tal que, para qualquer
reta ℓ⃗′′ paralela a ℓ⃗′, se ℓ′′ ∩ 𝒦 ̸= ∅, então |ℓ′′ ∩ 𝛤 ′| = ∞. Usando que 𝛼|𝒦 é periódica de
período ℎ′ = 𝜅′�⃗�ℓ′ , é fácil argumentar a partir do Teorema de Fine-Wilf que a restrição de
𝛼 a 𝒦 é periódica de período 𝑡′0�⃗�ℓ′ . Com relação à periodicidade vertical, observe que a ma-
joração 𝑡′0 ≤ |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮|−2 garante que ⃗𝐹 (𝑎) ∩ ( ⃗𝐹 (𝑎) + 𝑡′0�⃗�ℓ′) ̸= ∅, donde resulta que 𝛼|𝒦 é pe-
riódica de período 𝑡0𝑒2, o que encerra a demonstração. �

3.3 Conclusão da prova do Teorema 3.1

Esta seção é dedicada aos argumentos finais da demonstração do Teorema 3.1. A confi-
guração abaixo será uma ferramenta importante nos nossos argumentos e sua unicidade é
garantida pelo Teorema de Fine-Wilf.

Definição 3.8. Seja 𝛽 ∈ 𝑋𝜂 a única configuração 2-periódica de períodos 𝑡0𝑒2 e 𝑡′0�⃗�ℓ′ (como
na Afirmação 3.7) satisfazendo 𝛼|𝒦 = 𝛽|𝒦.

Denote ⃗ℓ0 := ⃗ℓ𝒮 e defina indutivamente ⃗ℓ𝑖+1 := ⃗ℓ
(+1)
𝑖 para todo 𝑖 ≥ 1. Tendo em vista a

Proposição 2.26, dado 𝑑′ ≥ 1, defina o conjunto

𝐵𝑑′ :=
𝑑′−1⋃︁
𝑖=0

{︁
𝑓𝒮( ⃗ℓ𝑖) − 𝑙𝑒2 : 0 ≤ 𝑙 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−3

}︁
,
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onde 𝑓𝒮( ⃗ℓ𝑖) ∈ Z2 denota o ponto final de ℓ𝑖 ∩ 𝒮 com relação a orientação de ⃗ℓ𝑖 (como
introduzido no início do Capítulo 2). Defina

𝒮* := 𝒮∖{𝑖𝒮( ⃗ℓ′′) : ⃗ℓ′′ é antiparalela a ℓ⃗, ℓ′′ ∩ 𝒮 ≠ ∅}.

Note que, para obter 𝒮*, de cada reta ⃗ℓ′′ antiparalela a ℓ⃗, com ℓ′′ ∩ 𝒮 ̸= ∅, é removido de
ℓ′′ ∩ 𝒮 o ponto mais baixo 𝑖𝒮( ⃗ℓ′′). Sendo 𝒮* um subconjunto convexo próprio de 𝒮 (o qual é
𝜂-gerador mbc), ocorre

𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮*) ≤
⌈︂1

2 |𝒮∖𝒮*|
⌉︂

− 1 < |𝒮∖𝒮*|−1. (3.3.1)

Segundo a Afirmação 3.7, 𝛼|𝒦 é periódica de períodos 𝑡0𝑒2 e ℎ′ := 𝑡′0�⃗�ℓ′ , onde

𝑡0 ≤
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2 (3.3.2)

e
𝑡′0 ≤ |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮|−2. (3.3.3)

Denote por 𝑧0 ≺ 𝑧1 ≺ · · · ≺ 𝑧𝑚′ os pontos de 𝒮∖𝒮*, ordenados pela ordem lexicográfica,
que estão entre os pontos inicial 𝑧0 := 𝑖𝒮(ℓ⃗′

𝒮) ∈ ℓ⃗′
𝒮 ∩𝒮 e final 𝑧𝑚′ := 𝑓𝒮(ℓ⃗′

𝒮) ∈ ℓ⃗′
𝒮 ∩𝒮. Para ca-

da par de inteiros 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑚′, defina o vetor (𝜑𝑖𝑗, 𝜓𝑖𝑗) := 𝑧𝑗 − 𝑧𝑖, o qual, por construção,
satisfaz 𝜑𝑖𝑗 ≥ 1. Por conta de (3.3.3), é claro que existem 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑚′ para os quais
𝑡′0�⃗�ℓ′ = 𝑧𝑗 − 𝑧𝑖. Defina então

𝑑 := min {𝜑𝑖𝑗 : 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑚′, 𝛽 é periódica de período 𝑧𝑗 − 𝑧𝑖} .

Retomando a escritura diamℓ(𝒮) = (|ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮|−1)𝜇 + 1 + 𝑟, onde 𝜇 ≥ 1 é a primeira coor-

denada de �⃗�ℓ′ e 𝑟 ≥ 0, note que

diamℓ(𝒮) > (|ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮|−2)𝜇+ 1 + 𝑟 ≥ 𝑡′0𝜇+ 1,

donde segue que 𝑑 ≤ 𝑡′0𝜇 ≤ diamℓ(𝒮) − 2. Em particular, claramente acontece ℓ⃗𝒮 ∩𝐵𝑑 = ∅.
Recordando que ℓ⃗𝒦 ∩ 𝒦 = {(0, 𝑖) ∈ Z2 : 𝑖 ≥ 0} e que ℓ⃗𝒮 = ℓ⃗ (−1) ∈ ℋ(ℓ⃗ (−1)), seja 𝑎′ ∈ Z

um inteiro tal que a (ℓ⃗,𝒮, 𝑝)-semifaixa ⃗𝐹 (𝑎′) esteja contida em 𝒦. Como 𝛼|
�̃�

(𝜏)
𝜔

é, por cons-
trução, verticalmente periódica e 𝒦 ∩ ℓ⃗ (−1) = ∅, seja 𝑎 ≥ 𝑎′ inteiro tal que a restrição de 𝛼
ao conjunto (ℓ⃗𝒮 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎) é verticalmente periódica. Note, no entanto, que, devido à maxima-
lidade de 𝒦, a restrição de 𝛼 a (ℓ⃗𝒮 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎) não é 2-periódica. Com isto, resulta que

𝛼|(ℓ⃗𝒮∪ ⃗𝐹 )(𝑎) ̸= (𝑇 ℎ′
𝛼)|(ℓ⃗𝒮∪ ⃗𝐹 )(𝑎),

embora tenhamos
𝛼| ⃗𝐹 (𝑎) = (𝑇 ℎ′

𝛼)| ⃗𝐹 (𝑎).

Afirmação 3.9. A restrição de 𝛼 ao conjunto (ℓ⃗𝒮 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎) é verticalmente periódica de pe-
ríodo 𝑡𝑒2 para algum inteiro positivo 𝑡 ≤ ⌈1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|⌉ − 1.
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Prova. Inicialmente, suponha que

(𝑇 𝑗𝑒2𝛼)|𝒮 ̸= (𝑇 𝑗′𝑒2+ℎ′
𝛼)|𝒮 ∀ 𝑗, 𝑗′ ≥ 𝑎. (3.3.4)

Note que, no entanto, como ℎ′ é um período de 𝛼|𝒦, acontece

(𝑇 𝑗𝑒2𝛼)|𝒮∖ℓ⃗𝒮
= (𝑇 𝑗𝑒2+ℎ′

𝛼)|𝒮∖ℓ⃗𝒮
∀ 𝑗 ≥ 𝑎. (3.3.5)

Para 𝐴 = {(𝑇 𝑗𝑒2𝛼)|𝒮 : 𝑗 ≥ 𝑎}, 𝐵 = {(𝑇 𝑗𝑒2+ℎ′
𝛼)|𝒮 : 𝑗 ≥ 𝑎} e 𝐵′ = {(𝑇 𝑗𝑒2+ℎ′

𝛼)|𝒮∖ℓ⃗𝒮
: 𝑗 ≥ 𝑎},

de (3.3.4) e (3.3.5) segue que

|𝐴|+|𝐵| = |𝐴 ∪𝐵| ≤
∑︁

𝛾∈𝐵′
|{𝛾′ ∈ 𝐿(𝒮, 𝜂) : 𝛾′|𝒮∖ℓ⃗𝒮

= 𝛾}|.

A desigualdade |𝐵′| ≤ |𝐵| e a hipótese de 𝒮 ser 𝜂-gerador mbc implicam que

|𝐴|≤

⎛⎝∑︁
𝛾∈𝐵′

|{𝛾′ ∈ 𝐿(𝒮, 𝜂) : 𝛾′|𝒮∖ℓ⃗𝒮
= 𝛾}|

⎞⎠− |𝐵′| =
∑︁

𝛾∈𝐵′

(︁
|{𝛾′ ∈ 𝐿(𝒮, 𝜂) : 𝛾′|𝒮∖ℓ⃗𝒮

= 𝛾}|−1
)︁

≤ 𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮∖ℓ⃗𝒮) ≤
⌈︂1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|
⌉︂

− 1.

Portanto, como |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮| ≤ | ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮|, introduzindo o alfabeto finito

⃗𝐿ℓ⃗,𝑎

(︁
ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒮) ∪ {𝑓𝒮(ℓ⃗𝒮)}, 𝛼

)︁
,

a majoração |𝐴|≤ ⌈1
2 |ℓ⃗𝒮∩𝒮|⌉−1 e o Teorema de Morse-Hedlund (ver Teorema [15]) asseguram

que a restrição de 𝛼 ao conjunto (ℓ⃗𝒮 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎 + 𝑝) e, portanto, a (ℓ⃗𝒮 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎) é verticalmente
periódica de período 𝑡𝑒2 com 𝑡 ≤ ⌈1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|⌉ − 1. Por fim, denotando por 𝜅𝑒2 o período ver-
tical minimal de 𝛼| ⃗𝐹 (𝑎) = (𝑇 ℎ′

𝛼)| ⃗𝐹 (𝑎), para concluir a demonstração, observe que basta mos-
trar (3.3.4) apenas para 𝑎 ≤ 𝑗, 𝑗′ < 𝑎 + 𝜅. Sendo assim, suponha, por redução ao absurdo,
que existem 𝑎 ≤ 𝑗, 𝑗′ < 𝑎+ 𝜅 tais que

(𝑇 𝑗𝑒2𝛼)|𝒮 = (𝑇 𝑗′𝑒2+ℎ′
𝛼)|𝒮 .

Se 𝑗 = 𝑗′, como (𝑇 𝑗𝑒2𝛼)| ⃗𝐹 (𝑎) = (𝑇 𝑗𝑒2+ℎ′
𝛼)| ⃗𝐹 (𝑎), da igualdade acima segue que

(𝑇 𝑗𝑒2𝛼)| ⃗𝐹 (𝑎)∪𝒮 = (𝑇 𝑗𝑒2+ℎ′
𝛼)| ⃗𝐹 (𝑎)∪𝒮 .

Logo, como 𝒮 é um conjunto 𝜂-gerador, por indução, obtemos que 𝑇 𝑗𝑒2𝛼 e 𝑇 𝑗𝑒2+ℎ′
𝛼 coinci-

dem em (ℓ⃗𝒮 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎), o que contradiz a maximalidade de 𝒦.
Se 𝑗 < 𝑗′, como

(𝑇 𝑗𝑒2𝛼)|𝒮∖ℓ⃗𝒮
= (𝑇 𝑗′𝑒2+ℎ′

𝛼)|𝒮∖ℓ⃗𝒮
= (𝑇 𝑗′𝑒2𝛼)|𝒮∖ℓ⃗𝒮

,

a sequência 𝜉 = (𝜉𝑖)𝑖≥𝑎 definida por 𝜉𝑖 := (𝑇 𝑖𝑒2𝛼)|ℱ ℓ⃗,𝑝(𝒮) satisfaz

𝜉𝑗𝜉𝑗+1 . . . 𝜉𝑗+𝑝−1 = 𝜉𝑗′𝜉𝑗′+1 . . . 𝜉𝑗′+𝑝−1.
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Sendo 𝛼|𝒦 verticalmente periódica de período 𝑡0𝑒2, é claro que 𝜉 é uma sequência periódica
de período 𝑡0 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2 < 𝑝. Daí, para 𝑖 = 𝑗 + 𝑡0𝑚+ 𝑠, onde 0 ≤ 𝑠 < 𝑡0 e 𝑚 ≥ 0, ocorre

𝜉𝑖 = 𝜉𝑗+𝑡0𝑚+𝑠 = 𝜉𝑗+𝑠 = 𝜉𝑗′+𝑠 = 𝜉𝑗′+𝑡0𝑚+𝑠 = 𝜉𝑖+𝑗′−𝑗.

A igualdade acima significa que a sequência (𝜉𝑖)𝑖≥𝑗 e, portanto, a sequência (𝜉𝑖)𝑖≥𝑎 é peri-
ódica de período 𝑗′ − 𝑗 < 𝜅, o que viola a minimalidade de 𝜅𝑒2.

O caso em que 𝑗 > 𝑗′ é completamente análogo ao anterior, o que completa a demons-
tração. �

Para cada inteiro 𝑙 ∈ Z+, denote 𝒮𝑙 := 𝒮 + (−𝑙, 0). Sendo 𝛼 aperiódica, como ℓ⃗ ∈ G1 é
uma direção não-expansiva segundo 𝑋𝛼 = 𝑂𝑟𝑏(𝛼), a Proposição 2.21 permite concluir que
a restrição de 𝛼 a qualquer (ℓ⃗,𝒮𝑙, 𝑝)-faixa ⃗𝐹 𝑙 não é em particular verticalmente periódica.
Sendo assim, definindo

𝑑 := |𝒮∖𝒮*|−𝑑 = diamℓ(𝒮) − 𝑑 ≥ 2,

para cada 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑− 1, seja 𝑎𝑙 ∈ Z o menor inteiro tal que a restrição de 𝛼 a

(ℓ⃗𝒮𝑙
∪ ⃗𝐹 𝑙)(𝑎𝑙) =

⋃︁
𝑖≥𝑎𝑙

(𝒮 + (−𝑙, 𝑖))

é verticalmente periódica. Note que a semifaixa acima existe porque podemos aplicar o
Lema 2.18 sucessivas vezes e obter uma região no segundo quadrante onde 𝛼 é verticalmente
periódica (mas não 2-periódica). Ademais, é claro que, para cada 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑− 1, a definição
de 𝐵𝑑 assegura

𝐵𝑑 + (−𝑙, 𝑖) ⊂ 𝒦 ∀ 𝑖 ≥ 𝑎.

Para cada 𝒮*-configuração 𝛾 ∈ 𝐿(𝒮*, 𝜂), denotamos por 𝑁*
𝒮(𝛾) o número de 𝒮-configu-

rações 𝛾′ ∈ 𝐿(𝒮, 𝜂) tais que 𝛾′|𝒮* = 𝛾. Observe que 𝑁*
𝒮(𝛾) = 1 significa que, para quaisquer

𝒮-configurações 𝛾′, 𝛾′′ ∈ 𝐿(𝒮, 𝜂), 𝛾′|𝒮* = 𝛾 = 𝛾′′|𝒮* implica que 𝛾′ = 𝛾′′.

Afirmação 3.10. Para cada 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑− 1, supondo 𝑎𝑙 ∈ Z definido como acima, então

(i)
⃒⃒⃒
{𝛼|𝒮*+(−𝑙,𝑎𝑙−1) : 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑− 1}

⃒⃒⃒
= 𝑑,

(ii) para todo 𝛾 ∈ {𝛼|𝒮*+(−𝑙,𝑎𝑙−1) : 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑− 1}, tem-se que 𝑁*
𝒮(𝛾) > 1.

Prova. Com relação à primeira parte, suponha, por contradição, que há 0 ≤ 𝑙 < 𝑙′ ≤ 𝑑 − 1
tais que

𝛼|𝒮*+(−𝑙,𝑎𝑙−1)= 𝛼|𝒮*+(−𝑙′,𝑎𝑙′ −1).

Seja ℘⃗ ′ ⊂ R2 a reta paralela a ℓ⃗ tal que 𝒰* := 𝒮* ∩ ℋ(℘⃗ ′) satisfaz 𝒰* + (−𝑙′, 0) ⊂ ℋ(ℓ⃗ (−1))
e (𝒰* + (−𝑙′, 0)) ∩ ℓ⃗ (−1) ̸= ∅. Denotando, respectivamente, por 𝑒2𝑡𝑙 e 𝑒2𝑡𝑙′ os períodos de
𝛼|(ℓ⃗𝒮𝑙

∪ ⃗𝐹 𝑙)(𝑎𝑙) e 𝛼|(ℓ⃗𝒮𝑙′
∪ ⃗𝐹 𝑙′ )(𝑎𝑙′ )

, escolha 𝑚 ∈ N tal que tanto 𝒰* + (−𝑙, 𝑎𝑙 − 1) + 𝑚𝑡𝑙𝑒2 quanto
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𝒰* +(−𝑙′, 𝑎𝑙′ −1)+𝑚𝑡𝑙′𝑒2 estejam contidos em (ℓ⃗𝒮 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎). Tomando 𝐽 := (−𝑙, 𝑎𝑙 −1)+𝑚𝑡𝑙𝑒2

e 𝐽 ′ := (−𝑙′, 𝑎𝑙′ − 1) +𝑚𝑡𝑙′𝑒2, em particular, ocorre

𝛼|𝒰*+𝐽 = 𝛼|𝒰*+(−𝑙,𝑎𝑙−1) = 𝛼|𝒰*+(−𝑙′,𝑎𝑙′ −1) = 𝛼|𝒰*+𝐽 ′ . (3.3.6)

Recorde que da Proposição 2.26 temos 𝑝− 1 = |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2 ≥ 1. Como 𝒰* possui duas ares-
tas antiparalelas verticais, das quais uma é Conv( ⃗ℓ𝒮 ∩ 𝒮), observe que toda reta vertical que
intersepta 𝒰* o faz em pelo menos 𝑝− 1 pontos. Considerando agora os conjuntos

ℱ𝐽 :=
(︁
ℱ ℓ⃗,𝑝−1(𝒰*) ∪ {𝑓𝒰*(ℓ⃗𝒰*)}

)︁
+ 𝐽 𝑒 ℱ𝐽 ′ :=

(︁
ℱ ℓ⃗,𝑝−1(𝒰*) ∪ {𝑓𝒰*(ℓ⃗𝒰*)}

)︁
+ 𝐽 ′,

defina as sequências 𝜉 = (𝜉𝑟)𝑟≥0 e 𝜉′ = (𝜉′
𝑟)𝑟≥0 pondo 𝜉𝑟 := (𝑇 𝑟𝑒2𝛼)|ℱ𝐽

e 𝜉′
𝑟 := (𝑇 𝑟𝑒2𝛼)|ℱ𝐽′

para todo 𝑟 ≥ 0. Note que, das Afirmações 3.7 e 3.9, segue que 𝜉 e 𝜉′ são periódicas de pe-
ríodos 𝑛, 𝑛′ ≤ ⌈1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|⌉ − 1. Assim, a igualdade em (3.3.6) nos diz que 𝜉 e 𝜉′ coincidem
em pelo menos |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2 entradas consecutivas e, portanto, como

𝑛+ 𝑛′ −𝑚𝑑𝑐(𝑛, 𝑛′) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2,

o Teorema de Fine-Wilf implica que as sequências 𝜉 e 𝜉′ são iguais. Em particular, definin-
do 𝐹 * := ⋃︀

𝑟≥0(𝒰* + 𝑟𝑒2), temos que

𝛼|𝐹 *+𝐽 = 𝛼|𝐹 *+𝐽 ′ .

Admitindo 𝑑 = 𝜑𝑖𝑗, a definição de 𝑑 prediz que a configuração 𝛼|𝒦 é periódica de período
𝑢 := (𝑑, 𝜓𝑖𝑗). Dado 𝑔′ = 𝑔+𝐽 ′ ∈ (𝐹 * +𝐽 ′) ∩ ℓ⃗ (−1), como 𝑔′ + 𝑒2 ∈ (𝐹 * +𝐽 ′) ∩ ℓ⃗ (−1), da igual-
dade acima segue que

𝛼𝑔′+𝑒2 = 𝛼𝑔+𝑒2+𝐽 ′ = 𝛼𝑔+𝑒2+𝐽 = 𝛼𝑔+𝑒2+𝐽+𝑢.

Uma vez que 𝑔 ∈ 𝐹 * ∩ ℘⃗ ′ e que diamℓ(𝒰*) ≥ 𝑑 + 1, é fácil ver que 𝑔 + 𝑒2 + 𝑢 ∈ 𝐹 *, donde
segue que 𝑔 + 𝑒2 + 𝑢+ 𝐽 ∈ (𝐹 * + 𝐽). Logo, isto implica que

𝛼𝑔+𝑒2+𝑢+𝐽 = 𝛼𝑔+𝑒2+𝑢+𝐽 ′ = 𝛼𝑔′+𝑒2+𝑢.

Temos então 𝛼𝑔′+𝑒2 = 𝛼𝑔′+𝑒2+𝑢. Portanto, a restrição de 𝛼 ao conjunto{︁
𝑔′ + 𝑒2 : 𝑔′ ∈ (𝐹 * + 𝐽 ′) ∩ ℓ⃗ (−1)

}︁
∪ 𝒦

é periódica de períodos 𝑢 e 𝜅𝑒2 para algum 𝜅 ∈ N. Por fim, denotando (𝑣′
1, 𝑣

′
2) := 𝑡′0�⃗�ℓ′ , co-

mo 𝑑 ≥ 1 e 𝑣′
1 ≥ 1, a escritura (𝑑𝑣′

2 − 𝑣′
1𝜓𝑖𝑗)(𝜅𝑒2) + 𝑣′

1𝜅𝑢 = 𝑑𝜅(𝑡′0�⃗�ℓ′) permite construir con-
junto que contém 𝒦 estritamente e cuja restrição de 𝛼 é periódica com períodos em ℓ ∩ Z2

e ℓ′ ∩ Z2, o que viola a maximalidade de 𝒦.
Com relação à segunda afirmação, como 𝒮* + (−𝑙, 𝑎𝑙 − 1) ⊂ (ℓ⃗𝒮𝑙

∪ ⃗𝐹 𝑙)(𝑎𝑙), da minimali-
dade de 𝑎𝑙 segue o resultado. �
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Sejam
𝑧𝑚′−𝑑 ≺ 𝑧𝑚′−𝑑+1 ≺ · · · ≺ 𝑧𝑚′

os últimos 𝑑+ 1 pontos de 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚′ (preservando a ordenação original). Para cada in-
teiro 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑− 1, defina o vetor

𝑢𝑙 := 𝑧𝑚′ − 𝑧𝑚′−𝑑+𝑙.

Seja 𝒮 uma translação de 𝒮 satisfazendo ℓ⃗′
𝒮 = ℓ⃗′(−1)

𝒦 e 𝒮∖ℓ⃗′
𝒮 ⊂ 𝒦, e seja 𝒮* a correspon-

dente translação de 𝒮*. Uma vez que 𝑧𝑚′−𝑑+𝑙 e 𝑧𝑚′ pertencem ao subconjunto de 𝒮∖𝒮* e
que ℓ⃗′

𝒮* ∩ (𝒮∖𝒮*) = ∅, não é difícil se convencer que 𝒮* + 𝑢𝑙 ⊂ 𝒦 para todo 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑 − 1
(mesmo quando 𝑧𝑚′−𝑑+𝑙 ∈ ℓ⃗′(−1)

𝒮* ).

Afirmação 3.11. Para cada 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑− 1, supondo 𝑢𝑙 definido como acima, então

(i)
⃒⃒⃒
{𝛼|𝒮*+𝑢𝑙

: 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑− 1}
⃒⃒⃒
= 𝑑,

(ii) para todo 𝛾 ∈ {𝛼|𝒮*+𝑢𝑙
: 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑− 1}, tem-se que 𝑁*

𝒮(𝛾) > 1.

Prova. Com relação à primeira parte, suponha, por contradição, que há 0 ≤ 𝑙 < 𝑙′ ≤ 𝑑 − 1
tais que

𝛼|𝒮*+𝑢𝑙
= 𝛼|𝒮*+𝑢𝑙′

. (3.3.7)

Como observado acima, temos que tanto 𝒮* +𝑢𝑙 quanto 𝒮* +𝑢𝑙′ estão contidos em 𝒦. Levan-
do em consideração que 𝛼 e 𝛽 coincidem em 𝒦, de (3.3.7) e do fato de 𝛽 ser verticalmente
periódica de período 𝑡0𝑒2, com 𝑡0 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2, segue que

𝛽|𝐹 +𝑢𝑙
= 𝛽|𝐹 +𝑢𝑙′

, (3.3.8)

onde 𝐹 := ⋃︀
𝑖∈Z(𝒮 + 𝑖𝑒2). Logo, como 𝛽 é periódica de período (𝑑, 𝜓𝑖𝑗) para algum 0 ≤ 𝑖 <

𝑗 ≤ 𝑚′ e 𝑑 ≤ diamℓ(𝒮) − 2, usando (3.3.8) é fácil argumentar que 𝛽 é periódica de período

𝑢𝑙 − 𝑢𝑙′ = 𝑧𝑚′−𝑑+𝑙′ − 𝑧𝑚′−𝑑+𝑙.

Porém, pela construção, a primeira coordenada do vetor 𝑢𝑙 − 𝑢𝑙′ é positiva e estritamente
menor que 𝑑, o que contradiz a minimalidade de 𝑑.

Com relação à segunda afirmação, observe que a definição de 𝑢𝑙 = 𝑧𝑚′ − 𝑧𝑚′−𝑑+𝑙 e o fa-
to de 𝑧𝑚′ = 𝑓𝒮(ℓ⃗′

𝒮) garantem que 𝒮 + 𝑢𝑙 ̸⊂ 𝒦 para todo 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑 − 1. Logo, se 𝑁*
𝒮(𝛾) = 1

para algum 𝛾 ∈ {𝛼|𝒮*+𝑢𝑙
: 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑑 − 1}, usando que 𝒮 é 𝜂-gerador e que 𝛼|𝒦 é periódica

de período 𝑡′0�⃗�ℓ′ , então, para 𝑔 ∈ ℓ⃗′(−1)
𝒦 ∩ (𝒮 + 𝑢𝑙), teríamos que a restrição de 𝛼 ao conjunto

𝒦 ∪ {𝑔 + 𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡 ≥ 0} também seria periódica de período 𝑡′0�⃗�ℓ′ . Note que essa conclusão só é
possível porque |ℓ⃗′(−1)

𝒦 ∩ (𝒮 +𝑢𝑙)| ≥ |ℓ⃗′
𝒮 ∩ 𝒮|−1 mesmo quando |ℓ⃗′

𝒮 ∩ 𝒮|> | ⃗ℓ′
𝒮 ∩ 𝒮|. Isto ocorre

porque, segundo a Proposição 2.26, o paralelogramo de vértices

𝑖𝒮(ℓ⃗′
𝒮), 𝑖𝒮(ℓ⃗′

𝒮) + 𝑒2, 𝑓𝒮(ℓ⃗′
𝒮), 𝑓𝒮(ℓ⃗′

𝒮) + 𝑒2



81

está contido em 𝒮. Eventualmente, poderia ser necessário considerar uma translação 𝒮 de
𝒮 + 𝑢𝑙 de modo que 𝑓𝒮(ℓ⃗′

𝒮) ∈ ℓ⃗′(−1)
𝒦 . Por fim, como

𝛼|𝒮*+𝑢𝑙
= (𝑇 𝑡0𝑒2𝛼)|𝒮*+𝑢𝑙

,

o fato de 𝒮 ser um conjunto 𝜂-gerador aliado a 𝑁*
𝒮(𝛾) = 1 garantiria então

𝛼|{𝑔+𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡≥0} = (𝑇 𝑡0𝑒2𝛼)|{𝑔+𝑡�⃗�ℓ′ : 𝑡≥0},

o que violaria a maximalidade de 𝒦. �

Enfim, para gerar uma contradição, é necessário provar que as 𝒮*-configurações presen-
tes no item (i) da Afirmação 3.10 são diferentes das 𝒮*-configurações presentes no item (i) da
Afirmação 3.11. Uma vez que as configurações do item (i) da Afirmação 3.11 são elementos
de 𝐿(𝒮*, 𝛽), para tal é suficiente então provar o resultado abaixo.

Afirmação 3.12. Para cada inteiro 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑑− 1, tem-se que

(𝑇 (−𝑠,𝑖)𝛼)|𝒮* ̸∈ 𝐿(𝒮*, 𝛽) ∀ 𝑖 ≥ 𝑎.

Prova. Suponha, por contradição, que existem inteiros 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑑− 1 e 𝑖 ≥ 𝑎 tais que

(𝑇 (−𝑠,𝑖)𝛼)|𝒮*∈ 𝐿(𝒮*, 𝛽). (3.3.9)

Recorde que 𝛽 é periódica de períodos 𝑡0𝑒2, com 𝑡0 ≤ ⌈1
2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|⌉ − 1 ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2, e (𝑑, 𝜓𝑖𝑗)

para algum par 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑚′. Assim sendo, a definição de 𝐵𝑑 ⊂ 𝒮* garante que

∀ 𝛾′, 𝛾′′ ∈ 𝐿(𝒮*, 𝛽), 𝛾′|𝐵𝑑
= 𝛾′′|𝐵𝑑

=⇒ 𝛾′ = 𝛾′′. (3.3.10)

Claramente (𝑇 (−𝑠,𝑖)𝛼)|𝐵𝑑
∈ 𝐿(𝐵𝑑, 𝛽). Uma vez que ℎ′ = 𝑡′0�⃗�ℓ′ é um período de 𝛼|𝒦, como

𝐵𝑑 +(−𝑠, 𝑖) ⊂ 𝒦, ocorre (𝑇 (−𝑠,𝑖)𝛼)|𝐵𝑑
= (𝑇 (−𝑠,𝑖)+𝑚ℎ′

𝛼)|𝐵𝑑
para todo 𝑚 ∈ N. Para 𝑚 suficien-

temente grande fixado, temos 𝐵𝑑 + (−𝑠, 𝑖) + 𝑚ℎ′ ⊂ 𝒦, donde segue que (𝑇 (−𝑠,𝑖)+𝑚ℎ′
𝛼)|𝒮*∈

𝐿(𝒮*, 𝛽). Logo, do fato de 𝛼|𝒦 = 𝛽|𝒦, resulta de (3.3.9) e (3.3.10) que

(𝑇 (−𝑠,𝑖)𝛼)|𝒮* = (𝑇 (−𝑠,𝑖)+𝑚ℎ′
𝛼)|𝒮* .

Assim, considerando 𝐴 := ℓ⃗(−1) ∩ (ℓ⃗𝒮 ∪ ⃗𝐹 )(𝑎), a igualdade acima implica, em particular, que
as sequências 𝛼|𝐴 e (𝑇𝑚ℎ′

𝛼)|𝐴 coincidem em pelo menos |ℓ⃗𝒮 ∩𝒮|−2 entradas consecutivas. Da
Afirmação 3.9 segue que a sequência 𝛼|𝐴 é periódica de período 𝑡𝑒2 com 𝑡 ≤ ⌈1

2 |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|⌉ − 1.
Portanto, como

𝑡+ 𝑡0 −𝑚𝑑𝑐(𝑡, 𝑡0) ≤ |ℓ⃗𝒮 ∩ 𝒮|−2,

do Teorema de Fine-Wilf resulta 𝛼|𝐴= (𝑇𝑚ℎ′
𝛼)|𝐴, o que contradiz a maximalidade de 𝒦. �

Por fim, como 𝐿(𝒮*, 𝛼) ⊂ 𝐿(𝒮*, 𝜂), das Afirmações 3.10, 3.11 e 3.12 resulta que o núme-
ro de 𝒮*-configurações 𝛾 ∈ 𝐿(𝒮*, 𝜂) distintas tais que 𝑁*

𝒮(𝛾) > 1 é ao menos 𝑑+ 𝑑 = |𝒮∖𝒮*|,
ou seja,

𝑃𝜂(𝒮) − 𝑃𝜂(𝒮*) ≥ 𝑑+ 𝑑 = |𝒮∖𝒮*|,



82

o que contradiz (3.3.1) e, portanto, encerra a demonstração do Teorema 3.1. �

A Proposição 2.12 e o Teorema 3.1 permitem derivar periodicidade a partir de hipótese
de caráter assintótico. Mais precisamente, temos o resultado a seguir.

Teorema 3.13. Dado 𝜂 ∈ 𝒜Z2, suponha que 𝑃𝜂(𝒯 ) ≤ |𝒯 |+|𝒜|−2 para algum 𝒯 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙
𝒞 . Se

existirem 𝐴 ∈ 𝑆𝐿2(Z), com 𝐴(𝑒1) ̸∈ 𝒯 − 𝒯 ou 𝐴(𝑒2) ̸∈ 𝒯 − 𝒯 , e 𝐶 ′ > 1 tais que

𝑃𝜂∘𝐴(𝑅𝜅,𝜏 ) ≤ 𝐶 ′𝜅𝜏 + |𝒜|−1

para todo 𝜅, 𝜏 ∈ N suficientemente grandes, então 𝜂 é periódica.

Prova. Para fixar ideias, suponha que 𝐴(𝑒1) ̸∈ 𝒯 − 𝒯 , e seja ℓ⃗ ∈ G1 a reta orientada tal que
𝐴(𝑒1) = �⃗�ℓ. Como existe conjunto 𝜂-gerador contido em 𝒯 , a Observação 1.36 e a hipótese
de 𝐴(𝑒1) ̸∈ 𝒯 − 𝒯 permitem concluir que ℓ⃗ ∈ G1 é uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂. Lo-
go, se ℓ⃗′ = ℓ⃗𝑒1 ∈ G1 denota a reta orientada tal que �⃗�ℓ′ = 𝑒1, então, pela Proposição 1.34,
temos que ℓ⃗𝑒1 é uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂∘𝐴 = 𝑂𝑟𝑏(𝜂 ∘ 𝐴). Uma vez que 𝐴(−𝑒1) ̸∈
𝒯 − 𝒯 , é claro que ⃗ℓ𝑒1 também é uma direção expansiva segundo 𝑋𝜂∘𝐴, donde decorre que
ℓ𝑒1 ∈ G1 é uma reta expansiva segundo 𝑋𝜂∘𝐴. Um caso particular da Proposição 2.12 afirma
que há então conjunto quase-regular 𝒰 ∈ ℱ𝑉𝑜𝑙

𝒞 tal que

𝑃𝜂∘𝐴(𝒰) ≤ 1
2 |𝒰|+|𝒜|−1.

Portanto, o Teorema 3.1 implica que 𝜂 ∘ 𝐴 é periódica, donde, naturalmente, segue que 𝜂 é
periódica. �
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