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' “Change is the essential process of all existence.”
STAR TREK: THE ORIGINAL SERIES
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Resumo

Em uma generalizacdo da teoria de otimizagao ergddica para sequéncias de fungoes,
desenvolvemos novas perspectivas no que concerne a caracterizagao das probabilidades
maximizantes. Para isto obter, determinam-se condig¢oes suficientes que permitem destacar
o suporte de tais medidas por meio de versoes generalizadas do local de maximizacao e do
conjunto de Aubry. Além de aprimorar resultados conhecidos na literatura da teoria de
otimizacao ergddica sobre tais conjuntos maximizantes, também sugerimos extensoes do
teorema de Atkinson e da noc¢ao de subacao para o contexto das sequéncias de fungoes.
Ao final, estudamos condi¢Oes necessérias e suficientes que fornecem norma extremal de

politopo e uma nova formulacao para a propriedade da finitude do raio espectral conjunto.

MSC: 15A18, 15A60, 26A15, 26A45, 34D08, 37A05, 37A50, 37B10, 37D35, 47A30.

Palavras-chave: conjectura da finitude. conjunto de Aubry. conjunto de maximizante. forma-
lismo termodinamico. local de maximizacdo. norma extremal. norma de Barabanov. norma de
politopo. otimizacao ergddica. probabilidade maximizante. propriedade da finitude. teorema de

Atkinson. raio espectral conjunto. subacao.



Abstract

In a generalized version of ergodic optimization theory for sequences of functions, we
develop new perspectives concerning the characterization of maximizing probabilities.
For this purpose, we provide sufficient conditions that allow us to detach the support of
these measures by means of generalizations of the maximizing locus and the Aubry set.
Besides the fact that we improve known results in the ergodic optimization theory literature
on these maximizing sets, we also suggest extensions to Atkinson’s theorem and to the
notion of sub-action for the context of sequences of functions. At the end, we study
necessary and sufficient conditions which provide an extremal polytope norm and a new

formulation for the finiteness property of the joint spectral radius.

MSC: 15A18, 15A60, 26A15, 26A45, 34D08, 37A05, 37A50, 37B10, 37D35, 47A30.

Keywords: Atkinson’s theorem. Aubry set. Barabanov norm. extremal norm. ergodic
optimization. finiteness conjecture. finiteness property. joint spectral radius. maximizing
locus. maximizing probabilities. maximizing set. polytope norm. subaction. thermodynamic

formalism.



Notacao

Convencoes:

» fo=0eT° = Id;

Full-shift

Subshift de tipo finito

Constante nao defectiva

Fung¢do média temporal

Valor ergédico maximizante
Conjunto das medidas maximizantes
Conjunto de Aubry

Conjunto de Aubry vetorial
Conjunto de matrizes d x d com entradas no corpo F
Raio espectral

Raio espectral conjunto

Raio espectral generalizado

» Toda fun¢do continua serd denominada de potencial;

» A sigla s.c.s. representa a propriedade semicontinua superior.
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Introducao

Nesta tese, consideramos sequéncias de func¢oes F := { fr: X — R}k>1 definidas

sobre sistemas dinamicos topoldgicos (X , T), as quais obedecem propriedades subaditivas.

O propésito principal é obter novas informagoes sobre o valor ergédico maximal
1 , . . .
max {khrn z / fedp : p é uma probabilidade T—mvarlante} :
— 00

O problema de otimizacao em questao vem a ser uma versdao generalizada da teoria
de otimizacao ergddica, a qual tem-se desenvolvido de forma consistente nas tltimas
décadas [Jen06, Garl7]. Um dos principais questionamentos deste tépico de pesquisa
consiste na descricao das medidas maximizantes, isto €, das probabilidades que atingem
o valor maximo acima. Uma estratégia de solucao resume-se em exibir uma coletanea
que caracteriza os suportes de tais probabilidades. Isto da lugar a nocao de conjunto

mazimizante, ou melhor, conjunto fechado Kz tal que

1 € uma medida maximizante para F & supp pu C K.

A existéncia de um tal conjunto é assegurada para uma classe representativa
de sequéncias de fungoes (consulte [Mor07, CZ13]). Por outro lado, antes do presente
trabalho, as principais coletaneas que cumprem tal equivaléncia, o local de mazimizacao
e o conjunto de Aubry, sao sabidamente maximizantes apenas em cendrios especificos
de sequéncias aditivas [CLT01, Garl7] ou no caso particular de sequéncias subaditivas

renormalizadas [Mor13].

Tendo como ponto de partida a propriedade nao defectiva, a qual no caso quase

subaditivo se reduz a
sup sup [fi(x) = kBIF]] < o,

k>1 zeX
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estendemos os conceitos de local de maximizacao e de conjunto de Aubry. No contexto
geral de sequéncias quase subaditivas de func¢oes semicontinuas superiores fomos capazes
de demonstrar que tais coletaneas sdo, de fato, conjuntos maximizantes. Para isto realizar,
desenvolvemos técnicas originais de renormalizagao das sequéncias de fungoes consideradas
a partir de processos de ajuste/corregio e da nogao de corretores propostos nesta tese. Vale
ressaltar que parte deste conteido ja foi disponibilizado a comunidade cientifica através
da publicagao [GG16].

Um das principais motivacoes para tal area de pesquisa ¢ o raio espectral conjunto

associado a uma coletanea X de matrizes d x d, descrito pela féormula

k—o0

p(X) = lim sup{HMkl ) ..MoHl/k - M, € Z}

e cujas aplicagoes abrangem tépicos como, por exemplo, wavelets, sistemas de inclusoes
lineares (ou switched linear systems), teoria dos nimeros, teoria de cédigos, etc (veja as
referéncias [The05, Jun09, Koz17, Cicl5]). Dentre os aspectos computacionais e proprie-
dades tedricas que tém desafiado a comunidade cientifica, destacamos abaixo a seguinte
condigao, a qual foi motivada por algoritmo proposto em [DL92, DLO1] e cuja validade foi

conjecturada na referéncia [LW95].

Propriedade da finitude. Fxiste um produto matricial M;
verificando p(Z) = r(M;, , ... M; M;)'/".

P MilMioa com Mlk € X,
n—1

Ainda que tal propriedade nao seja valida em geral, diversas condigoes asseguram-
na para classes restritivas de matrizes. Uma com maior destaque diz respeito a existéncia

norma extremal de politopo, isto é, normas que atingem o valor infimo da seguinte férmula

pix) = fui, s 1M1,
onde Np é o conjunto das normas de operador induzidas de normas cuja bola unitéria é
um politopo d-dimensional. Embora se registrem varios métodos iterativos e/ou algoritmos
desenvolvidos para encontrar tais normas [GWZ05, GZ08, GZ09, GP13, GZ15], em geral
sao de dificil verificacdo condigoes que determinam tempo de parada finito para tais

Processos.

Concebida na década de 1990, abordagem dinamicista/ergbdica para o raio es-
pectral conjunto considera o espaco métrico compacto £, munido do mapa shift unilateral
o (Mo, My, My, ...) — (My, My, Ms,...), e a sequéncia de fungoes {f; : ZN — R}z
definidas por fi(My, My, Ms, . ..) = log || My_1 - - - My||, de modo que, o teorema de Sch-

reiber [Sch98] garante que log p(X) coincide com o valor maximal dado pelo problema de
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otimizagao
1 , . . .
max {khm z / frdp : p é uma probabilidade U—lnvarlante} )
—00

Com base nesta representagao, podem ser discutidos aspectos da teoria de otimizacgao
ergodica associados ao raio espectral conjunto e, desta maneira, é proveitoso questionar
como a propriedade de finitude e a no¢ao de norma extremal de politopo podem ser

traduzidas/interpretadas de acordo com esta abordagem dinamicista/ergddica.

O principal objetivo desta tese é analisar com atencao uma extensao da teoria de
otimizacao ergddica para sequéncias de fungoes, a qual serd discutida durante o capitulo 1.
Apresentaremos no capitulo 2 contribui¢oes originais com respeito a caracterizacao das
probabilidades maximizantes. Sugerimos generalizagdes do conceito de subacao — por meio
das técnicas de corregoes (descritas na definigdo 2.3) e da nogao de corretor (dada na
defini¢ao 2.31) — além de extensao do teorema de Atkinson (demonstrada no teorema 2.28).
A partir disto estabelecemos versoes generalizadas para o local de maximizacao e para o
conjunto de Aubry (introduzidos, respectivamente, nas defini¢oes 2.9 e 2.19) e demons-
tramos que tais conjuntos sdo maximizantes no contexto de sequéncia de fungoes (vide
teoremas 2.8 e 2.22). No capitulo 3, estudamos a abordagem dinamicista/ergddica do
raio espectral conjunto com o intuito de compreender a propriedade da finitude. Para
isto realizar, investigamos condicOes suficientes e necessarias para obter normas extremais
de politopo via método iterativo (demonstrado na proposigao 3.6) e encerramos a tese
com uma reformulagao da propriedade da finitude em termos do conjunto maximizante

associado ao raio espectral conjunto (desenvolvida na proposigao 3.10).
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( Capitulo 1

Teoria de otimizacao ergddica

Iniciamos este capitulo introduzindo os aspectos topoldgicos e mensuraveis
relevantes para estabelecer a teoria de otimizacao ergddica desde sua abordagem cléssica
até uma generalizacao para sequéncias de func¢oes. Neste trabalho, toda vez que fizermos
alusao a um sistema dinamico (X , T), estara subentendido que levamos em conta um
espago métrico compacto (X,d) e um mapa continuo e sobrejetivo 7' : X — X. Considere
a o-algebra de Borel & gerada pelas bolas abertas de X. A colecao das medidas de
probabilidades T-invariantes, denotada por Mr, é um conjunto nao vazio, convexo (cujos
elementos extremais sao as probabilidades ergddica), compacto metrizavel (com respeito &
topologia fraca*) e serd fundamental para formulagao do problema de otimizacao discutido
na introducdo. (Para mais informagoes sobre dindmica topoldgica e teoria ergddica,
veja [Wal82, VO14].)

Entre as dinamicas topoldgicas que serao abordadas neste trabalho, destacamos
os espagos de Shift e estabelecemos desde ja as notagoes utilizadas neste contexto. Seja X um
espaco métrico compacto munido com a métrica dy. Define-se o full-shift unilateral como
o sistema dinamico (ZN , O') composto por todas as sequéncia infinitas (zo, x1, T2, T3, . . .)
com entradas no alfabeto £, munido do mapa sobrejetivo o : ZN — IN cuja acdo ¢ dada

por (xg, 1, Ta,...) —> (21, T2, x3,...). Com respeito a métrica

01 ds(@i, i)
d((zo,21,...), Wo,v1,...)) =Y — ——277
(o, 1), (W0, v1,--)) 25 T+ ds (0, 3

o espaco I é compacto (j4 que d induz a topologia produto) e o mapa ¢ é continuo.
Atente que d ((xo, x1,-..), (Yo, Y1, - - )) = 2~ min{ieN:z:#4:} sempre que I for um conjunto
finito com métrica ds discreta.

Todo subconjunto compacto e o-invariante do full-shift N é caracterizado por
I = {(xo,xl, )eN s (zy,. 1) ¢ F,VieNeVn > 1}, para algum conjunto de
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palavras proibidas F' € ;2 ; X", dando origem ao sistema dinamico simbélico (Zl}i, ol b} ),
também denominado de subshift. No caso em que o conjunto de palavras proibidas é finito,
dizemos que (ZI;, oz ) é um subshift de tipo finito. (Indicamos a referéncia [LM95] para

uma exposicao detalhada sobre dindmica simbdlica.)

Observagao. Com o propoésito de estudar o raio espectral conjunto no capitulo 3, o alfabeto X
estard associado a um conjunto compacto de matrizes d x d munido com a métrica induzida
da norma euclidiana em F¢*¢ (onde F representa R ou C). Especificamente para analise

da propriedade da finitude, nds restringiremos a um alfabeto finito de matrizes reais d x d.

Apresentaremos neste capitulo a teoria de otimizacao ergddica e sua generalizacao
com base na seguinte formulacao geral para problema de otimizacao discutido na introducao
desta tese: Dados sistema dindmico (X,T) e uma sequéncia F = {fk}k>1 — onde cada
funcao fr : X — R € integrdvel com respeito as probabilidade T-invariantes — pretende-se

descrever o valor ergodico maximizante

k—o0

BIF| = sup{limsupllﬂ/fkdu D E MT} € [—o00, +o0]

e caracterizar o conjunto

1
Mupax[F| = p € Mrp : limsup—/fk dy = B[F]
k—o0 k
das medidas probabilidades T-invariantes que atingem o valor supremo acima, também

conhecidas por medidas mazximizantes para F.

Note que a sequéncia de fungoes F = { fo: X — R}k>1 constitui outro conceito
essencial em tal problema. A condicdo de integrabilidade exigida acima é facilmente
verificada, por exemplo, se as fungoes f; s@o continuas (aqui denominadas de potenciais)
ou quando cada f; é uma funcdo mensuravel e limitada. Ademais, os teoremas de
convergéncia da teoria ergodica — teorema ergddico de Birkhoff e teorema ergddico de
Kingman — garantem que os limites supremos em questao sao de fato limites para sequéncias

de fungoes integraveis em contexto aditivo ou subaditivo.

Estudaremos dois tipos de sequéncias de fung¢oes que apresentam tais aspec-
tos topoldgicos e mensuraveis extrinsecos ao problema de otimizac¢do enunciado acima.
O primeiro caso é formado pelas sequéncias aditivas de potenciais que serao tratadas
na secao 1.1 e cuja analise do problema de otimizagao acima coincide com a teoria de
otimizacao ergodica. Na secao 1.2, investiga-se a generalizacao de tal teoria que contempla

sequéncias que obedecem propriedades subaditivas. Em ambas se¢oes, apresentamos uma
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revisao bibliografica sobre o topico que reflete o estado da arte do problema em questao.

1.1 Prélogo: Caso aditivo

A propriedade aditiva para uma sequéncia de potenciais F = { fe: X — R}k>1
é definida pela relacdo fo,4n(z) = fo(x) + fm o T™(x) para todo x € X e para quaisquer
m,n > 1. E f4cil perceber que repetidas aplicacoes desta propriedade fornecem a seguinte
reescritura para cada fi,(z) = fr_1(x)+froT* Y x) = fro(x)+ froT*2(x)+ froTF (z) =

- =Yk fi o T%(z), donde se conclui que os potenciais de uma sequéncia aditiva sdo

determinados unicamente pela dinamica T', pelo indice k e pelo potencial f;.

Sem perda de generalidade, a partir de uma funcao integravel f : X — R,

considere a sequéncia {Syf}r>1 composta pelas somas de Birkhoff

Suf (@)= 3 [ oT'(w) = f(a) + fo T(@) 4+ f o T (2),

para todo x € X e para todo k > 1. O teorema ergédico de Birkhoff aplicado a f garante

que, para toda medida de probabilidade T-invariante u,

b Sef(x) Fo
flx) = ]}LI& ’ existe pu-q.t.p. x € X e /fdu = /fdu.

Para p ergodica, também segue que f é p-q.t.p. constante e igual a [ fdu. (Consulte
[Wal82, Teorema 1.14] e [VO14, Teorema 3.2.3] para mais informagoes sobre tal teorema.)
Em particular, o funcional linear y € My +—— limk_,oo%fSkf dp = [ fdu € R esta
bem definido.

Observacao. A média temporal associada a f é representada pela funcao T-invariante f
que estd bem definida para um subconjunto X C X de medida total (isto &, p()z' ) = 1 para
toda € Mrp). Tal fato é uma consequéncia do teorema da decomposigao ergbédica [Manl2,
Teorema 6.4] que estabelece o conjunto X e a existéncia de uma coletanea de probabilidades
T-invariantes e ergodicas {Vy}ye ¢ verificando, para toda funcao integravel f e para toda

p € Mr,
J @ du@) = [ [ fa)dv, (@) duty)

de modo que f (y) = [ f dv, para todo y € Xe para toda func¢ao mensuravel limitada f.

Com base nestas informagoes, resume-se o problema de otimizacao descrito

previamente a maximizacao do funcional linear y € My — [ fdu € R. No caso especifico
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em que f: X — R é um potencial, o funcional acima é continuo (para topologia fraca*)
no espaco compacto My e, portanto, existe probabilidade T-invariante que maximiza a
integral deste potencial. Deste modo, o principal problema da teoria de otimizacao ergddica
possui a seguinte formulacao: dados sistema dinamico (X,T) e potencial f : X — R,
associado da sequéncia aditiva de potenciais {Sk.f }r>1, pretende-se descrever o valor ergédico

maximizante
38) = B[(5fY] = max{ [ fdu e mr |

e caracterizar o conjunto (ndo vazio, compacto e convero) das medidas mazimizantes

Musc(§) = Mus[{Sf}] = { € Mz + [ rdu=5(}.

Notagdo. Atente para a distingdo entre a notagao do caso aditivo (a qual adota parénteses)
e a notagao para o caso geral (que emprega colchetes). Tal diferenga tem o intuito de
evidenciar os resultados desta abordagem classica da teoria de otimizagao ergddica que

serao utilizados no decorrer desta tese.

Desenvolvida por G. Contreras, A. O. Lopes e Ph. Thieullen em [CLTO01], uma
abordagem para a teoria de otimizacgao ergddica propoe solucionar as questoes acima
por meio de reformulacdes de nogoes e técnicas da teoria KAM-fraca e da teoria de
Aubry-Mather. Nesta secao, faremos uma breve exposicao de tal teoria, enunciando os
principais resultados ja estabelecidos em sua vasta literatura [CG93, Thi97, CLTO01, LT03,
Jen06, JMUO06, GL08, GLT09, BLL13, GG13, Garl7].

O primeiro questionamento proposto anteriormente refere-se ao valor ergddico

maximizante para o qual sao conhecidas as seguintes formulagoes

B(f) = lim max lASYk,f(x) = sup limsup lSkf(ac) = sup lim lSkf(az:), (1.1)
k—oo z€X K 2eX  kooo K weReg (f) k= k

onde Reg (f) é o conjunto dos pontos x € X tais que o limite limy_, o, %Skf(x) existe.

Observe que o conceito de probabilidade T-invariante esta presente de forma implicita nas

reescrituras acima, ja que o teorema ergodico de Birkhoff garante que a integral de f com

respeito a alguma medida ergddica é igual a limite de suas médias temporais em quase

toda parte.

Outra caracterizagao para G(f) que também dispensa a nogao de probabilidade

é dada pela formula de representacao dual

B(f) = inf max [f(x) + u(z) —uOT(:r)},

ueC(X) zeX
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onde C(X) denota o espago das fungoes continuas de X em R. Atente que as fungoes
em evidéncia na identidade acima satisfazem [ fdu = [(f +u —woT)du para toda p
probabilidade T-invariante. Decorrem deste fato as relagdes 5(f) = f(f +u—uoT) e
Muax(f) = Mumax(f + u —uwo T). Isto significa que os potenciais da forma f+u —uoT
sao equivalentes ao potencial f ao descrever o mesmo problema de otimizacao, embora
permitam corregoes pontuais especificadas pelas fung¢oes continuas u : X — R. Dentre
tais fungoes se destacam as subagoes v : X — R, isto é, as fungdes que verificam
f(x)+v(z) —voT(x) < B(f) para todo z € X ou, equivalentemente, que atinge o infimo
na férmula de representacao dual. Como tal infimo ndo pode ser alcancado em geral
(devido a [Mor07, Proposicao 2]), diversos artigos na literatura deste topico investigam
a existéncia de subagoes em casos especificos. Um exemplo disto é dado pela subacao
minimal [CLTO01, Proposicao 11]

v(z) =sup sup (Suf(z) —A())) (1.2)
>0 Tlz=gx
(com Syf =0 e T° = Idy), introduzida no contexto de sistemas dindmicos hiperbdlicos

topologicamente transitivo onde f é um potencial Holder.

Observagao. A nocao de subacdo manifesta-se em diversos outros contextos por meio de
(sub-)solugoes da equagao co-homoldgica (para uma discussdo completa, consulte [Lyul2]).
Em particular, a subagao minimal também esta presente no contexto de otimizacao de

médias sobre grafos orientados (veja a referéncia [GG13]).

A existéncia de uma subagdo v para um potencial f fornece a seguinte caracteri-

zacao do conjunto das medidas de probabilidades maximizantes

Muas() = {1 € Mr : suppp © (f +v—voT)7 (5() |,

onde supp i denota o suporte de . De modo um tanto grosseiro, a razao de tal caracteriza-
¢ao reside no fato que a defini¢do de subagao obriga o argumento maximo de f+v —wvoT
a conter os suportes de todas as probabilidades cuja respectiva integral é igual a 5(f), as

quais também sao maximizantes para f.

A partir da coletanea compacta nao vazia (f +v—voT)™! (5 (f )), evidenciamos

o seguinte subconjunto T-invariante.

Definic¢ao 1.1. O local de mazimizagao para o potencial f (com respeito a subagao v) é

dado pelo conjunto

N [S(f +v—vom)] " (k3(£).

k>1
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Tal conjunto pode substituir (f +v —voT)™! (5( f )) na caracterizagao prévia.
De fato, como o suporte de uma probabilidade 1 € Myax(f) é um conjunto T-invariante,
obtemos que x € supp p implica {x,T(z),T*(z),...} C (f +v—wvo T)_l(ﬁ(f)), donde
concluimos que Sg(f +v—voT)(x) = kS(f) para todo k > 1. Reciprocamente, temos que
supp 1 € Mizt [Sk(f+o—voT)] " (KB(F)) C (f+v—voT) (B(f)) implica p € Myac(f)-

Outra maneira de evidenciar o suporte das probabilidades maximizantes de f
consiste em identificar os elementos de X que obedecem ao mesmo tempo propriedade
de recorréncia e controle das somas de Birkhoff de f — 3(f), dando origem ao seguinte

conjunto nao vazio, compacto e T-invariante.

Definicao 1.2. Dizemos que z € X é um ponto de Aubry para o potencial f se, para

todo € > 0 e para todo inteiro L > 1, existem y € B.(z) e inteiro r > L tais que

T"y € B:(x) e

Sefy) = rB(f)] <=

O coletanea Q(f) composta por tais pontos é denominada de conjunto de Aubry.

Tal conjunto prové outra caracterizacao para as medidas maximizantes associadas
a um potencial f. Devido ao teorema de Atkinson [Atk76] (cujo enunciado é dado no
teorema 2.27), pode-se estabelecer: p € Myax(f) = suppp C Q(f). Para obter a
reciproca desta implicacao, basta enfatizar que o conjunto Aubry sempre estd contido no

local de maximizagao quando existe uma subacio associada ao potencial f.

Observagdao. O conjunto de Aubry descrito na definicdo 1.2 consiste em um refinamento da

defini¢ao original, a qual fixa o inteiro L = 1 (vide [Garl7, Definigdo 4.A e Corolario 4.5]).

Duas ferramentas essenciais para compreender o comportamento de subagoes
sobre o conjunto de Aubry sdo o potencial de Mané e a barreira de Peierls, que possuem

as respectivas formulagoes na teoria de otimizacgao ergodica

bs(e,y) = lim hi(z,y) e
A L . onde hi(z,y):=sup sup (ng(z) — €ﬁ(f)>. (1.3)
(@, y) = lim sup hi(7,9), 21 =€B-(2)
> T2€B:(y)
Em particular, tais fun¢des também determinam novas descri¢oes para o conjunto de Aubry
e o local de maximizagao, uma vez que = € Q(f) se, e somente se, ¢(x,x) = hs(z,z) =0,
bem como = € N>y [Sk(f +v—vo T)}—l (kﬁ(f)) equivale & ¢ ¢(z, T*z) = vo T(z) — v(z)
para todo k > 1 e para alguma subagdo v associada ao potencial f (para detalhes,
vide [Garl7, Proposigoes 5.2 e 5.3]).
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Um dltimo item a ser pontuado concerne a existéncia de medida maximi-
zante suportada em orbita periddica, isto é, de probabilidade T-invariante e ergddica
% S Opia € Muax(f) (onde 6, denota a medida de Dirac que atribui massa total para o
ponto z € X) induzida pelo ponto periédico z € X (tal que T"x = z, para algum n > 1).
Perceba que este fato decorre imediatamente da presenga de orbita peridédica no local de
maximizacao ou no conjunto de Aubry. Retratamos abaixo um caso simples no qual é

garantido a existéncia de tais orbitas.

Exemplo 1.3 (Potencial localmente constante). No full-shift unilateral £ associado a
um alfabeto finito £, um potencial f : Z¥ — R ¢ dito localmente constante quando existe
inteiro n > 1 para o qual f(zo, 21, 22,...) = f(z0,...,z,) para todo (zg, 21, Ts,...) € IV,
Interpretando tais potenciais como uma funcao custo sobre um grafo de De Bruijn —
formado pelas arestas ((:1:0, 1oy Tpo1)y (T1, .00y Ty, :z:n)> € L™ x X" sobre o conjunto
de vértices £ — ndo é dificil exibir subacdo v : Z¥ — R localmente constante tal que
v(zo, T1, T2, ...) = v(xg, ..., T, 1) para todo (zg,r1,Ts,...) € IV (uma prova deste fato
pode ser encontrada, por exemplo, em [GG13, Proposigao 2.14]). Um resultado classico
sobre os potenciais localmente constantes concerne a caracterizacao de Q(f) como subshift
de tipo finito £} para o conjunto de palavra proibidas F = {(:1:0, ey Ty) € XL

fo, ..o xn) —v(xy, .o my) +v(To, .o, Tpey) < B(f)} (consulte [Garl7, Teorema 4.3]
para uma demostragao desta afirmacao e a se¢do 2.3 desta tese para um prova simples do
caso n = 0). Em particular, como o subconjunto das 6rbitas periddicas de todo subshift

de tipo finito é nao vazio, obtemos a existéncia de orbita periédica no conjunto de Aubry.

O comportamento descrito no exemplo acima também é atestado pela seguinte
versao da conjectura de Mané para teoria da otimizagao ergddica, cuja prova foi apresentada
recentemente por Contreras [Conl6]: genericamente nas funcoes Lipschitz existe unica

medida mazximizante suportada em orbita periodica.

1.2 (Generalizacao para sequéncia de funcoes

Analisaremos nesta secdo uma versao generalizada da teoria de otimizacao

ergodica para sequéncias de fungoes mensuraveis F = { fk}k>1 que verificam as condigoes:

(P1) para p medida de probabilidade T-invariante,

A) — Tim fr(z)
. k

. 1
existe p-q.t.p. z € X e /]—'d,u = klim E/fk dp.
—00
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. 1
Ademais, se p é ergddica, entao F é u-q.t.p. constante e igual a klim z / frdu;
—00
(P2) o funcional linear p € My khm z / fr dp é semicontinuo superiormente.
—00

E facil constatar que a condicdo (P1) retrata o enunciado de um teorema de ergédico
pontual enquanto a condigao (P2) fornece a existéncia de maximo para o funcional linear
em questao. Tais requisitos sdo essenciais para apresentar o problema de otimizacao
discutido na introducao desta tese: dados sistema dinamico (X,T) e uma sequéncia de

fungoes mensurdveis F = {fk} satisfazendo (P1) e (P2), pretende-se descrever o valor

k>1
ergodico mazimizante

1 .
BIF] :max{kli_}m %/fkdu : MEMT} :max{/}"du : ,uE./\/lT}
e caracterizar o conjunto das medidas mazimizantes para F
1
MuaslF) = { 1€ M+ Jim [ fidu=5(7] |

0 qual é ndo vazio, convexo e compacto (sequndo a topologia fraca*).

Observagao. A dificuldade em aplicar os resultados do caso aditivo da teoria de otimizagao
ergédica para a funcdo mensurdvel F (definida p-q.t.p. X) reside no fato que nio é
possivel assegurar a existéncia de medida maximizante para o problema de otimizacao
sup { [Fdu : p € MT}, de forma que é entdo natural impor a condigdo (P2). Ainda
assim, para toda pu € My, o teorema da decomposigao ergddica estabelece
. o1
J @ dute) = [ (Jim [ Sl dv (@) ) duty), (1.4)
X X \k—oo k Jx

onde {v,},x ¢ uma coletinea de probabilidades ergédicas — verificando f) =71 du,

para todo y € X - que ¢ indexada por conjunto de medida total X.

O problema de otimizagao anterior foi investigado recentemente por I. Morris
em [Morl3| (para sequéncias de fungdes semicontinuas superiormente) e por Y. Y. Chen,
Y. Zhao em [CZ13] (para sequéncias de potenciais), com o objetivo de introduzir uma
generalizacao da teoria de otimizacao ergddica no contexto das sequéncias de fungoes
que obedecem propriedades subaditivas. Abaixo listamos algumas destas propriedades,

seguidas de exemplos, para as quais (P1) e (P2) caracterizam condigdes necessarias.

Caso subaditivo: Seja F = {fi}r>1 sequéncia de potenciais verificando a propriedade

subaditiva, isto é, fiin() < fo(x)+ froT™(x) para todo x € X e para quaisquer m,n > 1.
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Neste contexto, vale o teorema ergddico subaditivo de Kingman (consulte as referéncias
[Wal82, Teorema 10.1] e [VO14, Teorema 3.3.3]), o qual fornece a condigdo (P1) e a

informacao adicional de que, para toda u € Mr,
li ! dp = inf ! d R U
Jim [ fedie = jnt 7 [ fudu€ R o0}

Desta igualdade segue que o funcional linear 1 € Mp —— infy> % J frdp € um infimo de
funcionais continuos, portanto vale a condi¢ao (P2). Ademais, toda medida maximizante
verifica infy>; ¢ [ fr du = B[F], donde

Mol F] = ) {ueMT . kLT g/fkdu}.

k>1

Observagao. No cenério subaditivo, é suficiente considerar F = {f;c : X - RU {—oo}}k>1
uma sequéncia de fungdes semicontinuas superiormente (esta condigdo passara a ser
denotada neste trabalho pela sigla s.c.s.). Sob tal hipdtese, as condicao (P1) e (P2)
continuam validas, uma vez que o teorema ergddico subaditivo de Kingman somente
exige a integrabilidade da parte positiva de f; e devido ao fato que os funcionais lineares

1we Mp— % | fr du s@o semicontinuos superiormente.

Exemplo 1.4 (Indicadora de subshift). Sejam I alfabeto finito, N full-shift unilateral
e IN C IN subshift associado a conjunto de palavras proibidas F € (U2, I". Para

cada k > 1, definimos as coletdneas (de palavras proibidas de tamanho k)

F(/‘C)::{(% Ty,...,xp1) € XX Hoﬁiﬁk—lelgngk_l_i}

tais que (z, ..., %ipn) € F
e os potenciais localmente constantes x7 : Z¥ — R, dados por

—k, se (xo,21,...,251) € F(k)

0, caso contrario

XE(IO,ILJ?% .- ) = {

para todo (zg, 1, T2, ...) € ZN. Em particular, atente para o fato de que (zg, z1,...) € I}

se, e somente se, xr. (%o, Z1,...) = 0 para todo k > 1.

A partir das nog¢oes anteriores, introduzimos a sequéncia Zp := {Xf } . Para
k>1

o caso em que (To,T1,...,Tmin-1) ¢ F(m + n), temos (rg,z1,...,2,-1) ¢ F(n) e
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(o, 1, s Tm), (Tn, Tty - - s Tnan—1) € F(m), donde segue

n )+ xE oa"”
an+n(x0,ac17,,,)_0_{Xn(m,xh )+ x5 oo0"(xg, x1, .. .)

XE(xo, o1, .. .) + X5 (To, X1, . . .)

Por outro lado, sempre que (zg, z1,. .., Tmin) € F(m +n),

XE(xg, x1,...) + XE o o™(xg, 21, .. .)

Xiin(To, 21, ...) = —m —n <
i XE(zo, 21, - - .) + X5 (20, 21, - . )

Tais argumentos estabelecem a propriedade subaditiva da sequéncia de potenciais Zr e da
sequéncia numérica {anJrn(:z:o, Ti,.. .)}k>1 para cada (zg,r1,...) € Y. Deste tltimo fato,

conclufmos que Zp(-) = infy>1 ¢ Xf () = Ly () — 1 estd bem definida sobre M.

Exemplo 1.5 (Maximo de sequéncias aditivas). A partir dos potenciais g : X — R e
h : X — R, considere a sequéncia Sy p) = {fi: X — R}kZI definida pelos potenciais
fr(x) == max {Skg($), Skh(x)} para todo k > 1, a qual é subaditiva, pois

fman(x) < max {Sng(x), th(x)} + max {Smg(T”x), Smh(T”x)} = fo(x) + frn 0o T"(x),

para todo = € X e para quaisquer m,n > 1. (Este exemplo pode ser facilmente estendido

ao considerar o maximo de uma quantidade finita de sequéncias subaditivas.)

Caso quase subaditivo: Uma sequéncia de fungoes s.c.s. F = { fi }x>1 é dita ser quase
subaditiva se existe constante Cr > 0 tal que fin(2) < fo(x) + frn o T™(x) + Cr para
todo € X e para quaisquer m,n > 1. (Convencionamos que C'z é a menor constante nao
negativa verificando a propriedade anterior.) E imediato desta definicio que a sequéncia
de fungoes s.c.s. F + Cr = {fx + Cr}r>1 é subaditiva. Como para toda p € Mrp
vale limy_, o % [ frdp = limy_o % J(fx + Cr)dp = infi>y % [(fx + Cx) du, temos que as
condigoes (P1) e (P2) sado herdadas pela sequéncia quase subaditiva F. Também resultam

que B[F] = B[F+Cx| e

Mol F] = M F + C] = ) {M € My : kBIF] - Cr < /fk du}. (1.5)

k>1

Neste trabalho, daremos atencao especial as sequéncias de potenciais que carac-

terizam o raio espectral conjunto (vide capitulo 3).

Exemplo 1.6 (Logaritmo da norma). Considere o full-shift unilateral N gerado a partir

do alfabeto compacto de matrizes £ C F¥*? (onde F ¢ igual a R ou a C). Para cada norma
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| - | em F¥?, define-se a sequéncia J(s |.|) = {fk 2N R}k>1 formada pelos potenciais
localmente constantes fi(Mg, My, My, ...) == log ||[Mj_; - - - My|| para todo k > 1. Para

0 caso em que a norma | - ||, ¢ sub-multiplicativa, ou seja, |A.B|, < ||All||Blls para

Is

quaisquer matrizes A e B € F¥9 vale que

fern(MU: My, M, .. ) < log HMern—l ce Mn”g + log HMnfl s MOHS
= fo(Mo, My, My, ...) + f 00" (Mo, My, My, .. .),

para todo (Mg, My, M5, ...) € £N e para quaisquer m,n > 1. Portanto, a sequéncia de
potenciais J(z, .| ,) é subaditiva. A equivaléncia entre normas de um espaco vetorial de
dimensao finita assegura que uma norma arbitraria || - || e uma norma sub-multiplicativa
| - |4 sempre estdo associadas por meio da relagdo I''||M||, < ||M] < T||M]||,, para
todo M € F¥*? ¢ para algum I' > 1. Desta forma, a subaditividade de Js,|14) implica
a propriedade quase subaditiva (com constante C'; = 3logI’ > 0) para a sequéncia de

potenciais Jz, |.|)-
As seguintes propriedades para as sequéncias também sao comuns na literatura.

Caso quase aditivo: Uma sequéncia quase aditiva de fungoes F = { fi }x>1 retrata um
tipo especifico de sequéncia quase subaditiva ao exigir que —F := {— f; }x>1 também seja
quase subaditiva. Mais especificamente, descrevemos tal sequéncia a partir das relagoes
fo(@) + frnoT™(z) — Cr < frin(x) < fu(x) + frn o T"(x) + Cr para todo z € X, para

quaisquer m,n > 1 e para alguma constante C'r > 0.

Caso assintoticamente aditivo: A sequéncia de potenciais F = {fi}r>1 possui a

propriedade assintoticamente aditiva se, para todo & > 0, existe um potencial 1¢ tal que

lizrlsozlpli H fr — Sp* HOO <&,

com relagdo a norma uniforme || - ||, em C(X).

Se atentarmos exclusivamente para o caso continuo, todos as situacoes discutidas

previamente podem ser agrupadas na seguinte classe de sequéncias de potenciais.

Caso assintoticamente subaditivo: Uma sequéncia de potenciais F = { fi }x>1 ¢ dita
assintoticamente subaditiva se, para todo ¢ > 0, existe uma sequéncia subaditiva de

potenciais W¢ := {¢,§}k>1 tal que

11225319,1 | fe =il <6
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onde || - ||oo é a norma uniforme em C(X). Neste cendrio, as condigoes (P1) e (P2) foram
demonstradas em [FH10, Proposigdo A.1] a partir da seguinte reformulacao para tal

propriedade: dado § > 0, existe Vg > 1 tal que

Ui () — ké < fu(z) < Yp(z) + k¢

para todo x € X e para todo k > N¢. Além disso, trata-se da mais abrangente coletanea

de sequéncias de potenciais conhecida na literatura que satisfaz tais condicoes.

A segunda formulacao para sequéncias assintoticamente subaditivas viabiliza
associacdes com problema de otimizacdo préprio das sequéncias subaditivas U¢. Um exem-
plo disto ¢ a igualdade S[F] = limg_, B[¥¢] estabelecida em [CZ13, Proposigio 2.1].
Ademais, dadas probabilidades u* € M. [¥¢], para cada & > 0, também se conclui que
os pontos de acumulacao (para topologia fraca*) da familia { ,uf}§>0 quando £ tende a 0

sao probabilidades maximizantes para JF.

Em analogia aos casos anteriores, destacamos um tipo particular de desigualdade

subaditiva cujas sequéncias assintoticamente subaditivas obedecem. Defina as constantes

€= —i £ > - in {i — ¢ <
M =0V max {itel)g fo(2) = inf Yr()} 2 0 e m*:= 0A min {inf fu(z) sup Un(z)} <0,
as quais satisfazem @/J,i(m) +mé — k& < fo(z) < wg(x) + M¢ + k€ para todo € X e para

todo k > 1. Decorre disto que, dado £ > 0, existe C’f; = 3max{M¢ —m®} > 0 tal que
Frin () < fol@) 4 fon 0 T™(2) + 2(m + n)E + O (1.6)

para todo x € X e para quaisquer m,n > 1. Tal desigualdade — embora seja simples e
préatica — nao é suficiente para demonstrar alguns resultados desta tese (isto porque nao

existe, em geral, controle uniforme para as constantes C’f;)

Para ilustrar casos anteriores, destacamos um exemplo dentre as diversas apli-
cacoes que possuem tais propriedades na literatura do formalismo termodinamico para
sequéncias de potenciais [FH10, Barll, ZZC11, CFHO08, VZ15, IY17].

Exemplo 1.7 (Logaritmo de medida de Gibbs fraca sobre cilindros). Dada uma sequéncia

de potenciais G := { gr N — R}k>1, definidos sobre full-shift unilateral & com alfabeto

finito, dizemos que uma probabilidade vg é uma medida de Gibbs fraca para G se existe
uma familia de niimeros reais positivos {I'g }r>1, com limy_, % log 'y, = 0, verificando para

todo (xg, 21, 9, ...) € ZN e para todo k > 1

l/g([l‘o, T1y... ,Ik,1]>

<
= T oon@omn, ) —kP9)

1
— <T
Fk >~ 1k,
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onde, como de costume, o conjunto [z, 21, ...,2,_1] indica correspondente cilindro e
P(G) denota a pressao topolégica de G. Em particular, vg serd chamada de medida de

Gibbs sempre que a familia {I'; },>; for constante.

Assuma a existéncia de uma medida de Gibbs fraca vg associada a sequéncia G.
Definimos os potenciais localmente constantes fi(xg,z1,...) = log Vg([l‘o, Ti,... ,xk_l]),
para todo (xg,z1,...) € XY e para todo k > 1, e a sequéncia &,, = {fk cIN R}k>1.
Um estudo detalhado de tal sequéncia foi realizada em [IY17] com o intuito de descrever
as medidas de Gibbs fracas vg como medidas de Gibbs para &,,. Atente também que as
sequéncias G e £, estao relacionadas pela identidade que define a medida de Gibbs fraca,
a qual pode ser reformulada como —log 'y, < fr — gx + kP(G) < log '}, para todo k > 1.

A partir desta relagao identificamos dois cenarios:

1. A sequéncia &, herda a propriedade assintoticamente aditiva/subaditiva da sequéncia G.
Para isto verificar, basta considerar a sequéncia subaditiva U¢ — P(G) := {wﬁ —kP(G )}k>1,

para todo £ > 0, de modo que

s |

Je — (@Dﬁ - k?P(g)) H < limsup — [H [ — gk + kP(G) Hoo + H gk — U5 HOJ

k—00

lgF

k—00

onde ¥¢ = {¢,§}k>1 ¢ dada pela propriedade assintoticamente subaditiva G. Note que,

quando todas as sequéncias wi sao aditivas, este argumento também vale para a propriedade

assintoticamente aditiva.

2. A sequéncia aditiva G = {gr = Skg}r>1 produz sequéncia &,, = { fi }x>1 quase aditiva.
De fato, fm+n - fn - fm = (fm+n - Sm+ng + (m + n>P(g)) - (fn — ong + np(g)) -
(fm oo™ — Spgod"+ mP(Q)) para quaisquer m,n > 1. Segue disto que a sequéncia &,
obedece a propriedade quase aditiva, com Cgug = 3logI" > 0. Além disso, nao é dificil
perceber que &,, ¢ aditiva se, e somente se, g ¢ uma medida de Bernoulli, ou seja,
yg([xo, Ty, .. ,:ck,l]) =14 I/g([mz]) para todo k > 1.

O problema de otimizagao ergddica para sequéncias de fung¢oes consiste em um
topico de estudo recente, cujos questionamentos basicos possuem solugoes em alguns dos
contextos subaditivos apresentados anteriormente. Tratamos inicialmente de descrever o
valor ergbdico maximizante. Para evitar o caso trivial em que B[F] = —oo, 0 que implica
limy, o % J frdpu = —oo para toda u € My, somente serdo investigadas neste trabalho
as sequéncias de fungoes que verificam S[F] € R. Exibimos abaixo reescrituras para tal

constante, as quais generalizam a equagao (1.1).
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Proposicao 1.8. Seja F = { fr}r>1 uma sequéncia assintoticamente subaditiva de poten-

ctais. Entado,

1 1 1
B[F] = lim S (fk> = lim max —fk( ) = sup limsup —fx(x) = sup lim fk( ),
k—o0 ]{: k—oo zeX zeX k—oo k‘ ;L’EReg[]-'} k—o0
onde Reg[F| € o conjunto dos pontos x € X tais que o limite limy_, %fk(a:) existe.
Ademais, ndo so estas igualdades sao vdlidas também para o caso em que F € uma
sequéncia subaditiva de fungoes s.c.s., como ai os limites das duas primeiras equagoes e o

limite superior da terceira podem ser substituidos por infimos.

O enunciado da proposi¢ao acima é uma compilagao dos seguintes resultados:
[Sch98, Teorema 1|, [Mor13, Teorema A.3] e [CZ13, Corolario 2|. No caso assintoticamente

subaditivo, prova-se em [CZ13] que

1 1
Fl = lim max — fir(z) = sup limsup — fi(z) = su lim
6[ ] k—oo z€X kfk( ) CEE)I? k—}oop kfk( ) :L"EReg%]:} —00 fk( )

J& para o caso subaditivo, [Sch98, Mor13] forneceram as seguintes relagoes

SIF) = iuf 6 (3 5) = o max 1 file) = max inf © fy(a).

k>1 k>1 zeX z€X k>1

Para que a primeira reescritura de 3[F] se estenda ao caso assintoticamente subaditivo,

basta substituir o infimo pelo limite em [Morl3, Equagoes A.2 e A.3].

Observagao. Existem outras quatro formas de expressar o valor ergdédico maximizante, a
partir da primeira igualdade da proposicao 1.8 e das reescrituras para (% fk> no cenario

aditivo descritas na equacao (1.1).

Exemplo 1.9 (Raio espectral conjunto). Para um conjunto compacto de matrizes I e
uma norma arbitrdria || - || em F9?  definimos o raio espectral conjunto associado como
. 1/k
p(X) := lim max {HMk‘l . MOH : M; € Z}.
k—o00
Considere a sequéncia quase subaditiva de potenciais Jz |.|) == { fr IN = R}k>1 dados
por fx(Mo, My, ...) = log ||My_; - - - My|| para todo (M, My, ...) € ZN e para todo k > 1.
Devido as reescrituras para o valor ergdédico maximizante dadas na proposicao 1.8, obtemos

para esta sequéncia que

. 1
BTz p] = Jim omax 7 108 [ My - Mol| = log p().
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Portanto, o problema de otimizagao associado a J(s, ||.|) caracteriza a abordagem dinami-
cista/ergddica para o raio espectral conjunto p(X). Ademais, a igualdade acima independe

da norma a ser considerada.

Com o intuito de caracterizar o conjunto das medidas maximizantes para uma
sequéncia de fungoes mensuraveis F = {fi}r>1, identificamos o célebre principio de
subordinacao: se v for wma medida probabilidade T-invariante e p for uma medida
maximizante para F, as quais verificam supp v C supp p, entao v também é uma medida
mazximizante para F. Assumindo que as condigoes (P1) e (P2) sdo validas, obtemos que

este principio revela-se equivalente a existéncia de conjunto fechado K que cumpre
e Muax[F] & suppp C K,

o qual recebe a denominacao de conjunto maximizante para JF. Estabelecemos tal equiva-

léncia a partir da analise do seguinte candidato natural a conjunto maximizante.

Definicao 1.10. Para F = {fi}r>1 sequéncia de fungdes mensurdveis obedecendo as

condigoes (P1) e (P2), o conjunto de Mather associado é definido por

U  suppp
HEMmax[F)

E facil ver que se o conjunto de Mather é maximizante para F, entdo vale o
principio de subordinagao. A reciproca deste fato consiste no resultado abaixo, cuja prova
é obtida com adaptagdo natural dos argumentos apresentados em [CZ13, Teorema 3.2]
e [Morl3, Teorema 2.3].

Proposigao 1.11. Seja F = {fx}r>1 sequéncia de fungoes mensurdveis cumprindo as
condigoes (P1) e (P2). Suponha que vale o principio de subordinaciao. Entao, existe
probabilidade fi € Mpax|[F] cujo supp fi = UneMunax 7] SUPP p- Em particular, o conjunto de
Mather é um compacto, nao vazio, T-invariante e descreve o menor conjunto mazimizante

para F.

Demonstragio. Segue de (P2) a existéncia de medidas maximizantes para F, logo o
conjunto de Mather é nao vazio. Mais ainda, M,.<[F]| é fechado e, portanto, subconjunto
compacto do espago metrizavel My. Considere uma coletanea enumeravel de medidas
maximizantes {fi}¢>1 densa em M. [F]. Defina a probabilidade T-invariante fi :=
>, 27 g Devido a convexidade de M.« [F], verifica-se facilmente que /i é maximizante

e, portanto, supp i esta contido em U,e .7 SUpp p- Por outro lado, temos que o aberto
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U = (supp 2)¢ cumpre 0 = a(U) > 27 u,(U), ou seja, pe(U) = 0 para todo £ > 1, donde
por densidade o mesmo vale para toda medida maximizante. Desta forma, o supp ji
é um conjunto fechado que contém o suporte de toda p € Mp.x[F| e assim coincide
com o conjunto de Mather. Por fim, se vale o principio de subordinacao, entao, para
toda probabilidade T-invariante v tal que suppv C Uy, 7] SUPP 4 = SUpp [, temos

vV € Muax|F], donde concluimos que o conjunto de Mather é maximizante para 7 . W

E sabido que, para uma funcdo continua genérica, definida sobre sistema di-
namico (X T ) uniformemente hiperbélico topologicamente transitivo com estrutura de
produto local, existe tinica medida maximizante completamente suportada no espacgo
X (para a demonstragao desta afirmagao, consulte [BJ02, Teorema C] e [Jen06, Corola-
rio 4.3]). A partir deste fato é facil perceber que o principio de subordinagao nao vale em
geral. Isto porque, exemplos significativos de tais sistemas contam com pelo menos duas
probabilidades T-invariantes, donde genericamente o conjunto de Mather coincide com X,

mas nem toda medida em My é maximizante.

Compilamos os casos presentes na literatura para os quais é assegurado o
principio de subordinacao e, consequentemente, a existéncia de conjunto maximizante.

Para uma sequéncia aditiva de potenciais {Si f }r>1, basta exigir a condi¢do suficiente

sup sup [Skf(x) — kﬁ(f)} < 00 (1.7)
k>1 xzeX
que foi originalmente estabelecida em [Mor(07, Teorema 1]. Atente também para o fato que
a hipdtese (1.7) é imediatamente satisfeita quando existe subagdo v para um potencial f,
dado que supys sup,ex [Sif(x) = kB(F)] < supysysup,ex [vo THz) = v(x)] < 2ol
(A reciproca deste fato nao é valida, como foi demonstrado em [Mor07, Proposigao 2].)
No caso subaditivo, em [CZ13, Teorema 3.1], obteve-se o principio de subordinacao a

partir da seguinte generalizacao da hipétese anterior

ilé;l) 5161)13 {fk(:v) — kﬁ[}ﬂ < 0. (1.8)

Estendemos facilmente este resultado para uma sequéncia F quase subaditiva, considerando
a condigao (1.8) em termos da sequéncia subaditiva F + Cr = {fx + Cr}i>1.

A nocao de conjunto maximizante desponta como peca-chave para descrever as

medidas de probabilidade maximizantes. Exemplos de um tal conjunto foram exibidos na

teoria de otimizagao ergddica pelo local de maximizagao (dado na defini¢ao 1.1) e pelo

conjunto de Aubry (descrito na definigdo 1.2). A proposigao abaixo, originalmente enunci-
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ada em [Morl3, Lema A.9], descreve conjunto maximizante no contexto das sequéncias de

fungoes verificando hipétese mais restritiva que a condicao (1.8).

Proposicao 1.12. Considere F = {fi}r>1 uma sequéncia subaditiva de fungoes s.c.s.
que satisfazem sup,cx fe(x) = kB[F] para todo k > 1. Entdo, o compacto ndo vazio e

T-invariante

N ' (kBLF))

k>1

é um conjunto mazimizante para F.

Detalhamos abaixo que o local de maximizagao do caso aditivo (vide defini¢do 1.1)

coincide com o conjunto acima enunciado.

Exemplo 1.13 (Caso aditivo com subagao). Suponha que exista uma subagao v associada
a um potencial f e considere a sequéncia aditiva de potenciais {Sk( f+rv—voT )}k>1
associada ao potencial equivalente f +v — v o T. Atente que tal sequéncia satisfaz

kB(f) = B(Sk(f +v—v oT)) < supgex Sk(f +v—voT)(x) = EkB(f) para todo k > 1,
donde determinamos conjunto maximizante (>4 [Sk(f +v—wo T)} - (k:ﬁ(f))

Apresentar caracterizagoes explicitas de conjuntos maximizantes é uma questao
que carece de uma resposta satisfatoria na teoria de otimizagao ergddica. Destacamos a

seguir duas situagoes inerentes a esta problematica.

» Para o caso aditivo, demonstra-se em [Mor07, Proposigao 2] que a condi¢ao (1.7) — a
qual assegura a existéncia de conjunto maximizante — retrata uma hipétese mais forte
que a existéncia de subagao (continua). Entretanto, a continuidade das subagoes é
usualmente uma condigao suficiente para que o local de maximizacao e o conjunto

de Aubry sejam maximizantes neste cenario, como vimos na se¢ao 1.1.

» O conjunto maximizante que generaliza o local de maximizacao foi apresentado na
proposicao 1.12 apenas para uma classe especifica de sequéncias subaditivas e, até
onde sabemos, previamente ao conteido desta tese, nenhuma versao do conjunto de

Aubry foi proposta para o contexto das sequéncias de fungoes.

Analisaremos tais questoes no capitulo 2 desta tese, apresentando resultados
originais. Motivacoes para esta investigacao serao detalhadas na se¢ao 2.3 e no capitulo 3

por meio de alguns exemplos exibidos previamente.
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( Capitulo 2

Conjuntos maximizantes

Neste capitulo, caracterizam-se as medidas de probabilidades maximizantes para
sequéncias de fung¢des com propriedades subaditivas. Conforme a discussao realizada no
capitulo anterior, isto se obtém ao exibir conjunto maximizante associado a F = { fi }x>1,

isto é, um conjunto fechado Kz verificando a equivaléncia
1% € MmaX[F] A supp p - K]:-

Para descrever explicitamente um tal conjunto, estabelecemos a seguinte condigao.

Definicao 2.1. Uma sequéncia de fungoes F = { fy }x>1 ¢ dita ndo defectiva se

Ry = sup sup [f,(x) = fo(x) = (p — q)B[F]] < oo,

p>q>0 zeX
onde sera convencionado que fy = 0.
Assinalamos algumas informagoes sobre a constante nao defectiva Rr.
Lema 2.2. Seja F = { fx}r>1 sequéncia de fungdes s.c.s. com a condigio nao defectiva.
(i) Se F ¢é subaditiva, entdo Ry = sup;; SUp,cx {fk(a:) — kﬁ[f]] > 0;

(it) Para F quase subaditiva, obtemos Ry c, — Cr = Sup;s; SUD,cx [fk(x) - k:ﬂ[]—"]},
de modo que Rric, —Cr < Rr < Rr.c, e Rr+Cr >0.

Em vista deste resultado, a propriedade nao defectiva estende a condigao (1.7)
do caso aditivo e a condigao (1.8) do caso subaditivo. Para sequéncias quase subaditivas,

é suficiente majorar o termo Rr, ¢, — Cr para caracterizar tal propriedade.
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Demonstracio. A partir da propriedade subaditiva, pode-se estabelecer a desigualdade
£ol(@) = fo(@) = (0= QBIF] < fomgoTUx) — (p— Q)BIF] < SuDysy sup,ex | fil(z) — kBIF]),
para todo x € X e para todo p > g > 0, que é suficiente para obter a igualdade
proposta no item (i). Para toda v € Mya[F]|, a subaditividade de F assegura que
B[F] = infr>1 + [ fe dv. Desta maneira, k3[F] < [ fi, dv < sup,cx[fi(z)] para todo k > 1,
donde Rx > 0.

Recorde que a sequéncia F + Cr é subaditiva, sempre que F for quase subaditiva.
Devido ao item (), obtemos Ry, = SUpy>; SUP,cy {fk(x) — kﬁ[}ﬂ +CreRric, >0,
donde segue a identidade do enunciado. A desigualdade Ry o, — Cr < Ry é imediata
desta igualdade e da definicao da constante nao defectiva. Para todo z € X e para
quaisquer p > ¢ > 0, temos que a propriedade quase subaditiva (com Cx > 0) assegura

1p(@) = Jol@) = (p=@)BIF] < fp-goT*(@)+Cr—(p=a) BIF] < supsup [(fu(w) +C) = kBLF]
e, portanto, Rr < Rric,. A tltima relacao decorre de Rx + CF > Rric, > 0. |

Observacao. A denominagao dada a propriedade anterior é uma tradugao livre do termo
em inglés nondefectiveness. Trata-se de uma terminologia usual da teoria do raio espectral
conjunto, a qual também ¢é conhecida como produto limitada ou estabilidade absoluta

(veja a segao 3.1).

Para sequéncias de fung¢oes quase subaditivas com a condigdo nao defectiva,
descrevemos neste capitulo candidatos a conjuntos maximizantes, os quais generalizam o
local de maximizacao e o conjunto de Aubry. Com o intuito de provar que tais conjuntos sao
maximizantes, veremos como algumas das ideias essenciais aos argumentos apresentados
na teoria de otimizagao ergddica sao adaptadas para contextos mais gerais. Ressaltamos
também que os resultados demonstrados nas préximas se¢oes sao originais para esta teoria,

em particular, parte do conteido da se¢ao 2.2 encontra-se publicado na referéncia [GG16].

2.1 Local de maximizacao

Propomos trés técnicas de ajuste/corregao pontual de fungoes em uma dada

sequéncia, dentre as quais sugerimos generalizacao da nocao de subagao minimal.

Defini¢ao 2.3. A partir de uma sequéncia quase subaditiva de fungoes s.c.s. F = { fx }r>1

com a condigao nao defectiva, produzimos as sequéncias G, = {gx }r>1, H,- = {hr}r>1

H,. = hg de fungoes descritas de acordo com a seguinte cadeia de processos, para
z ~Jk>1 ’
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todo x € X e para todo k > 1,

(Renormalizagio) gi(w) == sup sup (frse(2) — (B[F]) —sup sup (fe(z) — £BF]),

>0 Tlr=gx (>0 Tl=Tkg
(Redugao subaditiva) hg(z) := sup (gk+g(x) —geo Tk(x)> e
>0

(Regularizagao) hi(z) :=inf sup hg(y)
- e>0 yEBg(x)

(por convencio, fo =0, go=0e T = Idx).

Abaixo, sao retratados alguns cenarios que evidenciam a ac¢ao de cada uma das

etapas de ajuste/corre¢ao introduzidas na definigdo acima.

Exemplo 2.4 (Caso aditivo com subagao minimal). Seja {Skf}r>1 uma sequéncia aditiva
obtida a partir de um potencial Holder f definido em um sistema dinamico hiperbdlico
topologicamente transitivo. Com tais hipdteses, na prova de [CLTO1, Proposi¢ao 11],

obtém-se que {Sif}r>1 cumpre a condigdo nao defectiva, dada neste cenario por (1.7).

Aplicando a técnica de renormalizacao, obtemos a sequéncia G {sur) formada

pelas funcoes

gi(x) = sup sup (S.f(2) + Suf(T'2) = €B(f)) —sup sup (Sef(2) = €8(f))

520 Tez:a: ZZO TZZ:TICCC

= Spf(z) +v(x) —vo THx) = Si(f +v—voT)(),

para todo z € X e para todo k > 1, onde v é subagdo minimal definida na equagao (1.2).
Em particular, a definigdo de subagao garante que sup,¢y gx(x) = k5(f) para todo k > 1.

Recordando que a subag¢ao minimal é continua, atente que G {sur) é uma sequéncia
aditiva de potenciais. Por esta razao, os processos de reducao subaditiva e regularizacao

nao tém nenhum efeito sobre tal sequéncia, isto é,

hi(x) = sup (S;Hg(f +v—v oT)(x) — Sg(f +v—v OT)(Tkx)> = gx(2)

>0
e hy(z) = inf  sup Sk(f—l—v—voT)(y) = gi(x)

e>0 yEBg(z)

para todo x € X e para todo k£ > 1, donde Q{Skf} = H{Skf} = H{Skf}.

Exemplo 2.5 (Caso aditivo sem subagao continua). Para o full-shift unilateral £ gerado
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a partir do alfabeto £ = {1, 2, 3}, considere o potencial

1 k2—1

flxo,z1,...) = (Z = Z ]laeAk(aso,xl,...)) —1Lg(wo, 1, .. .),
k=1 7" =0

onde  Ap:=1[1,1,....1 n o 2([2,2,...,2]) N o *([3)),
— —
2k2 k
o qual foi originalmente introduzido em [Mor07, Proposi¢ao 2] com o intuito de descrever
um exemplo de potencial que obedece a condigao nao defectiva (em virtude de R < 1),
porém nao possui subagao (continua).

Repetindo a argumentacao do exemplo anterior, determinamos que
g(@) = Se(f+v-voT)(z) e  hy(z) = gi(x)

para todo x € X e para todo k > 1, donde Q{Skf} = ’H{Skf}. Observamos que a fungao v
(cuja definigao coincide com a subagdo minimal da equagao (1.2)) nao pode ser continua.

Consequentemente, o processo de regularizagdo modifica a sequéncia aditiva H {sur)

produzindo sequéncia de fungoes s.c.s. ’H{Skf} = { infeso SUpyep. () Sk (f—i—v—voT) (y)}

E>1
a qual satisfaz a propriedade subaditiva. A fim disto verificar, considere um ponto r € X
e inteiros m,n > 1. A partir da continuidade de 7" temos que dado € > 0 existe 6 > 0
cumprindo 7™ (Bg(x)) C Bg(T”x). Para &, £ > 0 (e 6 > 0), decorre da monotonicidade

com respeito ao raio que

hmin(z) = inf sup (Sn(f—l—v —UOT)(y)+Sm(f—|-U —UOT)(T"y)>

—_—— e>0 yEBe(I)
< sup Sn(f+v—voT)(y)+ sup Sn<f—|—v—voT)(T”y)
yEBz(x) yeB;(x)
< sup Sn(f+v—voT)(y)+ sup Sn(erv—voT)(z).
y€B:(x) 2€Bz(Tnz)

Como £ e € sdo arbitrarios, concluimos que iy () < hy () + by 0 T ().

Observacao. Atente que a fungao v surge naturalmente do processo de renormaliza¢do no
cenario aditivo. Ainda nesta secdo veremos que a func¢ao mensuravel v é limitada, devido
a condicdo nao defectiva — veja (1.2). Como esta funcao (independente da regularidade)
obedece f+v —voT < [(f) sobre X, assumindo por ora que v é limitada, obtemos

SUDj21 SUD,ex [Skf(7) = kB(f)] < supyay sup,ex [V o TH@) — v()] < 2sup,ey v (2)].
Concluiremos entao que a condi¢ao nao defectiva do caso aditivo (dada pela equagao (1.7))
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¢é equivalente a existéncia de uma subac¢ao mensuréavel e limitada para f.

Exemplo 2.6 (Caso subaditivo renormalizado). Dada sequéncia subaditiva de fungoes
s.c.s. F = {fi}k>1, assuma que sup,cy fx(x) = kB[ F] para todo k > 1 (donde ¢é imediato
a condi¢ao nao defectiva com R = 0). Decorre desta suposicao que as técnicas de corregao
descritas na definicao 2.3 nao alteram a sequéncia original, ou seja, F =G, = H, = 7;[5
Com efeito, observamos primeiramente que supgsg Supre,_gx, ( fi(z) =5 []—']) =0. A

propriedade subaditiva assegura que

fu(2) < gulw) = sup sup (frrel2) — (B[F))

>0 Tlz=zx

<sup sup (f(2) + fi(T'2) = (BIF]) = fulw),

>0 Tlz=x

e filx) <h(z) = Sup (fk+e($) - fe(Tkm)) < fu(z)

para todo x € X e para todo & > 1. Com isto, segue por semicontinuidade que hy = fi.

Exemplo 2.7 (Sequéncia subaditiva nao renormalizada). A sequéncia subaditiva de
ndimeros reais (ou potenciais constantes) F = {fy = 1/k}x>; possui f[F] =0e Rr =1,
donde satisfaz a condi¢do nao defectiva. Neste cenario, o calculo dos processos de renor-

malizacao e de reducao subaditiva sao triviais: para todo k > 1

Ik = Sglég (fk+e —fﬁ[fD _Se;g (fe —ﬁﬁ[}"]) = sup k—1|—£ — (O v sup1> = 11 —1

>0 o>1
1 11
pw= s (o) = (1) v (2~ ) =0
¢ hi=sup (9rsc — 92) 7 B Vel

Ademais, a técnica de regularizacdo nao tem nenhum efeito em potenciais constantes.
Obtemos a sequéncia quase subaditiva G, = {1/k — 1},>1, onde Cg = 1, e a sequéncia
constante H, = H, = {0}r>1.

A partir das etapas estipuladas na defini¢do 2.3, decorre naturalmente a seguinte

caracterizagao das probabilidades maximizantes.

Teorema 2.8. Sejam F = {fi}i>1 sequéncia quase subaditiva de fungdes s.c.s. com
a condi¢io nao defectiva, H, = {hp}r>1 € H, = {hx}r>1 sequéncias introduzidas na

definicao 2.53. Entdo, o compacto nao vazio e T-invariante

N ' (k81F1) = N N b ([ROIF] = e, kBLF))

k>1 k>1 >0
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¢ um conjunto maximizante para F. Além disso, se cada hy, for s.c.s, entdo a coletanea

acima vem a ser simplesmente [ ) h,;l(kﬁ[}"]).
k>1

Perceba que o enunciado deste resultado para o exemplo 2.6 coincide com a
proposicao 1.12. O teorema anterior generaliza os resultados conhecidos na literatura da
teoria de otimizagao ergodica que introduzem o local de maximizacao como um conjunto

maximizante. Por este motivo introduzimos o seguinte conceito.

Definicao 2.9. O local de maximizagao para uma sequéncia quase subaditiva de fung¢oes

s.c.s. F = {fx}r>1 com a condi¢do ndo defectiva é dado pelo conjunto

M ki (kBIF]),

k>1
onde H, = {hg}r>1 ¢ a sequéncia regularizada descrita na defini¢ao 2.3.

Com respeito a estrutura da demonstragao do teorema 2.8, veremos que as
técnicas desenvolvidas na defini¢ao 2.3 reduzem a sequéncia F — sem alterar o problema
de otimizacgao original — a sequéncia ’ﬂf que satisfaz as hipotese da proposicao 1.12.
Detalharemos individualmente cada um dos processos destacando as propriedades essenciais

a cada etapa nos lemas 2.11, 2.15 e 2.17.

Especificamente para o caso aditivo, exibimos uma versao do teorema 2.8 que
contempla simultaneamente os exemplos 2.4 e 2.5 e dispensa regularidade da funcao que

descreve a subac¢ao minimal.

Corolario 2.10. Dado um potencial f que verifica supy; Sup,cy [Skf(a:) — k‘ﬁ(f)} < 00,
considere a fungdo V(x) = Sup,sq SUPpe,_, (ng(z) - EB(f)) definida para todo x € X.

Entao o compacto nao vazio e T-invariante

)

N N [Sk(f +v—voT)] ([kB(f) — 2. kB()])

k>1 >0
¢ mazimizante para f. Em particular, se a fungdo v é continua, entdo o conjunto acima

—1
coincide com o local de mazimizagio ) [Sk(f +vV—vo T)} (k;ﬁ(f))
k>1

Demonstragio. A sequéncia aditiva {S} f }r>1 relativa a f satisfaz a condigdo nao defectiva.
Procedendo de maneira similar aos exemplos 2.4 e 2.5, asseguramos entao as igualdades
H{Skf} = Q{Skf} = {Sk(erU—voT)}kZl. Também obtemos H, = {Sk(erU—DOT)}kZl
sempre que a fungao v for continua. Concluimos o resultado a partir do teorema 2.8 ao

considerar tais sequéncias associadas & {Skf}r>1. n
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Reconhecemos que os processos da definicao 2.3 ocultam a sequéncia original F,
dificultando aplicagoes praticas do teorema 2.8. Na realidade, o corolario 2.10 e a proposi-
¢ado 1.12 despontam como principais resultados na analise de exemplos concretos. Com o
intuito de caracterizar as medidas maximizantes diretamente em termos das fungoes que
formam a sequéncia JF, apresentamos ao final desta se¢cao uma alternativa teoérica para o

local de maximizacao.

2.1.1 Renormalizacao

Estudaremos a primeira técnica de corre¢ao da defini¢do 2.3, a qual determina a

sequéncia renormalizada G, = {g }x>1 dada por

ge(7) = vp(z) —vo o TF(2z) onde w,(x):=sup sup (fn+g(2) - 66[]:])
>0 Tlz=x
(com foy=0e T° = Idx) para todo x € X, para todo k > 1 e para todo n > 0. (Para o
caso aditivo, vy é a subagdo minimal associada a um potencial descrita por (1.2).) A partir
de uma sequéncia quase subaditiva de fungoes s.c.s. F = { fi }x>1 verificando a condicao

nao defectiva, obtemos que as fungoes v, : X — R estao bem definidas, pois

0 < wvo(z) =sup sup (fg(Z) — EB[}"]) <max{0,Rr} < Rr+ Cr e (2.1)

£>20 Tlz=zx

fr(z) < vp(z) < sup sup (fe(z) + [1(T%2) + Cr - fﬁ[}"]) < fil@) + RF+Cr  (2.2)

>0 Tlz=gx

para todo x € X e para todo k£ > 1. Além disso, tais funcoes estao relacionadas, como,

por exemplo, na seguinte desigualdade

V(@) < sup sup (Frriern(2) — (CHn)BIF]) +nBIF] < v(T"2) +nBlF] (2.3)

l4+n>n Tln=Tng

valida para todo x € X e para todos m,n > 0.

A sequéncia renormalizada G, é composta por fungdes integraveis (mensurdveis

e limitadas) cujas principais propriedades sdo destacadas abaixo.

Lema 2.11. Sejam F = {fi}r>1 sequéncia quase subaditiva de fungoes s.c.s. com a

condi¢ao nao defectiva e G, = {gr}x>1 Sua respectiva sequéncia renormalizada. Entdo:

(i) G, € quase subaditiva (com constante Cg < max {Cr, Rr + Cr});

(13) Para todo k > 1, vale sup gi(x) < kB[F|;
reX
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(i1i) As sequéncias F e G, wverificam limk_m%fgk dp = limkﬁoo%ffk dp para toda
medida de probabilidade T-invariante p. Em particular, 5[F| = 5[@} = B[g}.—FCg} e

Mol F = Muna[ 6] = N {u & My W3(F] —Cg < [ gudp < kﬁ[]—"]}.

k>1

A principal acdo do processo de renormalizacao sobre sequéncias de fungoes é

descrita pelo item (ii) acima, que consiste em uma reformulagao da defini¢gdo de subagao.

Demonstragao. Para todo x € X e para todo m,n > 0,

Uern(x) <sup sup (fn+€(z) + fm o Tn(TéZ) +Cr — 65[‘7_‘])

>0 Tlz=zx

— 0a(2) + frn 0 T"(@) + Cr < () + v 0 T"(2) + O,

onde as desigualdades decorrem da propriedade quase subaditiva de F e de (2.2). Logo, a
sequéncia de fungoes {v, },>0 é quase subaditiva. Este fato em parceria com (2.1) fornece

o item (7), visto que

Ymtn = Uman — Vg 0 T
<v,+Up0T"+Cr—vygoT™oT" + (max{O,R;}—UooT”)
= (U — 090 T™) + (U, — g0 T™) o T" + max {Cx, Rr + Cx}
= gn + gm o T" + max {Cr, Rr + Cr},

para todo m,n > 0.
O item (ii) do enunciado é imediato da desigualdade (2.3) para m =0en = k.

Para todo k > 1, decorre de (2.1) e (2.2) que
fe—Rr —Cr<gr < fr+ Rr + Cr. (2.4)

Sendo assim, a sequéncia quase subaditiva G, é formada por fun¢oes integraveis. A relacao

anterior também garante a existéncia do limite limy_, % [ g dp e determina que

.1 .1
Jim - [edu = Jim 7 [ fudu
para toda medida de probabilidade T-invariante pu. Além disso, a definicao de medida

maximizante para a sequéncia quase subaditiva G, é dada por B[F| = 8[G,] = B|G,+Cg| =

infy>4 % [(gx + Cg) du, onde a tltima igualdade decorre do teorema ergédico de Kingman
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ja que g1 + Cg < sup f1 + Rr + Cr + Cg. Temos entao

kB[F) — Cg < /gk dp < sup gi(z) < kB[F]

zeX

para todo k > 1, donde concluimos o item (7). [

As estimativas (dadas no lema acima) para a constante de quase subaditivi-

dade Cg sao atingidas para o seguinte cenario elementar.

Exemplo 2.12. Vimos que a sequéncia subaditiva (de potenciais constantes) F = {1/k}r>1
(analisada no exemplo 2.7) possui R = 1 e Cz = 0. Ademais, a respectiva sequéncia

renormalizada G, = {1/k — 1};>1 é quase subaditiva com Cg = 1 = max {Cr, Rr + Cr}.

Por outro lado, nem sempre ¢é possivel obter igualdade para tal estimativa.

Exemplo 2.13. Considere a sequéncia F = {Sif — ['}4>1 para qualquer I' > 0 e Rx > 0.
Para I' = 0, a sequéncia F é obviamente aditiva e C'r = 0. Caso contrario, F é uma
sequéncia quase subaditiva com Cr =I' > 0. Independente destas situacoes, obtemos que

a sequéncia renormalizada G, = {Sk. f+vg—vyoT* }k>1 é aditiva, logo Cg = 0.

As técnicas de redugao subaditiva e de regularizacao também possuem resultados
similares ao lema 2.11, para os quais os itens (i7) e (¢ii) sdo substancialmente aprimorados.
Em particular, uma motivagao para tais processos é dada pela seguinte situagao tedrica
em que a etapa de renormalizacao é suficiente para estabelecer uma caracterizacao das

probabilidades maximizantes.

Exemplo 2.14 (Local de maximizagao para renormalizacao subaditiva e regular). Para
alguma sequéncia quase subaditiva e nao defectiva de fungoes s.c.s. F = { fx}x>1, assuma
que a respectiva sequéncia renormalizada G, = {gx }x>1 possui a propriedade subaditiva

isto ¢, Cg = 0). E imediato do item (¢4) do lema 2.11 que
g

MuaxlF] = {u e My [ grdn = kﬁ[]—“]}.

k>1

Ademais, ao supor que as fungoes g, sao s.c.s., obtemos a equivaléncia
[ocdu=131F] & swppc gt (k51F)).

Sendo assim, ﬂ g,;l(kﬁ []:]) descreve um o conjunto maximizante para F e para G,.
k>1
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Atente que os exemplos 2.4 e 2.6 verificam naturalmente as condigoes estipuladas
no exemplo anterior e seus respectivos locais de maximizacdo — dados na defini¢ao 1.1
e pela proposi¢ao 1.12 — coincidem com a coletanea (N> gt (kﬁ [f]) Isto nos indica
que as versoes do local de maximizagao introduzidas no capitulo 1 nao reconhecem os
processos de reducao subaditiva e de regularizacdo. Até onde sabemos, nao sdo conhecidos

precedentes para estas técnicas na literatura.

2.1.2 Reducao subaditiva

Na segunda etapa de ajuste introduzida na defini¢ao 2.3, estabelecemos a redugao

subaditiva M, = {hy}r>1 descrita por

hi(w) = sup (ghe(2) = 900 TH()) = sup (vise(w) = vr 0 T(x))

(com gg =0 e T° = Idx) para todo z € X e para todo k > 1. Tais fungoes sao integraveis

(mensuraveis e limitadas) por causa do item (i) do lema 2.11 que assegura
9x(z) < fix(w) = sup (grse(x) = g0 TH(@)) < gil(@) + Cg (2.5)

para todo x € X e para todo k > 1.

Observagao. Note que a majoracdo para hy em (2.5) ndo pode ser estabelecida para as

sequéncias assintoticamente subaditivas a partir da desigualdade (1.6).

A redugao subaditiva H . foi idealizada para verificar a seguintes particularidades.

Lema 2.15. Sejam F = {fi}i>1 sequéncia quase subaditiva de fungoes s.c.s. com a

condigio ndao defectiva e H, = {hy}r>1 a respectiva reducio subaditiva. Entdo:
(i) H, € subaditiva;

(11) Para todo k > 1, verifica-se sup hy(x) = kB[ F];
reX

(i1i) As sequéncias F e H, cumprem limy_ % [ hidp = limy_,o % [ frdp para toda

probabilidade T-invariante . Em particular, §[F] = 5[7-[4 e

MuaelF) = M [1,] = () {p€ Ma = [ = k3(7)}

k>1
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Demonstragio. Para obter o item (i), basta observar que

Pt @) = 59D (G 46(2) = G © T(@) + i o T"(@) = g0 0 T ()

< sup <9n+(f+m)<x> — Gt4+m © Tn('r)) + hm © Tn(w)

l+m>m

< hp(x) + hy 0o T" ()

para todo x € X e para todos m,n > 0.

Note que (2.5) garante a existéncia do limite limy_, % [ hi du, valendo para

toda medida de probabilidade T-invariante p

1 1 .1
Jim g f = Jim g fowcn = Jim 3 f S
onde a ultima igualdade segue do item (ii¢) do lema 2.11. Obtemos destas identidades que
BIF) = B[G,] = B[H,]| e MunaxlF] = Munax |G| = Muna[H..].
Resta provar o item (i) e a caracterizagdo de Mp.x[F] no enunciado do item (i47).

Tais fatos sdo simultaneamente obtidos das desigualdades

KBIF] < [ hudu < sup hu() < kB
S
satisfeitas para qualquer p € Mp.[F] e para todo k& > 1. Com efeito, a primeira
desigualdade decorre do teorema ergédico de Kingman, uma vez que hy; < g1 + Cg <
sup f1 + Rr + Cr 4+ Cg, enquanto a tltima desigualdade é um consequéncia imediata
de (2.3), que fornece hi(x) = sup,sq (U]H_g(l’) — v 0 Tk(x)) < kB[F] para todo x € X e
para todo k > 1. [ |

2.1.3 Regularizagao (s.c.s.)

O 1ltimo procedimento de ajuste proposto na definicao 2.3 remete ao seguinte
resultado classico de topologia geral, encontrado nas referéncias [Cho66, Cap. II, §9]
e [Bou66, Cap. IV, §6.2, Proposicao 4].

Lema 2.16. A menor fungdo s.c.s. f: X — R que majora uma fungao limitada f : X — R
¢ dada por

L >0 ye B (2) < 9(x) para todo v € X

) w o) . J: X >R és.cs. e
f(@) = inf s fly) = f{ﬁm. o }
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para todo v € X. Em particular, f = f sempre que [ for s.c.s.

Destacamos duas propriedades das regularizagoes (s.c.s.) do lema acima: f < fe
maxsex f(x) =sup,ex f(x). O primeiro fato é imediato da definigio e o segundo decorre
de f(z) < f(z) = infeso SUpyep (o) f(y) < sup,ex f(y) para todo x € X.

Aplicando o processo de regularizacao (s.c.s.) a cada fungao hy que compdem a
reducao subaditiva H, produzimos a sequéncia de fungoes s.c.s. 715 = {@ X = R}

k>1’
cujas propriedades sao pontuadas abaixo.

Lema 2.17. Sejam F = {fx}r>1 sequéncia quase subaditiva de fungées s.c.s. com a

condi¢io nao defectiva e H, = {hk}kZI a respectiva sequéncia reqularizada. Entao:

(i) H, = {ha}rs1 € subaditiva;

(13) Para todo k > 1, vale max hy(z) = kS[F];

X
reX —

(i7i) As sequéncias F e H, obedecem limy_,o % Jhydp = limy o % [ frdp para toda
medida de probabilidade T-invariante . Em particular,
BIFI =AM e MuaalF] = Munas [P,
Demonstragio. O item (i) decorre do fato de que #H . herda a propriedade subaditiva de H .
Para isto obter, perceba que as fungoes s.c.s. hy, + hy, o T" satistazem hy,qp, < by + Iy 0 T
para todo m,n > 1. Vimos no lema 2.16 que h,,., ¢ a menor fungao s.c.s. que majora h,, .

—_~—

Consequentemente, hy,1pn < hy + hyy, o T para todo m,n > 1.
Pelo item (4i) do lema 2.15, temos que max,ex hy(z) = sup,cx he(z) = kB[F],
para todo k > 1, donde segue o item (ii) do enunciado.

Empregando as relagoes (2.4) e (2.5), determinamos as seguintes desigualdades
fi —Rr —Cr < gr < hy < g+ Cg < fr + Rr+ Cr + Cg para todo k > 1. Segue
imediatamente da minimalidade na defini¢do de h; e da semicontinuidade da fungao
i+ Br +Cr+ Cg que fr, — Rr — Cr < Iy, < hy < fr + Ry + Cr + Cg para todo k > 1.

Sendo assim, o limite limy_, ., % J by dp existe e valem as igualdades

1 1 .1
i - [ oy = Jim o hed = Jin o f i
para toda p € Myp. Por causa do item (i7i) do lema 2.15, concluimos este resultado

verificando que B[F] = [)’[HF} = ﬂ{ﬂf} e Muax|F] = Mupax {"HF} = Mpax {”ﬂvf} [
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A anadlise detalhada das trés de técnicas propostas na definicdo 2.3 simplifica a

prova do principal resultado desta secao.

Demonstragio do teorema 2.8. Os itens (i) e (i7) do lema 2.17 determina que a sequéncia
regularizada 7/-[\]5 = {hg}r>1 verifica as hipdteses da proposicao 1.12. Desta forma, o
compacto nao vazio e T-invariante Ny, hy ™' (k:ﬁ[]: ]) ¢ um conjunto maximizante para H,
Devido ao item (ii7) do lema 2.17, esta coletdnea também é maximizante para F. Para

obter a igualdade entre os conjuntos enunciados no teorema 2.8, basta observar que

b (kB1F) = {2 € X+ in s nfy) = k8(FI} = ) b ([k81F) = <, kALF]).
YyEbe (T e>0
Por fim, o lema 2.16 estabelece a igualdade hy = h, sempre que as fungoes hy da reducio
subaditiva H . forem s.c.s., donde o conjunto Ny hy* (/{;B [.F]) ¢ maximizante neste caso

especifico. [ |

Alternativa para o local de maximizacdo

Para finalizar esta secao, desenvolvemos mais um resultado de caraterizagao
das probabilidades maximizantes que apresenta uma alternativa tedrica para local de
maximizagao, a qual dispensa qualquer processo de ajuste/corregao pontual de fungoes em

uma dada sequéncia.

Proposicao 2.18. Todo conjunto maximizante e T-invariante para uma Sequéncia quase

subaditiva de fungoes s.c.s. F = {fx}r>1 estd contido na coletinea

N (hminf Sn fk>_1 ([kBIF] = Cr, +00)).

%
k1 n— 00 n
Além disso, se vale o principio de subordinacdo, entdo

Snfk

n

[ E Mumax[F] & suppp C ) (li}giol.}f ) ({kﬁ[}']—C;,—l—oo)).

k>1

Demonstracdo. Seja Kx conjunto T-invariante e maximizante para . Dados um ponto

x € Kr e uma funcao f; de F, tome subsequéncia {H%SW fk(a:)}bl cujo limite coincide com

o liminf,, . %’“(I) Considere a familia de medidas de probabilidades {n%, Z?ﬁal 6Tix}£>1.
Por compacidade, a familia anterior possui ponto de acumulacio (na topologia fraca*),

denotado por vy, ., o qual é T-invariante e obedece [ fj, dvy, , = liminf,_, S”fT’“(’”) Em par-
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ticular, supp vy, . esta contido no fecho da o6rbita de z, j& que

ngjfl

Vo ({x, Tx, T?x, .. }) > lim sup 1 > Orip ({m, Tx,T?x, .. }) =1.

j=oo Ty 2o

Das propriedades de Kz, temos que supp vy, , C {z,Tz,T?z,...} C Kz e, consequente-
mente, Vs, » € Mpax[F]. Decorrem entdo da identidade (1.5) que

S

liminfM = /fk dvy, » > kB[F| — Cr.

n—o0 n

Como o argumento acima permanece valido para todo £ > 1, uma vez que x € Kr é
-1
arbitrdrio, asseguramos que Kz C (> (lim inf, o S"nfk> ({kﬁ[]—"] — Cr, —1—00)).

Assumindo o principio de subordinacao, segue da proposicao 1.11 que o conjunto
de Mather é T-invariante e maximizante para F. Pelo fato provado anteriormente,

concluimos que

U suppp c <liminf S"f’“>_ ([/{;B[f]—C;,—I—OO)).

n—oo n

Reciprocamente, note que se supp it C (x> (lim inf, o S"nf’“>_1 ([kﬂ[]—"] — Cr, +oo)),

entao pelo teorema ergodico de Birkhoff

/fkd,u:/lirginf Sn Jk dp > kS[F] — Cx para todo k > 1,
n—00 n

o que fornece imediatamente p € Max[F]. [ |

Em oposi¢ao ao local de maximizacao, nao sabemos se a coletanea introduzida
pela proposicao acima ¢ de fato um conjunto maximizante, uma vez que a priori tal
conjunto pode nao ser fechado. Na proxima secao, daremos continuidade & proposta de
apresentar conjunto maximizante cuja descricao depende do valor pontual das fung¢oes que

compoem a sequéncia original.

2.2 Conjunto de Aubry

Propomos a seguinte generalizagao para o conjunto de Aubry o qual é o segundo

candidato a conjunto maximizante no contexto de sequéncias de fungoes.
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Defini¢ao 2.19. Dada uma sequéncia de fungdes mensuraveis F = { fx }x>1, dizemos que
x € X é um ponto de Aubry se, para todo € > 0 e para qualquer inteiro L > 1, existem

y € B.(x) e inteiros m > n > 0, com m —n > L, tais que

T'ye Buw), TTyeBx) e |fuly) = fuly) — (m—n)BF]| <&,

onde convencionamos fy = 0. O conjunto de Aubry, denotado por Q[F], é formado por

tais pontos.

Retratamos o comportamento dos pontos de Aubry em dois casos especificos.

Exemplo 2.20 (Caso aditivo). Dados potencial f e sua respectiva sequéncia aditiva de

potenciais {Si f }x>1, verifica-se seguinte igualdade

Q(f) = Q[{Skf}].

Primeiramente, perceba que a definicao 1.2 coincide com a definicao acima ao se fixar
o inteiro n = 0. Portanto Q(f) C Q[{Skf}} Por outro lado, se x € Q{{Skf}}, segue
que, para todo € > 0 e para qualquer inteiro L > 1, existem 7"y € B.(z) e inteiro
r=m—mn > L tais que T"(T"y) = T™y € B.(x) e

S f(T"y) = (m = m)B(F)] = |Smf(y) = Suf(y) — (m—n)B[F]| < =

Diante disso, concluimos que a defini¢do 2.19 é uma generaliza¢ao do conjunto de Aubry

do caso aditivo.

Notagdo. Apesar da igualdade estabelecida pelo resultado acima, as diferentes notagoes
empregadas no conjunto de Aubry para sequéncia de fungoes 2[F] (denotado com colchetes)
e no conjunto de Aubry do caso aditivo Q(f) (denotado com parénteses) serao mantidas

por uma questao didatica.

Exemplo 2.21 (Caso subaditivo renormalizado). Os pontos de Aubry associados a uma
sequéncia subaditiva de funcoes s.c.s. F = {fi}x>1 satisfazendo sup,.y fi(z) = kB[F],
para todo k > 1, podem ser identificados de maneira semelhante ao caso aditivo: para

todo € > 0 e para qualquer inteiro L > 1, existem y € B.(x) e inteiro r > L tais que

T"y € B.(x) e

foly) = rBIF)| <e.

Um elemento verificando a condi¢do enunciada acima é claramente um ponto de Aubry

(basta considerar n = 0 e m = r). Por outro lado, sejam z € Q[F], ¢ > 0e L > 1. Sabemos
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que existem y € B.(x) e inteiros m > n > 0, com m —n > L, tais que T"y € B.(x),
Ty € B.(x) e ’fm(y) — fu(y) — (m — n)ﬁ[]:]‘ < e. Pondo z =T"y e r = m — n, obtemos
z € B.(x) e inteiro r > L tais que 7"z = T™y € B.(x). Como sup,.y fr(z) = r8[F],
conelufmos que —& < fu(y) — fuly) — (m — mBIF] < (=) — rBlF] < 0.

As descrigoes dadas para o conjunto de Aubry nos exemplos anteriores retinem
dois importantes atributos associados a outros conjuntos maximizantes: uma coletanea
de pontos ndo errantes (como o conjunto de Mather) que verifica controle dos valores de
fr — kB[ F] em pontos suficientemente proximos (de modo similar ao local de maximizacao).
No contexto de sequéncia de fungoes, veremos que tais propriedades serdo essenciais para

determinar mais um resultado de caraterizacao das probabilidades maximizantes.

Teorema 2.22. O conjunto de Aubry Q[F]| associado a uma sequéncia quase subaditiva
de fungoes s.c.s. F = {fr}x>1 com a condi¢io nao defectiva é um conjunto mazimizante

para F.

Versao do resultado acima foi publicado na referéncia [GG16]. Com respeito a
estrutura da demonstragao do teorema 2.22; veremos no lema 2.24 que o conjunto de Aubry
¢ fechado. A equivaléncia y € My F] < suppp C Q[F] serd estabelecida em duas
etapas com o intuito de explicitar as hipoteses necessarias para cada implicagdo. Supondo
apenas as condigoes (P1) e (P2), deduziremos a relagao 1 € M| F] = supp pu C Q[F]
na proposicao 2.29 — a partir de uma generalizagao do teorema de Atkinson no contexto
das sequéncias de fungoes, discutida na subsecao 2.2.1. A implicagao reciproca, dada por
supp u C Q[F] = p € Myax|[F], serd obtida na proposigao 2.30 sob as hipéteses quase
subaditiva e nao defectiva — em virtude da nocao de sequéncia de corretores, introduzida
na subsecao 2.2.2. A primeira implicagao vale na categoria mensuravel enquanto que a

reciproca exige regularidade s.c.s.

A partir do exemplo 2.20, deduzimos a seguinte versao aditiva para tal teorema.

Corolario 2.23. O conjunto de Aubry Q(f) associado a um potencial f, que verifica

SUPg> SUP,cx [Skf(@ - kﬁ(f)} < 00, € um conjunto maximizante.

Até onde sabemos, o corolario acima estende os resultados conhecidos sobre o
conjunto de Aubry na literatura da teoria de otimizacao ergddica. Isto deve-se ao fato ja
mencionado na se¢ao 2.1 — e provado em [Mor07, Proposi¢ao 2] — de que a hip6tese nao
defectiva é mais geral que a existéncia de uma subagao (continua), a qual é essencial na

argumentacao usual de que Q(f) é um conjunto maximizante (consulte se¢ao 1.1).
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Propriedades do conjunto de Aubry

As condigoes (P1) e (P2) sao suficiente para assegurar que o conjunto de Aubry
é nao vazio. Recorde que uma sequéncia de fungoes mensuraveis F satisfazendo tais
hip6teses possui pelo menos uma medida de probabilidade p € Mp.[F]. Dito isto,
basta considerar a implicacao 1 € Myax[F| = suppp C Q[F] (a ser demonstrada na
proposigao 2.29 da subsecao 2.2.1) para deduzir que Q[F] sempre contém os suportes de

medidas maximizantes.

Abaixo, verifica-se o primeiro requisito na defini¢do de conjunto maximizante.
Lema 2.24. Para F = { fx}r>1 sequéncia de fungoes mensurdveis, Q[F| é compacto.

Demonstra¢io. Como X é um espago métrico compacto, basta provar que Q(F) é fechado.
Seja {xy }ren C Q[F] sequéncia convergente para o ponto x € X. Para todo € > 0, escolha
ponto de Aubry x; € Bg(x). Dado inteiro L > 1, existem y € Bs(z;) C B:(z) e inteiros

m >n >0, comm —n > L, tais que

Ty, T € By(e)  Bula) e |fuly) = fuly) = (m —m)BIF| < 5 <=

DO ™

Portanto, x € Q[F], donde segue Q[F] = Q[F]. [ |

Um modo elementar de deduzir a propriedade T-invariante do conjunto de Aubry
consiste em provar que Q[F] C [{ fr OT}I@ZI} C T-YQ[F]). Enquanto a tltima inclusao
é uma consequéncia imediata da definicao dos pontos de Aubry e da continuidade uniforme
de T', para obter a primeira inclusao sdo necessarias hipéteses adicionais sobre F, as quais
permitem apresenta-l4 como uma versao da invariancia cohomolégica para sequéncias de

funcgoes.

Lema 2.25. Seja F = {fi}r>1 um sequéncia de fungoes mensurdveis obedecendo (P1)
e (P2). Considere uma familia de potenciais {uy : X — R}g>1 verificando a sequinte
condicao de reqularidade conjunta: para todo € > 0, existe § > 0 tal que d(:z:,T’%) <4,
para algum k > 1, implica ‘uk(aj) — Uy T(m)’ < e. FEntdo, dada constante ' € R, o0s

conjuntos de Aubry associados ds sequéncias F e {fr + ur — up o T + kI'}r>1 cumprem
QFcQ [{fk +up —upoT + kr}l@l]

Ademais, se F € uma sequéncia de potenciais satisfazendo a condi¢io de reqularidade
conjunta, entao QF] C Q[{fk o T}k21]
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Demonstragdo. Inicialmente, observe que B[{fk 4+ up —ug o1 + k:F}kZl} = B[F] +T.
Sejam € > 0 e L > 1. Sem perda de generalidade, assumimos que J(g) < € na condigao
enunciada no lema acima. Desta forma, se € Q[F], sabemos que para 36(5) > 0 e
L > 1 existem y, T"y, Ty € B%(S(%)(x) C B.(x) (comm >n>0em—n> L) tais que
[ fn(y) = Fn(y) = (m = n)BIF]| < 30(5). Segue que d(y, T"y) < 6(5) e d(y, T™y) < 3(5).
Devido a condicao de regularidade conjunta, temos que

Hfm+um—umoT+mF—fn—unJrunoT—nF](y)—(m—n)(ﬁ[]:]+l")’ <
< | fnly) = Finy) = (m = 0)BIF]| + |t () =t © T(@)| + [t () = up 0 T()|
< ;5 (;) +2§ <e

e, consequentemente, x € () {{fk +up —upoT + kF}kzl}. Para obter a ultima afirmacao,

basta considerar I' = 0 e up = — f; para todo k > 1. [

Com base nas consideragoes anteriores, apresentamos um classe de sequéncias

de potenciais que abrange as sequéncias aditivas e cujo conjunto de Aubry é T-invariante.

Exemplo 2.26 (Sequéncia aditiva perturbada). Dados potencial f : X — R, uma sequén-
cia de potenciais {vy }x>1 equicontinua e equilimitada e uma familia de constantes {I'x }r>1
cujo limite limy,_, o %Fk existe, temos que a sequéncia {Si(f +vp —vi0T)+ Tk }r>1 obedece
as condigoes (P1) e (P2), pois as herda de {Sif}r>1. Tal sequéncia também verifica a

condicao de regularidade conjunta, uma vez que

‘Sk(f‘i‘vk—kaT)—i-Fk—(Sk(f+vk—vk0T)+Fk)oT‘ <
<|f = foTF |+ |vx — vk o T + |(vg — v 0 T") o T

para todo k > 1. Logo, Q{{Sk(f +op —vpoT)+ Fk},@l} ¢ T-invariante.

Nao é dificil exibir exemplos de sequéncias subaditivas de potenciais que nao
cumprem a condi¢ao de regularidade conjunta. De fato, considere x € X um ponto
pertencente ao seu w-limite (cuja existéncia é assegurada pelo teorema de recorréncia
de Birkhoff [PY98, Corolario 1.8.1]). Suponha que T ¢ transitiva e  ndo é um ponto
fixo. Considere uma fungéo continua nao-negativa g : X — [0, +00) tal que g(x) # g(Tz).
Defina a sequéncia F = { fx}x>1 pondo f = g para todo k > 1. E imediato verificar que
F é subaditiva, B[F] = 0 e o conjunto de Aubry cumpre Q[F] = X. Por outro lado, atente

que existe uma sequéncia {T*z},>; tal que d(:v, kax) < %, porém ‘sz () — fi, 0 T(l‘)‘ =



Capitulo 2 - Conjuntos maximizantes 50

‘ g(x) —goT (x)’ ¢ uma constante positiva. Isto mostra que a condicao de regularidade

conjunta é suficiente mas nao necessaria para que o conjunto de Aubry seja T-invariante.

Embora a T-invariancia do conjunto de Aubry continue sendo, em geral, um pro-
blema em aberto, nos exemplos investigados no decorrer deste trabalho sempre constamos

que o conjunto de Aubry é T-invariante.

2.2.1 Teorema de Atkinson

Independente de sua contribuicao para caracterizacao das medidas maximizantes
(via conjunto de Aubry) no caso aditivo, o teorema de Atkinson consiste em um resultado
classico, originalmente demonstrado por G. Atkinson com o intuito de caracterizar o feno-
meno de recorréncia em passeios aleatorios associados a processos ergddicos estacionarios

(para mais informagoes, consulte [Atk76, Sch06]). Recordamos abaixo seu enunciado.

Teorema 2.27. [Atk76] Considere (X, o/, i) um espago de probabilidade nio atomico e
T: X — X um automorfismo que preserva a medida ergodica . Se a fungio f: X — R
¢ integravel, entdao /fd,u =0 se, e somente se, para qualquer conjunto mensurdvel B de

medida positiva e para todo € > 0, existe inteiro r > 1 tal que
,u<B NT(B) N {yeX:|Sf(y)< 5}) > 0.

Destacamos um exemplo que nos guia em direcao a uma extensao do resultado
acima para sequéncias de funcgoes. Considere a sequéncia subaditiva de niimeros reais
nao nulos F = {fy = \/E}kzl cujo limk_m%ffk dp = limk_m%\/g = 0. Note que
|fr| = ‘\/F’ > 1 para todo r > 1. Por outro lado, como limy_,« (\/ki—l——L — \/E) = 0, para
todo L > 1, concluimos que, dados ¢ > 0 e L > 1, sempre existem m > n > 0, com
m—n > L, tais que | f, — fu] = [v/m — /1] <e.

Apresentamos a seguir uma versao generalizada do teorema de Atkinson no con-

texto das sequéncias de fungoes que satisfazem teorema ergédico pontual (complementando
o resultado [GG16, Teorema 2.2]).

Teorema 2.28. Sejam (X, <7, 1) um espago de probabilidade e T : X — X um mapa
que preserva medida. Para uma sequéncia de fungoes mensurdaveis {fk X = R}k>1
verificando a condicao (P1), sdo equivalentes as sequintes afirmagoes: -

.1 _
(A1) ]}ggog/fk dp = 0;
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(A2) para qualquer conjunto mensurdvel B de medida positiva, para todo € > 0 e para

qualquer inteiro L > 1, existem inteiros m >n >0, com m —n > L, tais que
p (BT BINT B N {y € X [fnle) - )| < 2}) >0

Demonstracio. As duas implicacoes que compoem este resultado sao comprovadas por

argumentacgao contrapositiva e dividas em etapas.

(A1) implica (A2). Por meio de adaptagoes naturais de prova do teorema 2.27
apresentada em [Thi97, Teorema C2|, constatamos inicialmente o caso particular em
que a medida p é ergdodica (etapa 4) e estendemos entdo esta implica¢ao para qualquer

probabilidade T-invariante (etapa 5).

1. Suponha que a afirmagao (A2) é falsa. Isto significa que existem conjunto mensurével B

(com p(B) > 0), € > 0 e inteiro L > 1 tais que, para todos m >n >0, com m —n > L,

p (B AT"(B)NT™(B) N {y € X : |fuly) - fuly)] < a}) 0.

Decorre do teorema de recorréncia de Poincaré [Wal82, Teorema 1.4] que a diferenga
entre os conjuntos B e B = {x € B : T'x € B para infinitos ¢ > 1} tem medida nula
com respeito a probabilidade p. Desta forma, o mapa de k-ésimo retorno ao conjunto B
esta definido p-q.t.p. y € B por 75(k,y) = S} 75 (TBZ y), a partir do mapa de primeiro
retorno 7, : B — N e da dindmica induzida Ty := T "5 ®y. Para simplificar a notacéo

denotamos f5(k,y) == fr_(ky)(y) p-a.t.p. y € B e para todo k > 1. Atente para a inclusdo

{y €B: ‘fB(pL,y) — fs(qL, y)‘ < ¢ para determinados p > ¢ > O} C

c U {yesnt@ntm): [ty - 1) <<}
m>n>0
m—n>L
A partir da suposi¢ao inicial, obtemos que a medida do segundo conjunto é nula. Resulta
disto que

£o(pL,y) = folgL,y)| > (2.6)

p-q.t.p. y € B (ou p-q.t.p. y € B) e para quaisquer inteiros p > ¢ > 0.

2. Com o auxilio de um simples argumento de contagem, para todo y € B verificando a
equagao (2.6), mostraremos que existem no méaximo N, := R—” + 1} valores distintos de
{ fs(kL, y)}k>1 contidos no intervalo fechado [—r,7] C R. Para isto obter, suponha que

exista um subconjunto finito de J elementos em {fB(kL,y)} [—r,r], com J > N,.

N
k>1
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Enumerando tais valores em ordem crescente —r < fp(kiL,y) < ... < fz(ksL,y) <r

obtemos a seguinte contradicao
J—1
2r < (Ny = 1)e < 3 |folkiniLyy) = folkiL,y)| = folksL,y) — folkrL,y) < 2r.
i=1

3. Defina indutivamente as sequéncias de inteiros {p;};>0 € {r;};>0, com ry = 1, por
p; = min{k : ‘fB(kL,y)‘ > rj} e rjip=1 +max{‘f3(kL,y)‘ t k<N, + 1}.
Segue da etapa anterior que
max{)fB(k:L,y)‘ t k<N, + 1} >r; para todo j > 1. (2.7)

Em particular, a sequéncia {r;},>o é crescente e positiva. O mesmo pode ser dito para
sequéncia {p;};>o0, j& que pjy1 > N, + 1 > p; para todo j > 1. De fato, a primeira
desigualdade decorre do fato que ’fB(kL, y)‘ < 14 max {’fB(kL, y)‘ t k<N, + 1} =Tt
para k < N, +1 e a segunda segue de (2.7). Atente também para as seguintes desigualdades
N, —2)e N, —2 3
r; > u e SALF R [
2 Dj Pj

A primeira relagao é obtida a partir da definicdo de N,, enquanto que a segunda é uma

consequéncia imediata de N,, +1 > p; para todo j > 1.

4. Suponha agora que p ergédica. Aplicamos as desigualdades estabelecidas na etapa

acima e obtemos u-q.t.p. y € B que

lim inf M > lim inf L > lim inf u > £ _ lim 5 S
j—00 p;L j—00 p]L j—00 2p; L 2L jooo2p; L 2L

Decorre da condigao (P1) e do teorema ergddico de Birkhoff para a fungao 15 que

o5 i 252 = (1)
(k y)
ky poTiy

1

1(B)

I /d‘
lmk Jrdp

lim fTB(k,y)(y)
k—o00 TB(k,y)

lim fB(kay)|

k—o0 ZTB k=00 T, (]{;7 y)

:ﬁgmyﬂz%ﬁm%fﬂzi

= lim
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p-q.t.p. y € B. Concluimos disto que (Al) é falsa, pois ‘limk_m % ffkd,u‘ > 57 u(B) > 0.

5. Resta provar que a negacao de (A2) implica a negagao de (A1) para toda probabilidade
T-invariante u € Mp. O teorema da decomposicao ergbdica [Manl2, Teorema 6.4] fornece
um conjunto de medida total X e uma coletdnea de probabilidades ergédicas Wtyex
que decompdem a medida pu. E facil perceber que, se p nao cumpre (A2), entdo existem
conjunto mensuravel B (com v,(B) > 0 para p-q.t.p. y € X), e > 0 ¢ inteiro L > 1 tais

que, para todos m >n >0, com m —n > L,
v, (B NT~(B)NT~"(B) N {y € X ¢ |fuly) ~ fuly)] < 5}> 0,

U-q.t.p. y € X. Desta forma, pela etapa anterior, garantimos que

€

,}gg,i/fk dp :/x (,}ggo,i/xfk(x) d%(fli)) du(y) > %/va(B) duly) = 57 u(B) > 0.

(A2) implica (Al). Para prova desta implicagdo reciproca nos baseamos na
demonstragao original em [Atk76]. Atente que para esta versao nao exigimos que a proba-
bilidade p seja nao atémica e que T' seja um automorfismo, uma vez que a argumentagao

realizada abaixo ndo necessita do lema de Kakutani-Rokhlin [Pet89, Lema 2.4.7].

1. Assuma que a afirmagcao (A1) é falsa. Devido a condigao (P1), sabemos que ‘]f' (x)‘ >0
pu-q.t.p. © € X. Deduzimos deste fato que
@ = f@]  fe@] | fa@)]
lim inf > lim —+— — lim —— =

Fx)| >0,

vale p-q.t.p. z € X e para todo ¢ > 0. A definicao de limite inferior assegura que existe de
inteiro K(x) > 1 segundo o qual ’fq+k(x) - fq(x)‘ >k ﬁ(a:)’/Q para todo k > K(x). Mais

precisamente, obtemos que p-q.t.p. z € X

‘fp(x) - fq(x)’ > 1, (2.8)

para todos os inteiros p > ¢ > 0, com p — ¢ > K(z) := max {K(a:), [2/‘]3(93)H }

2. Considere a cadeia crescente de conjuntos {By},>1 definidos por

By={yeX :|f(y) = fiw)| 21, Vp—q=>(].

E imediato que todo ponto z € X que cumpre (2.8) pertence ao conjunto B K(z)- Portanto,

limy_ o /JJ(B@) = ,u( Uiz, Bg) = 1. Decorre disto que existe conjunto B := By, para algum
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inteiro L > 1, com medida positiva pu(B) > 1.
3. Dado ¢ € (0,1], para m —n > L, é facil perceber que
BAT(B)NT(B) 1 {y € X = |fuly) - fuly) <=} ©

clyeX |- 1| =1, Vp—qg>L}n {y € X |fmly) — fuly)| < 1} =2.

Temos entdo um conjunto mensuravel B (com p(B) > 0) e um inteiro L > 1 tais que, para

todom >n>0,comm—n> L,

p(BaT @ T B Ny e X+ [fuly) - fuly) <)) =0,
o que significa que (A2) é falsa. [ |

Nao é dificil recuperar o enunciado do teorema de Atkison 2.27 a partir o
teorema 2.28 no cendrio aditivo. De fato, a afirmagao (Al) para a sequéncia {Skf }r>1
consiste em [ fdu = 0. Se tal sequéncia verifica (A2), entao, para qualquer conjunto
mensuravel B de medida positiva e para todo ¢ > 0, fixado L = 1, temos inteiro r :=

m—n > L =1 tal que

0<pu(BOTB) NTB) N {ye X :18,f) - Suf ()] <<})
< M(T‘”(B) A T"(B) N {y € X : [Sunf(Ty)| < e})

Sif(y)] < 6})

S ()| < 8})

:uoT”(B NT"(B)N {yEX :

_M(B AT (B) N {yeX :

Por outro lado, assuma que, para qualquer conjunto mensuravel A de medida positiva e
para todo € > 0, existe inteiro r > 1 tal que u(A NT"(A)N {y e XS fy) < 6}) > 0.
Para mostrar que (A2) disto deriva, considere B conjunto mensuravel de medida positiva
e inteiro L > 1. A partir do mapa de primeiro retorno 7, : B — N e da coletdnea
B = {x € B : T'x € B para infinitos ¢ > 1}, definimos para todo ¢ > 1 os subconjuntos
B, = {3: € B : Ts(x) > E}. Como limgﬁoou<§g> = u(Ug’il Bg) = M(E) = u(B) > 0,

~

obtemos K > L tal que o conjunto mensuravel Bi também possui medida positiva.
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Consequentemente, para todo ¢ > 0, existe inteiro » > K > L tal que

,u(B NT"(B)N {y eX:|Sfly)l < 5}) >

> (B 0 T (Bio) 0 {y € X :18.£)| <=} ) > 0.

Estipulando m = r e n = 0 segue a afirmacao (A2).

De modo semelhante a abordagem usual da teoria de otimizacao ergoddica,
pretendemos extrair do teorema 2.28 informagoes relevantes para a prova do teorema 2.22.
Para tanto, note que o fato de um ponto x € X pertencer a Q[F] equivale a seguinte
propriedade: para todo € > 0 e para qualquer L > 1, existem inteiros m > n > 0, com

m —n > L, tais que o conjunto

{y € Bo(w) NT"(Bo(w)) N T (Be(x)) : | £ (y) = fuly) — (m = n)B[F]| < }

¢ nao vazio. Uma estratégia simples para isto determinar resume-se em mostrar que tal

conjunto possui medida positiva.

Proposicao 2.29. Considere uma sequéncia de fungoes mensurdveis F = { f}r>1 satis-
fazendo as condigoes (P1) e (P2). Entdo, o conjunto Aubry contém o suporte de cada

medida de probabilidade maximizante para F, isto €,
f € Mipax[F] = supp p C Q[F].

A argumentacao abaixo segue as principais ideias do resultado analogo para o
caso aditivo (cuja prova podem ser encontrada em [CLT01, LT03]). Enfatizamos que a
hipétese (P2) foi incluida acima apenas com o intuito de assegurar a existéncia de medida
maximizante para JF, podendo esta ser substituida por qualquer outra condicdo suficiente
para que M. [F] # 9.

Demonstragdo. Por defini¢ao, 11 € Muyax|F] sempre que limy_o0 1 [(fi — kB[F])dp = 0.
Se x € supp i, temos M(Bs(x)> > ( para todo £ > 0. Aplicando o teorema 2.28 a sequéncia
{fk - kﬁ[?]}k>1, a qual obedece (P1) e (A1), obtemos a afirmagao (A2) para os conjuntos

mensuraveis B.(z) de medida positiva. Mais especificamente, para todo ¢ > 0 e para

todo L > 1, existem inteiros m > n > 0, com m —n > L, tais que

u(BE@)mT"(BE(x))mTm(Be<x>) Ny € X 1| fu(y) = faly) — (m—n)B[F]| < e}) > 0.
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Como foi discutido previamente, este fato garante que x € Q[F]. [ |

2.2.2 Sequéncia de corretores

Para completar a prova do teorema 2.22, dedicaremos esta subsecao a verificacao

da reciproca da proposicao 2.29 sob hipéteses adicionais.

Proposicao 2.30. Seja F = {fr}r>1 uma sequéncia quase-subaditiva de fungoes s.c.s.
cumprindo a condi¢ao nao defectiva. Entdo, toda probabilidade T-invariante cujo suporte

estd contido no conjunto de Aubry é uma medida mazimizante para F, ou seja,
supp 1t C Q[F] = € Mipax[Fl.

A seguinte ferramenta auxiliar serd fundamental para demonstrar este resultado.

Defini¢ao 2.31. Seja F = {fi}r>1 uma sequéncia de fungdes mensuraveis obedecendo
(P1) e (P2). Dizemos que uma coletdnea de fun¢oes mensurdveis U = {uk X — R}k>1 é
uma sequéncia de corretores para JF caso verifique: -

(C1) fe(x) — ug(x) < kB[F] para todo x € X e para todo k > 1;
1
(C2) klim o ) un dp =0 para toda u € My com supp u C Q[F].
—00
Além disso, denominaremos F — U = { fi — u }r>1 de sequéncia corrigida.

A principio, repare que esta definicdo abrange conceitos ja debatidos neste tese.

Exemplo 2.32 (Subagao). Seja f: X — R um potencial munido de subagao v : X — R.

A sequéncia aditiva de corretores U = {Si(vo T — v) }r>1 = {v o TF — v};>; satisfaz:

Spf —(woT* —v) <kB(f) paratodok>1 e

1
lim z (voT* —v)du=0 para toda p € Mrp.

k—o00

Exemplo 2.33 (Processos de corregao/ajuste). Dada sequéncia F = { fi }x>1 de fungdes
s.c.s. com a propriedade quase subaditiva e a condicdo nao defectiva, considere a respectiva
sequéncia renormalizada G, = {gr}r>1. Os itens (i) e (i74) do lema 2.11 garantem
que U = {fr — gr}r>1 ¢ uma sequéncia de corretores. Da mesma forma, a partir da
redugdo subaditiva H, = {hy}x>1 ou da sequéncia regularizada H, = {fy},>1, também

asseguramos sequéncias de corretores U' = {fr — hipfrz1 ¢ U" = {fi — hi i1
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Pretendemos comparar os problemas de otimizagao para a sequéncia F = { fx }r>1
e para a sequéncia corrigida F —U = { fr—uy }x>1. Note que tais sequéncias sao equivalentes
nos exemplos anteriores. Na realidade, isto decorre do limy_,., % [ ug dp = 0 para toda
probabilidade p € My, independente de supp p C Q[F]. Ao considerar esta especificagdo

da condigao (C2), o seguinte resultado redne o que se pode assegurar para o caso geral.

Lema 2.34. Seja uma sequéncia de corretores U = {uy}x>1 associada a uma sequéncia
de fungoes mensurdveis F = { fx}x>1, @ qual verifica as condigoes (P1) e (P2). Entao, a

sequéncia corrigida F —U = { fr — ug r>1 cumpre:
(i) BIF] = B[F U] ¢ Muax[F] € Muna[ F = U];
(i1) se p € Muax[F — U] e supp u C Q[F], entdo p € Mpax|F].

Observagio. Pela defini¢ao 2.31, cada fungdo mensuravel f, — uy — kS[F] é ndo positiva.
Desta forma, o valor ergdédico maximizante e o conjunto das probabilidades maximizantes
da sequéncia corrigida F —U = {fr — ug}r>1 sdo dados em termos do problema de

otimizacao generalizado discutido no inicio do capitulo 1, ou seja,

BIF — U] = supepm, {hm SUPg o0 7 J (fi — us) du} e
Ml F U] = [ € My sy 2 [ — ) dy = S1F — ]}

Note que a priori o conjunto M.x[F — U] poderia ser vazio, contudo isto nao ocorre

devido ao item (i) do lema acima.

Demonstracdo. As seguintes propriedades sao imediatas da definicao 2.31:

1
lim sup T (fe —ug)du < B[F], paratoda pue My e

k—o0

suppp C Q[F] = liiris;}p;/(fk —ug) dp = ]}ggoli/fk dp.
Segue da primeira desigualdade que B[]—“ — Z/l} < B[F]. Por outro lado, para qualquer
probabilidade y € Myax[F], a segunda relagao acima (em razao da proposicao 2.29) fornece
BIF] = limsupy_,o + [ (fo—ux) du < ﬂ{f—b{}, donde B[ F] = ﬁ{}"—Z/{}. Tal argumentacao
também garante que Mpax|F|] C Muyax[F — U] e, portanto, vale o item (7). Para obter
o item (#7), basta perceber que p € Mp.[F — U] e supp u C Q[F] implicam B[}_} =
BIF — U] =Tlimsupy o & [ (fi — k) dpp = limy_poo § [ fiedpt, 1080 11 € Mupa[F. u

A generalidade da definigdo 2.31 (evidenciada pelo lema anterior) nos permite

introduzir a seguinte sequéncia de corretores fundamental para a prova da proposicao 2.30.
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Lema 2.35. Seja F = { fx}r>1 uma sequéncia quase subaditiva de fungoes s.c.s. cumprindo
a condigao nao defectiva. Entdo, a coletinea de fungoes mensurdveis limitadas U = {uy }x>1

definidas para x € X por

un(a) = fula) = KOIF)+ Rr —limy sup - sup [£() = fol2) = (0 = 0)BIF]]
p—q>k+1 el

¢ uma sequéncia de corretores para F.

Especificamente para o caso aditivo, descreve-se a sequéncia U = {ug }r>1 por

us(@) = Sef(e) = KB(F) + R~y swp - swp [S,-of(T"2) = (p — )B(S)]
p—g>k+1 Fesele

= Skf(x) - kjﬁ(f) + R]-' - 11_I>% sup hi-&-l(xa y)>
€ yeX

onde as funcoes auxiliares hj,, foram definidas em (1.3) com intuito de introduzir o

potencial de Mané e a barreira de Peierls.

Demonstra¢io. Dada uma sequéncia F = { fi }x>1 com a condigao nao defectiva, considere
as fungoes mensuraveis hg(x) := lim._o supgigg SUDT4eB. (x) {fp(z) — fo(z2)—(p— q)ﬁ[}ﬂ
definidas para todo x € X e para todo & > 1. (Observe que a sobrejetividade de T' garante
o conjunto 779 (Be(x)) ¢ nao vazio. Note ainda que o limite em questao é um infimo.)

Para cada funcao b, verificamos as seguintes desigualdades

fr(x) — kB[F| < br(x) < Ry para todo x € X, (2.9)
e 0 < bhe(x) para todo = € Q[F]. (2.10)

Note que (2.9) decorre imediatamente da definicao de b e da condi¢do nao defectiva.
Além disso, dados x € Q[F]|, e >0e L =k > 1, existem y € B.(x) e inteiros m >n >0
(com m —n > k) tais que Ty, T™y € B.(z) e ‘fm(y) — fuly) — (m — n)ﬁ[]—"]‘ < ¢, donde
$UDp=020 SUPrvzen. (o) [fo(2) = Ja(2) = (= DBIF]] = finly) = fuly) = (m = m)BF] > —=.

pP—q=
Como ¢ > 0 ¢é arbitrario, obtemos (2.10).

A partir destas consideragoes, a condi¢ao (C1) da definigdo 2.31 é imediata,
pois fr — ur = kB[F] + bry1 — Rr < kS[F] para todo k > 1. Para obter a condigao (C2),
atente primeiro que limy_, % J Brr1dp = 0, para qualquer g € Mg com supp p C Q(F),
logo . .

Y o fwedu = Jim o [ fdi— 517 <0
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Supondo que F = {fx}r>1 é uma sequéncia quase subaditiva de fungoes s.c.s., demons-
traremos que fx — kB[F] + Rx > by — Cr — 2, para todo k > 1, donde concluimos
que limg_, % Jug dp > 0 para toda probabilidade 1 € Myp. Inicialmente, fixe x € X e
k > 1. Pela semicontinuidade superior de f; em z, existe ¢ = £(z) € (0,1) cumprindo
fr(Bs(x)) € (—o0, fr(x) + 1). Considere os inteiros m >n >0, com m —n > k+ 1, e um
ponto y € T—" (Bg(x)> tais que

Fn®) = fuly) = (m=n)BIF] > sup  sup  [f,(2) = fu(2) — (0 — )BIF]| — 1.

p>q>0 Tiz€B:(x)
p—q>k+1

Note também que Rz > fi(y) — feen(y) — (m — k — n)B[F]. Deste modo, obtemos

fu(x) — kB[F]+ R > fr(T"y) — 1 — kB[F] + Rx
> fern(y) — faly) = Cr — 1 = kB[F] +
+ fo(y) = fern(y) — (m =k —n)B[F]
= fm(y) = fuly) = (m —n)B[F] = Cr —1
> sup o swp [£o(2) = fo(2) = (0 — Q)BIF]| — CF —2

p—q>k+1
> brya(r) — Cr = 2,

onde a primeira desigualdade decorre da semicontinuidade de f; e de T"y € B.(z), a
segunda segue da propriedade quase subaditiva e da desigualdade assinalada para Rz, e a

ultima retrata o fato que o supremo acima decresce para hy1(x) quando € tende a 0. W

Observagdo. A tinica etapa da prova do teorema 2.22 em que exigimos a propriedade quase
subaditiva foi para assegurar que fp — kS[F| + R > bry1 — Cr — 2 para todo k > 1
no final da demostragdo anterior. Note que esta relagdo nao pode ser estabelecida para as

sequéncias assintoticamente subaditivas a partir da desigualdade (1.6).

Reunindo todas as consideragoes anteriores, concluimos a prova do teorema 2.22.

Demonstracio da proposicao 2.30. Para obter a implicacao reciproca desejada ¢é suficiente
argumentar que supp i C Q[F| = p € Muyax[F — U], devido ao item (i) do lema 2.34.
Note entao que, dadas uma sequéncia de corretores U = {ug }r>1 € uma constante I" > 0,

vale

suppp C [ (fe —uk)_l({kﬂ[}"] —F,kﬁ[}"]D = € Muyax|F —U].

k>1
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A partir disto, reduzimos a proposicao 2.30 ao fato de garantir existéncia de uma sequéncia
de corretores U = {uy}p>1 verificado Q[F] C Nips1 (fe — uk)_l([kﬂ[}"] — F,kﬂ[}"]D.

Por fim, tomando a sequéncia de corretores obtida no lema 2.35, segue de (2.10) que
kBIF] — Ry < kB[F] + b (z) — Rr = fi(x) — up(z) < kB[F]

para todo x € Q[F] e para todo k > 1. |

Conjunto de Aubry para sequéncias corrigidas

Uma questao natural a ser investigada consiste em encontrar condig¢oes suficientes
para que o conjunto de Aubry associado a sequéncia corrigida seja um conjunto maximizante
para a sequéncia original. Nao é dificil responder tal questionamento no caso particular
da sequéncia regularizada H, = {hg}r>1 discutida no exemplo 2.33, a qual fornece,
recordamos, a sequéncia deA(/;orretores U" = {fe — hitr>1. Por causa do lema 2.17,
é sabido que F —U" = H, é uma sequéncia subaditiva de funcodes s.c.s. cumprindo
maxgex hy(z) = kB[F] pafrg todo k > 1 (logo, nao defectiva) e Mupax[F] = Mupax[H .

Aplicando o teorema 2.22 a tal sequéncia, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.36. Dada uma sequéncia quase subaditiva de fungoes s.c.s. F = { fx}x>1 com

a condigio nao defectiva, considere a sequéncia regularizada H, = {hy}x>1 introduzida na

definicio 2.3. Entao, o conjunto de Aubry Q{HF] ¢ um conjunto maximizante para F.

De modo mais geral, estabelecemos a seguinte relacao entre os conjuntos de

Aubry da sequéncia original e da sequéncia corrigida.

Proposigao 2.37. Seja F = { fx}r>1 uma sequéncia quase subaditiva de fungoes s.c.s. ve-
rificando a condigio nao defectiva. Dada uma sequéncia de corretores U = {uy }r>1 para F,

se a sequéncia corrigida F —U = { fr — ug }x>1 obedece a condicao (P1), entao
supp u C Q[F] = suppu C Q[F —U].

Ademais, se F —U ¢é uma sequéncia quase subaditiva de fungoes s.c.s. satisfazendo a

condi¢io nao defectiva € Muax[F| = Muax|F — U], entdo vale a reciproca
suppu C Q[F — U] = supp p C Q[F].

Demonstragdo. Se o suporte de p estd contido no conjunto de Aubry de F, entdo a
proposigao 2.30 e o item (i) do lema 2.34 fornecem p € Myax[F] C Muax[F — U].
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Concluimos a primeira afirmacao do enunciado a partir da proposicao 2.29, relembrando
que a hipétese (P2) pode ser substituida por M. [F — U] # @.

Com as hipoteses adicionais sobre F — U, podemos aplicar a proposi¢ao 2.30,
assegurando que supp u C Q[F — U] implica p € Mpax[F — U] = Muyax[F]. Por fim,
como F ja satisfaz (P1) e (P2), decorre da proposi¢ao 2.29 que supp u C Q[F]. ]

2.3 Exemplos

Encerramos este capitulo, analisando o problema de otimizacao ergodica — so-
bretudo a caraterizacao das probabilidades maximizantes por intermédio dos conjuntos
maximizantes discutidos anteriormente — para os exemplos 1.3, 1.4 e 1.5 exibidos nas
secoes 1.1 e 1.2. Com este intuito, destacamos alguns resultados que serao convenientes

no decorrer desta secao e do capitulo 3.

Inicialmente, explicitamos as relagoes entre o local de maximizacao e o conjunto

de Aubry para algumas situacoes especificas.

Lema 2.38.

(i) Seja F = {fr: X — R}y>1 uma sequéncia subaditiva de fungoes s.c.s. satisfazendo
sup,cx fr(x) = kB[ F] para todo k > 1. Entao,

QF ¢ N £ (k81F));

k>1

(1) Dada uma sequéncia de potenciais localmente constantes F = {fx : ZN — R}gsy
verificando (P1) e (P2), suponha que fi(zo,x1,22,...) = fe(zo,...,x5_1) para
todo (xg, 1,29, ...) € ZN € para todo k > 1. Entao,

N £ (kBIF)) < QF).

k>1

Em particular, sempre que as hipoteses de ambos os itens no resultado acima se

verificam o conjunto de Aubry é T-invariante ja que coincide com o local de maximizagao.

Demonstracdo. Considere a formulacdo dos pontos de Aubry dada pelo exemplo 2.21.
Dados = € Q[F] e inteiro L > 1, sabemos que existem sequéncia de pontos {y;}i>1
(convergente para o ponto x) e sequéncia de inteiros {r;};,>1 (com r; > L) tais que

—7 < frily)) =iBIF] < fr(ys) = LBIF)+ frimn(Thyi) — (ri = L)BF] < fr(yi) — LB[F] < 0
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para todo ¢ > 1, onde as duas ultimas desigualdades devem-se a sup,.x fx(z) = kB[F]
para todo k£ > 1. Devido a semicontinuidade superior da fun¢ao f;, constatamos que
LB[F] > fo(z) > limsup,_, ., fr(y;) > lim;_, (Lﬁ[]—"] —%) = LB[F]. Como tal argumento
¢ valido para todo L > 1, decorre que = € (> fk_l(kﬁ[]-"]). Desta forma, obtemos o
item (i) do enunciado.

Com o intuito de provar o item (i), considere {(SB(), ey L1, X0, - - .)}k>1 c
coletanea de pontos periddicos obtida a partir de (xo,21,%2,...) € Ng>1 f,;l(k:ﬂ[}"]).

Perceba que, dados € > 0 e L > 1, existe inteiro r := max { [—log, €], L} tal que

(Toy -y Tp1, X0,y -.) = 0 (T0y - -+ s Tp1, Ty - - .) € Bo—r (20,21, %2, ...) C Be(xg, 21,22, ...)

€ fT‘(x(]a <oy L1, L0y - - ) = fT(x()? cee 7377“71) = fT(x07'T17x27 s ) = Tﬁ[f]
Concluimos destes fatos que (zg, 1, xa,...) € Q[F]. [ ]

Na prova do item (i7) do lema acima, observamos a convergéncia de elementos
periédicos dos conjuntos de nivel f, *(k3[F]) para pontos de Aubry. Tal estratégia permite
relacionar o conjunto de Aubry e suas respectivas pré-imagens com o local de maximizacao

para o seguinte cenario.

Lema 2.39. Considere um alfabeto finito £ e uma sequéncia F = {fy : I — R}y
subaditiva verificando sup,, ., esw fu(zo,21,...) = kB[F|. Assuma que existe n > 0
tal que fr(zo,x1,...) = fu(To,. .., Thin_1) para todo (xg,z1,...) € LN e para todo k > 1.

Entao,
N i (k81F) = U o~ (7).
k>1 >0
Demonstragio. E imediato do item (i) do lema 2.38 que Q[F] C N>y fr " (kB[F]). Devido

a o-invariancia do local de maximizacgao, vale a inclusao

Uo(eF) ¢ U o—f{ N f;l(kﬁ[f])] = N 5 (k81F)

>0 £>0 k>1 E>1

Por outro lado, observe que cada (zg,z1,...) € ZN possui ao menos uma palavra
(ay,...a,) € X" que aparece infinitas vezes nesta sequéncia. Mais precisamente, existe uma
coletanea crescente de inteiros positivos {ps}e>o tais que o?*(zg, z1,...) € [a1,. .. a,]. Assu-
mimos, sem perda de generalidade, p; —py > n. Dado (xg, z1,...) € Ng>1 fit (kﬁ[}"]), por

invaridncia, também temos oP(zg, x1,...) € Ng>1 it (kﬁ[]—"]) Para cada ¢ > 1, definimos
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inteiro 74 == py — po > n e ponto periddico (Tpy, ..., Tp,—1,Tpy,---) € LN que cumprem
(Tpgs -+ s Tppe1s Tpgs - - ) = O A Lpys o ooy Tppe1s Tpgs - - ) € Bo—ry (apo(:vo, Ty, . )) e

Jro(@pos ooy Tppm1s Tpys - ) = [y (XTpgs o o oy Tppe1, A1y - ooy ) = [, (O’po(.’l?o, Ty,.. )) =ryB[F].

Concluimos que (zg, x1,...) € o~ (Q[}" ]), donde segue o resultado desejado. |

Um dultimo ponto a ser discutido, previamente a analise dos exemplos, concerne

a unicidade de subconjunto minimal no local de maximizagao ou no conjunto de Aubry.

Lema 2.40. Um conjunto maximizante Kx para uma sequéncia subaditiva de fungoes
s.c.s. F = {fr: X = R}g>1 possui inico subconjunto minimal se, e somente se, vale a

propriedade de concordancia nao limitada: para quaisquer x e y € X, verificando

lim sup fi() = B|F] e lim sup Tey)

= BlF],
0s w-limites de tais pontos obedecem w(x) Nw(y) # .

A prova deste resultado consiste em uma adaptacao natural do argumento
apresentado em [Morl3, Teorema 7.2] no contexto do raio espectral conjunto. Ademais,
nao ¢é dificil verificar que este lema ainda é valido para as sequéncias assintoticamente

subaditivas de potenciais ao se empregar a mesma argumentacao abaixo.

Demonstracdo. Asseguramos as implicagoes que compoem este resultado por argumentagao
contrapositiva. Suponha que Kz possui dois subconjuntos minimais distintos A e B, os
quais sdo compactos T-invariantes e disjuntos. E imediato que w(z) Nw(y) C AN B = @
para todo x € A e para todo y € B. Por outro lado, o teorema de Krylov-Bogolioubov
[Wal82, Corolario 6.9.1] garante a existéncia de probabilidades T-invariantes v4 e vg,
com suppvyg C A C Kr e supprg C B C Kx. Segue disto que vy e vg sao medidas
maximizantes para F. Devido ao teorema da decomposicao ergodica, podemos supor sem
perda de generalidade que tais medidas sao ergbdicas. Deste modo, (P1) fornece
fi(2) fr(y)

kh_)rgoT = 0B[F] p-q.t.p.z €A e /}1—{20 = B[F] p-q.t.p.y € B.

Obtemos destes fatos que a propriedade de concordancia nao limitada nao é valida quando

Kz admitir dois subconjuntos minimais distintos.

Reciprocamente assuma que a propriedade de concordancia nao limitada é falsa,

isto é, existem pontos x e y pertencentes a X que cumprem limsup,,_, f’“T(”’) = B[F] e
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lim sup, ., £ k}gy) = B|F] e cujos respectivos w-limites sao disjuntos. Como w(x) e w(y) sao

conjuntos compactos T-invariantes, definimos sequéncias F|u ) = { frlw() : w(®) = R}r>1
e Fluw) = {felww) 1 w(y) = R}i>1, as quais verificam (P1) e (P2), logo possuem medidas
de probabilidades maximizantes V) € Mmax|Flu(@)] € Vu(y) € Mmax[Flu)]- Atente para

as seguintes relagoes

1
lim — / fk:‘w(z) AVis(a) = 6[F‘w(z)] = limsup sup fki(Z) > limsup filz) = BIF]
k—oo k k—oco  z€w(x) k—o0 k
1 : fu(2) o fi(y)
e lim — / w) Wiy = BlF o] = limsup su > lim su = [B\F
Am 2 | Telet) Wat) = Bl F )] = lim sup ety K P id

onde a segunda igualdade em ambas as comparacoes acima segue da proposicao 1.8
para as sequéncias F|y ) € Flu@). Note que V) € V() satisfazem supp vy C w(z) e
SUPP Vu(y) C w(y). Em particular, tais medidas também sdo maximizantes para F, por
causa das seguintes desigualdades

1
BIF] > lim — /fkdyw = llm — frdv, = khm E/fk|wdl/w > BIF].
—00

k—o0 Supp Ve

validas para w = w(x) ou w = w(y). Decorre da definicdo de conjunto maximizante
e da compacidade e T-invaridncia de supp V(,) € supp V() que existem subconjuntos
minimais A C supp v, C Kr e B C suppv,n) C Kr. Em particular, AN B C
SUPP V() N SUPP Vey(y) C w(z) Nw(y) = @. Concluimos disto que existem pelo menos dois

subconjuntos minimais distintos em K. [

Observagao. A propriedade de concordancia nao limitada, introduzida em [Morl3, §7],

considera em sua versao original as seguintes hipoteses sobre os pontos x e y:

lim sup (fk(x) — kﬁ[}"]) > —00 e lim sup (fk(y) - k:ﬁ[]:]) > —00.

k—o0 k—o0

Como o lema 2.40 é demonstrado para um contexto mais geral que o do raio espectral

conjunto, buscamos por uma alternativa viavel as imposi¢oes acima.

Potencial localmente constante

A classe dos potenciais localmente constantes, discutida no exemplo 1.3, produz
sequéncias aditivas {Skf}r>1 que verificam, para algum inteiro n > 1, a propriedade
Sif(xo, x1,T2,...) = Sef(xo, ..., Tnir_1) para todo (xg, 21, T, ...) € LN e para todo k > 1.

Apenas para ilustrar como o lema 2.38 atua no cenario aditivo, mostraremos que o
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caso n = 0 de tal propriedade é uma condicao suficiente para que o conjunto de Aubry
seja um subshift de tipo finito (uma prova deste resultado classico, para n > 0, foi
apresentada em [Garl7, Teorema 4.3]). Sem perda de generalidade, podemos assumir que

SUD (49 1. )est Ok f (T, 1, ...) = kB(f) para todo k > 1. Segue destas hipéteses que

-1
Qf) = N St (kBB(H) = N (Foo) (B(),
k>1 k>1
onde a primeira igualdade é imediata do lema 2.38 (tendo em mente o exemplo 2.20) e a
segunda identidade é uma consequéncia trivial da propriedade aditiva. Por fim, atente que

o tltimo termo coincide com a definicdo de subshift £ com conjunto finito de palavras

proibidas F' = f‘1<— oo,ﬁ(f)) = {xg €X: f(x) < 5(f)}.

Indicadora de Subshift

Nesta subsecao, argumentamos que todo subshift (para um conjunto possivel-
mente infinito de palavras proibidas) pode ser caracterizado como o local de maximizagao
ou o conjunto de Aubry associados uma sequéncia de potenciais localmente constantes
construida a partir das palavras proibidas de tal subshift. Em particular, isto diverge do
comportamento observado anteriormente para sequéncias aditivas de potenciais localmente

constantes.

Recorde a sequéncia subaditiva Zp = {Xg } (introduzida no exemplo 1.4)

k>1
composta pelos potenciais xF : IV — R definidos, para todo (xg, 1, Ts,...) € I e para

todo k£ > 1, por

X£($Oax17x27 .. ) -

{ —k, se (xg,21,...,211) € F(k)

0, caso contrario
onde as coletaneas (de palavras proibidas de tamanho k)

30§¢§k—1e1§n§k—1—¢}

F(k) =< (z,x1,. .., 25-1) € Z*
(k) {( 0,21 k-1) tais que (x;,...,Tiyy) € F

sao determinadas a partir do conjunto de palavras proibidas I’ € |J;2; 2" associado a
um subshift £ C £N. Em particular, os potenciais localmente constantes xi satisfazem

Xt (2o, x1,...) = X (o, ..., k—1) para todo k > 1. Segue imediatamente da proposi¢ao 1.8
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que

: 1
PR = ) Mg X0 ) = 0

Note entdo que sup(,, », yesy Xi (To, 21, .. .) = 0 = kB[Zr] para todo k > 1.

A caracterizagao das medidas maximizantes para Zp a partir dos conjuntos

maximizantes introduzidos neste capitulo segue da identidade

-1
=N () (0) = QlzZx. (2.11)
k>1
De fato, a primeira igualdade consiste na equivaléncia mencionada no exemplo 1.4 —
(w0, 1, T2, ...) € L} se, e somente se, xI (zg, 71, Ta,...) = 0 para todo k > 1 — enquanto

que a segunda ¢é assegurada pelo lema 2.38.

Para determinar eventual unicidade de subconjunto minimal em qualquer
subshift £ aplicamos o lema 2.40 aos conjuntos maximizantes da sequéncia indica-
dora de subshift Tr. Neste cendrio, a propriedade de concordancia nao limitada vem a ser:

para quaisquer (zo,Z1,...) e (Yo, y1,...) € LN verificando

) 1 .
0 = B[Zr] = limsup — xf (zo, 21, ...) = Zr(xo, 21,...) = Lyn (20, 21,...) — 1
k—o0 k F

/N

ou equivalentemente (zg,x1,...) € Zﬁ)

. 1 .
€ 0= ﬁ[IF] = hmsup%x;:(y()uyl?"') = IF(ZJO7y17-~~) = ]IZIE,(ymyla"') —1

k—o0

S

ou equivalentemente (yo,y1,...) € X?ﬁ) ,

os w-limites de tais pontos obedecem w(xg, 1, . ..)w(Yo, Y1, - - .) # . Em resumo, obtemos
que um subshift possui inico subconjunto minimal se, e somente se, para quaisquer dois

elementos deste subshift os respectivos w-limites se intersectam.

Maximo de sequéncias subaditivas

Para um contexto que generaliza o exemplo 1.5, exibiremos descri¢oes para
os conjuntos maximizantes estudados neste capitulo. Dadas sequéncias subaditivas de
potenciais G = {gx : X — R}g>1 e H := {h : X — R}x>1, considere a sequéncia subaditiva
de potenciais Sgz) = {ft : X — R}i>1 pondo fi(x) = max {gk(x), hk(x)} para
todo k > 1. Trataremos especificamente do caso em que tais sequéncias sao renormalizadas,

isto é, assumimos sup,cx gx = kB[G] e sup,cx hx = kB[H] para todo k > 1. Decorre
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destas suposigoes e da proposicao 1.8 que

B[S(Q’H)} = lim max limax {gk(:c), hk(:c)} = max {B[g], 5[?—[]}

k—oo zeX

Com isto, sup,cx fi(z) = max{supxex gr(), sup,cx hk(x)} = kf [S(g}[)} para k > 1,
ou seja, S(g ) também ¢é renormalizada.

Para relacionar os conjuntos maximizantes de S ), G e H, devemos consi-
derar as seguintes possibilidades: B[S(Q,H)} = B[G] > B[H], 5{8(9%)} = B[G] = B[H] e
B[S(g}[)} = B[H] > B[G]. Analisando o conjunto (max{gk, hk})_l (kﬁ [S(g,y)}) em cada

-1
um destes casos, obtemos que o local de maximizacao ﬂ (max{gk, hk}) (kﬁ |:S(g7’).[)j|)
k>1
pode ser representado por

N g (kBG)), se B[G] > BIH];
N g5 (kBIG)) U N hi' (kBIH]),  se BIG] = BH];
N it (kB[H]),  se BIG] < BH].

Com respeito ao conjunto de Aubry, demonstraremos a seguinte identidade

QG),  seBlg) > BIH]
Q[Siga) = { QIG] U Q[H], se BIG] = B[H] - (2.12)
Q[H], se B[G]

A
=
=

Como as sequéncias em questao sao renormalizadas, recorde que os respectivos pontos de

Aubry sao formulados como no exemplo 2.21.

Primeiramente provaremos que ou [G] ou Q[G] U Q[H] ou Q[H] estao contidos
em Q[S(gg{)] Caso 8[G] > B[H], sabemos que x € Q[G] sempre que, dados € > 0 e
inteiro L > 1, existem y € B.(x) e r > L tais que Ty € B.(z) e —¢ < g.(y) — rp[G] <
max {gr(y), hr(y)} —rf3 |:S(g;H):| < 0. Segue disto que x € Q{S(gﬂ)], logo Q[G] C Q[S(g,y)]
Por simetria no argumento, também obtemos que S[H] > S[G] implica Q[H] C Q{S(gﬂ)},
donde valem as respectivas inclusoes desejadas.

Argumentaremos agora que Q[S(gﬂ)] C Q[G], quando B[G] > B[H]. Dados
€€ (O,B[Q] — ﬁ[?—[]) e inteiro L > 1, para x € Q[S(g,y)] ha y € B.(z) e r > L tais que
Ty € B.(z) e ‘max {gr(y), hr(y)} —rp |:8(g7’H)iH < e. Como ﬁ[S(g,H)} = B[G], atente para

o fato que a escolha de £ impoe max < gk (y), hk(y)} = gx(y). Caso contrario, obterfamos



Capitulo 2 - Conjuntos maximizantes 68

—e < max {g,(y), he(y)} = 18[Siga| = haly) — rB[G) < r(B[H] - B[G]) < —e7, 0 que é
uma contradi¢ao. Desta forma, = € Q[G]. De maneira andloga, Q[S(g’y)] C Q[H] sempre

que S[H] > pIG].
Para mostrar a inclusao Q[S(g"H)} C Q[G] U Q[H], assumimos B{S(g}[)] =

BIG] = B[H] = 0 com o intuito de simplificar os calculos. Considere z um ponto de
Aubry da sequéncia Sig 3. Para cada par de inteiros positivos (k,¢), existem y, € B% (x)
e inteiro r(k,0) > ¢, tais que T 9y, , € B%(x) e )max {g,«(k,g)(yu), hr(kvg)(yu)}‘ < 1

Perceba que ao menos uma das coletaneas abaixo

{(k,ﬁ) e NxN: gr(k,Z)(yk,e) = max {gr(k,é) (yk,z), hr(k,e)(yk,z)} }

{(k7£> € NXN & hy(i)(Yke) = max {gr(k,e)@k,z), hr(k,£)<yk,€)} }

consiste em um conjunto infinito de pares de indices cuja projecao em cada coordenada
nao é limitada em N. Suponha que a primeira coletanea — que esta associada a sequéncia G

— verifica tal condi¢do. Consequentemente, para todo € > 0 e para qualquer inteiro L > 1,

existe algum par (k,f) com ¢ > 1 e { > L. Isto significa que existem r(k,¢) > L e

Yk € B:(z) tais que

T’”(k’g)yk,g € B.(z) e

Gr(k,0) (Z/k,e)’ = ‘max {gr(k,e)(yk,e), Py ke 0) (yk,é>}‘ <&,

logo x € Q[G]. Repetindo este argumento no caso da segunda coletdnea (associada &
sequéncia H), concluimos Q{S(gﬂ)} = Q[G] U Q[H], o que encerra a prova da identi-
dade (2.12).

No caso especifico do méximo de sequéncias aditivas (descrito no exemplo 1.5),

temos que
Q[{Skg}] = (g, se B(g) > B(h)
QS| =14 Q{Skgt] U Q[{Sig}] = g) U Q(R), se Blg) = B(h)
Q[{Sch}| = Q(h), se B(h) < B(h)

donde concluimos que o conjunto de Aubry associado a sequéncia S, ;) € T-invariante.

Os argumentos desenvolvidos previamente estendem-se de modo natural para
o maximo de qualquer quantidade finita de sequéncias subaditivas. Além disso, para a
sequéncia subaditiva Sgg.y == {fr : X — R};>1 dada pelas fungdes fi() = sup,; {gg()},

que sao definidas a partir de uma familia arbitraria de sequéncias subaditivas renormalizadas
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de potenciais G = {g] : X — R}4>1, com ([G?] = 0 para 7 € I, obtemos que

—1
U N@) o cn (sup {g,j}) 0) e U Qg c Q{S{gﬂ/}}. (2.13)
vel k>1 k>1 €l yel

Observagdo. Para o conjunto de Aubry associado ao raio espectral conjunto — o qual sera

estudado separadamente no capitulo 3 — estabeleceremos uma descricao similar a que

foi discutida nesta subsecao em funcao de sequéncias aditivas que definem os cociclos

(lineares) de matrizes.

Aplicacao: Formalismo termodinamico em temperatura zero

Dadas temperatura T = 1 > 0 e sequéncia assintoticamente subaditiva de

t
potenciais G = {gk XN R}k>1, identificamos [Barll, Teorema 7.21]| as medidas de
equilibrio associadas & sequéncia tG = {t gr }x>1 como as probabilidades o-invariantes que

atingem o maximo no principio variacional para pressao topologica

1
P(tG) Zmax{ha(ﬂ)+t]}Lm %/gkd,u ; ,uGMU},

onde denotamos, como de costume, a entropia de Kolmogorov-Sinai por h,(x). Dentre
tais probabilidades, destacam-se as medidas de Gibbs o-invariantes para tG, isto é, aquelas

que cumprem

l _ Vtg([xo,xl, . ,xk,l]) -
T — etgr(z0,21,...)—kP(tG) — )

para todo (xg,z1,...) € LY para todo k > 1 e para alguma constante I' > 0. De fato, o

teorema de Shannon-McMillan-Breiman [PY98, Teorema 12.11] e a condigao (P1) fornecem

.1 o1
ho(vig) = /— lim %bg’/tg([xow-ka—ﬂ) dvig(vo, 71, . ..) = P(tG) —tklggo%/gk dvsg,

k—oo

donde se verifica que a medida de Gibbs 14 é uma medida de equilibrio.

A compacidade (na topologia fracax) de M, assegura a existéncia de pontos
de acumulagao da familia de medidas de equilibrios {I/tg}t>0 para t tendendo a oo (ou
seja, quando a temperatura T tende a 0). Tais probabilidades, denominadas de estados
congelados associados a sequéncia G, possuem a seguinte descricdo em termos da teoria de

otimizacao ergodica.

Proposicao 2.41. Todo estado congelado de uma sequéncia quase subaditiva de potenciais

G = {gr}tr>1 com a condigio nao defectiva é uma probabilidade maximizante para G cuja
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entropia de Kolmogorov-Sinai € igual a
Jit ho(vig) = Jim (P(1G) = 1510)) = max {ho(p) : 1t € MunelG} = hun(0lic),

para qualquer conjunto mazimizante o-invariante Kg.

Uma versao desta proposicao para sequéncias quase aditivas definidas sobre
subshifts de tipo finito para um alfabeto enumerdvel foi discutida em [IY14]. A demonstra-
¢ao deste resultado consiste em uma adaptacao dos argumentos desenvolvidos em [CLT01,
Proposigao 29], [Mor06] e [Garl7, Proposicao 9.1] no caso aditivo. Note que as hip6teses
sobre a sequéncia G fornecem o principio variacional para pressao topologica e a existén-
cia de conjunto maximizante o-invariante como, por exemplo, o conjunto Mather (veja

proposigao 1.11) ou local de maximizagao (consulte a proposigao 2.8).

Demonstragio. B sabido que 0 < hy(p1) < hyop(0) para toda p € M. Pela definicio do

valor ergédico maximizante, temos que

n—oo

him [ gudvg < 1510) < hulo) + 1516].

Ademais, para p € Mp.x[G], decorre do principio variacional que

n—0o0

t51G] < ho(p) +t lim i/gn dp < P(tG) < hiop(0) + ¢ lim — /gn duvg.

Segue destas consideracoes que ’limn_)oo % [ gndvg — 8 [g]’ < %htop(a) para todo t > 0,
donde concluimos que, quando ¢t — oo, qualquer ponto de acumulacao vg° da familia

{Vtg}t>0 ¢ uma probabilidade maximizante para G.
Para mostrar as identidades do enunciado, atente que

max {hy (1) : 1 € Muax(G)} < liminf (P(tG) — 15(G)) < limsup (P(1G) — t5[G])

t—o0

< liminf h, (14g) < limsup ho (1ig) = ho (vg")
t—o0 t—o0

< max {hg(,u) YIRS Mmax<g)}a

onde as desigualdades iniciais decorrem da relagao h, (1) +t5[G] < P(tG) < h,(vg) +t8[G],
a igualdade deve-se ao fato de que a entropia de Kolmogorov-Sinai é uma aplicacao
semicontinua superior e a ultima desigualdade segue do fato que os pontos de acumulagao
vg® sao probabilidades maximizantes para G. Por fim, o principio variacional para entropia
topoldgica fornece hyop(0|k,) = max {hg(,u) L pE Mmax(g)}. |
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O formalismo termodinamico em temperatura zero investiga a convergéncia
das medidas de equilibrio 14¢ para um tnico estado congelado g quando t tende a oc.
No cenario aditivo, este fendmeno se verifica para qualquer potencial localmente cons-
tante [Bre03, Lep05, CGU11, GT12| e genericamente para as fungoes Lipschitz [CLTO01].
Em contrapartida, [CH10, CR15, BGT16] determinaram exemplos explicitos onde nao

ocorre tal convergéncia.

No contexto das sequéncias de potenciais, a proposicao 2.41 e a caracterizacao
das medidas de probabilidade maximizantes fornecem critérios de selecao dos principais
candidatos a estados congelados. Para a sequéncia indicadora do subshift Zr, os provaveis
estados congelados sdo as medidas suportadas no local de maximizacao/conjunto de Aubry
dado pelo préprio subshift £ que atingem o valor da entropia topoldgica para este subshift.
J& o maximo de sequéncias aditivas S, ) possui como candidatos a estados congelados as
probabilidades maximizantes de g ou de h cuja entropia de Kolmogorov-Sinai é dada pela

entropia topolégica de Q(g), Q2(h) ou Q(g) U Q(h), conforme o caso.
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( Capitulo 3

Raio espectral conjunto

Finalizamos este trabalho analisando abordagens dinamicistas/ergédicas para
o estudo do raio espectral conjunto com o intuito fornecer novas informagoes sobre

a propriedade da finitude, isto é, para a questao de existéncia de produto matricial
M, ... MMy € £ cumprindo

p(Z) = r(M,_y ... MyMy)Y"

Preliminarmente, apresenta-se uma breve introdugao ao raio espectral conjunto (para mais
informagoes, indicamos as referéncias [Jun09, The05, Koz17, Cicl5], as quais resumem o

estado atual deste tépico).

O raio espectral associado a uma matriz quadrada M é caracterizado por

r(M) := max {|)\| : A autovalor de M} = lim HMkHl/k,

k—o0
onde a ultima expressao recebe a denominacao de férmula de Gelfand [Geldl]. Esta
identidade foi generalizada por G.-C. Rota e G. Strang [RS60] com o intuito de ampliar

tal conceito algébrico classico para uma coletanea de matrizes d X d com entradas no

corpo IF (onde F denota R ou C). Mais especificamente, define-se o raio espectral conjunto

Fdxd ]Fdxd

associado a um conjunto limitado £ C e a alguma norma || - || em como o limite

dos valores pi(Z) := sup {||M||1/k : M e Zk} (onde k > 1), ou seja,

1/k

p(X) = }}1_}120 pe(Z) = klgg) sup {H]\/[kl . MOH - M, € Z}.

I. Daubechies e J. Lagarias introduziram em [DL92, DL01] uma segunda generalizagao

para o raio espectral designada de raio espectral generalizado e descrita por

o(X) == limsup gx(X) = limsup sup {T(Mkl e Mg)l/k : M; € Z} ;

k—o0 k—o00
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para a qual sdo considerados os valores gp(X) := sup {7“(M)1/”C : M e Zk} com k > 1.

Com o intuito de relacionar as nocoes anteriores, prova-se em [DL92, Lema 3.1]
a desigualdade dos quatro termos dada por g (Z) < o(X) < p(X) < pp(X) para todo k > 1.
No mesmo ano, M. Berger e Y. Wang [BW92, Teorema IV] unificam os conceitos que
generalizam o raio espectral ao estabelecer a igualdade p(X) = o(X), intitulada de férmula
de Berger-Wang (outras demonstragoes para tal identidade sdo encontradas em [Els95] e
[Boc03, Corolario 1]).

Ressaltamos algumas simplificagbes que sao cruciais no decorrer deste capitulo.
Primeiramente, perceba que assumimos L limitado em F*? nas defini¢des anteriores.
Por causa da relagao p(X) = p(Convex (Z)) = p(f), onde Convex () e X sdo respectiva-
mente o fecho convexo e o fecho topologico de £, podemos supor, sem perda de generalidade,
que o conjunto L é compacto e convexo. Ademais, como as matrizes em C%*¢ possuem
conjunto completo de autovalores e autovetores, decidimos trabalhar com o corpo F = C.
Observamos que nao existe uma uniformidade na literatura deste tépico com respeito a tal
escolha, ja que R¥4 C C¥? ¢ as acdes das matrizes de C¥*¢ em C? estdo intrinsecamente
associadas aos operadores lineares em R??*2¢. Por fim, o caso especifico em que o raio
espectral conjunto é nulo nao sera analisado neste trabalho, devido aos argumentos apre-
sentados em [LW95, Teorema A.2] e [Jun09, §2.3.1], os quais estabelecem que um conjunto
compacto L possui p(£) = 0 se, e somente se, £ = {0}. Por este motivo, quando for

necessario, podemos investigar a coletanea de matrizes ﬁz)l que possui comportamento

similar ao do conjunto original £ e cujo raio espectral conjunto p(%}:) =1

(%)

3.1 Abordagens dinamicistas/ergddicas

Dentre os diversos tratamentos para o raio espectral conjunto, destacam-se as
incursoes realizadas por [Sch98, DHX11a, DHX11 b, DHX13] que analisam comportamento
assintotico da sequéncia quase subaditiva J(z ||.|) = {fk XN R}k>1, onde £ C C¥*4 ¢
um alfabeto compacto de matrizes e || - || ¢ uma norma arbitraria em C%*¢ dada pelos
potenciais localmente constantes fi.(My, My, Ms, .. .) :=log || Mk_1 - - - My|| para todo k > 1.
Tal ponto de vista foi formalizado em [Morl3, CZ13] como uma generalizagao da teoria
de otimizacao ergddica em que o problema de otimizacao para a sequéncia de potenciais

anterior possui o seguinte valor ergédico maximizante

. 1
B Tzn] = A omax g 08 M- Mol = log p(2)



Capitulo 3 - Raio espectral conjunto 74

(veja o exemplo 1.9 do raio espectral conjunto da se¢ao 1.2). Segue da equivaléncia entre
normas de um espago vetorial de dimensao finita que todas as sequéncias de potenciais
Jis 1 tais que || - || é uma norma em C*™¢ também descrevem o mesmo conjunto de

probabilidades maximizantes Myax[J(s, ), j& que tais sequéncias sdo equivalentes.

Derivamos outra maneira para retratar o raio espectral conjunto a partir do

seguinte formalismo aditivo para o estudo dos expoentes de Lyapunov.

Exemplo 3.1 (Expoentes de Lyapunov). Sejam £ C C%*? alfabeto compacto de matrizes
e |- | uma norma em C? Considere o espaco métrico compacto ZN x CP*! sob a acéo
do mapa continuo T((MO, M, ...), [17]) = (0(]\/[0, M, ...), [M017]>. Defina o potencial
N <(M0, My, ...), [ﬂ) := log |My¥| — log |U] e sua respectiva sequéncia aditiva

k-1 . . |Mpy_y1 - - - Myt
SkSO\-|((M0,M1, ), [17]) =Y log |M; - Myt| — log |M;_; - - - Mot| = log

iz |1

para todo ((MO, M,...), [17]) € IN x CP*! e para todo k > 1. Tais nocoes sdo essenciais
para introduzir o expoente de Lyapunov de (My, M;,...) € ZN na direcdo [¢] € CP?!
como o limite limy,_,o 7 log Skgo((MO, M,...), [17]), quando este existir. (Indicamos os
artigos [BDV05, ABY08, BG09, BR16, Vial4, BK16] para uma exposigio rigorosa sobre

este ponto de vista.)

No contexto do exemplo acima, atente que o problema de otimizagao ergddica
para o potencial || : ZN x CP*" — R dado por ¢y ((MO, M, ...), [17]) = log | Myv|—log |7
possui valor ergédico maximizante
|Mj_y - - My

1
)= li P
Bley) = lim oS s 08 I 7]

= log p(%),

o qual determina, sob um ponto de vista aditivo, outra abordagem dinamicista/ergddica,
para o raio espectral conjunto. Devido a equivaléncia entre normas de um espaco vetorial de
dimensao finita sabemos que todos os potenciais ||, para os quais | -| é uma norma em C4,
descrevem o mesmo problema de otimizagao. Em particular, para uma norma || || em C%*¢
induzida de uma norma | - | em C¢, ¢ facil perceber que a sequéncia aditiva {Skop| k1
e sequéncia quase subaditiva J(z |.|) = {fx}r>1 estao intrinsecamente relacionadas pela

seguinte identidade

M. - M7l
fe(My, My, My, ...) =log sup | My — o7 = sup Skgp‘.|((Mo,M1,M2,...),[171)
FeCa\{0} V] [7]eCPi—!
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para todo (Mg, My, My, ...) € N e para todo k > 1.

Em uma tentativa de apresentar uma abordagem dinamicista/ergédica para
o raio espectral generalizado, pode-se introduzir a sequéncia J(s ,) = {9k : N R}p>1
composta pelos potenciais localmente constantes g (Mg, My, My, .. .) := log r(My_1 - - - M)
para todo k > 1. Demonstra-se em [Morl2] que tal sequéncia de potenciais possui um
comportamento assintético pontual que se assemelha ao da funcio J(-) = limy_0 %f k()
associada a sequéncia J(z |.|) (e definida segundo a condigao (P1)). Isto significa que,

dada qualquer probabilidade o-invariante pu,

lim sup 1 log r(My_1--- M) = lim 1 log || My_1 -+ My||
koo K k=00 k
p-q.t.p. (Mg, My, My, ...) € IN. Por outro lado, A. Avila e J. Bochi apresentaram
em [AB02] exemplo explicito no qual [limsup,_, +gxdv < limsup, . 1 [ grdv com
respeito a uma medida de Bernoulli v. Isto implica que a sequéncia de potenciais J(s, )
nao obedece, em geral, a condigao (P1), o que dificulta a aplicacao dos resultados da teoria

de otimizacao ergddica para sequéncias de potenciais neste caso especifico.

Durante este capitulo, estudaremos as sequéncias {Skgp‘.|}k21 e Jz, ) com o
intuito de apresentar as principais nogoes associadas ao raio espectral conjunto sob o ponto

de vista da teoria de otimizacao ergddica.

Propriedade nao defectiva

Um conjunto de matrizes X cumpre a propriedade nao defectiva sempre que,

para alguma norma || - || em C**?, existe constante R .y > 0 tal que
sup {HMH M e Zk} < Ry, ||.H)p(Z)k

para todo £ > 1. Um modo pratico de verificar tal propriedade é garantir que {6} e C?
sao os unicos subespagos vetoriais invariantes para todas as matrizes em X. Em particular,
esta exigéncia ¢ conhecida na literatura como irredutibilidade do conjunto X. No caso

em que o conjunto X nao satisfaz a propriedade nao defectiva, sabe-se que existe uma
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transformacao similar © tal que

M(l,l) M(1,2) M(l,r)

) 0 M2 oo @)
omeol=| T (3.1)

0 0 cee M)

para toda matriz M € Z. Esta técnica de triangularizagao (superior) simultdnea nos
permite, sem perda de generalidade, restringir ao caso em que a propriedade nao defectiva

é sempre satisfeita. Tal afirmacao justifica-se por causa da relagao

o(D) =p({OMe : MeL}) =max {p(L)) p(L), - (L)},

onde cada conjunto compacto de matrizes L, .= {M“*) . M € £}, para 1 </ <r,oué
irredutivel (logo, ndo defectivo) ou é igual a {0}. Por este motivo, o procedimento descrito

acima recebera a denominacao de decomposicao irredutivel de Z.

Segundo as abordagens dinamicistas/ergbdicas para o raio espectral conjunto, a
condicao nao defectiva para as sequéncias {Skw.|}k21 e Js, || Se expressa por meio da
propriedade nao defectiva para o conjunto de matrizes . Para isto concluir, aplicando o
item (77) do lema 2.2, note que

R C =1 L | M, M| < logR
T 0 TCTs, 1 T — 108 ig) (MO’E?P.)GZN p(z)k 1 ol = log Ly, ||-|)-
Segue desta relagdo e novamente do item (i7) do lema 2.2 que a propriedade nao de-
fectiva de X implica a condigdo nao defectiva da sequéncia quase subaditiva Js |.)-
Reciprocamente, o conjunto X satisfaz a propriedade nao defectiva para a constante
R 1y = exp I:RL’](Z’H‘H)_FCJ(Z’HA“) —Cy,. H»HJ > (0. Também deduzimos que a sequéncia

aditiva {Sgp|. k=1 associada a uma norma | - | em C? que induz a norma | - || satisfaz a
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condicao nao defectiva, ja que

sup sup S (Mo, My, 1) = kB(ey))] =
k=1 ((Mg,Mj,...),[d])eZN xCP—1
(Mo 1 Moo
= sup sup | My — ot _ klogp(}:)]
k>1 (Mo, My,..)esN | |9
[7leCcpd—!

=sup  sup [log|[ M-+ Mo — klogp(Z)]
k>1 (Mgy,M,,..)eLN -

=sup  sup | fi(Mo, My,...) — kﬁ[»ﬂz,nwﬂ-

k>1 (Mo,M;,...)exN L
Observagao. Por causa da equivaléncia entre normas de um espacgo vetorial de dimensao
finita, a propriedade nao defectiva para um conjunto de matrizes X independe da norma a
ser considerada. Consequentemente, quando £ for ndao defectivo, todas as sequéncias de

potenciais {Skp) k1 € Jiz, ) cumprem a condigao nao defectiva.

3.1.1 Normas extremais

Dentre os principais resultados que concernem a propriedade nao defectiva,
ressaltamos sua equivaléncia com a existéncia de norma extremal || - ||, associada a Z,
isto é, uma norma sub-multiplicativa em C%*¢ cumprindo sup {||M le : M €k } = p(Z)k
para todo k > 1. A partir de uma norma arbitréaria | - | em C?, um exemplo explicito de
norma extremal para o conjunto nao defectivo X é dado por
Ule

|_’|

M= sup |

1
tal que |U], == max {|17|, sup
FeCd\ {0}

max - M. ---Myv }
k>1 (Mo,My,...)ezN p(Z)k| k—1 0 |

€

para todo M € C%? e para todo ¢ € C%. Perceba que a propriedade extremal decorre
do fato que a norma | - |, em C? obedece |M7], < p(Z)|d|. para qualquer M € L e para
todo ¥ € C?. (Em particular, até onde sabemos, as normas extremais conhecidas na
literatura [Bar88, PW08, Jun09, GZ15] sdo induzidas por normas em C<.)

Para as abordagens dinamicistas/ergddicas do raio espectral conjunto, o con-
ceito de norma extremal desponta como pega-chave para determinar um processo de
renormalizagdo (diferente da técnica que foi desenvolvida na secdo 2.1). De fato, a sequén-

cia subaditiva Jiz |.|.) € a sequéncia aditiva {Sip). }r>1, com respeito a uma norma
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extremal || - ||, em C%*¢ induzida de uma norma | - |, em C¢, verificam respectivamente

sup  fu(Mo, My, My, ..) = klog p(E) = kB[T5]  (3.2)

(Mo,Ml,MQ,...)EZN

e sup SkSO((Mo,Ml, ), [U]) = klog p(Z) = kB(p) (3.3)
(Mo, Mi,...),[#])€ZN xCPI~?

para todo k > 1.

Assumindo a irredutibilidade do conjunto de matrizes X, produzimos normas
extremais com propriedades adicionais relevantes. Um dos principais exemplos é dado por
uma norma de Barabanov [Bar88|, que vem a ser uma norma de operador || - ||, em C?%*¢

associada a uma norma | - |, em C¢ verificando, para todo ' € C,
max {|M @], : M € L} = p(L) [i];.

Também se registram normas de Protasov [Pro96], ou melhor, norma | - ||, em C%*¢

induzida de uma norma | - |, em C? que satisfaz
AbsConvex <{M17 . MeZeld,< 1}) —{p(D)7 : [, < 1},

onde AbsConvex (=) denota o fecho absolutamente convexo de um conjunto =. Convém
assinalar que uma norma é de Barabanov se, e somente se, a respectiva norma dual é uma

norma de Protasov (para mais detalhes, veja [PW08, Teorema 17]).

Outra classe em evidéncia é composta pelas normas extremais de politopo [GZ07],
ou seja, normas (de operador) extremais || - [|[p em C?*¢ obtidas a partir de uma norma
de politopo | - |p em C?. Mais especificamente, uma norma de politopo é caracterizada
via funcional de Minkowski |#]p = inf{\ > 0 : @ € AP}, para todo ¥ € C¢, associado a

um politopo balanceado complexo P := { Sty Yl o] <1 com oy € (C} definido

a partir de um conjunto finito de vértices {1, ..., 7,} C C% Um exemplo tipico de tal
norma, o qual ndo descreve o caso geral, é dado a partir do produto interno usual (-, -)
em C? e de uma coletanea finita {1, ...,4,} C C¢ como

= a |(, ) (3.4

para todo ¥ € C?. Para uma caracterizacdo das normas de politopo que seja valida em

geral, consulte [GZ15, Teorema 5.5].

Destacamos que as normas extremais introduzidas previamente atingem o valor
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infimo das seguintes caracterizacoes duais do raio espectral conjunto

plx) = Hlllléf/\/ 1?4@: p 1Ml = |||e/€/o,, Mesx p 1Ml = |1an Sue% 1241 (3:5)
onde N denota o conjunto de todas as normas em C**? A, a coletdnea de todas as normas
de operadores sobre C? e Np o conjunto das normas induzidas de normas de politopo de C¢.
Provas de tais identidades sao encontradas em [Els95, Lema 1] e [GWZ05, Teorema 5.1].
Além disso, a existéncia de norma extremal de politopo é uma condigao suficiente para a
propriedade da finitude, como foi demonstrado em [LW95, Teorema 4.1], para o caso real, e
em [GWZ05, Teorema 5.7], no caso complexo. Por outro lado, a reciproca desta afirmagao,
também conhecida como conjectura de politopo complexo extremal, é falsa devido aos

contraexemplos exibidos em [JP09].

Para estudar estes tipos especificos de normas extremais segundo a abordagem
dinamicista/ergddica do raio espectral conjunto, desenvolvemos um método algoritmico de
aproximagcao de norma extremal por normas de politopo. Dentre as principais motivacoes,
destacamos o operador de Lax-Oleinik (veja [Garl7, Capitulo 3]), as construgoes algo-
ritmicas de norma extremal de politopo (vide [GZ08, GZ09, GP13, GZ15]) e os métodos
iterativos de aproximagao da norma de Barabanov (consulte [Koz10a, Koz10b, Kozl1]).
Para simplificar esta argumentagao, investigamos o conjunto finito £ = {My, ..., M} com

a propriedade irredutivel e supomos p(ZX) = 1.

A partir do conjunto das normas em C? — interpretadas como funcoes de C? a

valores em R — definimos, para todo © € C?, o operador

L(|- 1) (@) = max |Mid].

1<i<s

Em particular, decorre da irredutibilidade de £ que L (] - |) também é uma norma em C¢.

Investigamos as principais propriedades do operador L nos proximos lemas.

Lema 3.2. Seja {] : |,\}/\eA uma familia arbitrdria de normas em C? tal que sup,c, | - |a

define uma norma. Entdo, supyc, L(| - |\) também é uma norma em C¢ e vale
L(Sup\ : \,\> =sup L(] - |a).
AEA AEA
Demonstragio. Para cada vetor o € C¢, segue imediatamente da definicdo que

sup L(| - [x)(¥) = sup max |M;v|, = max sup | M0 5.
AEA AeA 1siss Isiss ze
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Tal relacdo mostra que supy, L(] - [1) estd bem definido. Ademais, a segunda igualdade
anterior garante que tal operador comuta com o supremo: L (supyey |- [x) = supyea L(] - [2)-

Por fim, sup,c, L(]-|») herda de L(|-]5) as propriedades que definem uma norma em C¢. W

Lema 3.3. Considere uma norma | -| em C? que define uma norma || - | em C¥?. Entdio,
(2) || - || é uma norma de Barabanov se, e somente se, L(|-|) =|-|;
(i) || - || € uma norma extremal se, e somente se, L(|-|) <|-|.

O lema acima estabelece que o conjunto das normas de Barabanov é formado
pelos pontos fixos de L e o conjunto das normas extremais é formado pelos pontos pré-fixos

do operador L.

Demonstragio. O item (7) é imediato das defini¢oes de norma de Barabanov e do operador L
e da suposigao p(X) = 1:

1. se |- | induz norma de Barabanov || - ||, entao L(] - |) = maxj<i<s |M;-| = p(X)|-| =" |;
2. se |- | ¢ um ponto fixo de L, entdo maxi<;<s |[M; - |=L(|-|)=|-]=pX)|-|

A partir de uma argumentagao similar, obtemos o item (ii) do enunciado:

1. se | - | induz norma extremal || - ||, entdo L(|-|) = maxj<i<s |[M;-| < p(Z)]-|=]"];
2.se L(]-]) <|-|, entdo maxi<;<s |[M;-|=L(|-]) <|-|=p(X)|-]| e, pela desigualdade
dos quatro termos, segue que maxi<;<s | M;|| < p(X) < p1(X) =sup{||M]|| : M€ Z}. W

Lema 3.4. O conjunto das normas de politopo do tipo (3.4) € invariante por L.

Demonstragio. Uma norma | - |p = maxi<;<, |(w;, )| satisfaz, para todo v € C,

L1+ 1) (0 = s o, ({0 2400 =
1<j<n

(),

donde concluimos que L(] : ]p) também pode ser representado como maximo de finitos
termos |[(M;0;, ). |

Com base nestas informagoes, analisamos a familia do maximo das repetidas
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iteradas do operador em questao, isto é,

| Jr=max {|-|,L(|- )}
o= max {] - [, L(| - ), (|- )}

[ = max {| | LD LY

para inteiro N > 1, com o objetivo de estabelecer critérios para que uma das normas desta
familia seja extremal de politopo. Primeiramente, note que esta sequéncia de normas
em C? é crescente

| Jo<|-h<...<|-InS e

o que significa, sob um ponto de vista geométrico, que
Bi(l-1o) Bi(I1) 2.2 Bi(l-Iv) > ...,

onde By (| : |> denota a bola unitéria associada a uma norma | - |. Ademais, se | - |p é uma
norma de politopo do tipo (3.4), decorre do lema 3.4, que todas as normas | - |y geradas
neste processo iterativo também sao de politopo do tipo (3.4). Deste modo, precisamos

somente concentrar em como asseguram a propriedade extremal.

Proposicao 3.5. A sequéncia de normas {\ . ‘N}N>1 converge pontualmente para uma

norma | - |iim == SUpyso | - |v, @ qual induz norma extremal.

Demonstragdo. Verificamos inicialmente que a sequéncia de normas {| . N}N>1 converge
pontualmente para uma norma | - |,. De fato, tal sequéncia é mondtona crescente
| lo< |- i £...< | |v £ ... e limitada pela constante nao defectiva Rz, |.|,), uma vez
que, para qualquer v € C?, vale

Oy = max |M;, ... Myl < (Rez o) + 1) |0

Uy = max [Mi, ... MyUlo < (Rez, o) +1) 100,
onde k& = 0 fornece convencionalmente a contribuicao de |-|o. Desta forma, determina-se que

limy o |T]n = supysg |0]n para cada ¢ € C4 Como sup s, | - |n herda as propriedades

das normas | - |, definimos a norma limite | - [ = My 00 |- [v = SUPy>g | - |v em Ce.
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Além disso, obtemos do lema 3.2 a norma

L(l - lim) = L(sup | - [v) = sup L(] - |w).

N>0 N>0

Seguem destas consideragdes que

L(] - i) = sup L(| - [v) = sup max {L(| - [), (|- [),..., L7 (|- )}

N>0 N>0

< sup mac{| | L - ) (- )y L D)

= sup v = Jim [ v =+ fim,
donde o resultado desejado decorre do item (iz) do lema 3.3. |

Para o caso particular em que as normas da sequéncia {| a N}N>1 sao de politopo
do tipo (3.4), note que a norma | - |;i, do resultado anterior ndo precisa ser necessariamente
de politopo. Por este motivo, encerramos esta se¢ao, buscando compreender sobre quais
condigoes o processo iterativo desenvolvido previamente fornece norma extremal apds um
nimero finito de etapas e, consequentemente, norma extremal de politopo, quando | - | é

uma norma de politopo do tipo (3.4).

Proposicao 3.6. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) A nmorma |- |y define uma norma extremal || - ||y em C¥4;
(i) L*(|-]) <|- |~ para todo k > 0;
(i33) L*(|-|) < |- |~ para todo k > N;
(iv) |- |~ =1 |n+k para todo k > 0;

(v) Bl(] : |N> = Bl(| . ]N+k) para todo k > 0.

Observe que as condigoes acima fornecem uma sequéncia de normas {| - N}N>1

eventualmente constante e cuja | - [jm = | - |~-

Demonstragio. As equivaléncias (ii) < (i) e (iv) < (v) s@o trivialmente verificadas.
Para obter (iii) < (iv), atente que:

1. oitem (i) implica || < |- vy = max {| |, L(|- D)y, LY Do, LHR(D) < - Ly
2. o item (iv) mplica 14(| - [) < max {| |, L(| - [)-.-, LY Db = |- s = |- L.
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Por fim, provamos a equivaléncia (i) < (ii). Inicialmente, perceba que o lema 3.2 fornece

(|- |v) = L (maxc {] - |, LY - D) = max {L5( D), 25 D)

Se || || v € uma norma extremal, pelo lema 3.3, resulta L(|-|x) < ||y €, por monotonicidade

do operador, L*(| - |x) < | - |y para todo k > 1. Decorre disto
LA 1) < max {25 ) L9 ) YD = 5 L) € I
para todo k > 1. Reciprocamente, sempre que L*(| - |) < | - |y temos

L(J - [v) = max {L(] - ), (|- D), LY DY < T L,

donde, pelo lema 3.3, concluimos que a norma || - ||y é extremal. [ |

Com respeito a existéncia de normas extremais, dentre as diversas técnicas
presentes na literatura, destacamos, por exemplo, a caracterizacao de normas de Barabanov
por meio de semigrupo limite de matrizes em [Wir02, Wir05] ou as normas de Barabanov
obtidas como pontos de acumulagdo em [Kozl0a, Koz10b, Kozl11]. Ademais, condig¢bes
suficientes e necessarias para que uma norma seja extremal de politopo foram investigadas
em [GZ15, Teoremas 4.1 e 4.2] e o algoritmo proposto em [GP13] assegura a existéncia de
norma extremal de politopo sob uma hipdtese de dominagao para um produto matricial

especifico (o qual cumpre a propriedade da finitude).

3.2 Conjuntos maximizantes

Tendo em vista que ja sabemos traduzir a condi¢ao nao defectiva e ja compreen-
demos o processo de renormalizacao via norma extremal, estamos aptos a investigar os
conjuntos maximizantes associados as sequéncias que descrevem o raio espectral conjunto.
Para simplificar os argumentos, dado um conjunto de matrizes nao defectivo X e uma norma
extremal || - ||, em C%? induzida de uma norma | - | em C?, considere o potencial aditivo
0=, IV X CP*™ — R e a sequéncia subaditiva Js = JE e = {fk IV R}k>1,
0s quais sao renormalizados devido as equacoes (3.3) e (3.2). Recorde a relagao fundamental

entre estes potenciais dada por

fk(Mo,M1,M27~-~): sup SkSD((Mo,Mthw--),[U])
[7leCcPi—t
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para todo (Mg, My, M,,...) € £N e para todo k > 1, que remete o maximo de sequéncia
aditiva/subaditiva estudado no exemplo 1.5 e no final da se¢do 2.3. Em analogia a este caso,
apresentamos decomposigoes especificas para o local de maximizacado e para o conjunto
de Aubry. Como os potenciais em questao estao definidos sobre espacos distintos, faz-se
necessario considerar o mapa de projecdo myn : LN x CP4! — N, Ao final desta secéo,
utilizaremos tais conjunto para traduzir a propriedade da finitude segundo a abordagem

dinamicista/ergddica.

Local de maximizacao

A partir do potencial ¢ : ZN x CP?*! — R, obtemos que o local de maximizacio

N (Ske) ' (klog p(£))

k>1

é um conjunto maximizante (em ZN x CP*™!) para o raio espectral conjunto. Isto é uma
consequéncia da proposi¢ao 1.12, a qual também garante que o local de maximizacao da
sequéncia subaditiva Js = {fk XN R}k>1, dado por

N £ (klogp(Z)),

k>1

é um conjunto maximizante (em IV) associado ao raio espectral conjunto. Estabelecemos

a seguinte relacao entre estes locais de maximizacao.

Lema 3.7. Todo conjunto de matrizes £ ndao defectivo verifica

sz(ﬂ (Skso)‘l(klogp )) N fr (klogp ))

k>1 k>1

Demonstragao. Reescrevendo o primeiro termo, reduzimos o enunciado a identidade

U N See(- @) (Klogp(D)) = N £ (klogp(E)).

[fleCcPd—1 k>1 E>1

Note que uma das inclusoes que determinam esta igualdade é imediata de ). Por outro

(2.13
lado, para cada (Mo, My,...) € Mis1 fi ' (k logp():)), existe familia { [T] }k>1 c Cp¢t!
para a qual Skgo((Mo,Ml, c), [ﬁk]) = fiu(Moy, M,...) = klogp(X) para todo k > 1.
Na realidade, sabemos que S,,gp((]\/[o, M, ...), [ﬁk]) = rlog p(X) para qualquer k > r > 1,

tendo em vista que a sequéncia Js é renormalizada. Por causa da compacidade de CP?~?,
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—

a familia de vetores projetivos {[vk]}k>1 possui ao menos um ponto de acumulacao [v],

o qual obedece S.p((Mo, My, ...), [0]) = limy s Spp((Mo, M, ...), [B,]) = rlogp(E)
para todo 7 > 1. Concluimos disto que (Mg, Mi,...) € Ni>; Smp(- : [17])_1 (k’ log p(Z)),
|

donde vale a identidade.

Conjuntos de Aubry

Primeiramente, recapitulamos as formulag¢oes para os pontos de Aubry, dados na
definicdo 1.2 e no exemplo 2.21, para os casos especificos do potencial ¢ : IN x CP4™! — R

e da sequéncia subaditiva Jr = {fk HD RN R}k>1:

1. ((MO,Ml,MQ,...), [17]) € Qp) € IN x CP* se, para todo € > 0 e para qualquer
inteiro L > 1, existem (M|, M, ...) € B(My, My, My, .. .), vetor projetivo [U. 1] € B.([V])

e inteiro r > L tais que

0'74(.]\467 M{, .. ) S BE(M(), Ml, Mg, .. .),

MMM € Bo([d) Srp((Mh, My, ...), [01]) —rlogp(E)| <&
r—1 - VM MoUe, L e\[V

e

2. (Mg, My, My, ...) € Q[Js] C N se, para todo € > 0 e para qualquer inteiro L > 1,
existem (Mg, M{,...) € B.(My, My, My, ...) e inteiro r > L tais que

UT<M6,M{,...> GBE<M0,M1,M2,...) e

fr(Mg, My, ...) —rlog p(X)

< E.

e

Decorrem do corolario 2.23 e do teorema 2.22 que os conjuntos de Aubry descritos
acima, 2(¢) e Q[Jx], sdo maximizante em seus respectivos contextos. Com o intuito de

relacionar tais coletdneas, propomos uma versao vetorial para o conjunto de Aubry.

Defini¢ao 3.8. O conjunto de Aubry vetorial Q (T, [¢]) associado a sequéncia Js e ao
vetor projetivo [#] € CP?"! é formado pelos pontos (Mg, My, My, ...) € IN que verificam,
dados ¢ > 0 e inteiro L > 1, a existéncia de (M{, M7,...) € B.(My, My, Ms,...) e

inteiro r > L tais que

O'T<M67M{,...> EBE(M(),Ml,MQ,...) e

S,mp((]\/[(’), Mj,...), [17]) — rlog,o(Z))6 <e.

Com base nas consideracoes anteriores, provamos o seguinte resultado sobre os

conjuntos de Aubry associados ao raio espectral conjunto.
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Lema 3.9. Todo conjunto de matrizes £ ndao defectivo satisfaz

=N fi'(klogp(@) e m(Ap) ¢ U (% 10) = QAT

k>1 [17] EC]Pd71

A primeira identidade no resultado acima assegura a T-invaridncia de Q[Jx].
Por outro lado, também estabelece que os pontos do local de maximizagao possuem
propriedades nao errantes implicitas. Ja a igualdade entre o conjunto de Aubry e a
unido dos conjuntos de Aubry vetoriais descreve uma decomposicao semelhante a (2.12).

Ademais, conjecturamos que msn (Q(gp)) coincide com [Js].

Demonstracio. Perceba que a sequéncia subaditiva Jy verifica as hipoteses do lema 2.38,
donde segue que Q[Jz] = MNi>1 f,;l(klog p(Z)). Como a sequéncia aditiva {Sxp}r>1
obedece a condigao (3.3), decorre do item (7) do lema 2.38 e do lema 3.7 que

mex (Qp)) € o ( M (Sie) ™" (Klog p(= )) N £ (klogp(5)).
k>1 k>1
Para concluir o resultado, é suficiente mostrar que

U @) = U N Se(-0) (kospD) = N fi' (klogp(x))

[glecpd—1 [7leCpd—1 k>1 k>1

De fato, a tltima igualdade foi obtida no lema 3.7, enquanto que a primeira é imediata
-1
da identidade N>, Skw(- , [17]) (k; log p(Z)) =Q <jz, m), cuja prova ¢ uma simples

adaptacao do argumento realizado na demonstragao do lema 2.38. |

3.2.1 Propriedade da finitude

Um conjunto de matrizes £ = {Mj, ..., My} obedece a propriedade da finitude

se existe um produto matricial M;, ... M; M; (com M; € X) tal que

p(Z) = r(M;

tn—1 "

M M )l/n

Originalmente introduzida como uma suposi¢ao tedrica que viabiliza algoritmos para o
calculo do raio espectral conjunto, tal propriedade pode ser constatada, por exemplo,
quando existe norma extremal de politopo, quando o conjunto X é formado por matrizes
que comutam ou ainda quando as matrizes de X (exceto talvez por uma) tem posto 1. Para
mais detalhes, consulte as referéncias [LW95, GWZ05, Jun09, Mor1l, DHLX12, Dail3|.
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Por outro lado, a propriedade da finitude adquiriu relevancia devido aos contra-exemplos

obtidos de maneira nao construtiva para a seguinte questao.

Conjectura da finitude de Lagarias-Wang (1995). Todo conjunto X = {M, ..., M}

(finito) de matrizes d x d com entradas reais satisfaz a propriedade da finitude.

O primeiro contra-exemplo foi proposto por T. Bousch e J. Mairesse [BM02]

com base na familia a um parametro v € R dada por

s e 11 0 oo (1 er onde >0, hahy >0
L e 1/’ 0 €Hh1+1 ’ eh1+h2<2,
para a qual demonstra-se a existéncia de ao menos um parametro 7 que nao satisfaz

a propriedade da finitude. Elaborando outro argumento, V. Kozyakin [Koz05, Koz07]

garantiu que a familia, com parametros a;q, as > 0,

5 _ I, a b o 10 tal aue bc>1>a,d>0 e
(ar02) =19 g 1) ¢ ¢ e s 1—a)(1—d),
também possui pelo menos um contra-exemplo. Ademais, a existéncia de uma infinidade

de contra-exemplos pertencentes a uma familia a um parametro o > 0 descrita por

a0 0)

foi assegurada por V. Blondel, J. Theys e A. Vladimirov [BTV03]. Um estudo detalhado
desta tltima familia foi desenvolvido em [HMST11, MS13] que forneceu uma estimativa para
o parametro base a ~ 0.7493265463303675579439619480913446720913273702360643173 . . .
com o objetivo de determinar um contra-exemplo explicito para conjectura. Recentemente,
Jenkinson e Pollicott [JP17] apresentaram subconjunto de pares de matrizes reais 2 x 2

que nao cumprem a propriedade da finitude e cuja dimensao de Hausdorff é no minimo 7.

Perceba que nenhuma das consideracoes anteriores invalidam a conjectura da
finitude restrita as matrizes com entradas racionais ou as matrizes com entradas racionais
nao negativas. Em particular, foi demonstrado em [JB08, Jun09] que estes casos sdo

respectivamente equivalentes as afirmacoes abaixo.

Conjecturas da finitude de Blondel-Jungers-Protasov (2008).

(1) Todo par X = {M,, My} de matrizes d x d com sinal — com entradas em {—1,0,1} -

satisfaz a propriedade da finitude.
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(ii) Todo par ¥ = {My, My} de matrizes d X d bindrias — com entradas em {0,1} —

satisfaz a propriedade da finitude;

Os primeiros argumentos que validam tais conjecturas se limitam ao caso de
matrizes 2 X 2 e empregam construgoes explicitas de normas extremais de politopo

(veja [JBO8, CGSZ10]). O caso geral ainda permanece em aberto.

Os conjuntos maximizantes associados ao raio espectral conjunto viabilizam
um simples descrigdo da propriedade da finitude para abordagem dinamicista/ergodica.
Para isto obter, encerramos este capitulo, reformulando caracterizacao da propriedade da

finitude originalmente apresentada por X. Dai, Y. Huang e M. Xiao em [DHX13].

Proposicao 3.10. Um conjunto de matrizes & = {My, ..., My} satisfaz a propriedade
da finitude se, e somente se, existe ao menos um ponto periodico pertencente ao local de

mazximizagdo/conjunto de Aubry associado a alguma coletanea (irredutivel) de matrizes

I, = {Ml(u), e MS(”)} que obedece p(L;) = p(X).

Demonstragio. Determina-se em [DHX11a, Lema 3.5] que as sequéncias de potenciais
T 1) = {fk N R}kzl e Tiso ) = {f,f (N — R}kzﬂ para 1 < ¢ < r, verificam

kh_)rgo; Zkadl/: max{lgirgollc ny,fdl/ 1 <0< r},
para toda probabilidade ergédica v (que denota medida o-invariante tanto em IN quanto
em L) para todo 1 < ¢ < r, devido a uma identificagdo entre os respectivos alfabetos).
Em particular, a igualdade acima independe das normas consideradas em cada sequéncia.
Além disso, podemos supor que X, é irredutivel, ja que desconsideramos o caso p(X) = 0.
Seguem destes fatos que uma probabilidade ergddica v € M. [j(z H-II)} se, e somente se,
V€ Max [j);e] para algum X, que satisfaz p(Z,) = max {p(}:l), e ,p(ZT)} = p(X).

O principal resultado de [DHX13| estabelece que um conjunto finito de ma-
trizes X verifica a propriedade da finitude se, e somente se, existe ponto periddico
(Mg, My, ..., M; ., M,

i, My, ...) € N contido no suporte de alguma medida de pro-
babilidade ergddica v, a qual é maximizante para a sequéncia J(z |.)- Este resultado, em

07 17 n—17

conjunto com a discussao anterior, assegura que a propriedade da finitude também é equi-
valente a existéncia de ponto peridédico (Ml(f ’Z), Mi(f ’Z), e Mi(f’fz, Mi(f’e), Ml-(f ’4), e ) el

contido no suporte de uma probabilidade ergdédica v € M. {‘724} associada a alguma

coletanea irredutivel de matrizes X, tal que p(Z;) = p(X).

Se tal propriedade de existéncia de ponto peridédico é valida, como X, é nao

defectivo, sabemos que o local de maximizacao/conjunto de Aubry Q[Jx,] ¢ um conjunto
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maximizante, donde (M(M), M(Z’e), e Ml(fﬁ, Mi(f’z), M»(M), . ) € suppr C Q[Js,]. Re-

10 i1 7

ciprocamente, a érbita {aj (Mi(f’e), Mi(f’g), o ,Mi(f’_?, Mi(fl), Mi(f’é), . ) :0<j<n~- 1}
estd contida em [Jz,|, devido a o-invaridncia resultante do lema 2.38. Concluimos disto

que a probabilidade o-invariante e ergédica

1 n—1

V= — 0
n Z i (M}“%M.(”),..,,M.(’“’*“ 7M_<fz,e>’M_<e,4>7_”)
= 0 1 tn—1 0 11

¢ medida maximizante para Jz, por possuir suporte coincidindo com a érbita do ponto
periodico (M, MY, M MED MO, ]

7

Decorre deste resultado que o local de maximizagao/conjunto de Aubry dos
pares de matrizes irredutiveis que determinam os contra-exemplos para conjectura de
finitude (listados no inicio desta subsec¢do) nao possuem orbitas periédicas e, portanto,
nao sao subshifts de tipo finito. Este fato sugere que novas ideias e argumentos devem ser
desenvolvidos com o intuito de encontrar tais 6rbitas nos conjuntos maximizantes do raio

espectral conjunto.
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