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Resumo. Neste artigo estudamos a influência da AIDS na expectativa de vida de uma

população a partir de informações de especialistas da área da saúde. No modelo estudado,

supomos que a AIDS influência diretamente a taxa de mortalidade de uma população. A

ferramenta matemática utilizada para incorporar esta hipótese ao modelo é a Teoria dos

Conjuntos Fuzzy. A partir de determinadas caracteŕısticas de um grupo, determinamos o

número médio de indiv́ıduos e a expectativa de vida do grupo estudado.
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1. Introdução

A AIDS (Śındrome da Imunodeficiência Adquirida) tornou-se um problema mundial
de saúde. Páıses onde o controle da AIDS é pequeno, ou inexistente, como alguns da África, a
população HIV-positivo apresenta alta taxa de mortalidade. No Brasil, após o uso da terapia
anti-retroviral, a queda da mortalidade foi de aproximadamente 50% segundo o Ministério
da Saúde.

O objetivo deste trabalho é estudar a influência da AIDS na esperança de vida de
uma população a partir de informações de especialistas da área de saúde. Segundo estes,
as variáveis importantes são a carga viral(v) e o ńıvel de CD4+(c), sendo este o principal
linfócito T que o retrov́ırus HIV ataca ao atingir a corrente sangǘınea.
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Neste modelo, supomos que a AIDS influencia diretamente a taxa de mortalidade
e para modelar essa influência, a ferramenta matemática utilizada é a Teoria dos Con-
juntos Fuzzy. A Teoria dos Conjuntos Fuzzy (Zadeh, 1965), e sistemas (Dubois e Prade,
1980), fornecem uma noção básica para modelar fenômenos com incertezas, como os epi-
demiológicos.

As primeiras aplicações desta teoria em biomatemática foi em diagnóstico médico
(Sanchez, 1977) e (Sanchez e Bartolin, 1990), e é onde se concentram a maioria das aplicações
da teoria fuzzy na medicina. Esta teoria tem se mostrado eficiente na incorporação de
informações de especialistas do fenômeno estudado. Recentemente temos feito uso de tais
técnicas (Barros et al., 2003; Jafelice et al., 2002, 2003).

Na próxima secção, apresentaremos a modelagem fuzzy da influência da AIDS na
taxa de mortalidade de uma popoulação.

2. O Modelo Fuzzy

No Modelo, estamos supondo que num grupo de pessoas as ”causa mortis”sejam
naturais e também influenciadas pelo estágio da AIDS, e que não tenha entrada de pessoas,
isto é, nem nascimentos ou migrações. O número de indiv́ıduos, n(t), vivos no instante t
satisfaz à equação diferencial

dn

dt
= −(λ1 + φ(v, c)λ2)n (2.1)

onde λ1 é a taxa de mortalidade natural, sendo que φ(v, c) indica o grau de influência
da AIDS na mortalidade e λ2 uma constante oportuna de cada grupo que depende do
comportamento social e ambiental do grupo. O número de indiv́ıduos, n(t), solução da
equação diferencial (2.1) é dada por:

n(t) = n(0)e−(λ1+φ(v,c)λ2)t, t > 0. (2.2)

Nas próximas subsecções, estimaremos o parâmetro fuzzy φ(v, c) baseado nas in-
formações médicas lingǘısticas na forma de regras se-então fuzzy.

2.1. Variáveis lingǘısticas e regras fuzzy

Os conjuntos fuzzy são uma maneira de representar conhecimentos e informações
imprecisas. Na prática, valores precisos da influência da AIDS na mortalidade de uma pop-
ulação são raros, mas o especialista sabe avaliar que a influência da mortalidade da AIDS
estão relacionados entre carga viral(v), o ńıvel de CD4+(c) e φ. Nós adotamos uma mode-
lagem baseada em regras fuzzy, com o conhecimento do especialista, que a carga viral(v), o
ńıvel de CD4+(c), e a influência da AIDS na mortalidade (φ) são variáveis lingǘısticas deno-
tadas por V , CD4+ e Φ, respectivamente. A carga viral V tem seus valores em {baixa,média,
alta}, CD4+ em {médio baixo, baixo, médio, alto médio, alto}, a influência da AIDS na
mortalidade Φ no conjunto de termos {fraca, média fraca, média,forte}. As funções de
pertinência que especifica o significado das variáveis lingǘısticas são mostrados nas Figuras
, e para carga viral, ńıvel de CD4+ e influência na mortalidade, respectivamente. A base
de regras que relaciona v, c e φ sugerida pelo especialista são as seguintes:
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• Se V é baixa e CD4+ é muito baixo então Φ é forte.

• Se V é baixa e CD4+ é baixo então Φ é média.

• Se V é baixa e CD4+ é médio então Φ é média.

• Se V é baixa e CD4+ é médio alto então Φ é média fraca.

• Se V é baixa e CD4+ é alto então Φ é fraca.

• Se V é média e CD4+ é muito baixo então Φ é forte.

• Se V é média e CD4+ é baixo então Φ é forte.

• Se V é média e CD4+ é médio então Φ é média.

• Se V é média e CD4+ é médio alto então Φ é média fraca.

• Se V é média e CD4+ é alto então Φ é fraca.

• Se V é alta e CD4+ é muito baixo então Φ é forte.

• Se V é alta e CD4+ é baixo então Φ é forte.

• Se V é alta e CD4+ é médio então Φ é média.

• Se V é alta e CD4+ é médio alto então Φ é média.

• Se V é alta e CD4+ é alto então Φ é média.
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Figura 1: Funções de pertinência da carga viral (V ).
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Figura 2: Funções de pertinência do ńıvel de CD4+ .
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Figura 3: Funções de pertinência de influência da AIDS na mortalidade (Φ).
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2.2. A infuência da AIDS na mortalidade φ

Dada a base de regras acima e usando a Método de inferência de Mamdani com
defuzzificação o centro de gravidade, nós podemos calcular os valores de φ = φ(v, c) para
valores da carga viral e os respectivos valores do ńıvel de CD4+ (veja a equação (2.3)).

c(v) =
r

a + βv
(2.3)

Esta relação entre ńıvel de CD4+ e a carga viral foi obtida a partir do modelo
microscópico (Novak e Bangham, 1996), sem o uso de terapia anti-retroviral. Novak e
Bangham (1996) faz um estudo sobre a dinâmica do retrov́ırus HIV e do linfócito T CD4+,
e com alguns cálculos obtemos o CD4+ (c) em função da carga viral v, os parâmetros
utilizados são r = 0.3, a = 0.1 e β = 1. Na Figura 4, we produzimos o resultado da
inferência fuzzy e a defuzzificação. Nós 1) aproximamos a curva defuzificada da influência
da AIDS pela curva φ(v, c), e 2) projetamos a curva φ(v, c) no plano v × φ, a projeção da
função φ(v, c) torna-se (2.2), como ilustra a Figura 5.
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Figura 4: Aproximação da influência da AIDS na mortalidade para valores de c(v) e sua
projeção no plano v × φ.

φ(v) =







0 se v < vmin
v−vmin

vM−vmin
vmin ≤ v ≤ vM

1 se vM < v < vmax

A Figura 5, foi constrúıda levando-se em conta que vmin representa a quantidade
mı́nima de v́ırus necessária para que o indiv́ıduo se torne sintomático, vM representa a carga
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viral a partir do qual a chance de se tornar sintomático é máxima. Finalmente, admitimos
que a carga viral é limitada por um valor máximo, vmax. As definições de vmin e vM são
feitas a partir do momento que o indiv́ıduo torna-se sintomático porque só desta forma ele
teria chance de morrer.
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Figura 5: Influência da AIDS na mortalidade (Φ) em função de v.

Assim, a equação (2.2) terá a seguinte forma (2.4), isto é, o número de indiv́ıduos
vivos no instante t é:

n(t) = n(0)e−(λ1+φ(v)λ2)t, t > 0. (2.4)

Na próxima secção, calcularemos o número médio e a expectativa de vida dos in-
div́ıduos para uma determinada densidade de distribuição da carga viral.

3. Número médio e a expectativa de vida dos indiv́ıduos

O número médio de indiv́ıduos é dado como segue:

〈n(t)〉 = n(0)

∫

R

e−(λ1+φ(v)λ2)t
ρ(v)

δ
dv (3.5)
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onde a densidade de distribuição da carga viral é dada pelo conjunto fuzzy triangular, de
acordo com a seguinte função de pertinência:

ρ(v) =















0 se v ≤ v − δ
1
δ
(v − v + δ) v − δ < v ≤ v

−1
δ

(v − v − δ) v < v ≤ v + δ
0 se v > v + δ

(3.6)

O parâmetro v é um valor central e δ é a dispersão de cada um dos conjuntos fuzzy
que definem os valores da variável lingǘıstica. Estes conjuntos fuzzy serão definidos a partir
dos valores vmin, vM e vmax que aparecem na definição de λ.
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Figura 6: Função de pertinência adotada para o conjunto fuzzy assumido por V.

A expectativa(E) de vida do grupo é dada por

E =

∫

R

1

λ1 + φ(v)λ2

ρ(v)

δ
dv (3.7)

Vamos considerar a carga viral do grupo HIV-positivo estudado (V) como uma variável
lingǘıstica com valores fraca, média e forte, sendo cada um desses valores caracterizados por
conjuntos fuzzy triangulares, de acordo com (3.6), cada um destes valores sendo um número
fuzzy que dependem de vmin, vM e vmax que aparecem na definição de λ.

1. Caso: Carga viral baixa (V
−
).

Neste caso, tomamos vmin > v + δ. Portanto,

〈n(t)〉 = n(0)e−λ1t (3.8)
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E =
1

λ1
(3.9)

2. Caso: Carga viral alta (V+).
Neste caso, tomamos vM ≤ v − δ e v + δ ≤ vmax. Conclúımos que:

〈n(t)〉 = n(0)e−(λ1+λ2)t (3.10)

E =
1

λ1 + λ2
(3.11)

3. Caso: Carga viral média (V +
−

).
Neste caso, tomamos v − δ > vmin e v + δ < vM . Temos que:
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Figura 7: Carga viral média.

〈n(0)〉 = n(0)

〈n(t)〉 =
n(0)e−λ1t

δ2t2λ2
2

[−2(vM − vmin)2e
−(

v−vmin

vM −vmin
)λ2t

+ (vM − vmin)2e
−(

v−δ−vmin

vM −vmin
)λ2t

+ (vM − vmin)2e
−(

v+δ−vmin

vM −vmin
)λ2t

] (3.12)
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E =
vM − vmin

δ2
[−[

vmin

λ2
− (vM − vmin)

λ1

λ2
2

]ln[(v − δ − vmin)λ2 + (vM − vmin)λ1]

+
v − δ

λ2
ln[(v−δ−vmin)λ2+(vM −vmin)λ1]+2[

vmin

λ2
−(vM −vmin)

λ1

λ2
2

]ln[(v−vmin)λ2+

(vM − vmin)λ1] −
2v

λ2
ln[(v − vmin)λ2 + (vM − vmin)λ1]]

−
vM − vmin

δ
[[

vmin

λ2
− (vM − vmin)

λ1

λ2
2

]ln[(v + δ − vmin)λ2 + (vM − vmin)λ1]

−
v + δ

λ2
ln[(v + δ − vmin)λ2 + (vM − vmin)λ1]] (3.13)
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Figura 8: Número médio de indiv́ıduos.

A Figura 8 mostra o número médio de indiv́ıduos para cada grupo estudado, con-
siderando n(0) = 24.500.000, λ1 = 1/58 e λ2 = 1/38−1/58, estes dados foram obtidos da re-
portagem ’África, um continente em extinção?’ do site www.lepanto.org.br/notAfrica.html.
Esta reportagem relata dados da ONU, obtidos na África, onde estima-se 24.500.000 pessoas
portadores do v́ırus HIV, assim tomaremos este valor como n(0).

Outra informação importante é que ’A média da expectativa de vida baixou em cerca
de 20 anos; em Moçambique ela é agora de apenas 38 anos’. Assim, tomamos a taxa de
mortalidade natural λ1 = 1/58, o inverso da expectativa de vida natural e λ2 = 1/38−1/58.
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Os valores vmin = 0.05 e vM = 0.6 foram obtidos a partir da base de regras e dos valores
de φ(v, c) da Figura 4. A expectativa de vida de cada grupo, calculada para os valores
anteriores são:

1. Caso: Carga viral baixa (V
−
).

E = 58anos

2. Caso: Carga viral alta (V+).
E = 38anos

3. Caso: Carga viral média (V +
−

).

E ∼= 47anos

4. Conclusão

Este trabalho inicial tem mostrado resultados animadores, as comparações qualita-
tivas são coerentes com os resultados das pesquisas conduzidas pela ONU no continente
africano, porque o modelo que adotamos, não leva em conta o tratamento com terapia
anti-retroviral.
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