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Resumo. Estudamos os problemas do tipo Cauchy (PC), considerando os parametros
e/ou as condigbes inicias da equagdo diferencial dados por subconjuntos fuzzy. A partir
da definicdo de fluxo da equacdo dada no (PC) definimos o fluxo do andlogo fuzzy como
sendo a obtida através da aplicacdo do principio de extensdo de Zadeh no fluxo cléssico.
Definimos também estabilidade de um equilibrio fuzzy.
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1. Introducao

Considere o problema do valor inicial auténomo

{6 2 & a

onde f € C*(U),U é um aberto de R™.
Consideramos problemas do tipo:

{ P = () 19

Zg = X,

onde Xy é um conjunto fuzzy.
Considerando o fluxo da equacdo dada em (1.1) obtemos o fluxo do andlogo fuzzy
aplicando o Principio de extensao de Zadeh no fluxo obtido inicialmente, definimos também
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equilibrio fuzzy e a estabilidade local do mesmo através da distancia de Hausdorf. Final-
izamos este trabalho com o modelo de Malthus onde a condigao inicial é fuzzy e mostramos
que a origem que no modelo clédssico era assintoticamente estavel permanece com o mesmo
comportamento no modelo fuzzy.

2. Preliminares

Primeiramente daremos a definicdo de C"—semigrupo, pois a definicdo de fluxo de
uma equacao diferencial é um caso particular da mesma.

Definicao 1 Sejam X espago métrico completo, Rt = [0,00). Uma famdlia de aplicagies
Tt): X — X,t >0, € dito ser um C"-semigrupo ou fluro para r € RT, se:

1. T(0) =1,
2. T(t+s)=T()oT(s),t >0,5>0;
3. T(t)x € C"(RT x X).

Definigao 2 Sejam U C R™, aberto, f € CH(U) e ¢4(x) a solugio de (1.1) por zo definido
sobre seu intervalo mazimal de existéncia I(xo). Entdo, para t € I(xzg), o conjunto das
aplicagoes @, : U — U definido por

wi(x0) = @(t, o)

satisfazendo as propriedades da definicao 1 € denominado o fluro da equacdo diferencial
(1.1) ou o fluro definido pela equagdo diferencial (1.1); é também denominado o fluzo do
campo vetorial f(x) ou um sistema dindmico.

A seguir daremos os conceitos basicos da teoria de conjuntos fuzzy para a anélise da
teoria de estabilidade proposto neste trabalho.

Um subconjunto fuzzy U C de R", é definido pelo conjunto de pares ordenados
(u, p(u)),u € R™ onde py : R™ — [0,1] é uma fungdo chamada grau de pertinéncia, indi-
cando o grau com que u estd em U, onde os graus 0 e 1 representam, respectivamente, a nao
pertinéncia e a pertinéncia méaxima ao conjunto fuzzy.

Para simplificar a notagdo indicaremos a func¢ao de pertinéncia uy por U.

Para 0 < a < 1 denotaremos por [U]* = {z € R" / U(z) > a} o a-nivel de U e
[U]° =supp U = {z € R"/ U(z) > 0}, denominado o suporte de U.

Denotemos por F(R™) o espago de todos os conjuntos fuzzy compactos.

As operagoes de soma e produto por escalar sobre F(R™) sao definidas por

U+ V)(@) = sp(UG) A V(=) e o) ={ B 220

onde X0} € a caracteristica do zero.
As operacoes de soma e produto escalar para os niveis de conjuntos fuzzy sao definidos
da seguinte maneira:
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[U+ V)™ = [U]* + [V]* e [\U]® = A[U]* Va € [0, 1].

Também podemos definir uma métrica sobre F(R™) como segue

D(u,v) = sup h([u]®,[v]),

0<a<1
onde h é a métrica de Hausdorff e,

h(u,v) = Sup maz [[u]®, [v]?]

Exemplo 1 Seu e v sdo nimeros fuzzy em E' tal que [u]® = [uf, u§], [v]* = [v¥,vS] temos
que

h(u,v) = sup max{| uf —of |,| vy —vg |},
0<a<1

isto é, h(u,v) € a distdncia mazimal entre os niveis de u e v.

A

D(U, V) =|u-V|
AN

v

‘u V

Figura 1: Distancia de Hausdorff entre os nimeros tridngulares fuzzy simétricos A e B

3. Estabilidade Local Fuzzy

Dado o problema do valor inicial auténomo,

{izg = J) 59

Zo,

se a condigao inicial é incerta temos o seguinte problema do valor inicial fuzzy associado,

{a%w = [ 5.9

xo € )Q%

onde Xy é um conjunto fuzzy.
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Proposicao 1 Seja ¢i(xg) o fluzo associado ao problema deterministico (3.3), entdo a
extensio oy : F(R™) — F(R™) que associa a cada Xo € F(R™), $,(Xo) € o fluro associado
a (3.4).

De fato,

Primeiramente notemos que se ¢;(xg) é continua, entdo p;(Xg) também é continua,
(Romén-Flores et al., 2001).

Agora, por (Fuller e Keresztfalvi, 1990) e pela defini¢ao 1, para o € [0, 1], temos:

L [@:(X0)]* = @e([Xo]¥) = [Xo]*;
2. [@r4s(X0)]" = @145 ([X0]¥) = r(ps([Xo]™)) = [@1(#:(Xo0))]*-

A seguir definiremos ponto de equilibrio (ponto estaciondrio) no contexto fuzzy através
do fluxo extendido.

Defini¢ao 3 Dizemos que Xo € F(R™) é um ponto de equilibrio fuzzy se
¢(Xo) = Xo,Vt >0

ou equivalentemnte, B B
[@¢(Xo)]* = [Xo]*, Vo € [0,1].

Definicdo 4 Um ponto de equilibrio Xo de (3.4) € estivel se dado ¢ > 0,
36 = d(e) > 0, tal que,

D(Xo, Xo) < 9, Xg € F(R"), entio D(3:(Xo),Xo) < &,Vt > 0.
E, X ¢ assintoticamente estdvel se for estdvel e Ir > 0 tal que

lim D(3:(Xo), Xo) =0,VX € F(R") se D(Xo,Xo) <7

t——+o0

Exemplo 2 Dado o problema do valor inicial cldssico

{ i I (3.5)

podemos verificar que a origem € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel para a > 0
e que a solucio da mesma é dada por pi(xo) = zoe .
Considerando a andlogo fuzzy de (3.5),

() = —ax(t)
{x(%)) c )go, (3.6)

onde a condi¢do inicial € um nidmero fuzzy. Entdo pela defini¢ao e por (Filler e Keresztfalvi,
1990), temos que os a—niveis do fluzo de (3.6) sdo dados por

[20(X0)]" = @1 ([X0]%) = [2G1e™ ", afe™ "],
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pois (o) € uma fungao continua em relagdo a xg e [Xo]® = [25y, 28s)-
Logo, o tnico equilibrio de (3.6) ¢ xoy, pois por defini¢io temos

at a _—at] __ « [e% o _ o
s zooe” ] = [201, 2ol VE > 0, se x5 = x5 = 0.

o -
[z51e
Além disso, x{oy € assintoticamente estdvel, pois

1. Xx{oy € estavel.

De fato,
Dado € > 0,30 =0(e) =¢/M > 0, tal que | Xo ||< 6, entdo
D(:(Xo),xg03) = sup h([ee(X0)]% [x{03]%)
0<a<1
= sup h(pi([X0]),0)
0<a<l

= sup max{] x81 | e, | o2 | €7}
0<a<1

e”"maz{| x4y || 26y [} < (e/M).M = .

2. lim D(@(Xo).xq0)) = im |l e *maz{| f, || 25, |} = 0.
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