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Prefácio 
 
Em época de dólar inflacionado e escasseamento de árvores, a 

publicação de qualquer coisa em papel é uma temeridade e uma grande 
responsabilidade, mais ainda tratando-se de um grupo de indivíduos onde vários 
deles são comuns aos grupos dos duríssimos de caixa e dos radicais da 
preservação ambiental. 

 
Com este preâmbulo o leitor que chegou até este prefácio pelo menos 

pode se certificar de que não foi pouco o esforço despendido nem menor a dor 
de consciência na confecção de várias das páginas que se encontram pela frente. 
É claro que somente esforço e boas intenções não são suficientes para garantir a 
qualidade de literatura, seja ela qual for, mas são, sem dúvida, quesitos 
necessários; “aquilo que foi escrito sem esforço será lido com desgosto”, já 
dizia Samuel Johnson. 

 
Mas há ainda um segundo ingrediente extra a ser considerado. Esta é a 

XII Revista de Biomatemática e, portanto, não será presunçoso dizer que ela 
traz uma grande experiência acumulada. O Grupo de BioMatemática do 
IMECC-UNICAMP, que é pioneiro na área no Brasil, iniciou a sua atuação 
efetiva há aproximadamente quinze anos. Observando-se que o tempo de 
gestação de pessoal nesta área é muito menor do que de seus laranjas 
biológicos, é possível que já tenhamos hoje três gerações de biomatemáticos 
espalhados pelo Brasil e América Latina. Por outro lado, em semelhança aos 
espécimes biológicos, as gerações que se sucedem, uma vez que disponham de 
nutrientes em maior e melhor qualidade, e façam uso deles, têm a oportunidade 
de se aperfeiçoarem progressivamente. Essa e as outras Revistas têm a 
pretensão de contribuir para a disseminação mútua e aumento de nutrientes 
adequados. 

 
Entretanto, sabemos também que o aumento populacional de 

biomatemáticos depende da geração de novos indivíduos o que neste caso 
específico só poderá acontecer por processo de adoção, ou melhor, por sedução. 
Neste aspecto a Biomatemática tem sido menos convincente do que se poderia 
esperar de uma área  tão fascinante. Várias razões são aparentes e outras 
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misteriosas. Dentre as primeiras, a mais notável é sem dúvida a militante 
resistência cultural, burocrática e intestinal que a universidade brasileira 
apresenta contra atividades interdisciplinares. E, no caso específico da 
Biomatemática, esta resistência se encontra em suas duas margens. Isto talvez 
surpreenda um observador superficial que forme sua opinião pela medida do 
tanto que falam sem verificar o que fazem. Muito daquilo que é normalmente 
propagandeado como sendo resultado de colaboração interdisciplinar não passa 
de um mero jogo de palavras ou de compra e uso de “caixas-pretas”.  

 
Na contra-mão dessa tendência, a Revista de Biomatemática é também 

um esforço ativo da margem de cá, a matemática, em lançar as bases de uma 
ponte interdisciplinar que possa  oferecer a possibilidade de um trânsito denso 
nas duas direções. 

 
Enfim, espero que o(a) leitor(a) tenha uma agradável travessia pelo 

caldo nutriente, que morda uma isca e que em futuras edições venha se co-
responsabilizar com a derrubada de mais algumas árvores. 

 
Terminando, falemos de dinheiro.O mesmo Johnson ,acima citado, disse 

também que “apenas um cabeça de bagre teria a capacidade de pensar em 
escrever um livro sem pensar no dinheiro”. Portanto, estamos bem justificados 
em cobrar-lhe alguma coisa por essa Revista. 

 
Se, todavia, você não apreciar o conteúdo do presente volume, devo lhe 

avisar que o seu “dólar” não voltará e sugiro que, pelo menos, remeta o seu 
exemplar para o reciclável, dando-lhe assim a oportunidade de ressurgir em um 
próximo número sem dor de consciência ecológica. 

 
Wilson C. Ferreira Jr. 
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evolutivo de um sistema de EDP descritivo do mal-das-cadeiras 
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O Problema 

Neste trabalho, o objetivo é o de recorrer a instrumental numérico em sistemas do tipo 

SIR ou SIRS com difusão espacial a que iremos acrescentar determinadas hipóteses 

relacionadas a um estudo de caso. Neste exemplo, iremos tentar descrever algumas das 

hipóteses relacionadas à avaliação do mal-das-cadeiras em populações de capivaras, 

uma epidemia com espalhamento espacial cíclico em determinadas situações com tal 

tipo de roedor em ambientes naturais. A idéia, então, seria a de colocar um modelo SIR 

ou SIM, porém apenas com equações para Suscetíveis e Infectados, já que os 

removidos o são por morte (o que explica a sigla: SIM), simulando o comportamento 

evolutivo da epidemia citada. Este modelo incluiria a dispersão espacial das capivaras 

infectadas, o contágio das suscetíveis, e uma dinâmica populacional das suscetíveis, já 

que as infectadas praticamente não se reproduzem como tal. Além disto, como a 

população inicial de capivaras suscetíveis é homogênea, nada ocorre em termos de 

difusibilidade numa fase inicial, mas a variação espacial e temporal surge quando, por 

contágio, parte da população de animais suscetíveis passa a infectados e estes, após 

algum tempo, a mortos (ou removidos). O primeiro modelo não irá incluir insetos 

transmissores do trypanopssoma equus causador desse mal endêmico.
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O Modelo Matemático 

Este primeiro modelo é dado, conseqüentemente, por: 
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Uma condição inicial possível é dada por S(x,y;0) = S0, constante em todo o domínio, 

por M(x,y;0) = 0 e por I(x,y;0) = I0(x,y), onde se supõe uma população de animais 

sadios, e suscetíveis, homogeneamente distribuída pelo domínio do estudo, e uma 

população de infectados concentrada em alguma sub-região do domínio Ω. As 

condições de contorno são – numa modelagem exploratória, inicial - de tipo Dirichlet e 

von Neumann homogêneas, indicando partes de fronteira ∂Ω em que há um obstáculo 

à passagem de indivíduos da espécie estudada (Γ1) e onde não há indivíduos (Γ0): 
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   (2) 

Os parâmetros que figuram em (1) indicam, como é usual: 

• αS  e  αI  são, respectivamente, os parâmetros de dispersão populacional de 

Suscetíveis e de Infectados; 
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• σS  e  σI  são, por sua vez, parâmetros indicativos da hostilidade do meio, para 

Suscetíveis e Infectados, respectivamente; 

• V  indica (se necessário) uma direção preferencial de movimento de indivíduos 

suscetíveis, com div(V) = 0; 

• λ  fornece a taxa intrínseca de reprodução (considerada aqui para um modelo de 

dinâmica logística) de elementos Suscetíveis da espécie; 

• K  é a capacidade de suporte do meio; 

• β  dá a taxa de infecção; e 

• γ  é a taxa de falecimento de indivíduos infectados. 

Uma das razões que motiva o uso experimental deste modelo consiste no fato se obter 

um falso estado estacionário, dado por: 

)K..(
).().(K.

  I

  S

IS

I

β−λβ
γ+σλ−λ−σβ

=

β
γ+σ

=    (3) 

Este par de valores, ainda que permaneça (pelo menos teoricamente) estável em termos 

das respectivas populações de animais suscetíveis e infectados, irá corresponder a uma 

variação linear no tempo para a população de indivíduos mortos, contrabalançando o 

crescimento da população pela reprodução dos sadios. Evidentemente esta terna dada 

por ( M(t) ,I,S ) depende de serem também constantes todos os parâmetros envolvidos. 

Do ponto de vista da população efetivamente afetada, isto pareceria apontar para um 

equilíbrio populacional possível com a coexistência de animais sadios e infectados. As 

condições de variabilidade, porém, tanto nas características das espécies, quanto em 

fatores que fazem variar coeficientes de contágio e de infecção, bem como de remoção, 

descartam essa convivência estática da doença no meio de uma população. 
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Isto posto, iremos recorrer a métodos de aproximação para descrever soluções do 

sistema (6) acima, incorporando características qualitativas com as quais se possa 

analisar o mal-das-cadeiras que pretendemos avaliar em uma população endêmica. 

Desse modo, iremos aproximar taxa de infecção – que descreve o contágio – por uma 

senoidal, que deve retratar (numa primeira aproximação) a variação periódica sazonal 

da população do inseto transmissor. Serão aqui consideradas apenas as moscas 

varejeiras ou “tábanos” já que o presente modelo não irá incluir os barbeiros ou 

“vinchucas” que, embora transmissores, não se manifestam significativamente no meio 

estudado. Assim, associando a ação do transmissor à sua densidade populacional, sua 

disponibilidade, teremos de (6), substituindo a taxa de infecção constante β pela 

expressão β+δ.sin(π.t/6):  
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             (4) 

com S(x, y, 0) = S0 = constante, M(x, y; 0) = 0 e I(x, y, 0) = I0(x, y), além de satisfazer 

a (2). A unidade temporal aqui usada é o mês (o que justifica o termo oscilatório anual 

π.t/6 em (4)). 

Abrimos mão, evidentemente da exibição de uma expressão simples para a solução 

analítica, e dedicamo-nos, aqui, à busca e ao manejo exploratório de soluções 

aproximadas. O objetivo, muito mais do que defender que tais soluções retratariam 

realidades possíveis, é o de criar uma cultura de modelos para que, à medida que novas 

características de cenários reais e efetivos sejam incorporadas ao modelo, uma intuição 
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adquirida auxilie na consideração avaliativa das soluções aproximadas, permitindo 

uma crítica efetiva do uso do modelo e de seus resultados. 
Nessas condições, passaremos à formulação variacional do sistema acima descrito, 

escolhendo antes espaços funcionais convenientes para esta linha de trabalho: 

}. 0v  e   )(Hv:v{V

} 0u  e  )(L
t
u ,  )(Hu  T], (0,t :u  {  H

0

1

0

21

=Ω∈=

=Ω∈
∂
∂

Ω∈∈∀=

Γ

Γ       (5) 

O que se obtém é, então: 
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Ora, para ∀ t∈(0, T], este sistema, com o uso do Teorema de Green e a incorporação 

das condições de contorno de Dirichlet e de Von Neumann homogêneas, leva a:  
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(6) 
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Há, ainda, que se exigir das funções procuradas S, I e M que satisfaçam as condições 

iniciais, S(x, y, 0) = S0 = constante, I(x, y, 0) = I0(x, y), e M(x, y; 0) = 0. 

 

Discretização 

Deste modo, obtivemos a formulação fraca, ou variacional, do problema originalmente 

proposto, formulação apropriada para a discretização via Método de Galerkin, com 

Elementos Finitos. Além disto iremos recorrer a Crank-Nicolson na discretização da 

variável temporal. Para isto, na prática, é necessário promover uma separação de 

variáveis: tratamentos diferenciados para a variável tempo e para as espaciais. O 

espaço de Hilbert  H será aproximado  por subespaços  Vh  cujos elementos são da 

forma 

    .)y,x().t(cv
N
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As funções ϕ1, ϕ2, ϕ3 ... ϕN geram um subespaço Vh do espaço V de funções teste. 

As soluções de (6)  S, I e  M serão aproximadas por expressões do tipo: 
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o que, em (6), leva ao sistema não-linear de Equações Diferenciais Ordinárias: 
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(8) 

O passo seguinte é o de se substituírem os termos de variação temporal, usando o 

método implícito de Crank-Nicolson:  
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Denominando pj
(n), qj

(n) e rj
(n)  as aproximações de  p, q e de  r nos nós ( xj , yj , tn), 

pode-se usar (9) e voltar a (8) para obter uma nova aproximação do sistema dado aí:  
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      (10) 

As condições iniciais também têm que ser discretizadas: 

Sj
(0) = S0(xj, yj) = S0 , Ij

(0) = I0(xj, yj)  e  Mj
(0) = 0, j = 1,..., N.        (11) 

Nesta expressão, separando os termos em tn+1 e em tn, obtêm-se:  
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Reagrupando convenientemente os termos de (12), visando facilitar uma expressão que 

conduza de modo mais natural às manipulações algorítmicas, obtem-se:  
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Algoritmo 

Este sistema pode ser expresso de modo bastante resumido (visando a explicitação do 

procedimento algorítmico de aproximação) como: 

US(S(n), S(n+1), I(n), I(n+1)).S(n+1) = WS(S(n), S(n+1), I(n), I(n+1)).S(n), 

UI(S(n), S(n+1), I(n), I(n+1)).I(n+1) = WI(S(n), S(n+1), I(n), I(n+1)).I(n), e 

UM.M(n+1) = WM.M(n) + w(I(n), I(n+1)), onde os operadores não lineares US, WS, UI, WI e 

as matrizes UM e WM, além do vetor w(I(n+1), I(n)), são dados, respectivamente por:  
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A obtenção dos valores de S(n+1), I(n+1) e M(n+1) será por meio do seguinte esquema 

identificado como (14) e expresso tanto de modo didático quanto algorítmico: 

      A partir de S(0), I(0) e M(0) 

1. Obter S(*) da equação linear 

US(S(0), S(0), I(0), I(0)).S(*) = WS(S(0), S(0), I(0), I(0)).S(0); 

2. Obter I(*) da equação linear 

UI(S(0), S(*), I(0), I(0)).I(*) = WI(S(0), S(*), I(0), I(0)).I(0);   (14) 

3. Obter M(*) da equação linear 

UM.M(*) = WM.M(0)+w (I(0), I(*)); 

4. Obter S(**) da equação linear 

US(S(0), S(*), I(0), I(*)).S(**) = WS(S(0), S(*), I(0), I(*)).S(0); 

5. Obter I(**) da equação linear 

UI(S(0), S(**), I(0), I(*)).I(**) = WI(S(0), S(**), I(0), I(*)).I(0); 

6. Obter M(**) da equação linear 

UM.M(**) = WM.M(0)+w (I(0), I(**)); 

7. De modo análogo, obter S(***), I(***) e M(***); 

8. Depois de um número relativamente pequeno de iterações deste tipo, fazer 

S(1)= S(**...*), I(1)= I(**...*) e M(1)= M(**...*); 

9. Este procedimento triplo é repetido para cada passo no tempo para se obter: 

US(S(n), S(*...), I(n), I(*...)).S(**...) = WS(S(n), S(*...), I(n), I(*...)).S(n),  

UI(S(n), S(**...), I(n), I(*...)).I(**...) = WI(S(n), S(**...), I(n), I(*...)).I(n), e 

UM.M(**...) = WM.M(n)+w (I(n), I(**...)); 

10. Fazer S(n+1)= S(**...), I(n+1)= I(**...) e M(n+1)= M(**...). 
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Simulações 

Este algoritmo do modo como é aqui apresentado, repete em diversas dimensões um 

trabalho anterior, para uma única equação, de Peaceman e Rachford, onde além da 

sugestão para contornar iterativamente a não-linearidade do sistema, temos resultados 

de convergência. 

Este programa foi rodado no aplicativo Matlab visando, por um lado, utilizar os 

recursos de matrizes esparsas, e, por outro, os de visualização (principalmente plot, 

surf e contour). Embora os ensaios iniciais tenham demorado razoavelmente, 

execuções mais recentes têm se revelado animadoramente rápidas.  

Nas figuras abaixo, temos de início (fig. 1), as curvas de nível dos três compartimentos 

após 300 passos no tempo, mais a condição inicial da população de infectados. Neste 

domínio idealizado, podemos ver a simulação de uma situação possível: uma “invasão” 

no domínio de animais suscetíveis por um pequeno grupo de capivaras infectadas 

(presentes no canto superior direito – e só.). Nas imagens, podemos ver, ressalvadas as 

diferenças de concentração, a presença complementar de infectados e de suscetíveis, 

com a presença de morte “seguindo” a população de animais doentes. 

2 4 6 8 10 12

2

4

6

8

suscet.

2 4 6 8 10 12

2

4

6

8

infect.

2 4 6 8 10 12

2

4

6

8

mortos

2 4 6 8 10 12
1

2

3

4

5

6

7

8
Condicao inicial (infectados)

 
Figura 1 
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Na fig. 2, o quarto gráfico ilustra a evolução de um ponto no interior do domínio, e 

pode ser observada a mortalidade devida à doença, mais uma recuperação populacional 

seguindo uma curva que, a um tempo, sugere a periodicidade senoidal acoplada a uma 

evolução de tipo logístico. Este comportamento na simulação numérica do modelo é 

condizente com as informações locais, que dão conta de uma larga mortalidade seguida 

de uma lenta e segura recuperação populacional. 
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Nestas figuras (3. e 4.) temos a mesma situação, porém como o tempo final foi 

aumentado, com um conseqüente aumento no número de passos no tempo, temos os 
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efeitos realçados. Assim, podemos ver, novamente, o comportamento que chamaremos 

aqui de complementar, no sentido de populações de compartimentos diferentes (S e I) 

ocuparem espaços disjuntos. Além disso, no gráfico inferior, à direita, podemos 

acompanhar, de novo, a característica periódica acoplada ao crescimento populacional 

de animais suscetíveis, uma vez vencida a queda de concentração devida à endemia. 

 

 

Conclusão 
 
Ainda que sejam válidas muitas das críticas feitas a modelos deste tipo, restritas a uma 

só espécie, simulações deste tipo têm provado ser bastante úteis na confirmação de 

hipóteses, na verificação de valores para parâmetros de difícil obtenção e bb 
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Introdução 
 
No trabalho intitulado “Uma estratégia numérica para a simulação numérica do 

comportamento evolutivo de um sistema de EDP descritivo do mal-das-cadeiras de 

capivaras – taxa periódica de infecção” foi apresentada uma modelagem em que se fez 

a suposição de que o contágio de uma epidemia de mal-das-cadeiras numa população 

de capivaras variaria com as características oscilatórias periódicas da população do 

inseto transmissor e, no lugar do parâmetro constante indicativo de um contágio 

invariante, uma senoidal representou, então, o efeito da variação da população de 

insetos transmissores em termos do contágio entre roedores suscetíveis e infectados. 

Uma outra possibilidade, porém, de modelar o comportamento social desta endemia 

usando sistemas do tipo SIR com espalhamento espacial poderia ser a de incluir no 

sistema, além dos três compartimentos de capivaras (suscetíveis, infectadas e mortas), 

dois compartimentos do inseto, o dos portadores e dos não-portadores do protozoário 

causador do mal, além da dinâmica populacional do vetor. Neste novo quadro, os 

roedores continuarão a ser identificados em termos compartimentais como os 

suscetíveis (S(t)), os infectados (I(t)) e os mortos (M(t)), enquanto os insetos são 

divididos em portadores (P(t)) e não-portadores (N(t)). Incluindo as "varejeiras" ou 
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"mutucas" e sua dinâmica populacional, não é mais necessário modelar, com a senoidal 

adotada anteriormente, a influência abiótica em termos climáticos sobre a população, 

mas é necessário incluir aquelas características de dinâmica populacional dos insetos 

transmissores que permitam incluir sua reprodução e dependência logística da 

densidade.  

 

O Modelo Matemático 
 
O modelo proposto, na linha daqueles citados no levantamento bibliográfico é dado 

por: 

 

S  I  M 

     

N  P   

 

 

Aqui, além das passagens possíveis de um compartimento ao seguinte, destacam-se, 

com linhas pontilhadas, as possibilidades de contágio, isto é, de um roedor suscetível 

em contato com um inseto portador do protozoário ou de um inseto não portador com 

uma capivara infectada. Assim, o que se tem é: 
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Apesar de se repetirem alguns dos coeficientes já descritos no modelo anterior nos 

quais havia apenas três compartimentos, vale a pena defini-los formalmente: 

αS: dispersão populacional (difusibilidade) das capivaras não 

contaminadas, 

αI: dispersão populacional das capivaras infectadas, 

αN: dispersão populacional dos insetos – que assumimos ser a mesma para 

portadores e não portadores, 

σS: mortalidade de capivaras suscetíveis por fatores representativos de 

hostilidade do meio, 

σI: mortalidade de capivaras infectadas por fatores representativos da 

hostilidade do meio - e não pela infecção em si, e 

σN: mortalidade de insetos por fatores representativos da hostilidade do 

meio (este coeficiente é igual para insetos portadores e não portadores 

do protozoário). 
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λS: taxa intrínseca de crescimento de capivaras sadias, e 

λN: taxa intrínseca de crescimento dos insetos (considera-se que insetos 

portadores e insetos não-portadores têm ambos crias não-portadoras). 

β1: taxa de infecção de capivaras sadias por contato (picada) de insetos 

portadores, 

β2: taxa de transformação de insetos não portadores em portadores por 

contato (picada) em capivaras infectadas. 

γ: taxa de mortalidade de capivaras infectadas. 

K1: capacidade de suporte do meio para as capivaras e 

K2: capacidade de suporte do meio para insetos (portadores ou não). 

Ainda, 

V: vetor direção e intensidade de uma possível migração de capivaras e 

W: vetor direção e intensidade de uma possível migração de insetos. 

 

As condições de contorno que serão aqui usadas são de tipo homogêneo misto, com 

partes da fronteira em que não há capivaras nem varejeiras, e partes da fronteira em 

que não há passagem de indivíduos dessas duas espécies: 
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Tanto o modelo quanto o algoritmo se prestam, de modo muito simples a condições de 

contorno bem mais complexas, do tipo da descrita abaixo, para a população de 

Suscetíveis, mas ilustrando todos os compartimentos: 

mente.apropriada definidos  g  e  b, a  com ,gS.bS.a =+
η∂

∂
−  

Em termos de condições iniciais, adota-se uma distribuição homogênea de roedores 

suscetíveis, um foco restrito de capivaras infectadas e, de início, nenhum animal morto 

pela endemia. Analogamente, iremos considerar distribuição homogênea apenas de 

varejeiras, sem que haja, nesse instante inicial, portadores: 

S(x,y,0) = S0 = constante, I(x,y,0) = I0(x,y), M(x,y,0) = 0, N(x,y,0) = N0 = constante e 

P(x,y,0) = 0, em todo o domínio Ω. 

Como anteriormente, e fazendo uso das condições de contorno adotadas, iremos passar 

à formulação variacional, para obter o problema do estudo da endemia das capivaras 

conjuntamente com a dinâmica populacional das varejeiras tanto portadoras quanto não 

portadoras do protozoário trypanossoma equus. O que se obtém é o problema: 
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Achar S = S(x,y,t), I = I(x,y,t), M = M(x,y,t), N = N(x,y,t) e P = P(x,y,t), num espaço H 

convenientemente definido, satisfazendo as condições indicadas acima. Como já foi 

mencionado em (3.10), necessitaremos também do espaço de funções teste, V. Assim, 
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O modelo discretizado 
 
Visando o uso do método de elementos finitos no espaço, usado junto com o de 

diferenças finitas para o tempo, iremos discretizar as funções que descrevem cada um 

dos compartimentos populacionais, procedendo, também a uma separação de variáveis: 
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Usando estas aproximações em (3), obtem-se o sistema não-linear de Equações 

Diferenciais Ordinárias dado por:   
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A seguir, iremos substituir os termos de variação temporal, usando o método implícito 

de Crank-Nicolson, isto é, procedendo às aproximações exaustivamente mencionadas, 

e repetidas: 

 



Uma estratégia para a simulação numérica do comportamento evolutivo... 27   

ordem.mesma da  erro com
2

)t(x)t(x
)2

tt(x

e  t)( de ordemda  erro com  
t

)t(x)t(x
dt

)2
tt(dx

nj1nj
nj

2nj1njnj

+
≅∆+

∆
∆
−

≅
∆+

+

+

   

Denominando pj
(n), qj

(n), rj
(n), cj

(n) e dj
(n) as aproximações temporais de p, q, r, c e d nos 

nós ( xj , yj , tn), pode-se obter: 

0)|(
2

dd
2

pp

)|(
2

qq
2

pp.
2

pp
K

)|(
2

pp
)()|.V(

2
pp

)||(
2

pp
)|(

t
pp

ij1
l

)n(
l

)1n(
l

j

)n(
l

)1n(
l

1

ij1
l

)n(
l

)1n(
l

)n(
l

)1n(
l

j

)n(
j

)1n(
j

1

S

j
ij

)n(
j

)1n(
j

SS
j

ij

)n(
j

)1n(
j

j
ij

)n(
j

)1n(
j

S
j

ij

)n(
j

)1n(
j

=ϕϕϕ∑
+

∑
+

β+

ϕϕϕ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

+
∑

+λ
+

+∑ ϕϕ
+

λ−σ+∑ ϕϕ∇
+

+

+∑ ϕ∇ϕ∇
+

α+∑ ϕϕ
∆

−

++

+++

++

++

0)|(
2

dd
2

pp

)|(
2

qq
)(

)||(
2

qq
)|(

t
qq

ij1
l

)n(
l

)1n(
l

j

)n(
j

)1n(
j

1

j
ij

)n(
j

)1n(
j

I

j
ij

)n(
j

)1n(
j

I
j

ij

)n(
j

)1n(
j

=ϕϕϕ∑
+

∑
+

β−

−∑ ϕϕ
+

γ+σ+

+∑ ϕ∇ϕ∇
+

α+∑ ϕϕ
∆

−

++

+

++

    (6)        

0)|(
2

qq
)|(

t
rr

ij
j

)n(
j

)1n(
j

j
ij

)n(
j

)1n(
j =ϕϕ∑

−
γ−∑ ϕϕ

∆

− ++

 

 



28  Meyer & Pregnolatto 

0)|(
2

dd
)|(

2
dd

2
dd

K

)|.(
2

dd.2
2

cc
2

cc
K

)|(
2

cc
)()|.W(

2
cc

)||(
2

cc
)|(

t
cc

j
ij

)n(
j

)1n(
j

j l
Nij1

)n(
l

)1n(
l

)n(
j

)1n(
j

2

N

ij1
l

)n(
l

)1n(
l

)n(
l

)1n(
l

j

)n(
j

)1n(
j

2

N

j
ij

)n(
j

)1n(
j

NN
j

ij

)n(
j

)1n(
j

j
ij

)n(
j

)1n(
j

N
j

ij

)n(
j

)1n(
j

=∑ ϕϕ
+

∑ ∑ λ−ϕϕϕ
++λ

+

ϕϕϕ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

+
∑

+λ
+

+∑ ϕϕ
+

λ−σ+∑ ϕϕ∇
+

+

+∑ ϕ∇ϕ∇
+

α+∑ ϕϕ
∆

−

+++

+++

++

++

  

0)(
2

qq
2

cct

)|(
2

dd
)()|.W(

2
dd

)||(
2

dd
)|(

t
dd

l
ijl

)n(
l

)1n(
l

j

)n(
l

)1n(
l

2

j
ij

)n(
j

)1n(
j

N
j

ij

)n(
j

)1n(
j

j
ij

)n(
j

)1n(
j

N
j

ij

)n(
j

)1n(
j

=∑ ϕϕϕ
+

∑
+

∆β−

−∑ ϕϕ
+

σ+∑ ϕϕ∇
+

+

+∑ ϕ∇ϕ∇
+

α+∑ ϕϕ
∆

−

++

++

++

 

 

Neste sistema, separando em cada equação os termos em tn+1 e em tn da correspondente 

população e reagrupando-os convenientemente para facilitar a implementação do 

algoritmo, obtem-se: 
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O algoritmo 

Dados S(0), I(0), M (0), N(0) e P(0), obtêm-se os sucessivos valores de S(n), I(n), M (n), N(n) e 

P(n) resolvendo o sistema não-linear abaixo fazendo uso de aproximação linear iterativa 

que, por simplicidade, não vai aqui explicitada: 

US (S(n), S(n+1), I(n), I(n+1), P(n+1), P(n)).S(n+1) = WS(S(n), S(n+1), I(n), I(n+1), P(n+1), P(n)).S(n), 

UI (S(n), S(n+1), I(n), I(n+1), P(n+1), P(n)).I(n+1) = WI(S(n), S(n+1), I(n), I(n+1), P(n+1), P(n)).I(n) + 

wI(S(n+1), S(n) ,N(n+1),N(n)),  

UM.M(n+1) = WM.M(n) + wM(I(n+1), I(n)), 

UN (I(n+1), I(n), N(n+1), N(n), P(n+1), P(n)).N(n+1) = WN (I(n+1), I(n),), N(n+1), N(n), P(n+1), P(n)).N(n) 

+ wN(P(n+1), P(n)), 

UP P(n+1)= WPP(n) +wP(I(n+1), I(n), N(n+1), N(n)), onde os operadores não lineares 

US,WS,UI,WI,UN,WN, as matrizes UM,WM,UP,WP e os vetores wI(S(n+1),S(n),N(n+1),N(n)), 

wM(I(n+1),I(n)) e wP(I(n+1),I(n),N(n+1),N(n)), são dados, respectivamente, por: 
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Este algoritmo foi programado no ambiente do Matlab, usando estruturas de matrizes 

esparsas, e foi possível obter, para um domínio genérico, resultados que vêm 

sistematicamente de acordo com os fenômenos observados. Cabe mencionar o longo 

tempo despendido em cada ensaio numérico, dada a necessidade de serem resolvidos 

diversos sistemas lineares a cada um dos passos no tempo, além, claro, das operações 
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matriciais e vetoriais. Isto correspondeu a algo entre centenas e milhares de resoluções 

de sistemas lineares com matrizes da ordem de 60x60. O tempo para estas execuções 

deverá cair rapidamente em função de uma melhoria significativa de recursos 

computacionais. 

A seguir, iremos apresentar, apenas visualmente, os resultados de alguns desses 

ensaios. 

No caso abaixo (fig. 1), para um período relativamente curto de tempo (tempo final 

escolhido como 75 u.t.), podemos observar que a única população significativamente 

presente no meio é de insetos portadores. Além do mais, as populações de infectados, 

mortos e de insetos não-portadores, se concentram em torno do ponto em que primeiro 

apareceram os insetos portadores, enquanto que a população de insetos suscetíveis 

segue seu caminho verhulstiano: 

 
fig. 1: uma simulação-padrão, 600 passos no tempo, tempo final = 75 u.t. 

Observamos que a população de insetos não-portadores está crescendo no ponto 

genérico do domínio que foi escolhido para se ter uma visão evolutiva do processo, 

apesar da presença de insetos e de animais infectados. Observamos também que há, 
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ainda, coincidência nas concentrações de populações de mamíferos, mas não na de 

insetos. 

A figura 2 destaca o gráfico de não-portadores numa perspectiva de mais fácil 

visualização. Pode-se observar que, na região em que se concentra a maior quantidade 

de insetos portadores, a concentração dos não-portadores já iniciou um processo de 

queda populacional: 

 
fig. 2: Insetos não-portadores, 300 passos no tempo, tfinal=75 u.t. 

 

Com mais tempo, porém, essa aparente concordância de comportamentos tanto de 

capivaras suscetíveis e infectadas, quanto de insetos portadores e não-portadores deixa 

de se manifestar, surgindo uma presença por assim dizer complementar, aliás esperada! 

São, evidentemente, mais passos no tempo (no caso da fig. 3, o tempo final foi 

considerado como 750 unidades, e foram usados 1500 passos no tempo): 
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fig. 3: tempo final 750 u.t., 1500 passos no tempo. 

Da figura 3 acima, podemos destacar duas superfícies na figura 4: a de capivaras 
suscetíveis e aquela de insetos não portadores. O objetivo deste destaque é o de 
enfatizar a mudança de comportamento à medida que o tempo evolui. Ocorre uma 
presença complementar com relação, respectivamente, às populações de mamíferos 
infectados e de insetos portadores. Ora esta situação é como a que se descreve in loco, 
quando os guias e guardas florestais (a denominação permanece embora não haja, 
formalmente, florestas a serem guardadas...) relatam o desaparecimento de capivaras 
sãs (que na superfície S(x,y,t) se deslocam para as fronteiras mais distantes do 
domínio), e seu ressurgimento passado o período de algumas gerações. Podemos 
observar também que, após o crescimento inicial da população de insetos não 
portadores, vem sua queda, tendo a população de insetos passado para o 
compartimento de portadores, em grande parte devido ao crescimento da população de 
roedores infectados. 

 
fig. 4: Concentrações populacionais de capivaras suscetíveis e de insetos não-

portadores, após 1500 passos no tempo. 
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Conclusão 
 
Embora continue a valer, para este tipo de modelo, a crítica àqueles sistemas que 
“isolam” populações que se encontram imersas em ecossistemas muito mais 
complexos, este tipo de esforço pode se constituir em formidável ferramenta para a 
avaliação de estratégias de manejo, e sua adoção (ou rejeição!) visando técnicas de 
comunidades sustentáveis – um dos principais modos de se repensar nosso convívio 
com regiões que ainda conseguem conservar características naturais. Neste caso, o do 
pantanal no nordeste argentino, os “Esteros de Ibera”. 
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Abstract 

 
The purpose of this paper is to study of the evolution of positive HIV 

population for manifestation of AIDS (Acquired Immunideficiency Syndrome).  
Our main interest is to model the transference rate in this stage.  For this 
purpose, we use expert information on transference rate because it strongly 
depends of the viral load and of the level 4CD +of the infected individuals. More 
specifically, the transference rate is modeled as a fuzzy set that depends of the 
knowledge on viral load and 4CD + , respectively. The main difference between 
this model and the classic one relies on the biological meaning of the 
transference rate λ. Medical science uses linguistic notions to characterize 
disease stages and to specify anti-retroviral therapy. Fuzzy set theory provides 
the formal framework to model linguistic descriptions such as the transference 
rate λ using expert knowledge. 

 
1. INTRODUCTION  

 
In the last decade, the mathematical literature on imprecision and uncertainty has 

grown considerably, especially in system modeling, control theory, and engineering 
areas. More recently, several authors have used the fuzzy set theory in epidemiology 
problems [6] and population dynamics [2].    
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  Since the advent of the HIV infection, several mathematical models have been 
developed to describe its dynamics [3] and [5].  In this paper fuzzy set theory, 
introduced in the sixties by Lotfi Zadeh [9], is used to deal with imprecision on the 
time instant or moment in which AIDS begins its manifestation. Our study considers 
the transference rate λ , as used in the classical Anderson’s model [3], as a fuzzy set. 

  Fuzzy set theory is a genuine generalization of classical set theory [1], [7] and [9] 
useful to model unsharp classes. In this paper, the parameter λ  is viewed as a 
linguistic variable whose values are fuzzy sets that depends on the viral load  and on 
the  level.  is the main T lymphocyte attacked by the HIV retrovirus 
when it reaches the bloodstream. The notion of 

v
4CD + 4CD +

λ  rate as a linguistic variable with 
fuzzy values captures its biological meaning more faithfully [6] and [7] to classify the 
disease stages, and to decide on when the antiretroviral therapy should be used. We 
assume that, initially, the fraction of infected asymptomatic individuals  is maximum 
and equal to 1, and that the fraction of AIDS symptomatic individuals  is null.  The 
next section introduces the main definitions needed in this paper.  

x
y

 
2. PRELIMINARY DEFINITIONS 

 
  A fuzzy subset of the universe set U  is defined by a membership function  that 

assigns to each element  of U  a number u ( ) between zero and one to mean the 
degree of membership from  to . Therefore, the fuzzy subset (or set, for short)  
is its membership function : U   [0,1].  In this paper we will use the membership 
function  to denote the fuzzy set .  It is interesting to observe that a classic subset 

F u
x x

x F F
u →

u F
A  of U  is a particular fuzzy set for which the membership function is the 

characteristic function of A , this is, : {0,1}A Uχ → .  The main tool that we will rely 
on in this paper concerns fuzzy rule-based systems [7], whose architecture is shown in 
figure 1.  The method of fuzzy inference chosen is referred to as the Mamdani method. 

Figure 1: Architecture of fuzzy rule-based systems. 
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3. CLASSIC MODEL 
 
  The classical Anderson's model (1986) for AIDS is given by: 

                     ( )d x t x
d t

λ= −                            (0) 1x =  

                     ( ) ( )(1 )dy t x t y
dt

λ λ= = −                (0) 0y =                                   (1) 

where ( )tλ  is the transference rate between infected individuals and infected 
individuals that develop AIDS,  is the proportion of infected population that does not 
have AIDS symptoms yet, and is the proportion of the population that has developed 
AIDS symptoms.  Anderson assumes 

x
y

( )t atλ = , .  Thus the solution of (1) is 0a >

       
2

2( )
a t

x t e
−

=                            
2

2( ) 1
at

y t e
−

= −                                 (2) 
 
 
 
 

4. FUZZY MODEL 
 
  When the HIV reaches the bloodstream, it attacks mainly the lymphocyte T of the 

 type. The amount of cells 4CD + 4CD +  in periferic blood has prognostics 
implication in infection evolution by HIV. Nowadays, the amount of 
immunecompetence cells is the most clinically useful and acceptable measure to treat 
of infected individuals by HIV, although it is not the only one. We can classify the 
amount of  cells/ml in the peripheral blood in four ranges (see: 
www.aids.gov.br): 

4CD +

 1.   CD4+ > 0.5 cells/ml: Stage of infection by HIV with low risk of to develop 
disease.  

 2.  CD4+ between 0.2 and 0.5 cells/ml: Stage characterized for appearance of signs 
and shorter symptoms or constitutional alterations.  Moderate risk to develop 
opportunist diseases. 
 3. CD4+ between 0.05 e 0.2 cells/ml: Stage with high possibility to develop 
opportunist diseases. 

 4. CD4+ < 0.05 cells/ml: High risk of get opportunist diseases such as Kaposi’s 
sarcoma. High life risk and low survival chances. 
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On the other hand, a low HIV viral load not enough to destroy all the lymphocyte 
 of the organism. Thus, antibodies have chances to act against opportunist 

diseases. High viral load destroys large quantities of lymphocyte  and the 
immunologic system may lose its function.  

4CD +
4CD +

In the beginning (or when change of anti-retroviral therapy occurs), the literature 
recommend viral load exams within one to two months period to evaluate the 
treatment. The results should be interpreted of the following way: 

1. Viral load below of 10.000 copies of RNA by ml: low risk of disease 
progression. 

2. Viral load between 10.000 and 100.000 copies of RNA by ml: moderate risk of 
disease progression. 

3. Viral load above of 100.000 copies of RNA by ml: high risk of disease 
progression.  

The identification of the disease stages and its respective treatment is based on the 
relation between viral load and 4CD +  cells level. Control of the viral load and 

 cells level may interfere in the transference rate 4CD + λ control. 
Thus, the conversion from an asymptomatic individual to a symptomatic individual 

depends on the individual characteristics, as measured by the viral load v  and . 
Therefore, we suggest the following modification of (1): 

4CD +

                 ( , 4 )dx v CD x
dt

λ=− +                            (0) 1x =  

                 ( , 4 ) ( , 4 )(1 )dy v CD x v CD y
dt

λ λ= + = + −   (0) 0y =              (3) 

  The difference between this and the first model (1) is that now the parameter 
( , 4 )v CDλ λ= +  has a clear biological meaning and thus is a more faithful 

characterization of λ . From the mathematical point of view we can think of (3) as a 
parametric family of systems. In this case, λ  is the parameter dependent of  and 

. It seems reasonable that 
v

4CD + λ , and consequently of the population y , can be 
controlled via  and . From (3) we have v 4CD +

                 
( , 4 )( ) v CD tx t e λ− += ( , 4 )( ) 1 v CD ty t e λ− += − ,      (4) 0t >

 
 

5. LINGUISTIC VARIABLES AND RULES BASE 
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  Estimation of the transference rate ( , 4 )v CDλ λ= + is based on expert medical 
information. We adopt a fuzzy rule-based modeling approach assuming that the viral 
load ( ), the  level, and the transference rate (v 4CD + λ ) are linguistic variables [7]. 
According to section 4, the viral load is classified as low, medium and high whereas 
the  level is classified as very low, low, medium, high medium and high. The 
transference rate 

4CD +
λ  is classified as weak, medium weak, medium and strong. The 

 level between 0.2 and 0.5 cells/ml is divided in two ranges because it relates 
with an important phase of the transference of asymptomatic to symptomatic. 

4CD +

  The fuzzy rule-based model uses the Mamdani inference method to derive the 
values of λ   assuming the membership functions shown in figures 2, 3 and 4 and the 
following rule- base: 

1. If  is low and v 4CD +  is very low then λ is strong. 
2. If  is low and v 4CD +  is low then λ is medium. 
3. If  is low and v 4CD +  is medium then λ is medium. 
4. If  is low and v 4CD +  is high medium then λ is weak medium.  
5. If  is low and v 4CD +  is high then λ is weak. 
6. If  is medium and v 4CD +  is very low then λ is strong. 
7. If  is medium and v 4CD +  is low then λ is strong. 
8. If  is medium and v 4CD +  is medium then λ is medium. 
9. If  is medium and v 4CD +  is high medium then λ is weak medium. 
10. If  is medium and v 4CD +  is high then λ is weak. 
11. If  is high and v 4CD +  is very low then λ is strong. 
12. If  is high and v 4CD +  is low then λ is strong. 
13. If  is high and v 4CD +  is medium then λ is medium. 
14. If  is high and v 4CD +  is high medium then λ is medium. 
15. If  is high and v 4CD +  is high then λ is medium. 

very low   low  medium  high medium       high

0

0,5

1

1,5

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
CD4+

low               medium                                high

0
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1

1,5

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
v

Figure 2: Membership functions viral load ( ).          Figure 3: Membership functions CD4+ level. v
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weak      weak medium      medium            s trong

0

0,5

1

1,5

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
λ

                                 Figure 4: Membership functions lambda (λ). 
 
 

6. THE TRANSFERENCE RATE λ  
 

  From of the rules base introduced in the previous section and from the inference 
method adopted, we simulate the viral load  and the v 4CD +  level to a HIV-positive 
individual during sixty months and to obtain the output ( , 4 )v CDλ λ= +  as depicted 
in figure 5. A cross-section of the λ surface along a parallel plan to the  level 
axis is shown in figure 6. 

4CD +

Figure 5: Function ( , 4 )v CDλ λ= + .             Figure 6: λ as a function of 4C D +  ( = 0.036).   v
   
  According with the section 4, 4CD +  is the most useful parameter to control and to 
diagnose HIV.  A more detailed study can be done assuming that the transference rate 
is ( )cλ λ= , where  in the model (4). We assume λ given by the function 
of figure 6, that is, we assume

4c CD= +
( )cλ  as follows: 
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+
  The fuzzy expectancy is introduced here as a deffuzification method to provide an 

average value of , the number of asymptomatic individuals at the 
time instant t. To define fuzzy expectancy we need first to define a fuzzy measure. Let 

 an unempty set and  the subsets of 

( , 4 )( ) v CD tx t e λ−=

Ω ( )P Ω Ω . The function : ( ) [0,1]Pµ Ω →  is a 
fuzzy measure [4] if: 
1.   ( ) 0µ ∅ = and ( ) 1µ Ω = . 
2.   ( ) ( )A B if A Bµ µ≤ ⊆ . 
  The value of the fuzzy expectancy of the asymptomatic individuals of the fuzzy set 

( , )x x t c=  is given by [8]  

                                       
0 1

[ ] sup inf[ , { }]FEV x x
α

α µ α
≤ ≤

= ≥   

 where  { } { : ( )x c x c }α α≥ = ≥  for each  and t µ  is a fuzzy measure. Let 
( ) { : ( ) }H c x cα µ= α≥ , for each . Here we suggest the following fuzzy 

measure: 

0t >
sup ( )

( )
0

c A
c if A

A
if A

ρ
µ ∈

≠ ∅⎧⎪= ⎨
= ∅⎪⎩

.  

  Let , where max[ , ]A a c= min
ln( )M Ma c c c
t

α⎛ − ⎞= − − ⎟⎜ ⎠⎝
. Observe that 

min Mc a c< ≤ . Note that µ  is an optimist measure, in the way that the  level 
in a group is evaluated for individual with 

4CD +
4CD +  best level. 

  Beyond of , we assume that the max[0, ]c c∈ 4CD +  level of the group HIV-positive 
studied (C ) has different possibility to occur. We assume c  as a triangular fuzzy set 
(see figure 8) given by: 

0
1 ( )

( )
1( )

0

if c c

c c if c c c
c

c c if c c c

if c c

δ

δ δ
δρ

δ δ
δ

δ

≤ −⎧
⎪
⎪ − + − < ≤
⎪= ⎨−⎪ − − < ≤ +
⎪
⎪ > +⎩

                                 (6)  

  The parameter c is the modal value and δ is the dispersion of each one the set fuzzy 
that defines the linguistic variable values. These fuzzy sets are defined from of the 
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values , minc Mc  and  of the definition of maxc λ . Thus, we the fuzzy expectancy by 
looking at three cases: 
1. Case:  low (C ).   We assume 4CD + − minc c δ> + . Thus, . [ ] tFEV x e−=
2. Case:  high ( C4CD + + ). We assume Mc c δ≤ −  and maxc cδ+ ≤ . 

Thus, . [ ] 1FEV x =
3. Case:  medium (4CD + C +

− ). We assume minc cδ− >  and Mc cδ+ < . The third 
case is the most interesting for our purposes because most part of the individuals is 
within this range.  After a number of manipulations, we obtain: 

( )

( ) ( )

( )

1 0
( ) ( )

0 1

c t

c t c t

c t

if e
H a if e e

if e

λ

λ λ δ

λ δ

α
α ρ α

α

−

− −

− +

⎧ ≤ ≤
⎪= < <⎨
⎪ ≤ ≤⎩

+                                       (7)  

where min
1 ln( ) ( )M Ma c c c c

t
αρ δ

δ
⎡ ⎤⎛ ⎞= − − − + +⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎥ . As ( )H α  is continnuos and 

decreasing, it has a unique fixed point that coincides with . Thus we obtain 
the following inequality:   

[ ]FEV x

( ) ( )[ ]c t c te FEV x eλ λ δ− < < − + .                                                     (8) 
 
The inequality above shows that in the best hypothesis ( µ optimist) is possible 
the  is less than 1, since it is inferior a possible solution [ ]FEV x ( )c te λ δ− + . 
  This way, for each  there exists a unique 0t > ( ) ( , )c t c c δ∈ + , where 

min
ln ( )( ) ( )M M

tc t c c c
t

α⎛= + − ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ . Thus, is an exponential curve 

and, because the  level increases with t,  is decreasing. Consequently, 
the fuzzy expectancy is not solution of (3). Actually, at each instant t, the  
coincides with the unique solution of (3). It is easy to verify that  is 
differentiable and that it satisfies the following differential equation with the time 
dependent parameter λ: 

( ( ))[ ] c t tFEV x e λ−=

4CD + [ ]FEV x
[ ]FEV x

[ ]FEV x

( ( )) ( ( )) ( )dx d dcc t t c t t x
dt dt dt

λλ⎡= − +⎢⎣ ⎦
⎤
⎥                                    (9)   
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  Note that for the three cases studied here, we obtain the following inequality: 
 

[ ] ( ) [ ]FEV t c te e FEVλ λ− −≤ ≤ x                                                  (10)     
 
 

8. CONCLUSION 
 
  The main difference between the deterministic and the fuzzy model is that the fuzzy 
model allows imprecise parameters and deffuzification at any time. In deterministic 
modeling, deffuzification is done in the beginning of the mathematical modeling. We 
may state that the deterministic models are particular instances of fuzzy models. In our 
case, the deterministic model (3) results the solution ( )( ) c tx t e λ−= . The fuzzy model 
also provides a unique curve  when decisions are necessary. Fuzzy 
expectancy of asymptomatic individuals is bounded below by 

[ ]FEV x
( )c te λ− . Therefore, the 

fuzzy model over evaluates the number of asymptomatic individuals. We emphasize 
that, despite of using an optimist fuzzy measure to evaluate the  level in the 
population, the  is less than 

4CD +
[ ]FEV x ( )c te λ δ− + and thus depends of the populational 

dispersion δ  of the  level of the group studied. From (8), we see that when 4CD +
δ → 0,  → [ ]FEV x ( )c te λ−  that is, it depends only of 4CD + , indicating a policy for 
treatment.  Clearly, the fuzzy model provides a clearer and meaningful characterization 
of parameter λ  that is compatible with medical knowledge and perception.  
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