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Prefacio

Em época de ddlar inflacionado e escasseamento de arvores, a
publicacdo de qualquer coisa em papel é uma temeridade e uma grande
responsabilidade, mais ainda tratando-se de um grupo de individuos onde varios
deles sdo comuns aos grupos dos durissimos de caixa e dos radicais da
preservacao ambiental.

Com este predmbulo o leitor que chegou até este prefacio pelo menos
pode se certificar de que nao foi pouco o esfor¢o despendido nem menor a dor
de consciéncia na confeccdo de varias das paginas que se encontram pela frente.
E claro que somente esforgo e boas intengdes ndo sdo suficientes para garantir a
qualidade de literatura, seja ela qual for, mas sdo, sem duavida, quesitos
necessarios; “aquilo que foi escrito sem esforco sera lido com desgosto”, ja
dizia Samuel Johnson.

Mas ha ainda um segundo ingrediente extra a ser considerado. Esta é a
X1l Revista de Biomatematica e, portanto, ndo sera presuncoso dizer que ela
traz uma grande experiéncia acumulada. O Grupo de BioMatematica do
IMECC-UNICAMP, que é pioneiro na area no Brasil, iniciou a sua atuagdo
efetiva ha aproximadamente quinze anos. Observando-se que o tempo de
gestacdo de pessoal nesta area € muito menor do que de seus laranjas
bioldgicos, é possivel que ja tenhamos hoje trés geracGes de biomatematicos
espalhados pelo Brasil e América Latina. Por outro lado, em semelhanca aos
especimes biologicos, as geracdes que se sucedem, uma vez que disponham de
nutrientes em maior e melhor qualidade, e fagcam uso deles, tém a oportunidade
de se aperfeicoarem progressivamente. Essa e as outras Revistas tém a
pretensdo de contribuir para a disseminacdo mdatua e aumento de nutrientes
adequados.

Entretanto, sabemos também que o aumento populacional de
biomatematicos depende da geracdo de novos individuos o que neste caso
especifico s6 podera acontecer por processo de adogdo, ou melhor, por seducéo.
Neste aspecto a Biomatematica tem sido menos convincente do que se poderia
esperar de uma area tdo fascinante. Véarias razbes sdo aparentes e outras



misteriosas. Dentre as primeiras, a mais notavel € sem ddvida a militante
resisténcia cultural, burocratica e intestinal que a universidade brasileira
apresenta contra atividades interdisciplinares. E, no caso especifico da
Biomatematica, esta resisténcia se encontra em suas duas margens. Isto talvez
surpreenda um observador superficial que forme sua opinido pela medida do
tanto que falam sem verificar o que fazem. Muito daquilo que é normalmente
propagandeado como sendo resultado de colaboracao interdisciplinar ndo passa
de um mero jogo de palavras ou de compra e uso de “caixas-pretas”.

Na contra-m&o dessa tendéncia, a Revista de Biomatematica é também
um esfor¢o ativo da margem de cé, a matematica, em lancar as bases de uma
ponte interdisciplinar que possa oferecer a possibilidade de um trénsito denso
nas duas direces.

Enfim, espero que o(a) leitor(a) tenha uma agradavel travessia pelo
caldo nutriente, que morda uma isca e que em futuras edi¢cdes venha se co-
responsabilizar com a derrubada de mais algumas arvores.

Terminando, falemos de dinheiro.O mesmo Johnson ,acima citado, disse
também que “apenas um cabeca de bagre teria a capacidade de pensar em
escrever um livro sem pensar no dinheiro”. Portanto, estamos bem justificados
em cobrar-lhe alguma coisa por essa Revista.

Se, todavia, vocé ndo apreciar o conteudo do presente volume, devo lhe
avisar que o seu “dolar” nao voltara e sugiro que, pelo menos, remeta o seu
exemplar para o reciclavel, dando-lhe assim a oportunidade de ressurgir em um
proximo namero sem dor de consciéncia ecologica.

Wilson C. Ferreira Jr.
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Uma estratégia para a simulacdo numérica do comportamento
evolutivo de um sistema de EDP descritivo do mal-das-cadeiras

de capivaras — taxa periddica de infeccdo

Jodo Frederico da C. A. Meyer, joni@ime.unicamp.br
Silvio de Alencastro Pregnolatto, silvio@ime.unicamp.br
DMA/IMECC - UNICAMP, CP 6065, cep 13083-970, Campinas, SP

O Problema

Neste trabalho, o objetivo é o de recorrer a instrumental numérico em sistemas do tipo
SIR ou SIRS com difusdo espacial a que iremos acrescentar determinadas hipoteses
relacionadas a um estudo de caso. Neste exemplo, iremos tentar descrever algumas das
hipoteses relacionadas a avaliagdo do mal-das-cadeiras em populagdes de capivaras,
uma epidemia com espalhamento espacial ciclico em determinadas situacdes com tal
tipo de roedor em ambientes naturais. A idéia, entdo, seria a de colocar um modelo SIR
ou SIM, porém apenas com equacBes para Suscetiveis e Infectados, ja que 0s
removidos o sdo por morte (0 que explica a sigla: SIM), simulando o comportamento
evolutivo da epidemia citada. Este modelo incluiria a dispersdo espacial das capivaras
infectadas, o contagio das suscetiveis, e uma dindmica populacional das suscetiveis, ja
gue as infectadas praticamente ndo se reproduzem como tal. Além disto, como a
populacdo inicial de capivaras suscetiveis € homogénea, nada ocorre em termos de
difusibilidade numa fase inicial, mas a variacdo espacial e temporal surge quando, por
contagio, parte da populacdo de animais suscetiveis passa a infectados e estes, apOs
algum tempo, a mortos (ou removidos). O primeiro modelo nédo ird incluir insetos

transmissores do trypanopssoma equus causador desse mal endémico.
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O Modelo Matematico

Este primeiro modelo é dado, consequientemente, por:

S=5(x,y;t), I=1(x,y;t) e M=M(x,y;t) taisque
0S

B 4 AS+diV(VS) + 6.8 = AS1— 1) s,
ot K

1
ﬂ—(x,AIJrCS,I =+3SI-yl e @)
ot
%:yl para(x,y)e QcR?e te(0,T].

Uma condicao inicial possivel é dada por S(x,y;0) = Sy, constante em todo o dominio,
por M(x,y;0) = 0 e por I(x,y;0) = ly(x,y), onde se supde uma populacdo de animais
sadios, e suscetiveis, homogeneamente distribuida pelo dominio do estudo, e uma
populacdo de infectados concentrada em alguma sub-regido do dominio Q. As
condi¢des de contorno sdo — numa modelagem exploratéria, inicial - de tipo Dirichlet e

von Neumann homogéneas, indicando partes de fronteira 9Q em que h&a um obstaculo

a passagem de individuos da espécie estudada (I';) e onde néo ha individuos (I'p):

aS(x,y;t) =0 para te (0, T] e

on (x.y)eT;
S(x, y; t)\(x,y)ero =0 para t € (0, T], além de 2
al(x,y;t) =0 para te (0, T] e

on (x.y)el;

1%, ¥ 9], ), =0 para te (0, TI.

Os parametros que figuram em (1) indicam, como € usual:
e as € oy S30, respectivamente, os parametros de dispersdo populacional de

Suscetiveis e de Infectados;
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e o5 € o sdo, por sua vez, parametros indicativos da hostilidade do meio, para
Suscetiveis e Infectados, respectivamente;

e V indica (se necessario) uma direcdo preferencial de movimento de individuos
suscetiveis, com div(V) = 0;

e ) fornece a taxa intrinseca de reproducdo (considerada aqui para um modelo de

dindmica logistica) de elementos Suscetiveis da espécie;

K ¢ a capacidade de suporte do meio;

B d& ataxa de infeccéo; e
e v ¢ ataxa de falecimento de individuos infectados.
Uma das razfes que motiva o uso experimental deste modelo consiste no fato se obter

um falso estado estacionario, dado por:

o, +Y

B (3)
_BK(os—2)—h(o, +7)

B.(A - B.K)

Este par de valores, ainda que permaneca (pelo menos teoricamente) estavel em termos

S=

das respectivas populagfes de animais suscetiveis e infectados, ira corresponder a uma
variacdo linear no tempo para a populacéo de individuos mortos, contrabalancando o

crescimento da populacdo pela reprodugéo dos sadios. Evidentemente esta terna dada

por (§,i, M(t)) depende de serem também constantes todos os parametros envolvidos.

Do ponto de vista da populacdo efetivamente afetada, isto pareceria apontar para um
equilibrio populacional possivel com a coexisténcia de animais sadios e infectados. As
condigdes de variabilidade, porém, tanto nas caracteristicas das espécies, quanto em
fatores que fazem variar coeficientes de contagio e de infeccdo, bem como de remocéo,

descartam essa convivéncia estatica da doenca no meio de uma populacéo.
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Isto posto, iremos recorrer a métodos de aproximacdo para descrever soluces do
sistema (6) acima, incorporando caracteristicas qualitativas com as quais se possa
analisar o mal-das-cadeiras que pretendemos avaliar em uma populacdo endémica.
Desse modo, iremos aproximar taxa de infeccdo — que descreve o contagio — por uma
senoidal, que deve retratar (numa primeira aproximacéo) a variacdo periddica sazonal
da populacdo do inseto transmissor. Serdo aqui consideradas apenas as moscas
varejeiras ou “tabanos” ja que o presente modelo ndo ird incluir os barbeiros ou
“vinchucas” que, embora transmissores, nao se manifestam significativamente no meio
estudado. Assim, associando a acdo do transmissor a sua densidade populacional, sua

disponibilidade, teremos de (6), substituindo a taxa de infeccdo constante B pela

expressao p+3.sin(n.t/6):

S=S(x,y;t), I =1(x,y;t) e M=M(x, y;t) taisque

o _ asAS +div(V.S) + 6,8 = AS(L— Stly_ (B + 6.sin(m)j.8.l,

ot K 6

ol = m.t “)
a—a,Al +0,l= +(B+6.sin(é)j.s.l =l

aa'\t/lzyl, para(x,y)e Qc R*e te(0,T].

com S(x, y, 0) = Sy = constante, M(x, y; 0) = 0 e I(x, y, 0) = Is(X, y), além de satisfazer
a (2). A unidade temporal aqui usada é o més (o que justifica o termo oscilatério anual
n.t/6 em (4)).

Abrimos mdo, evidentemente da exibicdo de uma expressdo simples para a solucdo
analitica, e dedicamo-nos, aqui, & busca e ao manejo exploratério de solucbes
aproximadas. O objetivo, muito mais do que defender que tais solucdes retratariam
realidades possiveis, é o de criar uma cultura de modelos para que, a medida que novas

caracteristicas de cendrios reais e efetivos sejam incorporadas aoc modelo, uma intuicao
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adquirida auxilie na consideracdo avaliativa das solucBGes aproximadas, permitindo
uma critica efetiva do uso do modelo e de seus resultados.
Nessas condigdes, passaremos a formulagdo variacional do sistema acima descrito,

escolhendo antes espagos funcionais convenientes para esta linha de trabalho:
ou
H={u:Vte (0, T, ueH (Q) ,—eL*(Q)eul =0
{ 0, T] ()at (@) e uf, }(5)
V={vive H'(Q) e v|ro =0}

O que se obtém é, entéo:
S=S(x,y;t), I=1(x,y;t) e M =M(X, y;t) em H tais que

(‘2—f|v)—as(AS|v)+(V.§S|v)+cS(S|v)=
Ao = . mt A
:x(S|v)—E(S |v)—(B+6.S|n(?)+EJ.(SJ|v),
(%IV)—OL.(AI|V)+G.(||V)=+B(5-||V)—v(||V),

(88—'\:'|v)=y(l|v), para Vv € V.

Ora, para V te(0, T], este sistema, com o uso do Teorema de Green e a incorporacao

das condigdes de contorno de Dirichlet e de Von Neumann homogéneas, leva a:

(%S|v)+as(v3||vV)+(T/.§S|v)+os(5|v)=

_ r iy B ssind®™h L A
=MS]|V) K(S | V) (B+6.sm(6)+KJ.(S.I|V), ©
Ve, (117 +0,(11) = +(B+6.sin<%t)].(s.l V) =11 |V),

(%M IV)=y(1|V), parawveV.
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H4, ainda, que se exigir das func¢des procuradas S, | e M que satisfacam as condigdes

iniciais, S(X, y, 0) = Sp = constante, 1(x, y, 0) = ls(X, y), e M(X, y; 0) = 0.

Discretizagéao
Deste modo, obtivemos a formulagdo fraca, ou variacional, do problema originalmente
proposto, formulacdo apropriada para a discretizacdo via Método de Galerkin, com
Elementos Finitos. Além disto iremos recorrer a Crank-Nicolson na discretizacdo da
varidvel temporal. Para isto, na pratica, & necessario promover uma separacdo de
varidveis: tratamentos diferenciados para a varidvel tempo e para as espaciais. O
espaco de Hilbert H serd aproximado por subespacos V, cujos elementos sdo da

forma
N
V= Z C (t)-(Pj (X, y).
j=1

As fungdes @1, @2, @3.. Oy geram um subespaco Vy, do espacgo V de funcdes teste.

As solucdes de (6) S, | e M serdo aproximadas por expressées do tipo:

S, =3 pi(0,(x.Y)
N 7
Ih:qu(t)'(pj(le) ()

j=

=N

N

My =2 ri(t)e(x,y)

i=1

0 que, em (6), leva ao sistema ndo-linear de Equacdes Diferenciais Ordinarias:
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p()
2 g

(o; | o, )+%Zp OVe; | Ve, )+Zp (t)NV<p, | o))+

+GSij(t)((Pj lo;) =
-130, 06 |wi)—ﬁzpj(t)zpk(t).(@k.cp,- 9~

(B Sosin(E) +ie JZD ORNCICEATS! ®)
da; (1)

i |(pi)+alij(t)(vq)j ||V(Pi)+GIqu(t)((Pj l¢;) =

i
= A
—+[BrasineE) |09, (O X000, 10 120,000, )
i k i
dr; (t)
2 o (@ile)= +vzq (t)(o; | 9;), paraVe, basedeV,.
J
O passo seguinte é o de se substituirem os termos de variacdo temporal, usando o

método implicito de Crank-Nicolson:

de,t, +A%) ¢t )—c.(t
: /2 =~ i) =6 G) comerroda ordemde (At)* e
dt At (9)

c.(t )+cCi(t
c(t, +A%);M comerro da mesmaordem.

Denominando p;”, g e r" as aproximacdes de p, q e de rnos nés ( X, y;, to),

pode-se usar (9) e voltar a (8) para obter uma nova aproximacao do sistema dado ai:
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(n+1) (n) (r|+1) (n)

p P; p +P;
Z'T(‘P I¢)+asz%(wj | Vo,)+
i
(n+1) (n) (n+1) (n)
P;j P = P; +P;
+Z%(V-V(\Dj|@i)+csz J > : ((PjI(Pi):
i i
(n+1)
—xzp’ p 0100~
(n+1) (n+1) (n)
APy 7" «p" +p, B
KX X eele)
Tt 1 (n+1) (n (n+1) (n)
— . n+> A P; +P; q +q
- 8.sin )+ — |y ! k k(0.0 |0:),
B+ dsin(— )+ Z, 5 ; 5 (001 9)
(n+1) (n) (n+1) (n)
q q; q +0Q;
217((,) I¢)+alz¥(%j | Vo,)+
(n+1)
+c.2q’ q "oy 100 =
~ n.tn+£ o (n+1) +p ) q (n+1) q_(n)
=+ B +3sin( 6 %) z : 5 : Z : 2 l -((Pk-(PjI(Pi)_
‘ J (10)
(n+1) (n)
q; +4q;
—YZ%(%I%),
j
(n+1) (“) q (n+1) q (n)
Z i (o;19;) = +YZ%(%I%),

para V(pi € base de V,.

As condicdes iniciais também tém que ser discretizadas:
' = So(%, ¥) = S0 ¥ = lo(x;, y) e M©=0,j=1,.,N.  (11)

Nesta expressdo, separando 0s termos em t,.; e em t,, obtém-se:



Uma estratégia para o comportamento evolutivo de um sistema ... 9

n+ a At n+
Z pj( 1)((Pj |‘Pi)+STZ pj( ”(V‘Pj IVe;)+
i i
At
2

xAt o
- Z p; " (e o)+

ZmMNV¢mH ZmWW|)

(n+1) n)

AAt ne
+W ( 1)2 Py p (o.0;l9)+
m.t 1 q (n+1) +q, (n)
+ ZPJ(M)Z £ (‘qu’ lo;) =
n o At N
=Z pj()(q)jlq)i)_st pj()(V‘Pj”V(Pi)_
- -
fﬁz DWVe,le)-2 (g, l9,)+
> 2 Py oo, Zp, o;lo,
xAt , LAt ; o
+— ZP,()(‘P |‘P)*7 ()zpki(q)q) lo;) -
J
.t

(n+1) (n)

z p, Zu'((pk'q)jltpi)!

ne o At ne o At ne
> q)f 1’(q>,|<p.)+'TZ q; 1)(Vq>JIIV<p.)+'TZ a9, (e, le,) -
j j i

(n)

1

"** + n+
[ Ssm( 62).2 P - P 5 q," (9,0, 10+
Aty

I\J‘D

-2

(r|+1

ile) =

n a At n o At n
qj”(q’,lcp.)— g > a, " (Ve Ve, - 5 >a," e le)+
i j

.t

Lo ey p. "+ p, (12)
B+ &.sin ( 5 Z

2 zjqj(n)-(q’k-q)jlq’i)_

+ I
l\.w‘~< '\"D -™M I\.)‘

Z e le),
j
(n+1) (n)

- q q;
(e, le)) = Zr (o, |<p)+YAtZ %(mjlmi),
j

para V¢, € base de Vh.

Reagrupando convenientemente os termos de (12), visando facilitar uma expressao que

conduza de modo mais natural as manipulagdes algoritmicas, obtem-se:
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5P+ 2 -2, o) + 11v0) +
+?.(V.V(pj |(pi)+2—i[.%&;pkn)-(¢kipj |9;)+
+%. B+5.sin(mtT"+;)+:2 .%qk(ml)z 0" (0 0;19,)}=
- 2p, -2+ o, o 1V9)-
_?(\*/.anj |<pi)—2—AKt%M-(@kmj l¢i) -
_%, [‘3+5,sin(mt +;)Jr% .%&;qkm.((pkxpj | i)},
£, {1+ 25+ X oy o) + 25 (Vo [ V) -
_%, B+5.sin(n.tg+§) .%pk(nﬂ);pk(n) (90, 19)}=

n o, At At o, At
=20, {l1- ==~y [0 =5 (Ve Vo) +
nt (n+1) ()
At | = . n+- p +P
+=|B+dsin 2) [y =k Kk (0,0 |0
5 B ( 5 )% 5 (0 ;| 0;)}

(n+1) (n)

Meyer & Pregnolatto

(12)

Zl’j(n+1) ((Pj lo;) = er(n) ((Pj | ¢;) +YAtZk:%((pj | 9:),
J J

para Vo, € basedeV,.
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Algoritmo

11

Este sistema pode ser expresso de modo bastante resumido (visando a explicitagdo do

procedimento algoritmico de aproximag&o) como:

US(S(”) S(ﬂ+1) | |(”+l))_S(n+1):WS(S(n) S(n+1) 1™

| (n+1)) ls(ﬂ)

U|(s(ﬂ), S(”*'l), |(n), |(ﬂ+1)).|(ﬂ+1) — W|(S(n), S(n+l), |(ﬂ), I(n+1)).|(n), e

Un. M = Wy . M@ + w(1®, 1™ onde os operadores ndo lineares Us, Ws U, W, e

as matrizes Uy e Wy, além do vetor w(I™™?, 1), sdo dados, respectivamente por:

Us(i,j)=1[1+

2 *27]-((P,|(D.)+

}\,At (n+1) (n)

At o
+ —(V.Vo. )+ .
2( 9;le) T
n.t
_ L (n+1)
Az—t.[}+8.sin( 2

WG j) = [n- SeAt, 2AL

2 2
At — LAt p " 4 p, W
- —(V.V - .
5 oile) - ¢ Zk: 5
L S 1
At | — . ne b3 g, """ +q
- — | B + &.sin 2y )y Ak - Tk
2 | P — KJZk: 2
Ui =s AL Y800 g,y + AL
2 2
.t (n+1) (n)
At | — . ne Py + P
- —.| B + &.sin ( 2y | (
2 6 Zk 2
- c At YAt a At
W) =1 22 Yany - %2t
(0 =1 7 7 1o 1e) 7
Tt (n+1) ()
At | — . "ty p + Py
+ —| B + d.sin ( 2 |. k (
2 6 Zk: 2

Uy (i) =Wy (i,0) = (e 1¢;) e ainda,

q; + q

w (i) = yAt) (¢ ;@) para

o At LAt oAt
2

" A q . +q
6 )+KJ'Zk 2

0 vetor w

V ¢, € base

(VoillVe;)+

+
> %-(m-mlmﬂ

(n)
(o0 19

]-((p,ltp.)fuszA-(lelV(p.)f

(oo ;lo)-

(n)

(0 1 0)

(Vo lIVe;)-

v ;iloi)

(VoillVe;)+

L] [ o)
sendo  dado

de V,.

por

(13)
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A obtencdo dos valores de S™P, ™D e M™Y sera por meio do seguinte esquema
identificado como (14) e expresso tanto de modo didatico quanto algoritmico:

A partir de S@, 19 e M@

1. Obter S da equacéo linear

Us(S©, SO, 10, 19) 5 = Wg(S©, 5@, 1@, @) 50

2. Obter 1 da equacéo linear

U|(S(O) s® O |(0)).|(*)=W|(S(O) s® 1O |(0)).|(0)- (14)

3. Obter M® da equagdo linear

Un.- MO = Wy MO+w (19, 10);

4. Obter S da equaco linear

US(S(O) s® |© |(*)).S(**)=W5(S(O) s® @ |(*)).S(O)'

5. Obter 1™ da equacéo linear

U|(S(0) st @ |(*)).|(**)=W|(S(O) s O |(*)).|(0)-

6. Obter M da equacéo linear

Un- M = Wy MO+w (19, 16

7. De modo analogo, obter S, 1" e M,

8. Depois de um namero relativamente pequeno de iteragdes deste tipo, fazer

S(l): S(**---*) |(1): |(**---*) e M(l): M(**---*)-

9. Este procedimento triplo € repetido para cada passo no tempo para se obter:

US(S(H), S(*”'), |(n)’ I(*"')).S(**"') = WS(S("), S(*"'), |(n)’ I(*"')).S(”),

UI(Sm)’ S(**"'), |(n), |(*~--))_|(**--~) - W|(S(n), S(**"'), |(n), |(*~-)).|(n), e

UM.M(**"') - WM.M(H)+W (|(n), |(**-~));

10. Fazer S®D= g0 (= |7 g MO D= (™),
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Simulacdes

Este algoritmo do modo como é aqui apresentado, repete em diversas dimensGes um
trabalho anterior, para uma Unica equacdo, de Peaceman e Rachford, onde além da
sugestdo para contornar iterativamente a nao-linearidade do sistema, temos resultados
de convergéncia.

Este programa foi rodado no aplicativo Matlab visando, por um lado, utilizar os
recursos de matrizes esparsas, €, por outro, os de visualizagdo (principalmente plot,
surf e contour). Embora os ensaios iniciais tenham demorado razoavelmente,
execugOes mais recentes tém se revelado animadoramente rapidas.

Nas figuras abaixo, temos de inicio (fig. 1), as curvas de nivel dos trés compartimentos
apos 300 passos no tempo, mais a condi¢do inicial da populacdo de infectados. Neste
dominio idealizado, podemos ver a simula¢do de uma situacdo possivel: uma “invasao”
no dominio de animais suscetiveis por um pequeno grupo de capivaras infectadas
(presentes no canto superior direito — e s4.). Nas imagens, podemos ver, ressalvadas as
diferencas de concentracdo, a presenca complementar de infectados e de suscetiveis,

com a presenca de morte “seguindo” a populagéo de animais doentes.

infect.

sssss t.
a8
6
a
6 8 10 12

2 a

mortos Condicao inicial (infectados)

P NWGDMGOOSNO®

N
IS
)
o
6
e
N
N
N

Figura 1
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suscet. infect.
x 107

15

um ponto de suscetiveis no tempo
0.52

0.5

0.48

0.46

0.44

15 0.42

Figura 2

Na fig. 2, o quarto grafico ilustra a evolu¢do de um ponto no interior do dominio, e
pode ser observada a mortalidade devida a doenga, mais uma recuperacdo populacional
seguindo uma curva que, a um tempo, sugere a periodicidade senoidal acoplada a uma
evolugdo de tipo logistico. Este comportamento na simulagdo numérica do modelo é
condizente com as informacdes locais, que ddo conta de uma larga mortalidade seguida

de uma lenta e segura recuperacao populacional.
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Figura 3

suscet.

infect.

Figura 4

Nestas figuras (3. e 4.) temos a mesma

aumentado, com um consequente aumento no nimero de passos no tempo, temos 0s

situacdo, porém como o tempo final foi
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efeitos realgados. Assim, podemos ver, novamente, 0 comportamento que chamaremos
aqui de complementar, no sentido de popula¢es de compartimentos diferentes (S e 1)
ocuparem espacos disjuntos. Além disso, no grafico inferior, a direita, podemos
acompanhar, de novo, a caracteristica periddica acoplada ao crescimento populacional

de animais suscetiveis, uma vez vencida a queda de concentracdo devida a endemia.

Conclusao

Ainda que sejam validas muitas das criticas feitas a modelos deste tipo, restritas a uma
sO espécie, simulacdes deste tipo tém provado ser bastante Gteis na confirmagdo de

hipoteses, na verificagdo de valores para parametros de dificil obtengéo e bb
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Introducéao

No trabalho intitulado “Uma estratégia numérica para a simulacdo numérica do
comportamento evolutivo de um sistema de EDP descritivo do mal-das-cadeiras de
capivaras — taxa periodica de infeccdo” foi apresentada uma modelagem em que se fez
a suposicdo de que o contagio de uma epidemia de mal-das-cadeiras numa populagéo
de capivaras variaria com as caracteristicas oscilatorias periddicas da populagdo do
inseto transmissor e, no lugar do pardmetro constante indicativo de um contagio
invariante, uma senoidal representou, entdo, o efeito da variagdo da populacdo de
insetos transmissores em termos do contagio entre roedores suscetiveis e infectados.
Uma outra possibilidade, porém, de modelar o comportamento social desta endemia
usando sistemas do tipo SIR com espalhamento espacial poderia ser a de incluir no
sistema, além dos trés compartimentos de capivaras (suscetiveis, infectadas e mortas),
dois compartimentos do inseto, o dos portadores e dos nao-portadores do protozoario
causador do mal, além da dindmica populacional do vetor. Neste novo quadro, os
roedores continuardo a ser identificados em termos compartimentais como 0s
suscetiveis (S(t)), os infectados (I(t)) e os mortos (M(t)), enquanto os insetos séo

divididos em portadores (P(t)) e ndo-portadores (N(t)). Incluindo as "varejeiras" ou
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"mutucas” e sua dindmica populacional, ndo é mais necessario modelar, com a senoidal
adotada anteriormente, a influéncia abiodtica em termos climéticos sobre a populacéo,
mas é necessario incluir aquelas caracteristicas de dindmica populacional dos insetos
transmissores que permitam incluir sua reproducdo e dependéncia logistica da
densidade.

O Modelo Matematico

O modelo proposto, na linha daqueles citados no levantamento bibliografico é dado
por:

Aqui, além das passagens possiveis de um compartimento ao seguinte, destacam-se,
com linhas pontilhadas, as possibilidades de contagio, isto é, de um roedor suscetivel
em contato com um inseto portador do protozoario ou de um inseto ndo portador com

uma capivara infectada. Assim, o que se tem é:
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B AS+diIV(V.S) + 6,5 =2, S(L-"1y_p SP,

ot K,

ol

E—OLlA'-I-Gl.l:Bl.S.P—'Y.',

M_

a

%—aNAN+div(VV.N)+cN.N=kN.(P+N).(l—PI:N)—BZ.N.I,
2

% — 0y AP+ diV(W.P) + G, .P=B,.N.I,

para(x,y)eQcR%e te(0,T].

1)
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Apesar de se repetirem alguns dos coeficientes ja descritos no modelo anterior nos

quais havia apenas trés compartimentos, vale a pena defini-los formalmente:

Olg.

(o7

OlN-

Os.

Ol

ON-

dispersdo  populacional  (difusibilidade) das capivaras néo
contaminadas,

disperséao populacional das capivaras infectadas,

dispersdo populacional dos insetos — que assumimos ser a mesma para
portadores e ndo portadores,

mortalidade de capivaras suscetiveis por fatores representativos de
hostilidade do meio,

mortalidade de capivaras infectadas por fatores representativos da
hostilidade do meio - e ndo pela infeccdo em si, e

mortalidade de insetos por fatores representativos da hostilidade do
meio (este coeficiente é igual para insetos portadores e ndo portadores
do protozoario).
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As.
7\4N:

B

B2

K]_:
K2:

Meyer & Pregnolatto

taxa intrinseca de crescimento de capivaras sadias, e

taxa intrinseca de crescimento dos insetos (considera-se que insetos
portadores e insetos ndo-portadores tém ambos crias ndo-portadoras).
taxa de infeccdo de capivaras sadias por contato (picada) de insetos
portadores,

taxa de transformacdo de insetos ndo portadores em portadores por
contato (picada) em capivaras infectadas.

taxa de mortalidade de capivaras infectadas.

capacidade de suporte do meio para as capivaras e

capacidade de suporte do meio para insetos (portadores ou ndo).
Ainda,

vetor direcdo e intensidade de uma possivel migracao de capivaras e

vetor direcdo e intensidade de uma possivel migracdo de insetos.

As condigdes de contorno que serdo aqui usadas sdo de tipo homogéneo misto, com

partes da fronteira em que ndo ha capivaras nem varejeiras, e partes da fronteira em

gue ndo ha passagem de individuos dessas duas espécies:
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—85(2’y;t) =0 & S YOl pper, =0,
Ny
w =0 e Ix,y; t)|(x,y)el'0 =0,
N lxyer,
: 2
M =0 e M(X, V; t)|(x,y)eFO =0, @)
n (xy)ely
w =0 e N(X, y; t)|(x,y)eFD =0,
n (x,y)el
w =0 e P(X, ¥;9], .. =0,
N lxyen

Tanto o modelo quanto o algoritmo se prestam, de modo muito simples a condic6es de
contorno bem mais complexas, do tipo da descrita abaixo, para a populacdo de
Suscetiveis, mas ilustrando todos os compartimentos:

- a.g—i +hbS=g,com a,b e g definidos apropriadamente.

Em termos de condigdes iniciais, adota-se uma distribuicdo homogénea de roedores
suscetiveis, um foco restrito de capivaras infectadas e, de inicio, nenhum animal morto
pela endemia. Analogamente, iremos considerar distribuicdo homogénea apenas de
varejeiras, sem que haja, nesse instante inicial, portadores:

S(x,y,0) = Sg = constante, 1(x,y,0) = lo(X,y), M(X,y,0) = 0, N(X,y,0) = Ny = constante e
P(x,y,0) =0, em todo o dominio Q.

Como anteriormente, e fazendo uso das condi¢Bes de contorno adotadas, iremos passar
a formulacdo variacional, para obter o problema do estudo da endemia das capivaras
conjuntamente com a dindmica populacional das varejeiras tanto portadoras quanto nao

portadoras do protozoario trypanossoma equus. O que se obtém é o problema:



24 Meyer & Pregnolatto

Achar S = S(x,y,1), I = I(x,y,t), M = M(x,y,1), N = N(x,y,t) e P = P(x,y,t), num espaco H
convenientemente definido, satisfazendo as condigfes indicadas acima. Como ja foi

mencionado em (3.10), necessitaremos também do espac¢o de funges teste, V. Assim,
H={u:vte(0,T],ue H'(Q) ,%Je L*(Q) e u|rO =0}

V={viveH(Q) e v|r0 =0}.

(%f|v)+as(vsqu)+(V.€S|v)+cs(5|v) =

=1 (SIV) = (S + )7 V) - B(SP V),

1

)=, (VI V) +0,(1] V) = +,(SP [ V) —y(1] V),
ot (3)

(G = (1| v),
(%':'|v)+aN(VN||vV)+(W.€N V) + 6 (N]|v)=

= (PN V) = (P4 N)? (V) =B (N[ V)

(%':IvnaN(VP | VV) + (W.VP[V)+c,(P|v)=p,.(N.IV),

para Vv e V.

O modelo discretizado

Visando o uso do método de elementos finitos no espaco, usado junto com o de
diferencas finitas para o tempo, iremos discretizar as func¢des que descrevem cada um

dos compartimentos populacionais, procedendo, também a uma separacdo de variaveis:



Uma estratégia para a simula¢do numérica do comportamento evolutivo...

Sp = Z p;(t).0;(x,y),

=1

=z -

Iy = 2 qj(t)'(Pj(X!y)!

J

M, = ) rj(t)'(Pj(X!y)!
N, = D¢ (00,00,

i=1

=N

(4)

z

e P, = Z'j: dj(t).cpj(x,y).
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Usando estas aproximacdes em (3), obtem-se o sistema ndo-linear de Equacbes

Diferenciais Ordinarias dado por:
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dp, (1)
>t

+(os —%s)gpj(t)(cpj | (Pi)+%§p,~(t)$p.(t)-(tp.-@j | @) +

(o5 (Pi)+0ts§p,-(t)(V<P,- | V(Pi)+§p,-(t)(\7-V<P,- | @) +

+%§pj(t)zl:ql(t)'((pl'(pj | ;) +B12j:pj(t)zl:d|(t)((P|(Pj|(Pi) =0,

dg(t
Ejl%()((m | ;) +Q|Zj:qj(t)(V(Pj | Vo) + (o, +Y)Zj:qj(t)((Pj | ;) —

_Blzj: pj(t)zl:dl(t)'((pl'(pj l @) =0,
dr.(t)

E (@51 0)=7Za,0(0;10) =0,
de, (1) W
S (@010 + oy Ze Ve | Vo) + 26 (WY, | 0) +

+(oy _XN)Zj:Cj(t)((pj [ o) -
_szj:dj(t)((pj | ;) +7|;—sz:CjZI:C|(t)-((P|-(Pj | @)+

£ 2250, (030 (0.0, | 0) + 2 £, (05,0010, 0) +
+BQZj:Cj(t)$Q|(t)((P|(Pj|(Pi) =0, (5)

dd.(t .
;%(cp,- )+, Zd, 00,1 V9) + 4, OW.5e, | 9) +

+ GNZj:dj(t)((pj | ;) _Bzzjlcj(t)zllql(t)((Pl(ijpi) =0
A seguir, iremos substituir os termos de variagdo temporal, usando o método implicito

de Crank-Nicolson, isto é, procedendo as aproximacgdes exaustivamente mencionadas,

e repetidas:
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dx<t+/> X, (1) = X, (t,)

At com erro da ordem de (At)* e

+X.
X(t, + A/) = ””) i) com erro da mesma ordem.

Denominando p™, g, r", ¢ e d," as aproximag®es temporais de p, g, r, ¢ e d nos

nos (X, Y;, t), pode-se obter:

(n+1) (n) (n+1) (n)
P P i th
;T(cpj | <pi)+as§#(vcpj | Vo)) +
(n+1) (n) (n+1) (n)
A Uy P 4P
+%%(V'V(pj | ;) + (o _7\‘8)2]:%(([)] | ) +
(n+1) (n) (n+1) (n) (n+1) (n)
As P FD; PP G+
+— . + | O
K, ; 5 ;( 5 5 (XONGY
(n+1) (n) (n+1) (n)
+ d= " +d
+Bljzp' 5 i ) ' 5 —(¢9; 1 9;) =0
(n+1) (n) (n+1) (n)
9 —q i ta;
———(o. |p;))+a,>—(Vo, || Vo) +
; o (o; [ 9) .; > (Vo; [ Vo))
_(n+l) _(n)
+ (o +v)§%(cp,— | ;) — (6)
(n+1) (n) (n+1) (n)
P, P, d +d
_Blz J 5 J zll I 5 : ((qu)j | (Pi) =0
i
(n+1) (n) q (n+1) .(n)
;‘T(cp, | ;) - vz%(cp,- | @) =0
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C-(Ml) _ _(n) _(n+l) _
24(@1' |¢) "'OLNZ%(V(P] | V) +
J At j 2
C_(n+1) n m (n+D) (n)
+Z%(WV(‘PJI | ) +(oy _}\'N)Z%((Pj | @)+
i i
(n+1) (n) (n+1) () (n+1) ()
MGt G " +G d " +d,
+— +2. . o
ZJZ 5 2 5 5 (0| ®)
% d_(n+1) +d_(n) d (n+1) +d (n) (n+1) m
+_NZ J > I ((P1(Pj|(Pi)_7“NZ¥((Pj |¢)=0
5 2 | 2 j 2
dj(l’]+1) _ dJ(n) dj(n+l) J
ZT(@,- | <Pi)+aNZ#(V(P,- | Vo) +
i j
dj(n+1) +dj(n) . j(n+l) j(n)
+Zf(W-V@j I(Pi)+(GN)Z#(<p,- | @) -
i j
(n+1) (n) (n+1) (n)
C +C +
—B,AtY : : ZI:qI 5 9 ((P|(Pj|(Pi) =0
i

Neste sistema, separando em cada equacao os termos em t,.; € em t, da correspondente
populacdo e reagrupando-os convenientemente para facilitar a implementacdo do

algoritmo, obtem-se:
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£, L+ %, ) + 55 (Vo 1 V) +
A0+ S (g + Blm 567 +3.” o, o) +

’:”ft z(p.““’ p +q.‘”+” ‘”>)<<p.xp,|cp.)}—

;pj<“>{[1—“‘5‘—2"3)At].(¢j 9 11V)-

M)V o)~ PR 10 koo, 0)-
’:”ft S[p" 4p” +q.‘”*” 0" 90,10,
e L +°"—A‘.<V<p,- I Vo)t
£0,7(0- O %, 1) - 2 v, Vo))

By +p ")z +d.<“))(cp. 919 -

ZJ:rj(nﬂ) ((Pj | ;) = Zj:rj(n)(q)j | ;) +_Z(qj(n+l) qj(n))((Pj | ),
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Zc,‘”*”{[uLjN)A‘](cpj 0+ 2% (Vo [Vg) +
) e, XD )+
KA'[

e z(d<"”’+d‘“>)<<p.<p,|<p)+52 S0 -0 o0, l0)+

t AtZ( O 46O 0, 10} =

Zc,-<”’{[1—L2"N)A‘](<p, 100~ 222 (Vo [1Vo) -

“"| )-W, ( ) - BZA‘Z(q.“*” 0" )0, | 9) -

(

’;KM S 000 [0) i T 6oy lo)
%z(df”*” ~4")*[(o, o df”“’ ~d,")(00;1 0]
20+ P50, [0) + 25 (Y, Vo) +
B0y (‘P’| )}=
;d,-‘”{[l "N“] (0, 11V~
t O
SR )W, —( o)}

At n+ n n+ n
P (e +e (0 ”+q.( oo o)

para v(pi € basede V,.
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O algoritmo

Dados S@, 19 M © N©@ e p@ ohtém-se os sucessivos valores de S™, 1M, M ™ N®™ ¢
P™ resolvendo o sistema ndo-linear abaixo fazendo uso de aproximacdo linear iterativa

que, por simplicidade, ndo vai aqui explicitada:

Us (S, S0, |0 (D) p+d) plrdy 5+D) = \pg(gM 0+ | 1041 p(d) p(my g

Uy (S, S0, 10 (D) pled) plody 1041) = g, () D) 0 (D) p(red) ploy 0) 4
wi(S™, SO N N

Upn. M = Wiy M@ 4wy (179, 1),

Un (|(”+1), |("), N(”+1), N("), p(n+1), p("))_N(”+1) =Wy (|(”+1), |("),), N(n+1), N("), p(n+1), p(ﬂ))_N(”)
+ WN(p(”+1), p(n)),

Up P™P= WP®™ +wp(1™D 1™ N™D N®™) onde os operadores ndo lineares
Us,Ws,U;,W,,Un, Wy, as matrizes Uy, Wy, Up,Wp e 0s vetores w;(S™%,5™ N N™),

win(1™ 10 @ wp (1D 10 N™D N®) s3o dados, respectivamente, por:
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Ug(i,) =+ Zs)At

V0w A i)+ B S0 10 kg L)+

1o, |<pi)+°‘37“(\7cp,- IVg)+

AL
4K,

WG, ) ={n- O~

-Z(p|(n+1) + p|(n) +q|(n+l) +Q|(n))((l)| Q; (99} 7

S)At] ©, |(pi)—%TAt-(v(Pi Vo) -

g vﬁ(% 0)-PE 51 4 Yo, l0) -
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Este algoritmo foi programado no ambiente do Matlab, usando estruturas de matrizes
esparsas, e foi possivel obter, para um dominio genérico, resultados que vém
sistematicamente de acordo com os fenémenos observados. Cabe mencionar o longo
tempo despendido em cada ensaio numeérico, dada a necessidade de serem resolvidos

diversos sistemas lineares a cada um dos passos no tempo, além, claro, das operacfes
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matriciais e vetoriais. Isto correspondeu a algo entre centenas e milhares de resolugdes
de sistemas lineares com matrizes da ordem de 60x60. O tempo para estas execucdes
devera cair rapidamente em funcdo de uma melhoria significativa de recursos
computacionais.

A seguir, iremos apresentar, apenas visualmente, os resultados de alguns desses
ensaios.

No caso abaixo (fig. 1), para um periodo relativamente curto de tempo (tempo final
escolhido como 75 u.t.), podemos observar que a Unica populagdo significativamente
presente no meio é de insetos portadores. Além do mais, as popula¢fes de infectados,
mortos e de insetos ndo-portadores, se concentram em torno do ponto em que primeiro
apareceram o0s insetos portadores, enquanto que a populacdo de insetos suscetiveis

segue seu caminho verhulstiano:

=10

suscottfinnl = 75 . Infoct.600 pussos ’ marntos

um ponto de nno-port. no tempo
3 - ; .

fig. 1: uma simulacdo-padrdo, 600 passos no tempo, tempo final = 75 u.t.

Observamos que a populacdo de insetos ndo-portadores esta crescendo no ponto
genérico do dominio que foi escolhido para se ter uma visdo evolutiva do processo,

apesar da presenca de insetos e de animais infectados. Observamos também que ha,
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ainda, coincidéncia nas concentracGes de popula¢es de mamiferos, mas nédo na de
insetos.

A figura 2 destaca o grafico de ndo-portadores numa perspectiva de mais facil
visualizacdo. Pode-se observar que, na regido em que se concentra a maior quantidade
de insetos portadores, a concentracdo dos ndo-portadores ja iniciou um processo de

queda populacional:

fig. 2: Insetos ndo-portadores, 300 passos no tempo, tgna=75 U.t.

Com mais tempo, porém, essa aparente concordancia de comportamentos tanto de
capivaras suscetiveis e infectadas, quanto de insetos portadores e ndo-portadores deixa
de se manifestar, surgindo uma presenca por assim dizer complementar, alias esperada!
S&o, evidentemente, mais passos no tempo (no caso da fig. 3, o tempo final foi

considerado como 750 unidades, e foram usados 1500 passos no tempo):
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...... v infast, mertos

1moo

fig. 3: tempo final 750 u.t., 1500 passos no tempo.

Da figura 3 acima, podemos destacar duas superficies na figura 4: a de capivaras
suscetiveis e aquela de insetos ndo portadores. O objetivo deste destaque é o de
enfatizar a mudanga de comportamento a medida que o tempo evolui. Ocorre uma
presenca complementar com relacdo, respectivamente, as populagdes de mamiferos
infectados e de insetos portadores. Ora esta situacdo € como a que se descreve in loco,
guando os guias e guardas florestais (a denominacdo permanece embora ndo haja,
formalmente, florestas a serem guardadas...) relatam o desaparecimento de capivaras
sds (que na superficie S(x,y,t) se deslocam para as fronteiras mais distantes do
dominio), e seu ressurgimento passado o periodo de algumas geracBGes. Podemos
observar também que, ap6s o crescimento inicial da populacdo de insetos nao
portadores, vem sua queda, tendo a populagdo de insetos passado para o
compartimento de portadores, em grande parte devido ao crescimento da populagéo de
roedores infectados.

susct oot

fig. 4: Concentracdes populacionais de capivaras suscetiveis e de insetos nao-
portadores, ap6s 1500 passos no tempo.
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Conclusao

Embora continue a valer, para este tipo de modelo, a critica aqueles sistemas que
“isolam” populagcbes que se encontram imersas em ecossistemas muito mais
complexos, este tipo de esforgo pode se constituir em formidavel ferramenta para a
avaliacdo de estratégias de manejo, e sua adocdo (ou rejeicdo!) visando técnicas de
comunidades sustentaveis — um dos principais modos de se repensar nosso convivio
com regides que ainda conseguem conservar caracteristicas naturais. Neste caso, o do
pantanal no nordeste argentino, os “Esteros de Ibera”.
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Abstract

The purpose of this paper is to study of the evolution of positive HIV
population for manifestation of AIDS (Acquired Immunideficiency Syndrome).
Our main interest is to model the transference rate in this stage. For this
purpose, we use expert information on transference rate because it strongly
depends of the viral load and of the level cp4+of the infected individuals. More
specifically, the transference rate is modeled as a fuzzy set that depends of the
knowledge on viral load and cbpa4+, respectively. The main difference between
this model and the classic one relies on the biological meaning of the
transference rate A. Medical science uses linguistic notions to characterize
disease stages and to specify anti-retroviral therapy. Fuzzy set theory provides
the formal framework to model linguistic descriptions such as the transference
rate A using expert knowledge.

1. INTRODUCTION

In the last decade, the mathematical literature on imprecision and uncertainty has
grown considerably, especially in system modeling, control theory, and engineering
areas. More recently, several authors have used the fuzzy set theory in epidemiology
problems [6] and population dynamics [2].
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Since the advent of the HIV infection, several mathematical models have been
developed to describe its dynamics [3] and [5]. In this paper fuzzy set theory,
introduced in the sixties by Lotfi Zadeh [9], is used to deal with imprecision on the
time instant or moment in which AIDS begins its manifestation. Our study considers
the transference rate A, as used in the classical Anderson’s model [3], as a fuzzy set.

Fuzzy set theory is a genuine generalization of classical set theory [1], [7] and [9]
useful to model unsharp classes. In this paper, the parameter A is viewed as a
linguistic variable whose values are fuzzy sets that depends on the viral load v and on
the CD4+ level. CD4+ is the main T lymphocyte attacked by the HIV retrovirus
when it reaches the bloodstream. The notion of A rate as a linguistic variable with
fuzzy values captures its biological meaning more faithfully [6] and [7] to classify the
disease stages, and to decide on when the antiretroviral therapy should be used. We
assume that, initially, the fraction of infected asymptomatic individuals X is maximum
and equal to 1, and that the fraction of AIDS symptomatic individuals y is null. The

next section introduces the main definitions needed in this paper.
2. PRELIMINARY DEFINITIONS

A fuzzy subset F of the universe set U is defined by a membership function u that
assigns to each element X of U a number U (X) between zero and one to mean the
degree of membership from X to F . Therefore, the fuzzy subset (or set, for short) F
is its membership function u: U — [0,1]. In this paper we will use the membership
function U to denote the fuzzy set F . It is interesting to observe that a classic subset
A of U is a particular fuzzy set for which the membership function is the
characteristic function of A, thisis, y,:U —{0,1}. The main tool that we will rely

on in this paper concerns fuzzy rule-based systems [7], whose architecture is shown in
figure 1. The method of fuzzy inference chosen is referred to as the Mamdani method.

RULE BEAS E

Figure 1: Architecture of fuzzy rule-based systems.



Fuzzy rules in asymptomatic HIV virus infected individuals model 41

3. CLASSIC MODEL

The classical Anderson's model (1986) for AIDS is given by:

%:—ﬂ(t)x x(0)=1
% = A(t)x = A(t)(L-Y) y(0)=0 (1)

where A(t) is the transference rate between infected individuals and infected

individuals that develop AIDS, X is the proportion of infected population that does not
have AIDS symptoms yet, and VY is the proportion of the population that has developed

AIDS symptoms. Anderson assumes A(t) =at, a>0. Thus the solution of (1) is

at? at?

x(t)=e 2 y(t)=1-e 2 @)

4. FUZZY MODEL

When the HIV reaches the bloodstream, it attacks mainly the lymphocyte T of the
CD4+ type. The amount of cells CD4+ in periferic blood has prognostics
implication in infection evolution by HIV. Nowadays, the amount of
immunecompetence cells is the most clinically useful and acceptable measure to treat
of infected individuals by HIV, although it is not the only one. We can classify the
amount of CD4+ cells/ml in the peripheral blood in four ranges (see:
www.aids.gov.br):

1. CD4+ > 0.5 cells/ml: Stage of infection by HIV with low risk of to develop
disease.

2. CD4+ between 0.2 and 0.5 cells/ml: Stage characterized for appearance of signs
and shorter symptoms or constitutional alterations. Moderate risk to develop
opportunist diseases.

3. CD4+ between 0.05 e 0.2 cells/ml: Stage with high possibility to develop
opportunist diseases.

4, CD4+ < 0.05 cells/ml: High risk of get opportunist diseases such as Kaposi’s
sarcoma. High life risk and low survival chances.
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On the other hand, a low HIV viral load not enough to destroy all the lymphocyte
CD4 + of the organism. Thus, antibodies have chances to act against opportunist
diseases. High viral load destroys large quantities of lymphocyte CD4+ and the
immunologic system may lose its function.

In the beginning (or when change of anti-retroviral therapy occurs), the literature
recommend viral load exams within one to two months period to evaluate the
treatment. The results should be interpreted of the following way:

1. Viral load below of 10.000 copies of RNA by ml: low risk of disease
progression.

2. Viral load between 10.000 and 100.000 copies of RNA by ml: moderate risk of
disease progression.

3. Viral load above of 100.000 copies of RNA by ml: high risk of disease

progression.

The identification of the disease stages and its respective treatment is based on the
relation between viral load and CD4+ cells level. Control of the viral load and
CD4 + cells level may interfere in the transference rate A control.

Thus, the conversion from an asymptomatic individual to a symptomatic individual
depends on the individual characteristics, as measured by the viral load v and CD4 +.
Therefore, we suggest the following modification of (1):

%:—A(v, CD4+)X x(0) =1

% =A(v,CD4-H)x = A(v,CD4H)(L-Y) y(0)=0 (3)
The difference between this and the first model (1) is that now the parameter
A=A(v,CD4+) has a clear biological meaning and thus is a more faithful

characterization of 4. From the mathematical point of view we can think of (3) as a
parametric family of systems. In this case, A is the parameter dependent of v and
CD4+. It seems reasonable that A4, and consequently of the population y, can be

controlled via v and CD4 +. From (3) we have
X(t) — e—i(v,CD4+)t Y(t) :1_e—/1(v,CD4+)t > 0 @)

5. LINGUISTIC VARIABLES AND RULES BASE
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Estimation of the transference rate A= A(v,CD4+)is based on expert medical
information. We adopt a fuzzy rule-based modeling approach assuming that the viral
load (V), the CD4+ level, and the transference rate (A1) are linguistic variables [7].
According to section 4, the viral load is classified as low, medium and high whereas
the CD4+ level is classified as very low, low, medium, high medium and high. The
transference rate A is classified as weak, medium weak, medium and strong. The
CD4 + level between 0.2 and 0.5 cells/ml is divided in two ranges because it relates
with an important phase of the transference of asymptomatic to symptomatic.

The fuzzy rule-based model uses the Mamdani inference method to derive the
values of A assuming the membership functions shown in figures 2, 3 and 4 and the
following rule- base:

1. If vislowand CD4+ is very low then A is strong.

If v islow and CD4+ is low then A is medium.
If v islow and CD4 + is medium then A is medium.
If v is low and CD4 + is high medium then A is weak medium.
If v islow and CD4+ is high then A is weak.
If v is medium and CD4+ is very low then A is strong.
If v is medium and CD4 + is low then A is strong.
If v is medium and CD4 + is medium then A is medium.
If v is medium and CD4 + is high medium then A is weak medium.
. If v is medium and CD4 + is high then A is weak.
. If v is high and CD4+ is very low then A is strong.
. If v is high and CD4 + is low then A is strong.
. If v is high and CD4 + is medium then A is medium.
. If v is high and CD4 + is high medium then A is medium.
. If v is high and CD4 + is high then A is medium.
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Figure 2: Membership functions viral load (V). Figure 3: Membership functions CD4+ level.



44

Jafelice, Barros, Bassanezi & Gomide

15

0,5

0

weak weak medium  medium

strong

0

601 02 03 04 05 06 0,7 08 09
A

1

Figure 4: Membership functions lambda ().

6. THE TRANSFERENCE RATE 1

From of the rules base introduced in the previous section and from the inference
method adopted, we simulate the viral load v and the CD4 + level to a HIV-positive
individual during sixty months and to obtain the output 4 = A(v,CD4+) as depicted

in figure 5. A cross-section of the A surface along a parallel plan to the CD4 + level
axis is shown in figure 6.

06

CD4+

[

Transference rate
o =
w =

o
a

o
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Viral load

L
04

L L L L
0s e or o8 03 1
[e{sT X

Figure 5: Function 4 = A(v,CD4+).

Figure 6: A as a function of CD 4 + (V=0.036).

According with the section 4, CD4 + is the most useful parameter to control and to
diagnose HIV. A more detailed study can be done assuming that the transference rate
is A =A4(c), where ¢c=CD4+ in the model (4). We assume A given by the function

of figure 6, that is, we assume A(c) as follows:
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0 if c<cy,
aQ)=1-2=C% it ¢, <c<c, (5)
M " “min

1 if ¢, <c<c,,

Figure 7: Transference rate A in function of the CD4 +. Figure 8: Membership function O adopted for C.

In the figure 7, C;, represents the minimum CD4+ level for which the individual

n

becomes symptomatic, C,, represents the CD4+ level for which the chance to
become symptomatic is minimum, and C,,, is the largest quantity of CD4 + possible.

In figure 6, we can observe the approximate values of C_;, and C,,, thisis, C,is

n
approximately 0.3 cells/ml and C,, is approximately 0.9 cells/ml. These values are
compatible with the reality if CD4+ is less than 0.3 cells/ml the tendency is of the
individual becomes symptomatic and when CD4+is bigger than 0.9 cells/ml the

tendency is of the individual to be asymptomatic. Thus, the number of asymptomatic
and symptomatic individuals at the time instant t is:

X(t, C) — e—/'t(v,CD4+)t Y(t, C) :l— e—/‘i(v,CD4+)t

7. FUZZY EXPECTANCY OF THE ASYMPTOMATIC
INDIVIDUALS
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The fuzzy expectancy is introduced here as a deffuzification method to provide an

average value of X(t) =g Ve , the number of asymptomatic individuals at the

time instant t. To define fuzzy expectancy we need first to define a fuzzy measure. Let
Q an unempty set and P(Q) the subsets of Q. The function x:P(Q) —[0,1] is a
fuzzy measure [4] if:
1. u(d)=0and u(Q)=1.
2. u(A)<uB) if AcB.

The value of the fuzzy expectancy of the asymptomatic individuals of the fuzzy set
X = X(t,c) is given by [8]

FEV[x] = sup inf[a, u{x > a}]
0<a<l

where  {Xx>a}={c:x(c)>a} for each t and px is a fuzzy measure. Let
H(a) = 1{c:x(c)>a}, for each t>0. Here we suggest the following fuzzy

supp(c) if Azxd

measure: u(A) = ceA
0 if A=U

—Ina

Let A=J[a,c,], where a:CM—(CM—cmin)( j Observe  that

C, <a=<Cy,.Note that x is an optimist measure, in the way that the CD4+ level
in a group is evaluated for individual with CD4 + best level.
Beyond of ¢ €[0,c,,, ], we assume that the CD4 + level of the group HIV-positive

studied (C) has different possibility to occur. We assume C as a triangular fuzzy set
(see figure 8) given by:

0 if c<C-¢o
-%@—6+§)|f CT-0<Cc<T
ple)=1" (6)
:;@—6—5)|f C<Cc<CT+0o
0 if ¢c>C+0

The parameter T is the modal value and o is the dispersion of each one the set fuzzy
that defines the linguistic variable values. These fuzzy sets are defined from of the
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values C;,, Cy and C,,, of the definition of 4. Thus, we the fuzzy expectancy by

looking at three cases:

1. Case: CD4+ low (C_). Weassume c,,. >C+0.Thus, FEV[x]=¢™".

2. Case: CD4+ high (C"). We assume C, <C—-J6 and T+I<C,,.
Thus, FEV[x]=1.

3. Case: CD4+ medium (C*). We assume C—06 >C,,;, and T+ <cC,, . The third

case is the most interesting for our purposes because most part of the individuals is
within this range. After a number of manipulations, we obtain:

1 if 0<ag<e?®t
H(a)={p(a) if e*@" <qg<e N 7)
0 if e <y<l

X

where p(a) =%[—CM —(Cy —cmin)(mTa)+E+5] As H(a) is continnuos and

decreasing, it has a unique fixed point that coincides with FEV[x]. Thus we obtain
the following inequality:
e MOt <« FEV[x] < e ot (8)

The inequality above shows that in the best hypothesis (4 optimist) is possible
the FEV[X] is less than 1, since it is inferior a possible solution e ***

This way, for each t>0 there exists a unique c(t)e(C,C+05), where

e

and, because the CD4 + level increases with t, FEV[X] is decreasing. Consequently,
the fuzzy expectancy is not solution of (3). Actually, at each instant t, the FEV[X]
coincides with the unique solution of (3). It is easy to verify that FEV[X] is
differentiable and that it satisfies the following differential equation with the time
dependent parameter A:

dx dA dc
s —[ﬂ(c(t» +tE(C(t))E(t)} X ©

. Thus, FEV[x]=e *¢®"is an exponential curve
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Note that for the three cases studied here, we obtain the following inequality:

efFEV[ﬂ]t < efﬂ(é)t < FEV[X] (10)

8. CONCLUSION

The main difference between the deterministic and the fuzzy model is that the fuzzy
model allows imprecise parameters and deffuzification at any time. In deterministic
modeling, deffuzification is done in the beginning of the mathematical modeling. We
may state that the deterministic models are particular instances of fuzzy models. In our
case, the deterministic model (3) results the solution x(t) = e " The fuzzy model

also provides a unique curve FEV[X] when decisions are necessary. Fuzzy

expectancy of asymptomatic individuals is bounded below by e **. Therefore, the

fuzzy model over evaluates the number of asymptomatic individuals. We emphasize
that, despite of using an optimist fuzzy measure to evaluate the CD4+ level in the

population, the FEV[x] is less than e **"and thus depends of the populational
dispersion o of the CD4+ level of the group studied. From (8), we see that when
8 — 0, FEV[X] » e *" that is, it depends only of CD4+, indicating a policy for
treatment. Clearly, the fuzzy model provides a clearer and meaningful characterization
of parameter A that is compatible with medical knowledge and perception.

9. REFERENCES

[1] Barros, L.C., R.C. Bassanezi and M.B. Leite. The Epidemiological Models SI with
Fuzzy Parameter of Transmission (submitted).

[2] Krivan, V. and G. Colombo. A Non-Stochastic approach for Modeling Uncertainty

in

Population Dynamics. Bulletin of Mathematical Biology (1998) 60 .

[3] Murray, J.D. 1990. Mathematical Biology. Springer-Verlag, Berlin.

[4] Nguyen, H.T. and E.A.Walker. 2000. A First Course in Fuzzy Logic. Chapman &
Hall/CRC.

[5] Nowak, M.A . 1999. The Mathematical Biology of Human infections. Conservation
Ecology 3.



Fuzzy rules in asymptomatic HIV virus infected individuals model 49

[6] Ortega, N.S. 2001. Aplicacdo da Teoria de Ldgica Fuzzy a Problemas da
Biomedicina., PhD thesis., University of S&o Paulo (in Portuguese).

[7] Pedrycz, W. and F.Gomide. 1998. An Introduction to Fuzzy Sets: Analysis and
Design. Massachusetts Institute of Technology.

[8] Sugeno, M. 1974. Theory of Fuzzy Integrals and Its Applications, PhD thesis,
Tokyo Institute of Technology, Japan.

[9] Zadeh, L.A . 1965. Fuzzy Sets. Information and Control 8: 338-353.



50

Jafelice, Barros, Bassanezi & Gomide



BIOMATEMATICA 12 (2002) 51-61 ISSN 1679-365X
Uma Publicacdo do Grupo de Biomatematica IMECC-UNICAMP

Modelos epidemioldgicos com
inclusao diferencial fuzzy

Laécio C. de Barros* Rodney C. Bassanezif

DMA-IMECC, UNICAMP - Campinas, SP;

Maria Beatriz F. Leite!
PUCC - Campinas/SF;

Renata Zotin G.de Oliveira®

DM - IGCE - UNESP - Rio Clare, S5P;

Resumo

Neste trabalho consideramos o modelo epidemioldgico do tipo SI (sus-
cetivel-infectado) com heterogeneidade na classe dos infectados. Neste
caso, a taxa de transmissao é considerada como conjunto fuzzy, A teoria
de inclusao diferencial fuzzy € utilizada para produzir uma solucao do
modelo. Em seguida é feita uma comparagio desta solugio com aquela
proposta pelo modelo determinttico.

1 Introducgao

Os primeiros modelos matemsticos em Epidemiologia que levam em consi-
deracac a subdivisao da populagio de hospedeiros em suscetivels e infectados
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foram os de Kermack e Mekendrie. Estes modelos assumem que todos os in-
dividuos infecciosos tém a mesma chance de infectar. No entanto, sabe-se
que nm conjunto de fatores influenciam na ocorréncia de uma nova infeegio,
dentre eles, a carga viral dos individuos infectados. Com a finalidade de se fa-
zer analises mais detalhadas e obter informagoes sobre o controle da doenga é
comum considerar graus de infecciosidade na classe dos infectados e, subdividi-
la em classes com n diferentes estdgios infecciosos. Neste caso, a complexi-
dade do modelo aumenta consideravelmente, difienltando a andlise de certos
parimetros epidemioldgicos( Leite et al (8)).

O tratamento matematico de incertezas graduais, como as que distingueimn
individuos numa populaciao, tem-se utilizado cada vez mais da Teoria Fuzzy.
Em Barros et al ((2)) a expectativa de vida de uma populagio € estudada a
partir dos diferentes graus de pobreza de seus individuos. J4 em Sadegh-Zadeh
((11)) os individuos sio classificados baseando-se no seu estado de saiide, ad-
mitindo estdgios intermedidrios entre satide e doenga.

Neste trabalho propomos um modelo em que a heterogeneidade dos in-
dividuos infectados é considerada sob a hipdtese que eles infectam diferen-
temente, de acordo com sua carga viral, que é assumida ser limitada. Dhesta
forma, o modelo matemédtico obtido passa a ser tipicamente aquele chamadao de
ruide desconhecido mas limitado, o qual é tratado matematicamente por meio
das inclusdes diferenciais | ver Krivan(7)). Para tornar o modelo mais rea-
lista, consideramos a taxa de contato como um conjunto fuzzy que depende da
carga viral e, esta por sua vez, tem possibilidades distintas de ocorréncia. Estas
hipdteses adicionais nos levam as inclusdes diferenciais fuzzy formalizadas por
Hiillermeier ((G)). Por fim, comparamos o mimero médio de infectados com
o nimero de individuos previsto pelo modelo deterministo, o qual & obtido
supondo a homogeneidade na classe dos infectados, isto €, supondo que todos
tenham mesma carga viral.

2 Preliminares
Um subeconjunto fuzzy subset F' de um conjunto universo &4 ¢ simbolica-
mente representado pela fungdo de pertinéncia up @ U — [0,1], onde up(z)

indica o grau de pertinéncia de » a F. Neste sentido podemos dizer que
todo subeonjuntofcldssico) € um particular subeconjunto fuzzy cuja funcaoe de
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pertinéncia € sua funcio caracteristica. Quando nao houver dividas, repre-
sentaremos o subeonjunto fuzey I apenas por sua funcao de pertinénecia u sem
o indice.

Cada subconjunto fuzzy F' & caracterizado seus o — niveis | ver Ralescu

(10)).
[FI* ={z el ulz) > a},ac(0,1] e
[F]" ={x € : u(zx) > 0} é o suporte de F.

Esta caracterizacio serda usada principalmente para obter solugtes dos sistemas
dindmicos fuzzy agul em nosso texto.

3 0O Modelo

O modelo matemsatico mais simples para descrever a dinfdmica de doencgas
diretamente transmitidas com interagio entre individuos suscetivels e infecta-
dos, com auséneia de imunidade, € o modelo ST sem dindmica vital. O modelo
pode ser representado pelo esquemsa compartimental:

;

onde S e I sao as proporgoes de individuos suscetivels e infectados, res-
pectivamente, ¢ 3 é o coeficiente de transmissao da doenga. Este modelo, do
ponto de vista deterministico, € descrito matematicamente pelo sistema de
equagoes diferenciais nao lineares,

& = _8sI
(1)
dl = gsr.
Considerando que a populagao total € constante, obtemos
dl
— =3Il -1T), 2
—=FI(1-1) (2)

53



Barros, Bassanezi, Leite & Oliveira

cuja solugao € dada por

I gt

It) = ———,
() Sa + IDE!"3z

(3)
onde Sp e Iy sao as condigdes inicials,

Na proxima segio vamos propor ulna extenséao do modelo (2), conside-
rando a heterogeneidade individual. Admitiremos que diferentes cargas virais

dos infecciosos contribuem diferentemente para a propagacio da doenga (ver
Barros et al (3)).

3.1 DModelo Fuzzy

Amhos os conceitos de suscetibilidade e infecciosidade sio incertos, isto &,
hd diferentes graus de suscetibilidade e infecciosidade entre os individuos de
uma populagio. Tais diferencas podem surgir, por exemplo, quando conside-
ramos grupos populacionals com seus diferentes habitos e costumes, diferentes
graus de resisténela, ete. Visando incorporar a heterogeneidade populacional
no modelo, consideraremos o parametro § [ § que representa a chance de
ocorrer a transmissio da doenca quando hd wm contato entre um individuo
suscetivel e nm infectado) como um ndmero fuzzy. Assim, o dominio da
funcio de pertinéncia § € o conjunto dos nimeros reals e seus o — niveis sio
intervalos.

Assumimos aqui que a heterogeneidade populacional € dada apenas pela
carga viral individual (ver Sadegh-Zadeh(ll)). Vamos supor que, quanto
maior a carga viral, maior a chance de transmitir a doenga. Em outras pa-
lavras, assumimos que @ = #{v) mede a chance da transmissio ocorrer num
contato entre um individuo suscetivel e um individuo infectado com carga viral
7

Para obter a funcio grau de pertineéncia de 3, assumimos que, quando a
quantidade de virus no individuo é relativamente baixa, a chance de transi-
missao € negligencidvel, e existe uma quantidade minima de virus v, ne
cessdria para provocar a transmissao da doenca. Além disso, a partir de uma
certa quantidade de virus vy, a chanece de transmissio da doenga € maxima e
igual a 1. Finalmente, supomos que a quantidade individual de virus € sem-
pre limitada por pin.. para cada doenga. Escolhemos a seguinte funcio de
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pertinéncia para 3 (ver (3))

0 88 ¥ < Vmin

fGlv) = min g g, VS UM i4d)

Faf —min

1 s g <V < Vingse.

A guantidade minima de virus necessdria para que ocorTa {TANSMISSAD, Myin,
¢ caracterizada pela suscetibilidade do grupo estudado.

p

0.5

Figura 1: Coeficiente fuzzy de transmissao 3

3.2 Analise do nimero de individuos infectados para o modelo
fuzzy

Sendo 3 um conjunto fuzzy, € de se esperar que o nimero de individuos
infectados, em cada instante, seja um conjunto tuzzy.

Até aqui a incerteza no modelo fuzzy € devido o parametro v. Néao sabe-
mos o valor de v, porém sabemos que v € [0, Uya]. Para obter o mimero de
individuos infectados, em cada instante, como um conjunto fuzzy vamos fazer
uso da teoria de inclustes diferenciais. Krivan((7)) sugere a substituigio da

equagao (2) pela inclusdo diferencial parametrizada

dr
= €{B@IL-1I), v € [0, tmax]}, (3)

55



Barros, Bassanezi, Leite & Oliveira

cuja solugio é formada pela colegao de todas as solugdes de (2), onde v(f) &
[0, vmax ] € uma funcio mensurdvel (ver Krivan (7) e Aubin and Cellina (1)).
Desta forma (5) € um easo tipico do chamado rufdo desconhecido mas limitado,
o qual deve ser estudado através do seguinte sistema de controle

% = B(v)I(1-1), I(0) = Io, v(t) € [0, Umax]. (6)
O conjunto de todas as solugoes da inelusio diferencial (5) eoineide com o
conjunto de todas as solugdes de sistemas de controle (6). Contudo, o conjunto
atingivel de (5) no instante ¢ = 0, definido por, R(t) = {I(t) : I € solugio de
5. é um intervalo (ver Aubin e Cellina (1)). Para nosso caso, este conjunto
atingivel & dado por
R(t) = [I_, L]

onde I, (f) e I_(t) sdo, respectivamente, as solucoes de

A max{B)I(L = I),v € [0,vma}, To

df
ar )
— min{F(v) (1 — I),v € [0,Vmax]}, Lo
ot dl dl
—=I(1-T — =0, Il0) = Iy.
T ( ) e g7 , 1(0) =1
Assim, T, (f) = Eﬂ% e I_{f) = I. Portanto
I,et
R(fj = [Iu,m].

D& hipdtese que 3 & um conjunto fuzzy, isto €, uma fungioe de pertinénecia
de algum subconjunto fuzzy com dominio nos valores assumidos pela carga
viral, Hilllermeier ((6)) propée que a inclusio 5 passe a ser vista como uma
inclusao diferencial fuzzy parametrizada por v, cuja solugéo €, em cada instante
t, um conjunto fuzzy I(t), eujos o — niveis, [I(t)]*, sio dados pelos conjuntos
atingiveis B™(f) da inclusio diferencial

{ % e{BvI(1-1I),ve 3]} (7)
I(0)= I
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que € equivalente a

%i‘ = {jitjftl - IJ; vE [C“:.t’l.ﬂ-'f - trmlnj' + t"mln:-"'-"J'n,aﬂ-:]} I:EJ
o) = I, .

Da mesma forma que obtemos R(f) acima, podemos concluir que

TP (¥ —Vmin) +Umin)t Ioet
R&“j= Al alver—t o 3" E] I:‘.-:i:l
SEI + IDE!' ': ': W —Ymin)+ mln:' SI:I + IDE!
Iﬂeat IuE:t

= . , 0<a<l.
[5D+IDEQt'Su+IDEZ]' S

Note que R(t) = R"(t).

Assim, em cada instante £, I{f) é um conjunto fuzzy onde o8 o —niveis 240
dados por R*(t) para todo o £ [0,1]. Vale a pena lembrar que os intervalos
Ro(t) obtidos acima definem, de fato, um conjunto fuzzy | ver Diamond(4)).

A fungao de pertinéncia de I'(f) ¢ obtida por (ver Ralescu (10))

S T

_ _ 1
uripy L) = EEEI.{& e0,1]: T R*t)} = ?lniﬁﬁj‘

E interessante notar que, neste caso, as trajetdrias no nivel o = 1, que é
formado apenas pela curva

IDEIt

m:[“ﬂﬁ

nao tem qualguer preferéncia sobre outras, ou seja, o fato de estar no nivel
a = 1, que estd contido nos demais [I(f)]®, ndo indiea que esta trajetdria
tenha mais chance de ocorrer que outras. Esta observagio € consequéncia
direta do fato que 3 € fungio de pertinéncia, mas o nimero F(v) £ [0,1] néo
indica possibilidade de v ocorrer. @i(v) nao € funcio de possibilidade. Este
fato impliea a auséncia de eritério para a escolha de uma trajetdria(selecio),
de maneira natural, na solugio tuzzy de Hulermeier com o — niveis dada por
(9.

A hipotese adicional a seguir nos ajudard na escolha de critérios para se-
lecionar trajetdrias na solugao fuzzy. Tal trajetoria terd as caracteristicas da
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trajetdria baricéntrica, que corresponde ao nimero médio de individuos infee-
tados em cada instante .

Para tornar o modelo mais realista vamos supor que v tenha diferentes
chances de ocorrer. Como cohsequéncia vamos propol wmn critério natural
para escolher uma trajetdria na solugio (9). Mais especificamente usaremos a
esperanca, E[I(#)]. como o defuzzificador do mimero de individuos infectados
I(t).

3.3  Esperanca do niimero de individuos infectados

Como mencionamos antes vamos supor que a possibilidade de v ocorrer
seja dada pelo mimero p(r) € [0, 1].

Assim, plv) pode ser visto como a possibilidade para a carga viral V' = v,
Consideramos que p(r) € dado por

12 se v e 5 — 8,5+ 4]

10
0 se v & [F— 4,4+ 4] (10)

plv) =

O parametro # é o valor central e 4 dd a dispersio da carga viral. Note
que glv) € um tipico nimeroe fuzzy triangular((9)).
A Figura 2 mostra o grafico de pir)

f‘

y -f I i W

Figura 2: Distribuicio da carga viral p
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Adotaremos aqui a medida de probabilidade p{A) = [, 5(5'51, para todo
A C R, e como defuzzificador, a esperanca de I'(f)

E‘[I(a‘j]=/};ﬂ: B éfm v)dv,

. _ Igefivie
onde I(v, t) = T HIpeP -
Observamos que

86 T+ 0 < Unin ( carga viral fraca) temos E[I(t)] = Io, ¥t = 0,

IDE:E

ﬁ’\ﬁ} 0.
o+

se T —d > vy ( carga viral forte) temos E[I(f)] =

De maneira geral temos
I[T—4,t) < E[I({v,t)] < I(T+ 4,t).

Assim, E[I(v,t)] = conde R(t) € o conjunto atingivel de (5). Como
R(t) € um intervalo, E"(JStE um linico v = w(t) £ [T — 4,7 + §], para o qual
tem-2e
I(v(t).t) = E[I(v,t)].

Desta forma, se representdssemos o fendmeno através de uma tinica curva,
E[I{v,t)] seria a candidata, visto que representa uma meédia ponderada por
plv) para cada t > 0. Entretando, tal curva nao é a solugio do modelo iniclal
(2), visto que E[I{v,t)] = I{v(t),t) com v(f) nio constante.

O modelo deterministico(sem incerteza) indica que seja adotado o valor T
para a carga viral e, neste caso, o nimero de individuos infectados segue a
trajetdria

IDEsz
cija pertinéncia na solucio fuzzy (9) é

1 Sop T
urgy (I(v,t)) = ~ In(= ':

I(7,t) =

T, t)
—_— = a7, todo £ = 0.
I, L—I(m, rj:' A(D), para todo

Desta forma podemos afirmar que a solugio deterministica ¢ uma das que
tem maior possibilidade( € preferida) de ocorrer uma vez que ¥ € a carga viral
com maior chance de ocorréncia.
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3.4 Politicas de controle da epidemia

Em Barros et al ((3)) ¢ mostrado que

se Sy = Iy, e enquanto t < In %, entio E[I{v,t)] = I'(T,t). A partir de
t=In iﬂ havers um instante ¥ para o qual E[I(v.t)] = I(T.t). Daf em diante
(parat =t ), E[I{v,t)] < I(T,t). Indicando que o modelo deterministico sub-
avalia o0 mimero médio de individuos infectados no inicio e super-avalia no
fim

se Sp < In entdo E[I(v,t)] < I(7,t),%t = 0, o0 modelo deterministico
super-avalia o mimero médio de individuos infectados.

Portanto, para o inicio da epidemia (f < In %j e 5y == I, temos
I(7,t) < E[I{v,t)] < I{T+4,t).

Logo, v(t) € [T.T + 4. Agora, ja que E[I({v,t)] = I{v(t),t), cresce com o
aumento de v(f), podemos dizer que:

quanto maior T, malor E'[I(v,f)] ; quanto maior &, maior E[f(v,t)] e
quanto maior vmyin, maior E[I{v, )]

Assim, € possivel interferir na evolugio da doenca de duas formas:

1) Aumentando o valor de vyin. Isto & uma consequéncia de um aumento
na resisténcia dos individuos suscetivels (diminuindo sua suscetibilidade) que
poderia ser feito, por exemplo, através de vacinacao, medidas de saneamento,
ete. indicando que o parametro v, estd relacionado com a populagao de
individuos suscetiveis.

2) A outra opgio é reduzir E[[{v, )] através da redugio de 4. A redugio
de 4 poderia ser feita através de politicas de controle relacionadas & populacio
de infectados, por exemplo, isolamento. A reducgio de ¢ esta relacionada ao
tratamento, como, por exemplo, utilizagio de medicamentos.

A= situagoes acima mostram duas possibilidades de estratégias de controle:
1) indica uma acao em toda a populagio e 2) age diretamente na populagio
de individuos infectados. Obviamente, uma combinacio de ambas teria uma
eficiéncia melhor na prevencao e controle da doenga.
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1 Introducao

A dengue é, atualmente, um importante problema de saide ptblica. Nas
duas ultimas décadas, houve agravamento da sua situagao epidemiolégica de-
vido & expansao geografica da distribuicdo do vetor e do virus, aumentando a
freqiiéncia de epidemias e o desenvolvimento de endemicidade e emergéncia de
dengue hemorragica em novas areas. No Brasil, a transmissao da dengue tem
sido registrada anualmente desde 1986, com crescente expansdo da sua area
de ocorréncia, atingindo no ano de 1998 a cifra de 537.507 casos distribuidos
em 24 Estados, sendo que em 9 destes foi constatada a ocorréncia de 98 casos
de dengue hemorrigico (Ministério da Satde). No Estado de Sdo Paulo, neste
mesmo ano, foram computados 10.629 casos em 102 Municipios, a despeito do
crescente envolvimento do poder ptblico municipal e da populagéo no controle
do mosquito vetor, o Aedes aegypti, inica forma de controle da dengue, uma
vez que a vacina ainda néo estd disponivel.

Para estudar a epidemia da dengue, desenvolve-se modelos matematicos
para descrever a dinamica da transmisséo da dengue, lembrando que o con-
trole é feito somente no vetor transmissor da doenga. Por este motivo, divide-se
o desenvolvimento de modelos em duas partes: primeiro, estuda-se populacéo

*hyunyang@ime.unicamp.br
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de mosquitos e os efeitos da introducéo de vérias formas de controle; posterior-
mente, acopla-se & dinamica do vetor a transmissao da dengue na populacéo
humana.

2 Dinamica da Populacao de Mosquitos Vetor

O virus da dengue é transmitido biologicamente entre o hospedeiro humano
e o vetor mosquito, ou seja, a transmissdo da dengue envolve um virus e duas
populacoes. As vacinas ainda estdo em estudo, tendo como conseqiiéncia o
controle da doenga restrita & populacdo de mosquitos.

Inicialmente, estuda-se modelos da dinamica de populagdo de mosquitos,
com o objetivo de determinar os efeitos de diferentes mecanismos de controle
atuando no vetor.

Primeiro, apresenta-se as varidveis de quantificacdo do fendomeno biolégico,
levando-se em consideracdo o ciclo de vida do vetor Aedes aegypti, porém sem
considerar os mecanismos de controle, que serdo apresentados a seguir.

1. Fase ovo. O numero de ovos E em cada instante de tempo ¢ sera repre-
sentado por E(t). A quantidade de ovos aumenta dependente da taxa
de oviposicdo das fémeas e do niimero de criadouros disponiveis, e dimi-
nui conforme a eclosdo destes em larvas, e da taxa com que eles tornam
invidveis. As taxas per-capitas de oviposicdo (por fémea adulta), de
eclosao para a fase larva e de se tornarem invidveis sao designadas por
¢, O € e, Tespectivamente. Note que tem-se o, = 7.1, onde 7. é o
periodo médio de eclosdo de ovos. A capacidade total de criadouros
serd designada por C, que serd o fator limitante para oviposicdo. Dessa
forma, a taxa efefiva de producédo total de ovos por todas as fémea
adulta serd dada por o(W) (1 - %), pois (W), que depende da taxa
per-capita de oviposicéo ¢, é a capacidade de producédo de ovos de to-
das as fémeas e (1 — g) ¢é a disponibilidade de criadouros para receber
08 OVOS, uma vez que 0s ovos competem por criadouros. Os criadouros
tém influéncia na dindmica do vetor diferenciados, dependendo da sua
natureza. Por exemplo, as caixas de dgua sdo criadouros muito mais po-
tentes do que os vasos de plantas, garrafas plasticas e outros recipientes
deste porte, e, estes, por sua vez, sdo muito mais potentes que outros
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menores como tampinhas de garrafa. Assim, a capacidade total é dada
por C = Zle Ci,onde i =1, 2, ---, k, para k tipos estratificados de
criadouros.

2. Fase larva. O nimero de larvas L em cada instante de tempo ¢ serd re-
presentado por L(t). A quantidade de larvas aumenta dependente da
taxa de eclosdo de ovos, e diminui conforme a transformacao destas em
pupas, ¢ da taxa com que elas morrem. As taxas per-capitas de trans-
formacao para a fase pupa e de mortalidade sédo designadas por o; e g,
respectivamente. Note que tem-se o; = Tl_l, onde 7; é o periodo médio
de transformacao de larvas em pupas.

3. Fase pupa. O ntimero de pupas P em cada instante de tempo ¢ sera repre-
sentado por P(t). A quantidade de pupas aumenta dependente da taxa
de transformac@o de larvas, e diminui conforme a ecloséo (ou emergéncia)
destes em mosquitos adultos, ¢ da taxa com que elas morrem. As taxas
per-capitas de ecloséo para a fase adulta e de mortalidade séo designadas
por g, e [, respectivamente. Note que tem-se o, = Ty 1, onde 7, é 0
periodo médio de ecloséo de pupas.

4. Fase adulta. O nimero de mosquitos adultos (ou alados) fémeas W em cada
instante de tempo ¢ serd representado por W (t). A quantidade de mos-
quitos adultos aumenta dependente da taxa de eclosdo (ou emergéncia)
de pupas, e diminui conforme a taxa com que eles morrem. A taxa per-
capita de mortalidade (de fémeas) é designada por . Note que esté-se
tratando de mosquitos fémeas.

FEm relagdo aos mecanismos de controle, estes podem agir em qualquer
uma das quatro fases do vetor: ovo, larva, pupa e adulto. Apresenta-se os me-
canismos de combate ao mosquito em uso pelas autoridades sanitdrias (como
SUCEN, Superintendéncia de Controle de Endemias).

1. Controle mecanico. KEste controle deve ser feito pelos agentes de satde
publica no momento da visita e pelos moradores continuadamente, por-
tanto, necessita de participacdo popular, consistindo na remocéo ou in-
viabilizacdo de criadouros. Quando se retira criadouros, no caso de con-
terem uma das fases aquéaticas do mosquito, estd-se eliminando todas
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as trés fases aqudticas (ovo, larva e pupa). Uma outra hipétese é a de
que a eliminagéo de criadouros seja efetiva, isto é, ndo ha reposicdo dos
criadouros removidos. Assim, o impacto deste controle mecénico pode
ser em dois niveis. Primeiro, ha eliminacdo de fracdo f;, ¢ =1, 2, - - -,
k, de cada tipo estratificado de criadouros, sendo o total de criadouros
removidos dado por Zle f:C;, portanto a capacidade remanescente fica
C = Zle (1 — f;) C;. Por outro lado, esta remogdo estd eliminando
também ovos, larvas e pupas presentes em recipientes positivos para
fases aquosas do vetor, assim assume-se que ocorra uma inviabilizacao
adicional a taxas per-capitas me, m; € my, onde me, m; € m, sao as taxas
adicionais de mortalidade de ovos, larvas e pupas, respectivamente.

2. Controle quimico larvicida. O impacto do controle de larvas por produ-
tos quimicos de longa duracdo pode ser medido pela morte de larvas.
Assume-se que este tipo de controle induza a uma mortalidade adicional
tanto para larvas quanto para pupas. Assim, as mortalidades adicionais
pelo uso de produtos quimicos podem ser dadas por y; e fi;,, onde 1 e
u;, sdo, respectivamente, taxas adicionais de mortalidade de larvas e de

pupas.

3. Controle quimico adulticida. Existem duas formas de controle quimico de
adultos. Pelo uso de equipamentos portéteis de aplicagdo de inseticidas
(dentro das casas) e pelo uso de equipamentos pesados (pulverizacdo nas
ruas), este ultimo descartado, exceto em casos de emergéncia (epidemias
de dengue). O efeito da agdo de inseticida é induzir a mortalidade de
adultos. Dessa forma, considera-se um acréscimo na mortalidade dado
por u,, onde pl, é a taxa de mortalidade adicional de mosquitos adultos.

Em relagao as mortalidades naturais e, 1, f4p € fw, pode-se identificar
estas taxas com os periodos de sobrevida (ou vida média) nas fases ovo, larva,
pupa e mosquito adulto fémea, respectivamente, pelas varidveis p- 1, ul_l, Ky 1
e tg'. Em relacdo as mortalidades devidas aos mecanismos de controle m,
my e my, (mecanico), ;e p, (larvicida) e py, (inseticida), elas sdo mortalidades
adicionais em cada uma das fases em que atuam.

O balanceamento dos fluxos entre as quatro fases descreve a dinamica

da populacdo de mosquitos. Usando-se equagdes diferenciais ordindrias para
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equacionar os fluxos, tem-se modelo deterministico compartimental, onde os
compartimentos representam as quatro fases néo-interceptantes e excludentes
do ciclo vital do mosquito.

Portanto, a dindmica da populagdo de mosquitos, na presenca dos trés
mecanismos de controle do vetor, pode ser descrita por

SB() = eW) |1 =22 - peB()
4Lt = o.B(t) - PZL( ) (1)
GP) = al(t) - pP(

)
G = opP(t) - pr(t)

onde as taxas de saidas de fases ovo, larva, pupa e mosquito adulto séo dadas,
respectivamente, por pe, p1, Pp € Pw, dadas por

pe:Ue+Me+me

pr =01+ g my
Pp = Op + fip + pi, + My
P = o + oy

(2)

Note que estas taxas de saida sdo tais que o inverso é o periodo médio de per-
manéncia em cada fase. Por exemplo, po ! é o perfodo médio de permanéncia
na fase ovo, quando as saidas sdo a eclosdo dos ovos (oe), a inviabilidade
dos ovos (jte) € a remogdo dos ovos por controle mecénico (me). Todos os
parametros do modelo foram previamente definidos. Observe que a taxa efe-
tiva de oviposigao depende da fertilidade das fémeas (dada pela taxa per-capita
@), e, também, da disponibilidade de criadouros (dada pelo nimero de cria-
douros ou capacidade do meio C'). Assim, quanto maior a oferta de criadouros,
maior serd a capacidade de infestagdo do mosquito. Por outro lado, a fungéo
w(W) descreve a dependéncia da oviposicdo por parte das fémeas adultas com
a disponibilidade de criadouros e do nimero de mosquitos.

Observe que os parametros ¢, oe, 01, Op, e, [ € [tp, cOm excecao de C,
dependem fortemente do meio-ambiente, ou seja, da temperatura, da umidade
e dos fatores climéticos. Porém o parametro C' depende das condigbes social,
demogrégica e econdmica de uma comunidade, uma vez que este mosquito tem
habhitat exclusivamente urbano.

O estudo da acéo isolada de cada um dos mecanismos de controle é feito
anulando o efeito dos demais mecanismos de controle. Os efeitos do controle

67



mecénico atuando isoladamente podem ser estudados pela diminuicéo de capa-
cidade de meio, onde o niimero remanescente de criadouros disponiveis é dado
por C’, e pela mortalidade adicional dos ovos, larvas e pupas, dadas por me,
my e my. Os outros efeitos sdo anulados, ou seja, faz-se p = 7, = pis,, = 0. Por
outro lado, os efeitos de larvicida podem ser estudados pelos parametros ) e
u;, fazendo-se f; = 0, para todo ¢, e me = my = m, = ., = 0. Finalmente, os
efeitos de inseticida sdo medidos pelo pardmetro p.,, fazendo-se f; = 0, para
todo 4, e me = my = my = py = i, = 0.

Trés tipos de dindmica da populagéo de mosquitos sdo estudados, variando,
para tanto, a capacidade de oviposicdo das fémeas dada por ¢(W).

2.1 Capacidade de Oviposicao e Controle Intrinseco

A capacidade de oviposicdo das fémeas ¢(W) pode atuar no sentido de
controlar intrinsecamente o tamanho da populacdo de mosquitos. Para tanto,
escolhe-se a fungao do tipo

(W) = VW 3)

dentre as classes de fungbes que exibem um comportamento dindmico similar
representadas por (W) = ¢W™, 0 <n < 1. Note que para n = 0 tem-se um
sistema dindmico linear, cuja tnica solucdo nao-trivial é estavel.

Esta classe de fungdes descreve uma populagao que consegue evitar os dois
extremos desfavordveis, que séo a extingdo e a explosao populacional. Isto
pode ser observado re-escrevendo a equagéo (3) como o(W) = ¢/ (W)W, onde
@' (W) é a taxa de oviposi¢do per-capita dada por

¢
/
(W) T
Note que a capacidade efetiva de oviposicdo aumenta com diminui¢do do
numero de mosquitos adultos, enquanto que diminui com o aumento.

Analisa-se este modelo dindmico substituindo-se a fun¢éo dada pela equacdo
(3) no sistema de equagdes (1). Em relacdo aos pontos de equilibrio, obtém-se
sempre trés pontos.

O equilibrio trivial é dado pelos valores £ =0, L =0, P =0e W = 0.
Esta é a situacdo em que uma comunidade humana esta livre de infestacdo de
mosquitos.
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Os outros dois pontos de equilibrio néo-triviais sao obtidos da equagéo de
segundo grau para o numero de mosquitos adultos fémeas W dada por

w2 - |2QC’ QC/2W ')’ = 4
Q0"+ { 5 +(Qc) =0, (4)
onde @) e (o sdo dados por
_ %oioe
{go B Piﬁlpw (5)
T b

com ¢y, a taxa de oviposicdo per-capita limiar, sendo dada por

Q -1 O 0105 1 -1
bth = (— =(==2—) . (6)
Pe Pe P1 Pp Puw
FEsta equacdo de segundo grau sempre tem duas solucbes reais positivas néo-
nulas. Os valores das outras fases do ciclo de vida do vetor sdo dados por

E = ¥

L = GaW (7)
— Pw

P = 2w,

que dependem da solucéo para equacao de segundo para W.
As duas solugoes para a equagéo (4) sdo

W, = QC' {1+

1 QC’
2Q2 + 2 Q2 <4+ )

, , (8)
W = QC’{HQQQ—%\/QC (4+ %)

i

onde W e W_ sdo valores, respectivamente, maior e menor das duas solugoes
positivas.
O parametro (g, re-rescrito como produto de quatro termos

Pe P Pp Pw
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tem a seguinte interpretagéo hioldgica. Observe que os trés primeiros termos
do produto é a divisdo entre p;' e 07! para as fases ovo, larva e pupa. Note
que 03! é o perfodo que permanece em uma certa fase aqudtica até passar
para fase seguinte, enquanto py ! é o periodo de sobrevivéncia (mudanca de
fase do ciclo vital, de mortalidade natural e mecanismos de controle) em uma
certa fase aqudtica. Assim, o./pe, por exemplo, é a probabilidade de um ovo
sobreviver durante toda a fase do ovo e eclodir para a fase larva, e 0 mesmo
vale para outras duas razoes. Em relacio ao ultimo termo, p! é o perfodo
de sobrevivéncia do mosquito adulto fémea e ¢ é a taxa per-capita efetiva
de oviposicdo; logo ¢/p, é o nimero médio de ovos que uma fémea produz
durante todo o periodo de sua vida. Logo Qg é a probabilidade de um ovo
sobreviver na fase ovo e eclodir para larva, e esta larva sobreviver na fase
larva e passar para a fase pupa, e esta pupa sobreviver a fase pupa e eclodir
para fase adulta, e, entdo, este mosquito fémea ovipor durante toda a fase
alada. Assim, (o mede nimero médio de descendentes fémeas vidveis que
um mosquito adulto fémea produz durante todo o seu periodo fértil. Assim,
quanto maior este valor, maior serd a infestacdo por mosquitos adultos.

A equagdo do segundo grau para W dada pela equagéo (4) tem os seguintes
valores limites em relacdo & capacidade remanescente C’. Para C' = 0 tem-se
um tnico ponto de equilibrio dado pelo equilibrio trivial, pois as duas solugdes
da equacdo (8) sao W4 = W_ = 0. No outro extremo, para C' — oo, tem-se
trés ponto de equilibrio: o equilibrio trivial, o equilibrio nao-trivial finito dado
pelo valor W_ = Q2 e o equilibrio infinito W — co. Porém, impondo C" — oo
no sistema de equagoes (1), e resolvendo, tem-se dois ponto de equilibrio:
o equilibrio trivial, e o equilibrio ndo-trivial dado pelo valor W = Q3, que
corresponde a W_, e o valor de W, nao aparece.

A anilise da estabilidade dos pontos de equilibrio é restrita para o caso
C" — oo. Para (' finito, a estabilidade dos pontos de equilibrio ndo-triviais
¢é feita numericamente. A estabilidade de um ponto de equilibrio é dada pelo
critério de Routh-Hurwitz, que estabelece a sua estabilidade através do valor
negativo para a parte real de todos os auto-valores. Uma conjectura deste
critério para modelos epidemioldgicos tipo bilineares estabelece que se o termo
independente da equagéo caracteristica for positivo, entao o ponto de equilibrio
é estédvel (1).

O ponto de equilibrio trivial, por causa do termo vW, ndo é possivel
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utilizar linearizacéo do sistema em torno de equilibrio. Assim, olhando para a
primeira equacio do sistema (1) com @(W) = ¢v'W, verifica-se que este termo
sobressai sobre demais para valores pequenos para todas as fases. Assim, o
ponto de equilibrio trivial é globalmente instavel.

O ponto de equilibrio nio-trivial dado por W = Q%, e demais valores
obtidos da equagdo (7), tem a andlise de sua estabilidade dada pela linearizac¢éo
em torno de equilibrio. A matriz Jacobiana correspondente ao sistema de
equagoes (1) com a equacdo (3), dada por

)
—Pe 0 0 W
J = Oe —pPi 0 0
0 o —pp 0 |’

calculada no ponto de equilibrio, tem os auto-valores associados A obtidos da
solucdo da equagdo caracteristica A (A) definida por

AN = det (J — D),

onde det é determinante da matriz e I é a matriz identidade 4 x 4. A equacdo
caracteristica pode ser re-escrita como

A = (e 0 (00 X) (4 ) 4 ) = 02010y 55 0.

Percebe-se que todos os coeficientes de ordem um ou superior séo positivos
(por exemplo, ag = 1, coeficiente de \*, de ordem 4), e o coeficiente de ordem
zero (A\°, denominado termo independente de \) é dado por

ag 0e010p ) QQ .
Como todos os parametros sdo positivos, ag > 0, e, assim, conforme a con-
jectura apresentada em (1), o ponto de equilibrio ndo-trivial é localmente e
assintoticamente estavel. Note que este ponto de equilibrio ndo-trivial corre-
sponde ao ponto W_ quando C’ — 0.

Dinamicamente, todas as trajetorias dirigem-se para o ponto de equilibrio
néo-trivial, exceto nas curvas dadas por separatrices, que podem convergir
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para equilibrio trivial. Para C’ finito, pode-se fazer seguinte proposicdo. Os
pontos de equilibrio trivial (W = 0) e ndo-trivial de valor maior (dado por W)
s&o instdveis, enquanto o ponto de equilibrio ndo-trivial de menor valor (W_)
é estavel. Portanto, a dindmica deste sistema de equagoes é evitar tanto a
extingdo (W = 0) quanto a explosdo populacional (W, que cresce com C”) de
mosquitos, mantendo a populacdo de mosquitos sempre em valores razodveis
(W_).

Esta hipétese de oviposicdo (controle intrinseco da populagéo) por parte
das fémeas faz com que qualquer que seja a forma de controle, s6 é possivel
a eliminacdo da populacdo de mosquitos se eliminar todos os recipientes que
sejam criadouro de mosquitos, ou seja, C' = 0, conforme a equagéo (8). Os
outros casos de controle apenas diminuem o tamanho da populacio de mos-
quitos.

2.2 Capacidade de Oviposicao e Bilinearidade

A capacidade de oviposicao das fémeas ¢(W) depende linearmente com o
tamanho da populagéo de mosquitos. Nesta situacdo tem-se a funcéo

que exibe um comportamento dinamico similar apresentado por sistemas epidé-
micos bilineares, oriundos da lei da acdo das massas (2).

Analisa-se este modelo dindmico substituindo-se a fun¢éo dada pela equacdo
(10) no sistema de equacoes (1). Em relacdo aos pontos de equilibrio, obtém-se
dois pontos.

O equilibrio trivial é dado pelos valores £ =0, L =0, P =0e W = 0.
Esta é a situacdo em que uma comunidade humana esta livre de infestacdo de
mosquitos.

O outro ponto de equilibrio ndo-trivial é dado por

W =QC' (1 — %) , (11)

e valores de outras trés fases dados pela equagdo (7). Note que W = 0 se
Qo < 1. Assim, a viabilidade biolégica é dada pela condicdo Qg > 1.
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A andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio é feita da matriz Jaco-
biana correspondente ao sistema de equagdes (1) com a equagdo (10), dada
por

E
EWop 0 0 4(1-5)

Oe -0 0 0
J p—
0 (o3 —Pp 0 ’
0 0 Op —Pw

calculada no ponto de equilibrio trivial ou ndo-trivial. Para tanto calcula-se os
auto-valores associados A obtidos da solucdo da equagdo caracteristica A (\)
definida por

A(N) =det (J — AI),

onde det é determinante da matriz e I é a matriz identidade 4 x 4.
O ponto de equilibrio trivial, com W = 0, tem a equacéo caracteristica
dada por

AQ) = (et N (o1 N (0 1 A) (P 1 X) = 0010, — 0.

Percebe-se que todos os coeficientes de ordem um ou superior séo positivos
(por exemplo, ag = 1, coeficiente de \*, de ordem 4), e o coeficiente de ordem
zero (A\°, denominado termo independente de \) é dado por

ag = 0c010p) (& — 1> .

Como todos os parametros sao positivos, ag > 0, se e somente se, (Jg < 1.
Assim, conforme a conjectura apresentada em (1), o ponto de equilibrio trivial
¢é localmente e assintoticamente estavel se Qg < 1, e instdvel em outros casos.

O ponto de equilibrio ndo-trivial, com E = W/Q, tem a equagdo carac-
terfstica dada por

AO) = (6@ (1= 52 ) 4o 1A 0 N oyt N N = e o

Percebe-se que todos os coeficientes de ordem um ou superior séo positivos
(por exemplo, a4 = 1, coeficiente de A, de ordem 4), e o coeficiente de ordem
zero (Y, denominado termo independente de \) é dado por

ap = Ce010pQ (1 — &) .
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Como todos os parametros sao positivos, ag > 0, se e somente se, (Jg > 1.
Assim, conforme a conjectura apresentada em (1), o ponto de equilibrio néo-
trivial é localmente e assintoticamente estavel se (o > 1, e instavel em outros
Casos.

Dinamicamente, todas as trajetérias dirigem-se ou para o ponto de equilibrio
trivial ou para o ponto de equilibrio néao-trivial, dependendo do valor de
producao média de descendentes fémeas vidveis (Jg. Independente da condicéo
inicial, se Qo < 1, entédo a populacao de mosquitos vai para extingdo; enquanto
que se Qg > 1, a populacdo de mosquitos vai para equilibrio nao-trivial.

Esta hip6tese de oviposicdo (bilinearidade) por parte das fémeas faz com
que exista uma possibilidade para a eliminagdo da populagdo de mosquitos.
Diminui-se a efetividade dos mosquitos na procriagdo por alguma forma de
controle, tornando Qg < 1.

2.3 Capacidade de Oviposicao e Dependéncia Extrinseca

A capacidade de oviposicdo das fémeas ¢(W) pode atuar no sentido de
dificultar a persisténcia de infestacio de mosquitos quando o tamanho da
sua populacdo é pequena, contudo, para tamanhos relativamente grandes, a
infestacao de mosquitos é certa e incontroldvel. Para tanto, escolhe-se a fungéo
do tipo

(W) = oW? (12)

dentre as classes de fungbes que exibem um comportamento dindmico similar
representadas por (W) = W™, n > 1.

Esta classe de fungbes descreve uma populagdo que necessita um nimero
razoavel de individuos para se manter. Este é um caso tipico de populagdes
que procriam por acasalamento, pois a probabilidade de acasalamento au-
menta com o aumento do tamanho da populagdo. Isto pode ser observado
re-escrevendo a equacdo (12) como (W) = ¢/ (W)W, onde ¢/(W) é a taxa de
oviposicéo per-capita dada por

©'(W) = ¢W.

Note que a capacidade efetiva de oviposicdo sempre aumenta com o aumento
do numero de mosquitos adultos, sendo que para valores pequenos de W esta
capacidade é praticamente zero.
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Analisa-se este modelo dindmico substituindo-se a func¢éo dada pela equacéo
(12) no sistema de equacoes (1). Em relacdo aos pontos de equilibrio, obtém-se
até trés pontos.

O equilibrio trivial é dado pelos valores £ =0, L =0, P =0e W = 0.
Esta é a situacdo em que uma comunidade humana esta livre de infestagao de
mosquitos.

Os outros pontos de equilibrio néo-triviais sdo obtidos da equacéo de se-
gundo grau para o nimero de mosquitos adultos fémeas W dada por

QC"
Qo
onde @ e Qg sdo dados pelas equagdo (5). As solugoes desta equacdo sdo tais
que: 1) se Qo < 4/QC’ nao hé solugdo real, 2) se Qo = 4/QC’ hé apenas
a solugio W = QC'/2, e 3) para Qo > 4/QC’ tem-se duas solugbes reais

positivas dadas por
o QC 4
Wy = T<1+\/1—m>
W = % (1_\/1_ QoQC’>’

onde W, e W_ séo valores, respectivamente, maior e menor das duas solugdes.
Os valores das outras fases do ciclo de vida do vetor séo dados pela equagéo
(7).

Lembre-se que Qo é o nimero médio de descendentes fémeas vidveis que
um mosquito adulto fémea produz durante todo o seu periodo fértil, sendo,
assim, quanto maior este valor, maior serd a infestacdo por mosquitos adultos.
Dependendo deste valor em relacdo ao valor limiar dado por

Qen = 4/QC", (15)

W2 —QC'W +

0, (13)

tem-se trés situacoes:

1. Mosquitos pouco efetivos na procriacdo, naturalmente ou por controle,
isto é, quando Qg < Q. Neste caso, tem-se apenas um Unico ponto de
equilibrio dado pelo trivial.

2. Mosquitos efetivos na procriagdo, naturalmente ou por controle, isto é,
quando Qo = Q. Tem-se dois pontos de equilibrio. Além do trivial,
surge outro ndo-trivial dado por W = QC'’/2.
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3. Mosquitos bastante efetivos na procriacdo, naturalmente ou por controle,
isto é, quando Qo > Q. Tem-se trés pontos de equilibrio. Além do
trivial, surgem dois néo triviais dados pela equacdo (14), que séo dois
ramos que surgem do mesmo valor W, = W_ = QC"/2. Note que W é
o ramo estritamente crescente e W_ é o ramo estritamente decrescente
a partir do valor comum W, = W_ = QC’/2.

Primeiro, a anélise da estabilidade dos pontos de equilibrio é restrita para
o caso C! — oo. Para C’ finito, a estabilidade dos pontos de equilibrio nao-
triviais é feita numericamente.

A equagdo do segundo grau para W dada pela equagdo (14) tem os se-
guintes valores limites em relacdo a capacidade remanescente C’. Para C' = 0
tem-se um Unico ponto de equilibrio dado pelo equilibrio trivial, pois as duas
solugdes da equacio (8) sdo W, = W_ = 0. No outro extremo, para ¢’ — oo,
tem-se trés ponto de equilibrio: o equilibrio trivial, o equilibrio nfo-trivial
finito dado pelo valor W_ = 1/Qq e o equilibrio infinito W — oo. Porém,
impondo ¢’ — oo no sistema de equagoes (1), e resolvendo, tem-se dois ponto
de equilibrio: o equilibrio trivial, e o equilibrio nao-trivial dado pelo valor
W = @2, que corresponde a W_, e o valor de W, néo aparece.

A andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio é feita da matriz Jaco-
biana correspondente ao sistema de equagoes (1) com a equagdo (12), dada
por

—pe 0 0 2W

calculada no ponto de equilibrio trivial ou néo-trivial. Para tanto calcula-se os
auto-valores associados X\ obtidos da solucdo da equagdo caracteristica A (\)
definida por

AN =det(J — M),
onde det é determinante da matriz e I é a matriz identidade 4 x 4.
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O ponto de equilibrio trivial, com W = 0, tem os auto-valores dados por

)\1 = —Pe
A2 = —p

Az = —Pp
)\4 = —Pw

Como todos os auto-valores séo negativos, o ponto de equilibrio trivial é lo-
calmente e assintoticamente estavel.

O ponto de equilibrio ndo-trivial, com W = 1/Qq, tem a equacdo carac-
terfstica dada por

A = (e 40 (00 X) (4 A) 4 X) = 20cia - 0.

Percebe-se que todos os coeficientes de ordem um ou superior séo positivos
(por exemplo, ag = 1, coeficiente de \*, de ordem 4), e o coeficiente de ordem
zero (A\°, denominado termo independente de \) é dado por

o = —0e010p—.
Qo

Como todos os parametros sdo positivos, ag < 0, e, assim, conforme a con-
jectura apresentada em (1), o ponto de equilibrio ndo-trivial é localmente e
assintoticamente instdvel. Note que este ponto de equilibrio nfo-trivial cor-
responde ao ponto W_ quando C’ — 0.

Dinamicamente, todas as trajetorias dirigem-se ou para o ponto de equili-
brio trivial ou para o ponto de equilibrio néo-trivial infinito (corresponde ao
ponto W quando ¢’ — oc). Para C’ finito, pode-se fazer seguinte proposicao.
Os pontos de equilibrio trivial (W = 0) e ndo-trivial de valor maior (dado por
W) séo estdveis, enquanto o ponto de equilibrio ndo-trivial de menor valor
(W_) é instavel. Portanto, a dinamica deste sistema de equagoes é levar a
populacdo para a sua extingdo (W = 0) ou para a explosdo populacional (W,
que cresce com C') de mosquitos, dependendo do valor inicial considerado para
as quatro fases do ciclo de vida. Como a populacdo de mosquitos em valores
razodveis (W_) é sempre instdvel, este ponto de equilibrio (junto com outros
valores dados pela equagéo (7), para outras trés fases) é o “breaking point”.
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Esta hip6tese de oviposi¢do (controle extrinseco da populagdo) por parte
das fémeas faz com que exista duas possibilidades para a eliminacdo da po-
pulacdo de mosquitos. Primeiro, pode diminuir a efetividade dos mosquitos
na procriacdo por alguma forma de controle, tornando Q¢ < Q¢. Segundo,
se Qo > Qs a erradicacdo ndo requer a eliminacdo total de mosquitos, mas
apenas diminuir por alguma forma de controle a populagao de mosquitos para
valores W < W_, isto é, reduzir a populacao dos mosquitos para valores abaixo
do valor do “breaking point”.

Segundo, a estabilidade do caso C’ finito é possivel para o caso Qo = Qyp,
que tem dois pontos de equilibrio: trivial e ndo-trivial dado por W = QC’/2
(e correspondente E = (C’/2). Neste caso, tem-se a matriz Jacobiana dada
por

~EW?—p. 0 0 2W(1-5)

Oe¢ —p1 0 0
J pu—

0 (o3 —Pp 0

0 0 o —Pw

A equacdo caracteristica correspondente é dada por

¢Q2C/

AO) = (P41 0) N 0 (4 3) = 00010,

2

=0.

Percebe-se que todos os coeficientes de ordem um ou superior séo positivos
(por exemplo, a4 = 1, coeficiente de A, de ordem 4), e o coeficiente de ordem
zero (A°, denominado termo independente de \) é dado por

CLQ:O.

Como todos os parametros sao positivos e ag = 0, entdo um dos auto-valores é
nulo (por exemplo, \; = 0), entretanto, a equacdo caracteristica remanescente
para terceiro grau satisfaz a conjectura apresentada em (1). Assim, este ponto
de equilibrio néo-trivial é localmente e assintoticamente estavel, e instavel
em separatrices. Note que este ponto de equilibrio ndo-trivial corresponde ao
ponto W, = W_.

O préximo passo é relacionar esta dinamica da populacdo de mosquitos e
a transmissdo da dengue.
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3 Dinamica da Transmissao da Dengue

No caso de circulagdo de um tnico sorotipo na comunidade, estuda-se a
dindmica acoplada de populacoes de mosquitos e humana. A dengue é cau-
sada por um arbovirus, tendo o mosquito Aedes aegypti como o vetor. Fsta
infeccdo nos mosquitos parece que nao encurta a vida média e nem cria imu-
nidade. Note-se que a vida média dos mosquitos é de alguns dias. Entretanto,
na populagdo humana esta infeccdo, além de resultar em uma inducéo de imu-
nidade perene, ela é uma doenga benigna, e os individuos sintomaticos desta
doenca ndo sdo levados & morte. Assim, a populacdo humana serd descrita
pelo modelo compartimental, baseado na histéria natural da infeccéo, do tipo
S-E-I-R (individuos Suscetivel, Exposto, Infectante e Recuperado). Como F
ja foi designado para o nimero de ovos, usa-se H para designar os individuos
expostos.

As seguintes consideragoes serdo usadas no modelo de transmissdo da
dengue.

1. Populacdo de mosquito. A populacio de mosquitos adultos é subdividida
em mosquitos suscetiveis (W1), infectados porém n#o infectantes (Ws)
e infectantes (W3). Os mosquitos infectados e ndo infectantes séo reti-
rados a uma taxa 7,, onde y;! é o perfodo de incubacio do virus da
dengue no mosquito. O ntimero total de mosquitos é W = W1 +Wo+Ws.
Matematicamenmte, os mosquitos suscetiveis (W7) séo infectados pela
presenca de individuos infectantes (1), a uma taxa de ataque (forga de in-
fecgdo) n que depende de I, ou seja, My, (1), que leva em consideragéo a
taxa de contato entre individuos infectantes e mosquitos suscetiveis, de-
signada por . Biologicamente, os mosquitos suscetiveis séo infectados
quando picam individuos infectantes, e a taxa 3, leva em consideragéo a
freqiiéncia de picadas. Os mosquitos infectados e ndo infectantes (Wa) e
infectantes (W3) sdo, em geral, mais velhos, por isso acrescenta-se taxas
de mortalidade adicional devido ao envelhecimento, dados, respectiva-
mente, por s € i3, com e < fi3, Pois estes sdo mais velhos que aqueles.
Considera-se mecanismos de controle atuando na populagéo de mosqui-
tos, conforme a equacao (2).

2. Populacdo humana. A populacdo humana é subdividida em quatro compar-
timentos ndo-interceptantes. Matematicamente, os individuos suscetiveis
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(S) sdo infectados pelos mosquitos infectantes (W3) e passam para a
classe dos expostos (H) a uma taxa de ataque (forga de infec¢do) ny, que
depende de W3, ou seja, ny (W3), que leva em consideragdo a taxa de
contato entre mosquitos infectantes e individuos suscetiveis, designada
por 3. Biologicamente, os individuos suscetiveis sao infectados pelas pi-
cadas de mosquitos infectantes, aqueles que haviam previamente picado
individuos infectantes, e a taxa () leva em consideracéo a freqiiéncia de
picadas. Os individuos expostos séo retirados deste compartimento a
uma taxa 7, onde v, 1'¢ o perfodo de incubacio do virus da dengue no
individuo humano. Finalmente, os individuos infectantes séo retirados
deste compartimente a uma taxa oy, onde a,:l é o periodo de infeccao
(ou recuperagdo) do individuo humano. N&o se considera a perda de
imunidade adquirida. A populacéo toda é dada por N =S+ H+ 1+ R.
Todos os individuos estdo sob a influéncia de uma mesma taxa de mor-
talidade dada por up,. Nao hd mortalidade adicional pela doenca, uma
vez que esté-se considerando infecgdo por um tnico sorotipo.

A dindmica de transmissdo da dengue envolve duas populagbes. A po-
pulacdo de mosquitos, quando hé transmisséo de dengue, é descrita por

FEW) = (W) [1 -2 } — pE(1)

2L(t) = oB() - pL(t)

LP(t) = olL(t) — ppP(1) (16)
SWI(t) = opP(t) = [ (1) + pu] Wi (1)

EWat) = 1w (1) Wi(t) — p2Wa(t)

SWa(t) = yuWalt) — paWa(t),

onde as taxas globais de saida po e ps sdo dadas por

{ P2 = Yo + P b2 (17)
P3 = puw 1 3.

Este sistema de equagoes corresponde a equacdo (1) se By = 0, isto é, po-
pulacdo de mosquitos sem transmissdo da dengue (neste caso, W = Wi e

Wy — W3 = 0).
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A populacdo humana é descrita por

49y = @ (t) — [nn (Wa) + pa) S(t)

SH(E) = my(Ws)S(Et) — prH(t) (18)
SI(t) = H(t) — pid (1)

SR = o l(t) —pnR(t) ,

onde ¢'(t) é a taxa de entrada de individuos na comunidade e as taxas globais
de saida pp, e p; séo dadas por

Pr = Vn t Ih
19
{Pi—UthMh- (19)

Todos os parametros foram previamente descritos. Note que a efetiva trans-
missdo da dengue ocorre quando um mesmo mosquito picar sucessivamente
um individuo infeccioso e, apés um perfodo de tempo v, !, picar um individuo
suscetivel.

A duracdo de uma geracdo na populacdo de mosquitos é de alguns dias,
sendo no maximo dois meses. Entretanto, a duracdo de uma geragdo entre
os individuos humanos é de dezenas de anos. Dessa forma, pode-se trabalhar
com uma populacdo humana constante. Esta condigéo é obtida se impor

©'(t) = upN, (20)

onde N é a populacéo total constante de individuos em uma comunidade, na
equacdo (18). Em outras palavras, a taxa de natalidade é igual a taxa de
mortalidade, isto é, as mortes sdo repostas por recém-nascidos.

Em relagéo as forgas de infec¢do 1y, (I) e nn (W3), pode-se fazer duas su-
posicoes, as mais simples possiveis. Primeiro, supbe-se que o encontro entre
os infectantes (homem e mosquito) e suscetiveis (mosquito e homem) seja
aleatorio, isto é, utiliza-se a lei da acdo das massas. Nesta situacio tem-se as
relacbes entre as forgas de infeccéo e taxas de contato dadas por

T (I) = €80
{ ny (W3) = 0, W3, (21)

que dependem do tamanho da populacéo considerada. O parametro £ repre-
senta a forma como os individuos estéo distribuidos geograficamente, facili-
tando ou n&o a transmissdo da dengue. Segundo, supde-se que o encontro
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entre os infectantes (homem e mosquito) e suscetiveis (mosquito e homem)
seja feito por busca ativa por parte dos mosquitos, isto é, utiliza-se eventos
probabilisticos. Nesta situagéo tem-se as relagoes entre as forcas de infecgéo e
taxas de contato dadas por

Th (I) = 5ﬁwi
{ mh (W) — 6,5, (22)

que dependem da fracdo da populacdo considerada. Assim, pode-se enten-
der, em primeira ordem de aproximagdo, a fracdo de individios infectantes
i = I/N como sendo a probabilidade de um mosquito suscetivel picar um
individuo infectante, e a fracdo de mosquitos infectantes wg = W3/W como
sendo a probabilidade de um individuo suscetivel ser picado por um mosquito
infectante.

O objetivo é estudar a dindmica da transmissdo da dengue e os efeitos
dos diversos mecanismos de controle. Por este motivo, supde-se sempre a
existéncia da populagdo humana (up > 0, pois para up = 0 tem-se N = 0,
que corresponde & auséncia da comunidade humana). Entretanto, permite-se
a existingao da populacdo de mosquitos, uma vez que os mecanismos de con-
trole da dengue residem-se unicamente na acdo nos mosquitos, eventualmente
resultando na eliminagéo de mosquitos.

Para a dinamica da transmissdo da dengue, resultados detalhados sdo mos-
trados para o caso (W) = ¢W. Em rela¢do a populagdo humana, usa-se a
equacdo (20) para recém-nascidos, ou seja, ¢'(t) = up N, com populacgdo total
constante. Os resultados dos outros dois casos de oviposicdo séo facilmente
obtidos.

O sistema de equagoes (18) pode ser dividido pela populagdo toda cons-
tante N, e é re-escrito em termos de fragdes de individuos s, h, ¢ e 7, dos
compartimentos, respectivamente, de suscetiveis, espostos, infectantes e recu-
perados. Assim, resolve-se o sistema

%S(t) = wp — [ (W3) + up) s(t)

%h(t) = np (W3) s(t) — prh(t) (23)
Li(t) = wh(t) — pii(t)

Lr(t) = oni(t) — par(d),

junto com o sistema de equagoes (16) para a dindmica da populagdo de mos-
quitos. Lembre que tem-se ;, > 0.
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Estes sistemas de equagoes serdo estudados de acordo com a hipotese ad-
mitida para a quantificacdo das forcas de infeccéo 1y e 1. Estas forcas de
infecdo sdo as incidéncias de novos casos de infeccdo, nos homens e nos mos-
quitos, por individuos suscetiveis. Estuda-se o encontro probabilistico e o
encontro aleatério, isto é, dada uma certa quantidade de individuos (mosqui-
tos) suscetiveis, o risco destes suscetiveis de contrairem a doenga pode ser
estudado considerando o encontro probabilistico ou o encontro aleatério com
os individuos (mosquitos) infectantes.

3.1 Evento probabilistico

Estuda-se o caso do evento probahilistico, com as forgas de infecgbes dadas
pela equagdo (22).

Os pontos de equilibrio dos sistemas de equagoes (23) e (16) com as forgas
de infeccdo dada pela equagdo (22) s&o trés.

1. Populacdo humana livre de mosquitos. Os valores para cada comparti-
mento de mosquitos e homens sdo dados por

E=L=P=W,=Wy=W3=0
s=1 (24)
h=i=r=0,

cujos valores séo vélidos para ¢ < ¢, € Rg < 1, onde Rg é dada por

Yk Buwbh
P2P3PRP;

Ro (25)

com ¢y, sendo dada pela equagdo (6). O pardmetro Ry representa a
razdo de repordutibilidade da dengue, pois estd considerando o controle
do vetor. Se ndo houver nenhum mecanismo de controle no vetor, tem-se,
entdo, a razao de reprodutibilidade basal.

2. Populagéo humana infestada por mosquitos sem a transmisséo da dengue.
Os valores para cada compartimento de mosquitos e homens séo dados
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por

E—c'(1- %)
L=2%FE
ol
P—2op
Wi=W=22%Ff (26)
PL Pp Pw
Wo =Wz =0
s=1
h=i=r=0,

cujos valores sao validos para ¢ > ¢y, € Rg < 1.

3. Populagéo humana infestada por mosquitos com a transmisséo da dengue.
Os valores para cada compartimento de mosquitos e homens sdo dados
por

L=%2F
oL
pP—-29F
PL Pp
W, = 29L% 1

Pl Pp Puw [H”fﬁ“’ h]
w P4

W2 _ Oe 01 Op ’Yheﬁw hE

0 P 1 (27)
W3 = Z—;’Wg
_ 1 YrEBw (p3tyw)
$= Ry [1 + P2P3p; h}
=1
i
P
pi pr !
mais os valores para E e h dados por
_ v ¢
E-C @, ¢)

(28)

h— Yo tirEBn, <1 _ L)
prlen(pstyw) Hyweps] Ro )
cujos valores sao véalidos para ¢ > ¢' e Ry > 1, onde ¢’ é dada por

(Z)th

1 +7h65w(p3+7w) } Pwpi

: (29)

P2P3P; Yh€Bwh+pwp;

T

com ¢y, sendo dada pela equagdo (6). Note que se ndo houver trans-
missdo da dengue, tem-se ¢ = ¢,. A funcao ¢ é estritamente crescente
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com h, tendo um valor assintdtico ¢, dado por

boo — _PeLIPRP2D
0e010p (Y + p3)’

obtido do limite A — 0.

A estabilidade do ponto de equilibrio trivial ndo se faz por meio da equacédo
caracteristica, pois na matriz Jacobiana tem-se divisdo por zero. Por isso,
faz-se a andlise de estabilidade do ponto de equilibrio da populagdo humana
infestada de mosquitos sem dengue, dada pela equacdo (26). A equacdo ca-
racteristica é dada por

AN =P (N P2(A) =0,

onde os polindémios de quarto grau P; (A) e P, (\) sdo dadas por

0

Pr(N) = (peRo+X) (o + N (op + ) (po + N) — 22517 = 0
Py(N) = (p2+N) (p3+ X (on+ N) (pi + N) = e mBulBn = 0,

com Qg dada pela equagdo (5) e os termos independentes de A dados por

a3 = pepipppu (ﬁ - 1)
ag = papaprpi (1 — Ro) -

Note que os termos independentes sdo positivos para ¢ > ¢ € g < 1.
Assim, o ponto de equilibrio ndo-trivial dado pela equacdo (26) é localmente
e assintoticamente estavel se ¢ > ¢ € Rg < 1. Dessa forma, conjectura-se
que, se ¢ < ¢y, € Ry < 1 entéo o equilibrio trivial é estavel, enquanto que, se
¢ > ¢, € Ry > 1 entdo o equilibrio endémico da dengue é estavel.

Para a dindmica da transmissao da dengue, com (W) = oW e (W) =
$W?2, tnica equacio no estado estacionério que difere corresponde ao compar-
timento de ovos. Assim, basta resolver a equacdo

E()
C/

o) |1-E0| e —0
com os resultados para outros compartimentos.
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3.2 Encontro aleatério

FEstuda-se o caso do evento probabilistico, com as forgas de infeccoes dadas
pela equagdo (21).

Os pontos de equilibrio dos sistemas de equacoes (23) e (16) com as forgas
de infeccdo dada pela equagdo (21) s&o trés.

1. Populacdo humana livre de mosquitos. Os valores para cada comparti-
mento de mosquitos e homens sdo dados por

E=L=P=W;=Wy=W;s=0
s=1 (30)
h=i=r=0,

cujos valores séo validos para ¢ < ¢y, com ¢y, sendo dada pela equacao

(6).

2. Populagéo humana infestada por mosquitos sem a transmissédo da dengue.
Os valores para cada compartimento de mosquitos e homens sdo dados

por

_ v bin
E40<1—;>
L=%F

oL
P:%Z_;E (31)

_ __ Oe 01 %p
Wy =w==% pppwE
Wo=Ws3=0
s=1
h—i—r—0,

cujos valores sdo vélidos para ¢ > ¢, € ERj < 1, onde Ry é dada por

Pe
O’

com ¢y, sendo dada pela equacdo (6). Novamente, o pardmetro Ry re-
presenta a razdo de repordutibilidade da dengue, pois estd considerando
o controle do vetor. Se ndo houver nenhum mecanismo de controle no
vetor, tem-se, entdo, a razao de reprodutibilidade basal.

R = Ry

(32)
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3. Populagéo humana infestada por mosquitos com a transmisséo da dengue.
Os valores para cada compartimento de mosquitos e homens séo dados

por
L=%F
oL
pP=2%2p
PL Pp o 1
— Oe 01 Yp
Wl Pl Pp Pw |:1+7h5ﬁw h]
PwpPg
Wy — 2e9L% YhEBw hE
e P | L ] (33)
— dw
W3 = P Wy
— _P2p3PKP; YhEBw 1
§ = h| =
Y Yne2Buw Br [ + Pwpi } E
i= th
r = 7h Oh h
Pi Hh
mais os valores para E (solugdo de uma equagdo de segundo grau) e h
dados por

B — #ng ERy—1 (34)
pr Ry Eqtpy’

{ a2E2+a1E—a0:0

cujos valores sdo vélidos para FR{ > 1, onde ¢ é dada por

 YwEPROeO10p
P203PpPL
e o0s coeficientes sdo dadas por
ap — unps;gsuz
i = 2ot gt Lt st [ — o]
ot [+ sl

Se ERj > 1, entdo a condicdo ¢ > ¢y, é satisfeita automaticamente,
agsim como Ry > 1. A equacdo de segundo grau tem uma tnica solucdo
real positiva, pois a; > 0, para i =20, 1 e 2.

A andlise de estabilidade do ponto de equilibrio da populacio humana in-

festada de mosquitos sem dengue, dada pela equagdo (30), é feita pela equagdo
caracteristica

AN =P (N P2(A) =0,
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onde os polindémios de quarto grau P; (A) e P (\) sdo dadas por

{ Pr(A) = (pe+ ) (o1 +A) (pp + A) (pw + A) — o010, =0
Py (X) = (p2+ ) (p3 + ) (pn + A) (ps +A) =0,

com os termo independente de A dado por
{ aS = pepipppu (1 - ﬁ)
al = p2p3phpi-

Note que o termo independente para P; (\) é positivo para ¢ < ¢. As-
sim, o ponto de equilibrio ndo-trivial dado pela equagdo (30) é localmente e
assintoticamente estdvel se ¢ < ¢, pois os auto-valores de P2 (A), dados por

Al = —p2
A2 = —p3
A3 = —pn
)\4 =  —Pi

sdo todos reais negativos.

A andlise de estabilidade do ponto de equilibrio da populacdo humana in-
festada de mosquitos sem dengue, dada pela equagdo (31), é feita pela equagdo
caracteristica

AN =P (NN =0,

onde os polindémios de quarto grau P; (A) e P (\) sdo dadas por

Py (N) = (p2 + X (p3+ ) (pr 4+ N) (pi + N) = 27 mBuBr o2 E = 0,

PLPp Pw

{ Pr(N) = (peRo+ X (o 1 N) (op + N (pu + A) — 225172 — 0

com Qo dada pela equagdo (5) e os termos independentes de A dados por
{ 0 = pepipppu (ﬁh — 1)
ay = p2p3prpi (1 — ERy).

Note que os termos independentes sdo positivos para ¢ > ¢, ¢ ERy < 1.
Assim, o ponto de equilibrio ndo-trivial dado pela equacdo (31) é localmente
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e assintoticamente estével se ¢ > ¢y, e FR{ > 1. Dessa forma, conjectura-se
que, se ER} > 1 entdo o equilibrio endémico da dengue é estével.

Para a dindmica da transmissdo da dengue, com (W) = ovV/W e (W) =
$W?2, tnica equacio no estado estacionério que difere corresponde ao compar-
timento de ovos. Assim, basta resolver a equacdo

o(W) {1 - Eéf)} — peE(t) =0

com os resultados para outros compartimentos.

4 Conclusao

A populacdo de mosquitos resiste a intensos mecanismos de controle devido
a abundancia de criadouros. Esta capacidade de evasao e perpetuacdo podem
ser explicadas de duas maneiras: pela forma de oviposigao (diferentes modelos)
ou pela elevada capacidade de geracdo de fémeas (valores elevados de razao de
reprodutibilidade).

A dindmica da transmisséo da dengue depende da forma como a doenca se
propaga. Os resultados oriundos de encontro como um evento probabilistico
(“verdadeira” lei da a¢do das massas, segundo alguns autores) diferem dos de
encontro aleatério (“falsa” lei da agdo das massas). Note que esta diferecia¢do
nos resultados sé aparece se a populagédo total variar com o tempo, sendo que
no caso de populacgdo constante, os resultados epidemioldgicos sao os mesmos,
independentes do tipo de encontro considerado.
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Resumo

Introduzimos um novo enfoque de dindmica de populacao usando a
teoria de inclusoes diferenciais fuzzy. Damos exemplos de aplicagao assim
como um estudo de estabilidade para cada exemplo.

1 Introducao

Os modelos deterministicos formulados para estudos de dindmica popu-
lacional consideram, invariavelmente, parametros constantes ou temporais,
obtidos como médias de situacbes analisadas. Tais modelos nédo contem-
plam tipos de subjetividades que sdo inerentes ao processo de variacdo po-
pulacional. Os individuos sdo considerados homogéneos e todos possuem as
mesmas caracteristicas de evolucdo. Entretanto, na realidade, quando ana-
lisamos cada elemento de uma comunidade, verificamos que o individuo ou
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um grupo de individuos possuem caracteristicas diferenciadas dos restantes
que podem influenciar na dindmica da populacdo. Neste caso, devemos con-
siderar as varidveis de estado diferenciadas segundo a pertinéncia destas ca-
racteristicas. Por outro lado, a dinamica populacional pode ser também influ-
enciada por caracteristicas independentes das varidveis de estado: habitacéo,
lazer, salario, ambiente de trabalho, violéncia etc . O valor especifico destas
caracteristicas nem sempre podem ser avaliados ou medidos no sentido tra-
dicional séo “incertezas ” que somente podemos conjecturar intuitivamente.
Asgsim, podemos afirmar, sempre com alguma incerteza, que existem incertezas
na dinamica devido a ruidos na demografia ou no meio.

Assim sendo, quando fazemos andlises de modelos biolégicos mais realistas
devemos contemplar as incertezas préprias do fendémeno estudado.

Consideremos o modelo deterministico descrito por uma equacéo diferen-
cial

/
2 = f(t, ). (1)
Dado (1), podemos inserir a incerteza ou ruido, introduzindo um paréametro
1 na dinamica, ou seja,

' = f(t,z,u) (2)

A priori existem duas aproximagoes distintas para (2).

1) Se a natureza dessas incertezas for aleatéria, entdo o problema deter-
ministico nos leva a uma equacdo diferencial estocéstica. Neste caso, de-
vido & complexidade das equacdes resultantes aos modelos estocésticos, geral-
mente, faz-se a insercdo de ruidos de forma linear em u, isto é, assumindo que
o ruido entra na dinamica linearmente, com uma distribuicdo probabilistica

o' = f(tz) + g(t, z)u 3)

Neste caso, u é denominado ruido branco, proveniente da diferencial estocéstica
do movimento Browniano.

2) Se o ruido ndo possui estrutura probabilistica, ou tal estrutura ndo pode
ser avaliada a priori, entdo podera ser mais apropriado a utilizacao dos sistemas
variacionais fuzzy ou das inclusoes diferenciais fuzzy para a formulacdo dos
modelos mateméticos.
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Suponhamos que U seja um conjunto compacto de fungoes suficientemente
regulares, entdo (2) pode ser escrito como a seguinte inclusdo diferencial

2 e F(t,x) = {f(t,z,u)/uc U} (4)

Notemos que no modelo deterministico (1), a velocidade é conhecida para
cada (t, ), enquanto que na incluséo diferencial (4), a velocidade néo é dada,
mas sabemos que estd no conjunto F'(t,x), gerando a incerteza.

Em (6), Krivan considera o ruido « desconhecido limitado, tendo natureza
deterministica, isto é,

F(t,x) = h(t,z,c[—1,1])

e tomando uma métrica de “verossemelhanca ” para se avaliar o quanto uma
solucéo é melhor do que outra.

Analisando as metodologias propostas por May para o ruido de natureza
aleatéria (7), a teoria de inclusoes diferenciais e a proposta por Krivan (6),
consideramos que uma razodvel generalizagdo do problema (1), para modelar
sistemas dindmicos com incertezas, é substituir no modelo (4), a multifuncéo I
por uma multifungéo fuzzy, isto é, F(t,x) é um conjunto fuzzy para cada (t,x).
Isto nos levou a utilizar o conceito de inclusao diferencial fuzzy formulado por
Zhu e Rhao (8) que consideram as inclusdes diferenciais dadas pelos niveis que
dependem da varidvel de estado x.

Neste trabalho, estudamos um modelo com variagéo proporcional, usando a
teoria de inclusoes diferenciais fuzzy e analisamos a estabilidade dos estados de
equilibrio, utilizando o conceito de diferenciabilidade de multifungoes fuzzy(4).

2 Preliminares

Denotaremos por K(R") (K¢ (R™)) a familia de todos os subconjuntos
compactos e ndo vazios de R™ (compactos e convexos). Para A, B € K(R") e
A € R definimos as operagdes de soma e producto escalar como

A+B={a+b/ac Abe B} A ={)Xa/a € A}

O espago K (R™) com as operagdes definidas acima e com a relagéo de incluséo,
é um espaco quasilinear com elemento neutro {0} [ver (5)]. A métrica de
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Hausdorff definida sobre K(R™) é dada por
H(A,B)=inf{r >0 / ACB+rS5(0) BCA+1r5(0)},

onde S1(0) é a bola fechada de raio 1 e centro 0.

Um conjunto fuzzy sobre R™ é uma fungéo v : R” — [0;1]. Para 0 < v < 1
denotaremos por [u]* = {# € R* / u(z) > a} o a-nivel de u e [u]® =supp
u = {x € R*/u(x) > 0}, denominado o suporte de u.

Um conjunto fuzzy u é chamado compacto (compacto convexo) se [u]* €
K(R™), Va € [0;1] (Ju]* € Ko(R™), Yo € [0;1] ).

Denotemos por F(R™) (Fc(R™))o espaco de todos os conjuntos fuzzy com-
pactos (fuzzy compacto convexos). Podemos definir uma relagdo de ordem
parcial C sobre F(X) como sendo

uCoveulx) <ve) Ve e X & [u]* C[v]* Vael0,l1].
As operagoes de soma e produto escalar sobre F(R™) séo definidas como sendo

u(§) se AA£O0
(u+wv)(2z) = sup min{u(y),v(z —y)} e (Au)(z) =

yeX xqop(z) se A=0

Com as defini¢bes anteriores obtemos que [u+v|* = [u]® + [v]* e [Au|* = Au]
Va € [0,1] . O espago F(R™) com as operagoes definidas acima e a relagdo
de ordem parcial C é um espaco quasilinear com elemento neutro x oy (X{o0}
denota a fungdo caracteristica do conjunto {0}) [ver (5)]. Também podemos
definir uma métrica sobre F(R™) como segue

D(u,v) = sup H([u]* [v]*).
a€l0,1]

Uma multifuncdo fuzzy F': R — F(R"™) é chamada quasilinear [ver (4),

(5)] se

F(x) = M\F(xz), Ve € R® VAR
F($1 —+ $2) C F($1) -+ F($2) V$1,$2 cR”

F ¢é limitada se existe K > 0 tal que D(F(x),{0}) < K||z|| para qualquer
teR.
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Sejam F' : U C R" — F(R™) uma multifuncdo fuzzy, o : R™ — [0; 1] uma
funcéo e J um intervalo em R. Consideremos o seguinte problema de inclusao
diferencial para multifungéo fuzzy [ver (8)]: determinar z € C(J,R™) tal que

2'(t) € [F(z(t))] >, (5)

Dizemos que (5) é uma inclusao diferencial fuzzy. Se I’ é um operador
quasilinear, entéo (5) é uma inclusdo diferencial quasilinear fuzzy.

A seguir daremos os conceitos de diferenciabilidade e estabilidade e, enun-
ciaremos o resultado de estabilidade para inclusdes diferenciais fuzzy (ver (4).

Definicao 1. Uma multifuncdo fuzzy F : U C R* — F(R™) é chamada
Fréchet diferencidvel em xg € U se existe um operador quastlinear e limitado
Dyo(F) : R™ — F(R™) tal que

D(F(z), F(z0) + Dao (F) (2 — 20)) = o([Jz — z0l]).
O operador quasilinear Dy, (F') é chamado a Fréchet derivada de F em xo.

Proposicao 1. (4) Seja F : U C R* — F(R™) um operador quasilinear e
limitado. Entdo I’ é Fréchet diferencidvel em x =0 e Do(F) = F.

Consideremos a incluséo diferencial fuzzy (5), assumindo a condigdo F(0) =
X{o}- Dizemos que a posicao de equilibrio z = 0 de (5) é Lyapunov-estével
se a seguintes condicbes sdo satisfeitas:

1. Se ||z(to)|| < do para algum &y > 0, entdo existe uma solucdo x(t) com a
condicdo inicial z(tg) que estd definida para qualquer ¢ > to;

2. Para qualquer € > 0 existe 0 < d; < dp tal que se ||z(to)| < d1, entéo
llx(t)|| < € para qualquer t > tq.

Uma posicao de equilibrio Lyapunov-estavel x = 0 é chamada assintotica-
mente estdvel se existe um nimero positivo ds < g tal que se ||z(to)|| < d2,
entdo lim;_,e ||2(¢)]] = 0.

Teorema 1. (4) Seja o ponto 0 uma posicio de equilibrio da inclusdo di-
ferencial fuzzy (5). Suponhamos que a multifuncio fuzzy F: X — F(X) €
diferencidvel em 0 e que existe um ndmero §g > 0 tal que se ||z (0)|| < do, entdo
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qualquer solucdo x(t) de (5) existe no intervalo [0,+o0) . Nestas condi¢des
se para algum o« € [0;1] a posicio de equilibrio x = 0 da inclusdo diferencial
quaselinear

z € [Do(F)(x))®

€ assintoticamente estdvel, entdo este ponto € uma posicao de equilibrio as-
sintoticamente estdvel da inclusdo diferencial fuzzy (5),isto €, existem o > 0,
k>0 ed >0 tal que qualquer solugcdo x(t) de (5) satisfaz a desigualdade

[z < Ellz(0)]| exp(—at)

para todo t > 0 se ||z(0)] < 4.

3 Dinamica populacional com ruido

Seja x(t) a densidade de uma populagdo no tempo ¢ e consideremos os mo-
delos classicos de crescimento exponencial e o logistico, isto é,

flx)=rz , flx)=rz (1—%).

Na biologia populacional teérica existem duas fontes de perturbagoes do
tipo (3), s&o os ruidos demogréfico (aptidoes individuais distintas) e o ruido
ambiental (variagoes abidticas). Nisbet e Gurney propuseram a seguinte apro-
ximagao para o rufdo demografico:

9(@) =/ (b(z) + d(z)) =

onde b(x) e d(x) séo as razoes de natalidade e mortalidade instantaneas, res-
pectivamente.

Fm populagbes com grande densidade o ruido demogréfico é menos insigni-
ficante e, neste caso, é mais natural considerar apenas o ruido nos parametros.
Consideremos que somente a taxa de crescimento r é afetado. Assim, para o
modelo exponencial temos:

' =rz+azu = x(r+u) (6)

96



e para o modelo logistico

dorn(1-5) 4o (1-5) 2 (D)

Suponhamos ainda que o ruido seja limitado por uma constante ¢ > 0,
entdo podemos considerar a seguinte inclusédo diferencial

o € f(x) + cg()[-1; 1]. (7)

Um estudo detalhado do problema (7) é feito em (6).

Baseado nos conceitos anteriores e na naturalidade de incerteza da
constante r, introduzimos um novo modelo para o problema exponencial, onde
tomaremos a constante r como um conjunto fuzzy u. Este conjunto fuzzy deve
representar a nebulosidade de alguma caracteristica da populagéo que perturbe
a sua variacao.

Sejam, z(t) a densidade da populagdo no instante ¢t e o : R — [0;1] uma
funcdo, consideraremos as inclusoes diferenciais do tipo

2 € [u.a]®® (8)
onde

u é um conjunto fuzzy.

u.z é o produto escalar no espaco F(R).

Na incluséo diferencial fuzzy (8) temos que a multifungéo fuzzy F': R —
F(R) é dada por F(x) = u.x.

F' é um operador quasilinear e limitado e portanto diferenciavel em 2 = 0.
Também temos que z = 0 é um ponto de equilibrio (F'(0) = x(oy) da inclusdo
diferencial fuzzy (8).

A seguir daremos duas aplicacoes relativas a (8) e os resultados referentes
a estabilidade de Lyapunov serdo utilizadas para andlise da estabilidade do
ponto z = 0.

Exemplo 1 (expectativa de vida)

Suponhamos que A seja um conjunto de operdrios com xz(t) individuos no
instante {. Consideraremos o problema de expectativa de vida dos elementos
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de A, supondo que a pobreza seja um fator que contribui para o aumento da
taxa de mortalidade dos individuos.

Para modelar a “pobreza ”, poderiamos utilizar qualquer indicador da
mesma, como por exemplo, consumo de vitaminas, saneamento bésico, renda,
etc. Em (2) é feito um estudo completo do modelo diferencial para a esperanga
de vida de um grupo de trabalhadores, usando o saldrio (renda) como fator
de incerteza na taxa de mortalidade

(t) = —(A1 + Agau(r))a(t),

Neste caso, o conjunto fuzzy que avalia o grau de pertinéncia da pobhreza foi

definido por
2
r k
ulr) — [1_<E>] se 0<r<rg
0 se r>ry

onde, k é um parametro que fornece alguma caracteristica do grupo, r é um
parametro proporcional & renda do individuo e g é a renda minima a partir
da qual os individuos nédo sao mais diferenciados quanto & pobreza e portanto,
ndo mais influénciam na taxa de mortalidade.

Definimos o : R —[0; 1] por

0 se x <0
a(z) =4 zF se 0<z<1
1 se z>1

Fstamos considerando o modelo normalizado, isto é, z = 1 é a populagéo total
de individuos.
Considerando (8), temos a seguinte inclusao diferencial

2’ € —[(\ + do.w)z| @), (9)
onde

A1 é a taxa de mortalidade natural (obtida em um grupo que dispoe de
condicoes satisfatérias de sobrevivéncia);

Aot indica a influéncia da pobreza no aumento da taxa de mortalidade do
grupo;
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u é o conjunto fuzzy dos pobres de acordo com a renda r.

Notemos que se r > rg, entdo u(r) = 0 e (9) se reduz ao modelo deter-
ministico
7 = -\z.

Agora para r < rg

W™ = {r/ u@r) > oz)}

k
= r/ [1— %)2] ka
= 7o[0; V1 —2x].

Logo, a inclus@o diferencial fuzzy (9), para 0 < z < 1, é equivalente a
incluséo diferencial

'€ =Mz — Aaroz [0; V1 — z]

ou

' € -\ — dorgryV1 — 2[0;1] (10)

Observacao 1. Podemos ver que a inclusdo diferencial (10) € semelhante ¢ do
problema (7). Por isso, esta nova idéia de enfocar os problemas de dindmica
de populacdo, usando as inclusées diferenciais fuzzy, € uma boa generalizacdo
das jd estudadas.

Para achar solugoes de (10), uma das técnicas é encontrar selegbes da
multifuncgdo, isto é, obter fungdes f tal que f(x) € G(x) Va. Logo, as solugoes
de (10) sdo aquelas que resolvem a equacdo diferencial (ver (1))

7 = f(x).

Assim, para a multifungdo G(z) = —\1z — Aeroz [0; v/1 — 2] em (10), temos
que:

filz) = m[ionl]{—)qm — (Aerozv1 —2)} = =Mz — doroz V1 —
me|0,
foz) = max {-Nz— (Aerozv1—2)} = —\iz,

mel0,1]
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e toda f(x) € G(x) é tal que fi(x) < f(z) < fo(x). Assim, por exemplo,

f3(z) = =iz — dergz(l —x)
fa(x) = =Xz —dorozV1l—=z ‘5@'7@(1/302)‘

sdo elementos de G(z).
Para cada f(z) € G(x) temos uma solugéo do problema de Cauchy

d(t) = [(=1)

2(0) = a0
Neste caso, temos que o conjunto atingivel (ver (6)) é dado por

R(t) = [z1(t); w2(1)] .

onde

2\/ 1-— T _ 2)\1$1ln()\1$1 —+ )\2.%1\/ 1-— $1) .

t — ;
)\2.%1 )\2.%%
wa(t) = zoe M
xo(t) = woe_’\lt;

Temos que z = 0 é assintoticamente estdvel para o problema (9), pois:

1. Nessa inclusdo diferencial fuzzy temos que F'(x) = —(A1 + A2u)x e port-
anto z = 0 é uma solucgdo de equilibrio (#(0) = x{o});

2. I’ é um operador quasilinear e limitado. Segue da Proposicéo 1 que F' é
Fréchet diferencidvel e Do(F)(x) = —(A1 + A2u)z.

Provaremos que z = 0 é asintoticamente estdvel, para algum a € [0; 1], da
inclusdo diferencial quasilinear fuzzy

@' € [Do(F)(w)]*. (11)
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Figura 1: Grafico das selegoes e do conjunto atingfvel para Ay = 0.05, Ao =
0.001 e ro = 50.

Tomemos a = (3)* , entdo (11) é dado por
1
x e — ()\1 + Aaro {0; —2}> x (12)
1. As solugbes de (12) séo do tipo z(t) = z(0)exp(—(A1 + adarg)t), com
a € [0; %} e existem para todo ¢ > 0.

2. Dado € > 0 existe 61 = € tal que ||2(t)]| = [|2(0) exp(—(A1 + adero)t)|| <
|z(0)] ¥t > 0.

3. limy_o [[2(1)]| = 0.

Segue dai que & = 0 é assintoticamente estdvel para a inclusdo (11). Logo,
pelo Teorema 1 temos que 2z = 0 ¢é assintoticamente estdvel para a incluséo
diferencial fuzzy (9), isto é, existe ¢ > 0, k > 0 e 6 > 0 tal que qualquer
solucdo x(t) de (9) satisfaz a desigualdade

[z < k|z(0)|| exp(—at)
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para todo t > 0 se ||z(0)]| < 4.

4 Conclusao

Dado f(x) = rz, suponhamos que r seja perturbado por um conjunto
fuzzy U obtendo assim, a multifunc¢éo fuzzy F'(z) = (r + U)z. Desta forma,
se 0 € [U]!, temos que f(z) € [F(2)]* Yo € [0,1]. Entdo, para qualquer o(z)
temos que

€ rxt U@
{ X(O) - XO?

isto é, a solucdo deterministica sempre estd no conjunto solucdo da incluséo
diferencial.
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Resumo

Neste estudo, é descrito um problema de poluicdo ambiental por pro-
dutos impactantes numa regiio de pantanal. E apresentado um mo-
delo matematico descritivo, justificado pelos usos prévios em funcao dos
fenémenos fisicos considerados. I verificada a existéncia de uma solugio
no sentido fraco e sao propostos métodos numéricos de aproximacao.

Palavras-chave: Poluicao em alagados, Dispersao de poluentes, Mo-
delagem matemdtica.

1 Introducao

O estudo da disperséao de poluentes, através da modelagem matematica,
tem se mostrado bastante eficiente para o estudo de perturbacoes globais ou
mesmo de ecossistemas em particular. Neste sentido, é que se propde o presente
estudo do problema da dispersdo de poluentes em regides de areas alagaveis,
onde o processo de dispersdo ocorre em meios distintos como o ar e a agua.
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Nas trés dltimas décadas, a emisséo de poluentes industriais no meio am-
biente levou a distirbios do equilibrio de varios ecossistemas, como a eroséo e
a contaminagdo de extensas dreas por metais ferrosos e ndo-ferrosos, além de
outros minerais (Marchuk, 1986).

Isto trouxe a necessidade de estudos e monitoramento dos problemas am-
bientais, abrindo um promissor campo de trabalho para pesquisadores das
mais variadas dreas. Uma vez que as questOes ambientais estdo fortemente
interrelacionadas, ndo podendo ser tratadas de modo isolado para a busca de
solucdes vidveis, ou até mesmo satisfatérias.

Desta forma, a protecdo ambiental vem ganhando cada vez mais um papel
relevante no cendrio mundial, principalmente nesta iltima década, tendo como
marco a realizacdo da Conferéncia Mundial ocorrida no Rio de Janeiro em
1992, a chamada Rio-92.

Se, por um lado, tais estudos ganharam maior destaque pelos érgaos go-
vernamentais somente nesta ultima década, por outro, no meio cientifico isso
ja vinha ocorrendo desde a década de 70, como por exemplo, a realizacdo em
1970 do International Environmental Protection Symposium, realizado na an-
tiga Tchecosloviquia e os seguintes com a ampla participacao de pesquisadores
(Marchuk, 1986).

FEm muitas situagoes, tem acontecido regides de exploracéo agro-industrial
préximas de dreas de protecdo ambiental. Barreiras isoladoras podem ser
estabelecidas em terra, de discutivel eficiéncia. No caso de meios aquéaticos e
aéreos, as barreiras se tornam muito mais dificieis, se ndo impossiveis.

Assim, poluentes transportados advectivamente viajam invadindo regioes
que deveriam ser protegidas das atividades antrépicas. E o €aso, por exem-
plo, de deriva de agroquimicos em lagoas préoximas as regioes de plantio, ou
das cinzas provenientes de queimadas afetando lagoas e bafas, como ocorre,
por exemplo, na parte norte do Pantanal Mato-grossense, incluindo, também,
o estudo da pulverizacdo por avido de dreas de plantio, vizinhas as dreas
alagaveis.

Um estudo integrado do impacto sobre regides a serem preservadas, préxi-
mas a atividades agro-industriais, ird exigir uma modelagem integrada do
problema englobando tanto o meio aéreo quanto o aquético, e é o que estd se
propondo através dos mode-los matematicos apresentados mais adiante.
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2 Alguns aspectos da poluicao

Na realidade, nosso planeta estd repleto de substancias téxicas. Muitas
delas ocorrem de maneira natural, completamente independentes de qualquer
atividade antropogénica, como por exemplo, o vapor de um vulcdo em ativi-
dade pode conter uma quantidade suficientemente grande de enxofre que néo
permita o crescimento de plantas nas suas proximidades. Os rios que fluem
através das florestas podem tornar-se desoxigenados devido as substancias
organicas naturais neles depositadas, as quais ao se decompor, resultam em
contaminagoes semelhantes aquelas causadas pelos esgotos domésticos. O
mercurio, que existe naturalmente nos oceanos, pode vir a se concentrar nos
peixes em niveis que chegariam a alarmar as autoridades de saide publica
(Mellanby, 1982).

No entanto, quando falamos de poluicédo, geralmente nos referimos a pre-
senca de substancias toxicas introduzidas pelo homem no meio ambiente. Isto
néo quer dizer que apenas a poluicdo causada pelo homem seja nociva, embora
muitos de seus atos tenham, freqiientemente, conseqiiéncias mais draméaticas,
do que os lentos efeitos dos envenenamentos de origem natural.

Os poluentes persistentes, hoje em dia freqiientemente chamados de “néo-
biodegradéveis”, mais pela precisao do termo do que por sua elegancia, colo-
cam-se como um problema completamente diferente. Quando diluidos a um
grau inofensivo, eles podem permanecer no nosso meio ambiente, porém com
a possibilidade de serem concentrados, possivelmente por organismos vivos.
Além disto, alguns produtos quimicos mais persistentes permanecem inaltera-
dos indefinidamente, ou tém mudancas extremamente lentas.

Por essas razoes, é relevante e vélido o temor de que substincias quimicas
produzidas pelo homem venham causar poluicdo global relativamente perma-
mente. Embora para alguns isto poderia ser considerado como um exagero,
pesquisas recentes*, no entanto, tém demostrado o nivel preocupante a que se
chegou.

Em relatério recente (CDC Environ.Health, 2001), o CDC (Centro de Con-
trole e Prevencdo de Doengas dos Estados Unidos) divulgou um grave relatério
téxico sobre a exposicdo humana aos produtos quimicos ambientais.

Um estudo recente da Academia Nacional de Ciéncia dos Estados Unidos
(National Research Council/USA, 2000), indica que em cada quatro proble-
mas que afetam o desenvolvimento e comportamento das criancas hoje, um

*vide (Rebougas, 1997)
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pode estar relacionado a fatores genéticos e ambientais, incluindo compostos
neurotoxicos como chumbo e pesticidas com organofosfatos.

3 O Problema

Para se ter uma primeira no¢do do processo de transporte e transformacéo
dos poluentes no meio ambiente, apresentamos a figura 1 a seguir. Este pro-
cesso estd relacionado com:

— propriedades fisico-quimicas dos poluentes;
— processo de transporte no meio ambiente e

— processo de transformac@o do poluente.

Ar

(1)

Bi ot a Agua i Poluente

(2) >

N Solo/
| Sedimento

Figura 1: Processo de transporte e transformacéo do poluente
(1) Excrecao/Secregdo; (2) Bioacumulagdo; (3) Evaporagdo;
(4) Precipitacdo; (5) Volatizagdo; (6) Absorcio e (7) Diluigdo -
adaptado de (Connel e Miller, 1984)

FEm geral, o tratamento do problema da poluicdo tem sido considerado
somente de modo isolado em cada um dos compartimentos indicados na figura
1, isto é, no ar ou na dgua ou nos solos/sedimentos ou na biota, sendo que
a énfase depende da drea de interesse do pesquisador que estéd realizando tal
modelagem ou estudo.
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Neste sentido, o presente trabalho procura levar em consideragao, senéo de
forma completa, pelo menos boa parte dos processos indicados pelo diagrama
da figura 1.

Dentre os agroquimicos em geral, serd dedicada mais atencdo aos pesti-
cidas, devido ao seu alto teor téxico, o que implica num impacto maior na
qualidade ambiental, sobretudo para a biota.

O uso de pesticidas na agricultura tem possibilitado ao agricultor a producao
de alimentos a um custo menor. Assim como os fertilizantes, os pesticidas tém
substituido a mao-de-obra e 0s equipamentos, no trato com a lavoura para o
controle de pragas. Primariamente, tém sua aplicagdo na producéo de graos
e de algodéo, sendo tamhém empregados nos campos de cultivo de hortalicas
e frutiferas em geral (Loehr, 1984).

A producéo e aplicacdo de pesticidas, em larga escala, comegou por volta
dos anos 40, aumentando gradativamente até a década de 70, quando o uso
de fungicidas e inseticidas diminuiu, devido a restrigdes ambientais, enquanto
o uso dos herbicidas continuou a crescer (Loehr, 1984).

Uma propriedade importante dos pesticidas é a solubilidade, uma carac-
teristica intrinseca da substancia quimica que nos indica a facilidade com que
ela se mistura ao meio liquido, formando um sistema homogéneo (Thibodeaux,
1979), tal propriedade é um dos fatores determinantes no transporte de polu-
entes no ambiente aquético (Haque et al., 1980).

Quanto a solubilidade no ambiente aquético, de uma maneira geral, pode-
mos classificar os pesticidas em dois grupos principais, a saber:

(i) os soldveis e

(ii) os ndo-soldveis.

Esta classificacdo faz-se necessdaria para um melhor tratamento do pro-
blema, de modo a obhter modelos mais adequados a realidade.

Na decricdo dos modelos que serdo apresentados a seguir, haverd uma
distingéo entre dois tipos de poluentes, a saber: (i) aqueles que ndo penetram
na dgua (ndo-soltuveis) e (ii) aqueles que penetram na dgua (soltveis).
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3.1 No meio aéreo

Na primeira parte do trabalho aqui proposto, serd modelado o transporte
aéreo do poluente e seu depdsito na superficie da lagoa ou bafal. A esco-lha do
dominio se deve a uma suposicéo inicial de simetria por translacéo, levando,
portanto, a escolha de um dominio bidimensional, conforme ilustrado na figura
2, a seguir.

O plano é escolhido na vertical e contendo o vetor que indica magnitude e
direcdo predominantes do vento na regiao.

O modelo deverd, entdo, considerar a difusdo do poluente estudado, seu
transporte advectivo, seus decaimentos, além das fontes poluidoras e sua pe-
netragdo no meio aqudtico, no caso (ii).

Vento predom nant ej‘>

Escolha de Q

Lago

Figura 2: Escolha do dominio para estudo

Denominando u(x,y,t) como sendo a concentragido do poluente no ponto
(z,y), para o instante ¢, a equagdo que modela o processo, descrito acima, de
dispersao efetiva do poluente, no domfnio aéreo indicado na figura 2, pode ser
dada por:

% —div(o,Vu) + div(Vu) +ouu=f (3.1)

TUsa-se, no escopo deste trabalho, a terminologia lagoa ou bafa no sentido de indicar
corpos aquaticos de baixa circulagao
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Qy = au(u, Y, t)a

(é a difusibilidade efetiva no meio aéreo)
H

V= <’U1($7 Y, t); ’U2($7 Y, t)>

com div(V) =0

0. (é o decaimento no meio aéreo)

onde

f (é o termo fonte)

Desta forma, o dominiot Q (descrito pela figura 3) a ser considerado neste
problema de valor de contorno, bem como as condigdes de contorno, seréo
genericamente indicadas por:

0
au—u =g (local de entrada de poluente no dominio) (3.2)
on|r,
0
—aua—z = kiu (penetracdo de poluente no solo) (3.3)
I
0
8_77; =0 (sem saida de poluente para o meio aquédtico) (3.4)
T2
0
8_:; =0 (condic@o natural de simetria) e (3.5)
T's
ul = altura escolhida convenientemente distante para (3.6)
F44 que se possa considerar a inexisténcia de poluente

3.2 Inclusao do Meio Aquético

Fm segunda aproximacao, inclui-se o meio aquético, no caso de substancias
poluentes que pe-netram na dgua. Neste caso, além da concentracéo de polu-
ente no ar, indicado por u(x, y,t), serd designado por a(x,y,t) a concentra¢do
do poluente na dgua no ponto (z,y), para o instante ¢, na parte do dominio a
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Figura 3: Descricao do dominio €2 de estudo
Q= (0, L) x (0, H) C R?

Figura 4: Incluindo o meio aquatico no dominio de estudo

ser considerada (ver figura 4), bem como as condigoes de contorno, que neste
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novo caso, passam a Ser:

ou
on |,
ou
| = ku (3.8)
on|r,
ou
“Oug = Br2(u —a) (3.9)
I's Iy
Oa . .
_aaé?_n = ksa (penetracdo do poluente no sedimento)  (3.10)
I's
0 0
] I (condigdo de estabilidade assintética)  (3.11)
877 T4, 877 T4,
u| =0  (como em 3.6) (3.12)
T's
Oa [
_aaé?_n = Po1(a —u)| (passagem de poluente ar/dgua) (3.13)
FQ 1_‘2

A equacdo de continuidade do poluente no meio aquético é dada por:

0
a—? — agAa+ div(Wa) +o.0=F (3.14)
O, (é a constante de difusibilidade efetiva no meio aquético)
H
onde W, é o campo de velocidade em €,
Oa (é o decaimento global no meio aquético)

90 = ToUIl't UT'e UT's Uy sendo que o, I'1, ['2, I's e ['4 sdo disjuntos
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f:

Age™  se (z,y) = (x1,Y1)
Vi €10,T]

0 se (x,y) # (zr,yr)

A escolha de F acima se deu, considerando que haja um actimulo do po-
luente na fronteira I'; e que o mesmo seja transportado pelos afluentes até o
ponto de descarga no meio aquético - ponto (21, yz,) do dominio - tal como o
efeito “run off”, no caso de campos de cultivo de arroz em varzea, comum em
dreas alagaveis.

FEstas equacdes é que constituem a chamada formulagéo classica ou “forte”
do problema. Tendo em vista a necessidade de demonstrar e obter, de algum
modo, a existéncia e unicidade de solucdo do problema, bem como, visando
a aplicacdo do método de Elementos Finitos, via Petrov/Galerkin para a dis-
cretizacdo espacial, que daré as aproximagdes numéricas adequadas da solugéo
para cada instante ¢t € [0, T faz-se necesséria a obtengéo da formulagdo varia-
cional ou “fraca” do problema.

A formulacéo fraca é preferivel visto que permite uma maior amplitude de
acdo tanto do analista (exis-téncia e unicidade de solugdo) quanto do analista
numérico (algoritmos computacionais).

4 Formulacao variacional

A formulagdo variacional do modelo consiste em obter uma outra for-
mulacdo das equagdes 3.1 e 3.14, cuja solucdo, denominada solucéo fraca,
deve ser procurada num espaco métrico conveniente. A justificativa de tal
procedimento estd na possibilidade de se poder usar fungdes que comportem
modelos de descontinuidade por exemplo, para a funcéo que modela alguns
dos fenémenos presentes no problema, como no caso de fontes pontuais no
dominio, tipico de problemas como o que foi proposto neste estudo, ou “man-
chas” de poluentes.

O processo para obtencdo da formulacdo variacional, é desenvolvido da
seguinte forma:

1. Considerar as derivadas de 3.1-3.14 no sentido de distribuiges;

2. efetuar o produto interno de cada termo das equacoes por uma funcéo v,
denominada funcéo teste, sendo esta pertencente a um subespaco conve-
niente de H(£2), que serd denotado por V (caracterizado mais adiante),
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sendo tal produto interno definido da seguinte forma:

= g dpys
= -gdn.
<f‘g> or /Ff gdy

cuja integracao é feita no sentido de Lebesgue.

Neste caso, serdo procuradas as solugdes u(X, t) e a(X, t), respectiva-
mente, em V e W, dados por:

V={vel?[0,T] ,H(Q)] : v =0 em parte de I' (I'y ou I's) ,V t € [0,7]}
W ={we £2[(0,T] ,H(Q,)] : w = 0 em parte de I'(I'5),V t € [0, 7]}

Os subespacos V e W seréo caracterizados, adiante, de forma mais especifica
para cada um dos casos considerados nas secoes 3.1 e 3.2, apresentados ante-
riormente.

4.1 No meio aéreo

Considerando as equactes apresentadas na secéo 3.1 sera obtida, a seguir,
a formulagdo variacional para o caso dos poluentes néo-solGveis, conforme
comentado na secdo prévia, caracterizando o subespaco V; de H! (€2), como se
segue:

={ve?[(0,7),H ()] :v=0em I'4V t € [0, 7]}

Neste caso, tomando f genérica, com a entrada (por deriva) de poluente
pela fronteira 'y e, além disso, considerando o coeficiente de difuséo aérea ay,
varidvel com relagdo somente & altura g, tem-se:

W diviau(y)Vu) + div(Va) 0w = f (4.15)

Assim, realizando o produto interno conveniente, vem:
// vdy — //Vozu Vul/dqu/ VV’U,I/dM
(4.16)
+// auuudug/ frdu Vv eV, Vite (0,7
Q Q
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Desta forma, considerando fungoes © derivadas primeiras de quadrado in-
tegraveis, no sentido fraco, e tomando V. = (Vi(y); —V2) (conforme justifica-
tiva adiante), obtem-se:

/Q%”dﬂ—//gv(au(y)w) udu+//gvl(y)g_zydu

—Va //Q %Vdu+/AUUUVdM4/AdeM (4.17)

YveV,Vte (0,7

ao fazer uso de um teorema do tipo Green, aplicado no segundo termo do lado
esquerdo da equacdo 4.17, vem:

ou ou
//Q al/d/ﬁ+//ﬁ au(y)VuVudqu//QVﬂy)%udu
~Va // @vdu+// auuvdu—/au(y)a—uvdv—// frdp  (4.18)

Vv eV, Vte (0,7

Dal, supondo uma variacdo linear crescente no coeficiente de difuséo, ou
seja:

Oéu(y) =ao+ oy, Qu,a0 >0 5y € [07 H]

H
e V dado por:
v 2
V =(Vy*; —V2)

onde Viy? é a componente horizontal resultante da deriva pelo vento pre-
dominente para uma primeira aproximacéo e Vo é a componente vertical da
velocidade resultante da ac@o gravitacional, supondo a resisténcia do ar line-
armente proporcional a velocidade, de modo que seja plausivel a aproximagcao
(Vo), assintoticamente, desta componente por uma constante, dai a equagao
(4.18) se torna:
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/ —udqu // oo + ay)VuVedu + V4 // —udu
—Va // —vdp+ oy // urdp — / og + auy) 877 vdry (4.19)

4// fl/d/,l/ VI/EVLVtE(O,T]
Q

Finalmente, considerando as condigoes de contorno (Brooks e Hughes,
1982) dadas por (3.2-3.6), substituindo no dltimo termo do lado esquerdo
da eq. (4.19), vem:

[ 2estis [0 (w0 )an 11 ] #2

—Va [fq 3—ZVdM + oy // urdy + ky / uvdry (4.20)

IR
/gudnyr/ frdp Yv e, Vte (0,T)]
T'o

Agora, usando a notacdo para o produto interno definida anteriormente
nesta secdo, a equacdo 4.20 pode ser reescrita na forma:
(% 1/> + ((ao + auy)Vu Vu) +W <y2 Ju >
0;Q 0;Q2
+0y (u 1/> +k1 <u 1/>
0;Q 0;Q2 01"
1/> Vv e, Vte (0,T)]

()
(ot
;o

i) importante observar que em (4.20) aparecem apenas as derivadas de pri-
meira ordem, no sentido de distribuigoes ou “fraca”, da solugdo u(zx,y,t), en-
quanto na equacdo (3.1) aparecem as derivadas de segunda ordem, no sentido
cléssico.

Desta forma, passando dessa formulagéo cldssica (3.1-3.6) para a formulagao
variacional (4.20), s@o enfraquecidas as hipéteses de regularidade da solugéo,
0 que proporciona um aumento da classe de func¢bes para as quais o problema
faz sentido.

0;Q

(4.21)

0;Q
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Além disso, na formulacdo variacional, a demonstracio de existéncia e
unicidade da solugéo fraca se torna bem mais simples e, hoje, vidvel em com-
paracao com a da solucdo cléssica, cuja demons-tragéo sera tratada na préxima
secao.

4.2 Existéncia e unicidade de solucao

Considerando a formulagéo variacional obtida na secéo prévia, serd ohtida
a existéncia e unicidade da solucdo para a equacgéo (4.20), de acordo com o
que se segue.

Para estabelecer a existéncia e unicidade da solugéo de (4.20), serd utilizado
o Lema de Lax-Milgram (Lions, 1961, Teor. 1.1.3 - Cap. I, pg.8), observando
que este problema na sua formulacdo variacional (eq. 4.20) satisfaz as hip6teses
do citado teorema, seguindo o procedimento adotado, por exemplo, em (Diniz,
1994), (Castro, 1993) e (Mistro, 1992).

De fato, agrupando termos de (4.20) na forma abaixo e introduzindo a
notagao usada no referido teorema (Lions, 1961), tem-se:

2
- o
A(t;o)gz%(fl”wt >+Za i(z,1) + Ag (4.22)
J

2,j=1

o que, em (4.20) mediante as escolhas indicadas mais abaixo, fornece:

//Atul/dqu// udqukl/Flw/dfy
- /FO grdy + //Q frdu+ (//Q uoudu> do(t) (4.23)

Vv eV, Vte (0,T)

dadas as escolhas em (4.23) de:

A - ooty se 1=

. 0 se iAj
4 Viy?  se 1 =1
Vo se 1 =2

AO = Oy
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lembrando que &y é o operador de Dirac que “fixa” a condigdo inicial.

Para a demonstragdo de existéncia e unicidade da solugao, basta verificar
que (4.23) satisfaz as hipéteses do citado teorema.

4.3 Discretizacao do problema

Nesta secdo, sera feita a discretizagéo do modelo, para a formulacao obtida
na sec¢do 4 (eq. 4.20), através do Método dos Elementos Finitos (discretiza¢do
espacial) e Crank-Nicolson (discretizagdo temporal), descritos a seguir.

O primeiro passo da discretizacdo, no caso a espacial, serd via Método
dos Elementos Finitos. Este método é uma técnica geral para construgéo de
aproximagoes da solucao de um problema de va-lor de contorno, que envolve a
divisdo do dominio da solugdo num nidmero finito de subdominios simples (os
Elementos Finitos) e usando conceitos variacionais, construir uma aproximante
da solugéo sobre a colegdo de Elementos Finitos, (Becker et al., 1981); (Carey
e Oden, 1981)).

O segundo passo, serd o da discretizacdo da varidvel temporal (no caso,
Crank-Nicolson), optou-se por um método implicito com diferencas centradas
(Carnahan et al., 1969), (Kardestuncer e Norrie, 1987), de modo a transformar
os modelos, discretizados espacialmente, num sistema de equactes algébricas
lineares implicitamente definido (Sossae, 1995); (Diniz, 1994); (Castro, 1993)
e (Mistro, 1992).

Para isso, deve-se trabalhar com a formulacdo variacional do problema,
dada pela equacdo (4.20). Denominando de Vi, o subespaco de V gerado
pelas N, fungdes ¢; (chamadas de funcgoes teste). Assim, Vvg,, € Vp, é da
forma:

Npy

vy = vi(0)ei(x,y)
j=1

Neste modelo, como o processo de dispersao se d4 apenas no ar, serd feita
a discretizagdo do dominio aéreo (§2), considerando o subespago Vy, de Vi, a
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eq. (4.20) pode ser reescrita na forma do seguinte sistema de EDO’s:

h Vp
0:0 ot
0;I" 0;T'o

Yvp € Vi, VL € (0,T)

(At
uh>

o que, mediante as escolhas de A4;;, A; e Ao indicadas anteriormente, nos for-
nece o seguinte sistema de EDQ’s discretizado:

du] // ©; gpzdlﬂrzuj // a0 + ay) (V% V%)du
+V ZUJ' // y2<aa% %>d" VQZU] // (0% > (4.25)

+ouzuj // pipidp + ky Zua/ pipidy =

Jjel

4/ g%’d’YJr// (fsoi> H V; da base de Vj,
To Q

A discretizacdo seguinte é a da varidvel temporal, isso serd feito pelo
método de Crank-Nicolson, com diferencas centradas em ¢, + %, fazendo
as seguintes aproximacoes:

%( At>gm

0;Q

+k1 <uh (4.24)

0;Q

a \n g At (4.26)

onde u’j”l = u;(tnt1)

’ AL\ L urt
(t + > = %ﬂ (4.27)

dai, levando (4.26) e (4.27) em (4.25), obtem-se o sistema linear

A = Bu™ 1 gt3 dado  u©® (4.28)
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onde

At At
= <1+ —0u> / / sojsoidu+— / / (o + auy)(Ve; - Vidp)
At N o
+Vi—- // ﬁsozdu— 2—// ﬁ%duﬂcl/ pjpidy
I

At At
bij = (1 - —Uu> // pipidp — — // (g + o) Vi Vidp
At o
Vi // y? gDjsozduﬂfz // g0J<pzdu kl/ pjpidry
Ty

n+
’ //( n+At’ g01>du+/ g(t n+%v')§0id’7
O

U’(O)|§0 Zu() QDJ|§01 i:1727"'7Nh1

A matriz A é chamada matriz de rigidez e o vetor resultante das operagoes

B.au™ + d"+2 para cada instante ¢ 1AL é denominado vetor carga.

A ordem das aproximagoes temporais é, localmente, O(At?) e a escolha
das funcgoes teste ¢; serd a de elementos finitos triangulares de primeira ordem.
Desta forma, obtem-se uma funcéo “piramide” sobre cada né, que é linear
por partes, assumindo o valor 1 no j-ésimo n6 e ZERO nos demais (ver figura

5).

Figura 5: Ilustragdo da funcao base ¢; para o j-ésimo né

A funcéo eshbocada na figura 5 é obtida a partir da definicdo por partes,
em cada triangulo da discretizacdo do dominio, onde sao definidas localmente
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(num triangulo de referéncia), trés fungoes base, ou seja, uma para cada vértice
do tridngulo de referéncia, que assume o valor UM no i-ésimo vértice e ZEERO
nos outros dois, propriedade esta exigida para as candidatas a funcéo base.

5 Formulagao variacional incluindo o meio aquatico

Nesta secéo, serd considerado o problema dos poluentes que penetram na
dgua (soltveis), o que implica na reformulagdo do dominio conforme apresen-
tado na figura 4 (pg.114), bem como as novas condi¢oes de contorno (Brooks
e Hughes, 1982), estabelecidas pelas equacoes (3.1 e 3.7 a 3.13) da segéo 3.2,
para a obtencéo da formulagéo variacional no caso dos poluentes soluveis.

Para este problema, os subespacos Vo, e Vs, de H' (Q = Q, UQ,), serdo
caracterizado da seguinte forma:

Vo, = {v e £2[(0,T),H ()] :v=0em I'sV t € [0,T]}

Vo, = {r e £2[(0,7),H(Q,)] :v=0em 5V t € [0,7]}

Neste caso, conforme denominado anteriormente, sendo u(x,y,t) e a(z,y,t)
as concentracoes do poluente nos meios aéreo e aquatico, respectivamente, o
sistema de equacgoes resulta em:

0
T V(@) + V(Vu) + ogu = f
ot
(5.29)
oa —
o agAa+V(Wa)+oqa =F

Dal, aplicando o produto interno indicado na se¢do 4 em cada termo do
sistema 5.29, vem:

ou 17
J|| Givan= [[ 9 ieumvarian [ 90w

+// ouurdy = // Sfrdu, Yv ey,
// udu // aaAal/dqu/ V( W a)vdp

+// ogovdy = / Frdpy Vv eV, Vte (0,7
Qq Qa

(5.30)
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Novamente, considerando fun(;oes e derivadas prlmelgms de quadrado in-
tegraveis, no sentido fraco, tomando V- (Viy?; Vo), W = (Wy; —Wa) e f
genérica (como em (4.19) da segdo 4) obtém-se:

// udu // V [(ow(y)Vu)r d/Her// ya
) // —udqu// ouurdy = // Sfrdu,
Q. 9y Qu Qu

Yv eV,

// udu aa// Aaudqu// (W1 —nga>udu

// ogavdy = / Frdu Yv eV, Vi e (0,7

(5.31)

tomando os coeficientes de difusdo no ar (£2,) e na dgua (£2,), respectivamente,
por:

o (y) = ap + Yy, o, >0; y €10,Y] ea, constante

dai, fazendo uso de um teorema do tipo Green, aplicado no segundo termo do
lado esquerdo de cada uma das equagdes do sistema 5.31, vem:

/ auz/d/wr// (oo + ay)[Vu - Vrldp
q, Ot

+Vi fo y2g;ydu Vs // udquau// uvdp

_/ (Oéo + auy> a—l/dfy / frdpy  Yv e,

// Eud/wraa/ [Va - Vv|d
// Wl— —Wgaa}udqu// oqavdy

—udfy / Frdu Vv e Vo, Vit € (0,7
Qa

(5.32)

Por fim, considerando as condigoes de contorno dadas pelas equagoes (3.7
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3.13) e levando-as no sistema 5.32, tem-se:

// g—?udqu // ap + oY) [ Vu - Vyldp
+Wi // y? udu Vg// udqukl/ uvdry
ox I,
+0y / / uvd — gudry
To

+ﬁ12/ (u—a)vdy = / frdu Vv ey,

// udquaa// Va - Vl/dquaa// avdy

// Wl— —nga}l/du+ﬁ21 /F2(a—u)1/dfy

+k3/ al/d’)/4/ Fvdu Vv € Vo, Vit € (0,7
I's Qu

que, apds a separacdo das incégnitas, se torna:

0
// —uudqu // (a0 + ay)|[Vu - Vrldp
q, Ot Qu
+Wi // y2a—uudu —Va // a—ul/dqu Ou // uvdy
Q, Or Q. Oy Qu

+k1/ ’U,I/d’)/+/ ﬁlg’U/I/d’)/4/ frdu

T T2 Qu

+ﬁ12/ al/d’)/+/ gudry Yv ey,
I’

// Eudquaa// [Va - Vl/dqu// oqavdy

// Wl_ - Wy aa} vdp + +ﬁ21/ avdy + kaavdry
0 Ty T

—ﬁm/ UI/d’er/ Frdu; Vv eV, Vte (0,T]
Ty Qu

(5.33)

(5.34)

Como observado anteriormente, em (5.34) aparecem apenas as derivadas de
primeira ordem, no sentido de distribui¢oes, da solugéo a(zx,y,t), enquanto na
equagdo (3.14) aparecem as derivadas de segunda ordem, no sentido cldssico.
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Passando da formulagéo cldssica (3.1 e 3.14) para a variacional (5.34), as
hipéteses de regularidade da solugao sdo enfraquecidas, o que proporciona um
aumento na classe de funcdes para as quais o problema faz sentido.

5.1 [Existéncia e unicidade - com o meio aquatico

De acordo com a formulacao variacional obhtida na se¢ao anterior, tem-se a
existéncia e unicidade da solugdo para o sistema (5.34), utilizando o Teorema
de Lions (Lions, 1961, Cap. IV), para obter a existéncia e unicidade de solugdo
para o problema na sua formulago variacional, basta verificar que a eq. 5.34
satisfaz as hipéteses do citado teorema.

5.2 Discretizacao incluindo o meio aquatico

Nesta secdo, sera feita a discretizagéo do modelo, para a formulacao obtida
na sec¢do 5 (eq. 5.34), através do Método dos Elementos Finitos (discretiza¢do
espacial) e Crank-Nicolson (discretizagdo temporal), conforme descrito ante-
riormente.

Para isso, deve-se trabalhar com a formulacdo variacional do problema,
dada pela equacdo (5.34). Denominando de Vp,, € Vy,, 0s subespacos de Va,
e Vo,, respectivamente, gerado pelas Np,, e Np, funcgdes ¢; (chamadas de
fungoes teste). Assim, Vup,, € Vh,, € Vh,, sdo da forma:

Nh2u Nh2a
Vhs, = Y, vil)pi(2,y) Vhae = Y, Vi), Y)
i1 i-1

Neste modelo, o processo de disperséo ocorre em ambos os meios, com
isso, serd feita a discretizacdo dos dominios aéreo e aquético (£, e €, respec-
tivamente), considerando os subespagos Vi, € Via, 0 que fornece para a eq.
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(5.34):

8u
— // @j padp + ZU’] // a0 + awy) (Ve V) dp

i ] o ], ()

+0o, Z’U/] // @]szdu + k1 Z U]/ @]szdfy

FISN
+ﬁ122u] / Qjepidy = / Feudp + / gpidy
jel's
+012 Z a; / pjpidry Y; € base de Vy,,
jel's

Nhy Sas Nhy
Za—;// ijidu+aazaj// (VSOjVsOi)du

3 ff (G w3 ff (G

+04 Za] // @]szdu + k3 Z a]/ @]szdfy

j€l's
+B21 Z a; / pipidy = / / Foidp
Qa
j€l2
+ 021 Z Uj / pjpidy Vy; € base de Vp,,
j€l2

(5.35)

A figura 6, a seguir, ilustra a discretizacdo do dominio, incluindo os dois
meios e apresenta a funcdo base @;(x;,y,) para o j-ésimo né. Neste caso,
tambhém foi escolhida a discretizacdo por elementos triangulares de primeira
ordem.

Novamente, via o0 método de Crank-Nicolson, com diferencas centradas em
ln+ %, usando as aproximagdes (4.26) e (4.27) em (5.35), para a discretizagio
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Figura 6: Tustragdo da funcdo base @;(x,y)

temporal, obtem-se o sistema linear acoplado:

AutD) = By™ | ents
(5.36)

cumtl) = Py 4 pn+§

dados u(© e a©), onde

At At
= <1+—au> // sojsoidu+—// (a0 + wy) Vi Viidp
At d o At
IR // 2 % i — V—// % dmkl?/ jpidy
I

At At
bij = (1 - —Uu> // pipidp = - // o + oys) Vo Vepidp
At 8 At
I

At At
= (1 + —0a> // pispidit+ oo —- // Vo Vedu
o At
+W1—// % W2— // O widp + kg — / p;pidry
T'1
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At At
dij = (1 — —aa> // pipidp — aa— // Vi Veidu
At 0 0 At
Wi / / pidpt Wz— / / I i — ks / pjpidy
Ty

ntl At At
4= (// vy 2)es) d’“‘) T /F (9t 400 )ee) v
0
+612 ) 05— /F pipidy
2

Jj€l'2

nJrl At
p; ° (// F(tyy at, )Wzdu>6L +ﬁ212uj /Fsojsoidv
2

j€l'y

(@) = Zu (piles) i=1,2, ..., Np,,

(aOp;) = Z a; g0]|g01 i=1,2, ..., Np,,

01.(2) é o operador delta de Dirac.

6 Consideracoes Finais

O presente modelo devera ser testado para a situacdo real de dispersao
de agrotéxicos na regido de Fsteros del Ibera (regido nordeste da Argentina)
- como parte do Projeto INCO-ERB IC18-CT98-0262/Unicamp, denominado
“Manejo de Recursos Naturais em Regioes de Pantanal no Mercosul”).

Os c6digos numéricos para o problema discretizado, encontram-se em fase
de implementacéo e testes, cujos resultados numéricos deverao constar de fu-
turas publicacoes.

Neste artigo, o intuito foi descrever o problema, suas formulagdes classica
e variacional, a existéncia e unicidade de solucdo e, por fim, a discretizagdo do
problema em sua formulacdo variacional.

FEspera-se com isso, contribuir de alguma forma para o tratamento ma-
tematico adequado de um problema ambiental de grande interesse, tanto para
estudos de impacto ambiental, quanto para estudos da “qualidade ambiental”.
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Resumo

Neste trabalho, formulamos um modelo discreto com operadores in-
tegrais para descrever a dispersao espacial de uma populagao de plantas
anuais com banco de sementes. O modelo proposto considera crescimento
dependente da densidade e o padrao de dispersao das plantas. Os efeitos
do banco de sementes sobre o comportamento assintotico da solugao sao
analisados através de simulagbes numéricas.

1 Introducao

Plantas anuais produzem sementes uma vez por ano. A cada ano, as
plantas crescem, florescem e morrem, deixando seus descendentes na forma
dormente de sementes, que devem sobreviver o inverno para produzir a nova
geracdo. No ano seguinte uma fracdo das sementes germina, enquanto outras
permanecem dormentes por um ano ou mais antes de germinar.

Edelstein-Keshet [4] formulou um modelo para descrever a dindmica de
plantas anuais considerando um banco de sementes de dois anos. Em seu
modelo, considera apenas o nimero de individuos em cada geracdo, isto é,
o meio é considerado espacialmente homogéneo. No entanto, a variabilidade
espacial é de grande importancia na dinamica de uma populacdo. O estudo
das invasodes biologicas é fundamental para se prever os danos ecolégicos e
econdmicos da dispersdo de uma populagéo.
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Modelos para dispersédo de plantas tém sido desenvolvidos através de equa-
¢oes a diferencas integrais [Andersen, 1991; Hart and Gardner, 1997; Allen et
al., 1996]. Uma vez que os episédios de dispersdo e reprodugéo sdo eventos
discretos para muitas espécies de plantas, este tipo de modelagem é mais
adequado do que os modelos de reacdo-difusao amplamente utilizados para
descrever dispersdo populacional [Murray, 1989; Okubo, 1980; Shigesada et.
al, 1997]. Além disso, o operador de difusdo pressupde grande disparidade
entre a escala de dispersdo e a escala de observacdo do fendmeno, isto é,
considera dispersdo local de sementes, o que ndo ocorre para as plantas aqui
consideradas.

Os modelos desenvolvidos para dispersdo de plantas, no entanto, ndo con-
sideram bancos de sementes. Isto é, consideram que as sementes com mais de
um ano nao sao aptas a germinar ou morrem.

Neste trabalho, a partir dos modelos apresentados por Edelstein-Keshet
[1988] e Andersen [1991] para descrever a dindmica e dispersdo de plantas
anuais, respectivamente, formulamos um modelo discreto com operadores in-
tegrais para descrever a dispersdao de plantas anuais com bancos de semen-
tes. O modelo considera crescimento dependente da densidade como efeito
da competicdo intra-especifica e o comportamento de disperséo de sementes.
Séo realizados experimentos numéricos, através dos quais concluimos sobre o
comportamento assintético do modelo proposto.

2 O Modelo

Consideramos que as plantas produzem sementes no final da estagdo de
crescimento e depois morrem. Uma fracdo das sementes sobrevive o inverno
e, parte delas germina na préxima estacio. Das sementes restantes, algumas
permanecem em estado latente, para germinar apds o segundo inverno. Para
simplificar, suporemos inicialmente, que as sementes com mais de dois anos
sdo invidveis e morrem.

A cada primavera, sementes (de um e dois anos) iniciam a germinagdo. A
competicdo por espaco e recursos entre as mudas reduz a sua sobrevivéncia,
isto é, consideramos uma dependéncia da densidade de sementes na populagéo
de plantas adultas.

Se s; e p; denotam, respectivamente, o niimero de sementes em germinacao
e plantas adultas na geracdo ¢ em um ambiente espacialmente homogéneo,
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entao
St41 = aoypy + Bo(l — a)oype—1, (1)

onde v descreve o nimero de sementes produzidas por planta; « indica a fragéo
de sementes de um ano que germina; ¢ representa a fragdo de sementes que so-
brevive um inverno e 3 a fracdo de sementes de dois anos que germina. Assim,
O primeiro termo a direita representa as sementes de um ano que germinam
e o segundo termo & direita, as sementes de dois anos que sobreviveram e ger-

minam no segundo ano. Os parametros o, J e ¢ sao adimensionais enquanto
__ sementes

h/] —  planta °
Na geracéo {+1, as sementes em germinagao irdo competir por alimento, luz

e espaco e desta forma a densidade de adultos terd um crescimento dependente
da densidade de sementes em germinacdo. Usando a fungéo de crescimento de
Ricker, a populacdo de plantas na geracao ¢ + 1 é dada por

Pt+1 = aSt41 €xXp(—bsiy1) (2)
= a(aoyp: + Bo(1 — a)oypi—1) exp (b (aoyp: + Bo(l — a)oype-1))

onde a indica a fecundidade per capta das sementes em germinagéo na auséncia
da dependéncia da densidade e b representa o grau com que a fecundidade é
reduzida pelo efeito da dependéncia da densidade. Os pardmetros a e b tém
as seguintes dimensoes:

~ plantas 1

[0] =

semente

la] =
semente
Agora, para introduzir a variagéo espacial, vamos considerar S;(x) a den-
sidade de sementes em germinacdo na posicdo x e no inicio da geracao ¢ depois
que os adultos das duas geracdes anteriores propagaram suas sementes e, P(x)
a densidade de plantas adultas na geracéo ¢ no ponto z. Assim,

Si1(z) = a0y /Q k(s — y)Puy)dy + Bo(l — a)ory /Q k(e — ) Pa)dy, (3)

onde k(z,y) chamado nicleo de redistribuicdo, descreve a probabilidade de
uma semente, proveniente das plantas da posicéo ¥, cair na posicado x . O nicleo
de redistribuicdo é de fundamental importancia neste tipo de formulacéo, re-
presenta os diferentes tipos de comportamento das plantas ao dispersar suas
sementes: por lancamento, pelo vento, através de queda simples, etc.
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FEm cada ponto do dominio, as sementes irdo competir por espago, luz
e alimento. Dessa forma, para determinar a densidade de plantas adultas na
geracdo t-+1 na posicdo x, substituimos Si(x) e P;(x) na equacdo (2), obtendo

Pri(z) = aSep () exp (—bSi41(2))
—a (am [kt =Py + pot1 =)oy [ b - y)a_mwdy) -

£ XD (—b (am/gk(w —y)Pi(y)dy

1ot =)o [ ke = p)Patdy )

40
35 - s’
304,
25
20
15

10

Figura 1: Diagrama de Bifurca¢do para B = 0. No eixo vertical, ilustramos os
altimos cem valores da populagao total, apds quatrocentas iteracoes.

Dado o grande niimero de parametros envolvidos no modelo, procedemos
uma adimensionalizacdo, a qual reduz o ntimero de pardmetros a grupos adi-
mensionais reveladores dos reais mecanismos que determinam a dindmica do
Py(z)

, que
a/b
substituida na equagéo (3) fornece a densidade adimensional de sementes na
posicdo x no inicio da geracao ¢+ 1:

problema. Para isto, introduzimos a varidvel adimensional Us(z) =

Si(z) = A/Qk(w —y)U(y)dy + AB/Qk(x — YUi—1(y)dy,

onde
Bo(l —a)

A — B —
aqoy e a
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s&o constantes adimensionais.
Dessa forma,

Up1(x) = St () exp (=Ser1(2))
ou

Usya(2) (/kgc— Uiy dy+B/kx— VWi (y )d> (5)

- exp (—A (/Qk(w — ) Ue(y)dy + B/Qk(w - y)Ut—l(y)dy>>

é a densidade adimensional de plantas adultas na posicdo x, na geracdo ¢ + 1.

B = 0 na equacgdo (5) significa auséncia de bancos de sementes, isto é,
apdés um ano as sementes que ndo germinaram tornam-se invidveis e morrem.
Neste caso, a equacao (5) torna-se andloga adimensional do modelo estudo por
Andersen (1991):

Upp1(x A/k x—y)Ue(y)dy - exp( A/k x—y) Uy )dy> (6)

Para pequenos valores de A, em habitats finitos, a solucdo desta equacgéo con-
verge para um ponto fixo U(z), que representa uma distribuicdo de equilibrio
homogénea das plantas. A medida que o parametro A aumenta, o ponto fixo
perde sua estabilidade e ocorre uma bifurcagéo, surgindo um ciclo de periodo-
2, isto é, a distribuicéo de equilibrio das plantas oscila homogeneamente entre
dois valores. Aumentos maiores em A causam uma seqiiéncia de bifurcacoes
que conduzem ao caos [Andersen, 1991].

k(x)

0.51\

I
0.4
Il
I
0.3\
8

02 |

-0 iy 5 10

Figura 2: Nucleo de Redistribuigdo k(x), descreve as caracteristicas de dispersio
das sementes.

O diagrama de bifurcacdo para a equagao (6), isto é, para B = 0 é ilustrado
na figura 1. Neste grafico, a quantidade plotada no eixo vertical é a populagéo
total U = fQ x)dz apbs o equilibrio ter sido alcangado.
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B

0.2 0.4 0.6 0.3 1
Figura 3: Diagrama de Bifurcacio para A =6e¢0< B < 1.
Nosso objetivo neste trabalho, é estudar o comportamento assintético do
modelo (5) para 0 < B < 1 para diferentes distribuigdes iniciais da populacdo
de plantas. O valor B < 1, significa que a fracdo de sementes que germina

no segundo ano, no maximo, é igual aquela que germinou no primeiro ano,
hipétese bastante razodvel para a maioria das espécies.

3 Propriedades do Modelo

40

B
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4: Diagrama de Bifurcacio para A =10e 0 < B < 1.

Analisamos o comportamento assintético da solugéo da equagéo (5) através
do seguinte experimento numérico: consideramos uma distribuicao inicial con-
stante Up(xz) = 0.25. A partir desta distribuicéo inicial, fixamos alguns valores
de A escolhidos a partir do comportamento exibido na figura 1, isto é, valores
de A para os quais o comportamento da solucdo da equacéo (6) fosse diferente.
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Para cada A fixo, analisamos a populacdo total de plantas para 0 < B < 1,
confeccionado assim, diagramas de hifurcacdo com relagdo ao pardmetro B.
FEm todas as simulagdes utilizamos como nicleo de redistribuicdo, a distri-
bui¢do de Weibull k(z) = 3 exp (— |#|) ¢ um dominio finito de comprimento
fixo (figura 2).

Figura 5: Diagrama de Bifurcacio para A=15e¢0< B < 1.

Os resultados ilustrados no graficos das figuras 3 a 6, mostram que o banco
de sementes pode provocar uma mudanca significativa na dindmica de plantas
anuais. Para A = 6. ¢ B = 0, isto é, na auséncia de bancos de sementes,
a populacdo assume um equilibrio assintoticamente estavel. A medida que
aumentamos B, o valor do equilibrio diminui, porém o comportamento do
equilibrio nao é alterado, como ilustra o gréfico na figura 3.

Figura 6: Diagrama de Bifurcacio para A =19e¢0< B < 1.

Para A = 10 e B = 0, hd um ciclo de periodo dois. Com o aumento
da germinacdo do banco de sementes, observamos uma mudanca qualitativa
no comportamento da solu¢ao de equilibrio, isto é, ocorre uma bifurcagédo em
B = 0.21 e o ciclo de periodo dois dé lugar a um equilibrio estavel até o valor
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B = 0.98 ser alcancado quando entéo, ocorre uma nova bifurcacéo e surge um
ciclo de perfodo trés (figura 4).

Com A = 15 ¢ B = 0 ocorre um ciclo de periodo oito. A medida que o
pardmetro B é aumentado, surge um ciclo de periodo quatro, em seguida um
ciclo de periodo dois e para 0.35 < B < 0.72 a populacéo total de equilibrio
é estavel. Para 0.72 < B < 0.89 surge um ciclo de periodo trés e finalmente,
um ciclo de periodo seis (figura 5).

Para A = 19 o comportamento da solucdo é relativamente semelhante.
Para aumentos em B, surgem ciclos de periodo cada vez menor e em seguida,
um ponto de equilibrio estavel, o qual dé lugar a um ciclo de periodo trés. No-
vamente ocorrem bifurcagoes surgindo ciclo de perfodo seis e ciclos de perfodos
maiores que conduzem ao caos (figura 6).

Conclusoes

Neste trabalho formulamos um modelo discreto com operadores integrais
para a descricdo da dispersdo espacial de plantas com bancos de sementes,
o qual considera o crescimento das plantas dependente da densidade de se-
mentes em germinagdo e o comportamento de espalhamento das plantas. Nas
simulacGes numéricas realizadas, foi observado que a germinagdo das sementes
do banco de sementes pode alterar significativamente a dinamica da populacéo
de plantas adultas.

Os resultados obitdos mostram que, ao contrario dos modelos continuos em
que os retardamentos tém um efeito desestabilizador, o banco de sementes em
modelos discretos que incluem a disperséo espacial, pode ter um efeito estabi-
lizador do equilibrio da populacdo. Para determinados valores do parametro
B, que representa o efeito de retardamento ou a germinacdo do banco de se-
mentes, solugodes periddicas dao lugar a um ponto fixo assintoticamente estavel.
A medida que A (relacionado com as plantas provenientes de sementes de um
ano) aumenta, diminui o intervalo do parametro B onde hd um equilibrio
estavel da populacéo. Isto significa que espécies que produzem grande quanti-
dade de sementes com baixa mortalidade, alta taxa de germinacao no primeiro
ano ou alta fecundidade per capta (ou seja, A grande), tendem a oscilar se
a germinacdo do banco de sementes ndo estiver em torno de cinqiienta por
cento da germinacdo do primeiro ano. Espécies com pequena produtividade
de sementes ou alta taxa de mortalidade das sementes (isto é, A pequeno)
tendem a atingir um valor de equilibrio estavel, mesmo com alta germinacao
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do banco de sementes.

Em estudos futuros pretendemos estudar o comportamento do modelo (4)

para outras distribuicdes iniciais da populagdo de plantas tanto no que se re-
fere a solucéo de equilibrio como a distribuicdo espacial. Resultados iniciais
sugerem que, dependendo da distribui¢éo inicial, pode ocorrer a formacéo
de padrdes espaciais ndo homogéneos mesmo em ambientes homogéneos e na
auséncia de espécies competidoras ou predadoras que poderiam causar insta-
bilidade difusiva.
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Resumo

Neste trabalho, analisamos um modelo para interagoes presa-predador
com movimentagao espacial e assumindo a existéncia de refigios nos quais
as presas podem ficar protegidas dos ataques dos predadores.

Consideramos um modelo tipo automatos celulares em que uma fracao
constante de parasitas e outra de hospedeiros se movimentam localmente
em um dominio bidimensional. Para incluir o efeito dos refdgios conside-
ramos regioes do espaco nas quais a eficiéncia do predador é muito menor
que no resto do habitat.

Verificamos que, a presenca de refligios espaciais pode, de fato, per-
mitir um aumento no numero médio dos individuos de ambas espécies.
Outras simulacoes indicam que os refdgios podem explicar as freqiientes
explosoes populacionais observadas na natureza.

1 Introducao

Uma questao fundamental em Ecologia é a coexisténcia de espécies. Sabe-
se que em meios homogéneos, as populagdes de presas e predadores com
geracoes discretas ndo irdo persistir, enquanto em meios heterogéneos a dis-
persao tem um efeito estabilizante (Hassell [3], Hassell et al. [4]).

Tem-se tornado popular a referéncia a meios compostos por patches, que
sdo heterogéneos tanto no espago como no tempo. Uma questdo importante
refere-se aos reflgios espaciais que representam locais fisicos nos quais uma
fragdo da populacéo das presas pode recolher-se para proteger-se de preda-
dores. Os reflgios servem como sitios de preservasdo de espécies vulneraveis
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que, de outra maneira, poderiam tornar-se extintas. Tais sitios também bene-
ficiam indiretamente as espécies predadoras, uma vez que uma reposi¢do maior
de presas nas areas desprotegidas, garante uma fonte constante de alimento.
Podemos citar como exemplos de refugios, a lagarta do género Ephestia spp
quando no interior da flor ndo é atingida pelo seu parasita Nemeritis cane-
scens e colonias do afideo Brevecoryne brassicae nas quais os individuos que
se encontram na periferia sdo mais suscetiveis a acdo predatéria do Diareliela
rapae do que os que se encontram no interior da colonia (Hassell [3]).

2 O Modelo

O presente modelo foi desenvolvido com o objetivo de estudar os efeitos
de refigios espaciais em dindmicas presa-predador. Consideramos um modelo
tipo automatos celulares (Ermentrout [2]) no qual os individuos de ambas po-
pulacdes se movimentam em um dominio hidimensional dividido em manchas
discretas.

Para cada geracdo a dinamica consiste de duas fases: uma fase de disperséo
e uma fase de reproducdo. Na fase de disperséo, uma certa fracdo de presas,
iy, e uma fragéo de predadores, pp, abandonam sua posicdo (”patch”), en-
quanto a fragéo restante permanece para reproduzir-se em seu ”patch” origi-
nal. Neste estudo consideramos uma movimentagéo aleatéria essencialmente
local, isto é, os individuos se dispersam a cada geracéo colonizando igualmente
08 quatro patches vizinhos mais préximos.

Inclufmos também no modelo a existéncia de reflgios espaciais nos quais
as presas s&do menos vulneraveis aos ataques dos predadores.

As equacdes para o estdgio de dispersdo em cada patch sdo:

N}, = (1= pn)Nig + pnNiy
_ (1)
P/, = (1 —pp)Pit + pupPiy,

Aqui N;: e P;; sao as densidades populacionais da presa e do predador an-
tes da dispersdo, no patch 4 e no instante t; Nj, e P!, sdo as densidades

apds a movimentacao, e IV;; e P;; sdo as médias das populacoes de presas e
predadores dos quatro vizinhos mais préximos.
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A fase de reproducéo e predacéo serd descrita em cada patch pelas equacoes
de Nicholson-Bailey:

Niy1 = AN/ exp(—aP))

(2)
Piy1 = cN{[1 — exp(—aP])],

onde X é a taxa de crescimento da populacdo das presas, a é a taxa per capita
de ataque dos predadores e ¢ é a eficiéncia de conversdo de presas em preda-
dores. Com esta dinamica vital a persisténcia das populagdes é impossivel,
isto é, ambas populagdes apresentam oscilagoes divergentes conduzindo a ex-
tin¢do global. Entretanto, a dispersao difusiva (equagoes (1)) pode conduzir a
coexisténcia das espécies para tempos suficientemente grandes. Trés tipos de
dinamicas espaciais sdo descritas: caos, ondas espirais e padroes estdveis, todas
apresentando persisténcia das populagoes de parasitas e hospedeiros (Hassell
et al.[4]).

Para incluir o efeito dos refligios podemos considerar regides do espacgo
nas quais o predador ndo tem acesso ou onde a taxa de predacdo a é muito
pequena em relacdo ao resto do dominio. Neste trabalho consideramos a taxa
de predacédo a no interior dos refligios menor do que no resto do habitat.

O habitat sera representado por um reticulado bidimensional no qual as
populagoes sdo distribuidas em cada vértice (célula) de coordenadas inteiras.
Na figura 1 mostramos um refigio espacial correspondente a aproximadamente
1% do habitat.

3 Simulacgoes

As simulagdes foram realizadas em um reticulado de 50 x 50 com os se-
guintes pardmetros: A = 2, a = 0,5, ¢ = 2, uy = up = 0,6. Todas as
simulaces comecaram com densidades iniciais de parasitas e hospedeiros em
uma Unica célula e com todas as outras vazias. Assumimos ainda condicoes
reflexivas na fronteira do habitat.

Verificamos através da inclusdo de um refigio espacial 5 x 5 (aproximada-
mente 1% do dominio) o aumento na amplitude das oscilagdes nas populagoes
de hospedeiros e parasitas [Figura 2]. Isto pode ser uma explicacdo para as
explosdes populacionais periddicas observadas em alguns sistemas naturais.
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Figura 1: Distribuigao espacial dos hospedeiros em um habitat com um refigio espa-
cial (1% do habitat). Observamos a formagio de ondas espiraladas muito freqiientes

em sistemas de reacao-difusao.

Observamos que, & medida que tornamos o refigio "mais forte”, dimi-
nuindo a capacidade do predador no interior do mesmo, hd um aumento na
amplitude das oscilagdes [compare as figuras 2 e 3].

Na figura 4, observamos que o mesmo acontece quando aumentamos as
dimensdes dos refugios.

Quando fracionamos o refligio em diversos reftigios menores, mantendo a
mesma area, verificamos um decréscimo na amplitude das oscilacbes e um
aumento na populacdo média tanto de hospedeiros quanto de para sitas. O
decréscimo na amplitude das oscilagoes parece indicar um possivel efeito esta-
bilizador provocado pela fragmentacéo dos refigios. As figuras 5 e 6 ilustram
este fato. Este resultado estd de acordo com o esperado: a presenca de reftigios
para as presas pode beneficiar ambas espécies.

4 Conclusoes

SimulagOes numéricas para o modelo proposto mostram que a presenca de
reftgios espaciais pode beneficiar tamhém a espécie predadora. Além disso, os
refigios representam uma explicacdo plausivel para as explosdes populacionais
ohservadas em diversas interacdes presa-predador.

Por outro lado, estudos iniciais indicam que a coexisténcia das espécies no
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Figura 2: Populagdo de hospedeiros sem refiigio (—) e com um refigio 5x5 (...).
a = 0,05 no interior do reftgio.
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Figura 3: Populagdo de hospedeiros sem refiigio () e com um refigio 5x5 (...).
a = 0,01 no interior do refugio.

modelo com refigios, depende principalmente do tipo de fronteira do refagio
e da eficiéncia do predador dentro dos refugios.

A distribuicdo espacial dos refugios dentro do habitat parece ser um fator
decisivo e deverd ser analisado em trabalhos futuros.

145



Figura 4: Populagio de Hospedeiros sem reftigio (—), com refdgio 5 X 5 (...), e com
refagio 7 X 7 (—. . —). @ = 0,05 no interior dos refiigios.

Figura 5: Populacdo de hospedeiros sem reftigios (b) e com seis refigios 2 X 2 (a).
a = 0,01 no interior dos refigios.
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Resumo

Em [1], a distribui¢do espacial e temporal de uma praga é modelada
por uma equaciao de conservacao com difusao simples e dindmica nao

linear
ou 9%u U u?

E:Dﬁ—Fru(l—?)—Bm, (1)
onde, u € a densidade dos insetos e ao crescimente logistico é acrescentado
a predagdo por um inimigo natural, na forma de Holling. Murray [3],
analisou no caso unidimensional como esta praga se propaga, encontrou
condicoes para a existéncia de Onda Viajante e para a sua velocidade
e desta andlise determinou estratégias de controle para prevenir uma
infestacdo, vinda desta propagacdo. Apresentamos uma caricatura, da
dindmica nao linear (McKean[2]), onde as caracteristicas essenciais nao
sdo perdidas, mas que nos possibilita o cdlculo explicito de propriedades
das Ondas Viajantes.

1 Introducao

A equagao diferencial parcial ndo linear, proposta por Ludwig [1], é uma de-
scricao matemética de uma interacdo, praga e seu inimigo natural, onde a dis-
persao ¢ puramente difusiva. Sua complexidade, que podemos ver na equacao
(1), adimensionalizada,

*Bolsista do PICDT-UFV/CAPES. 1tiemi@ime.unicamp.br
twilson@ime.unicamp.br
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+ f(u), (2)

onde,

flw)=rou(l =) = 5

(3)

nos levou a simplificd-la, através da substituicao de f(u), pela fungdo de McK-
ean,

—u+u, u<a

flu) = (4)

—u+us, u>a,

sendo u; e uz os estados estacionarios instaveis de (2), veja o esbogo do gréfico
de f na figura 1. Considerando o caso unidimensional determinamos todas as
solucoes Onda Viajante, bem como sua velocidade de propagacao.

Sl

0}

I a, 1ty "

Figura 1: Funcao de McKean

A solugao Onda Viajante, da equagao (2), é a funcdo U(z) = u(z,t), onde
z =x — ct, logo U satisfaz a equacao diferencial ordinéria

U” — U’ + f(U) =0, (5)

com f dada pela equacgdo (4) e onde “linha” representa a derivada em relagao
a variavel z.
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2 A Caricatura

Por conveniéncia, vamos repetir a equagao (1)

3

ou 0% u u?
=D— +ru(l K) BAQ—l—uQ’
que representa a variacao da densidade u da praga em relacdo ao tempo, primeiro
membro, é dada pela difusao, crescimento logistico e pela predacao do tipo
Holling, por um inimigo natural, primeiro, segundo e terceiro termos, respec-
tivamente no segundo membro, onde D ¢ o coeficiente de difusao o qual mede
como rapido é a difusao dos insetos, r é a taxa de crescimento intrinsico da
praga, K é a chamada capacidade suporte, A tem dimensao de u, é a densidade
limiar da praga na qual a predacao é "ligada” (comeca a tomar lugar) e B tem
dimensao de u(tempo)~!, representa o nivel de saturagio para a taxa de con-
sumo dos insetos pelo inimigo, D, r, K, B e A sdo constantes positivas. Para a
adimensionalizacao da equacao (1), tomamos a seguinte mudanca de varidveis:

T——t d—D—A r—ﬁ
_A/B _B: O_B:
_K _ " _
q_A7 p_A7 X_d

e assim, obtemos a equagao (2)

3

ou  O0%*u — u) u?
— = 4 rou(l = =) — )
ot 0x? 0 q 14+ u?’

onde, por simplicidade retornamos a t =7, u = p, x = ¥.

Em Murray [3], vemos que na auséncia de difusdo, que é a situacao espa-
cialmente homogénea, podemos ter trés estados estacionarios positivos, de fato,
pois uma vez fixado o meio ¢ depende das propriedades da praga e de seu
predador, assim para ¢ suficientemente grande é possivel encontrarmos valores
convenientes de ry e assim determind-los, veja esquema na figura 2. Dois esta-
dos estacionarios sao linearmente estaveis u; e us, e um instavel us. O estado
estaciondrio ug = 0 é também instavel. O menor estado estaciondrio positivo
u; corresponde ao refligio para a praga, enquanto que us, o maior, corresponde
a infestagdo, quando tomarmos f'(ug) > 0, intuitivamente, deve existir uma
trajetéria, T, no plano de fase que ligue (ug,0) a (uq,0), veja figura 3, que tem
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i

o LN
Figura 2: Os pontos de equilibrio po- w\_ M 5\ !
sitivos sao dados pela intersecao da ‘ . . \
reta 7o(1 +u/q) com u/(1+u?), para T
exemplificar, fixamos ¢ = 10 e toman-
do diferentes valores para rg, de cima Figura 3: Interacao-crescimento da
para baixo ry = 0.6 (tracejado), 1o = pragra com seu inimigo natural, f(u)
0.5 (continua) e rq = 0.35 (traceja- dado em (3), wu; corresponde ao
do). A interseccdo da reta continua refligio, us corresponde a infestacao
com a curva nos da os trés pontos e T é a trajetoria no plano de fase li-
estaciondrios positivos. gando o ponto (us, 0) ao ponto (uq,0).

uma correspondente solugao Onda Viajante, U(z) = u(x,t), onde z =2 —ct. A
solugao U(z) neste caso satisfaz:

U(—0) =uz e U(co) =uy. (6)

Esta é a situacao que estamos interessados para o problema.
Para tanto, substituimos f(u) na equagdo (2) pela funcao (4) conhecida
como funcao de serra, veja figura 4, obtendo o sistema:

U = Uge — U+ U1, u<a

(7)

Ut = Ugpy — U+ U3, U > Q,

e assim, trabalhamos com essa nova classe de equacoes, que tem uma forma
similar e que preserva as caracteristicas essenciais da equagao (2), além do
importante fato, esta é tratdvel matematicamente.

Encontramos entao solu¢oes Onda Viajante,
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i)

Figura 4: Esquema da substituicao.

A _
Ui(z) = u; + M exp(Aez), U <a
Ao — M
U(z) = A (8)
Us(z) = uz + 2w = us) exp(A1z), U >a
Ao — A

para o sistema,

Ul'+cU; —Ui+u; =0, U<a
Uy +cUs—Us+u3 =0, U>a,

que satisfaz as condi¢bes de contorno (6) e como queremos que a densidade
da populacao seja continua e tenha um crescimento suave, ou seja, que nao
haja brusca mudanca no comportamento da populacao, impomos que ela seja
diferencidvel, ou seja, a menos de uma translacao horizontal

U1(0) = U»(0)
{ Ui (0) = U3(0),

e assim obtemos (8), veja figura 5, onde

—c+Vc2+4 —c—Vc2+4
— ¢ .

M =
! 2 2
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™

Figura 5: Tipica solugao Onda Viajante vindo de ug para u;.

Note que

Aoy — Aqus

U1(0) =U(0) =a = 9
1(0) = Ua(0) = 0 = Z5L ©)
onde por construcao u; < a < uz. De fato,
Agur — Ajuz
«a = ——
Ao — Ay
1 c 1
— 5 (62—H> (Ul — Ug) + 5 (Ul —+ Ug)
logo,
1 1 1
ur = §(u1—u;;)+§(u1+u3) <a< §(u1+u;;) < uz.
De (9), temos que
— A 2
YT _ 22y ° (10)

a— U A —c+\cE+4
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logo,

U —

>0 & — 251
a — U
U — @

c<0 & <1
a— Uy

Uz + U

c=0 & = 32 !

(Geometricamente,

(1) a velocidade ¢ é positiva (negativa) se, e somente se, o ponto de conexao a,
estd mais préximo de uy (u3), que de uz (u1),

(1) a velocidade ¢ é nula se, e somente se, o ponto de conexao a é o ponto médio
entre u; € us.

Como o nosso objetivo é encontrar uma Onda Viajante, que caminhe da
infestacdo para o refligio, devemos tomar a velocidade ¢ negativa, ou seja, a
mais proximo de ug.

Através da equacao (10) é possivel estabelecer uma relacao entre a velocidade
¢ e —Ay/ A1, que é esbogada na figura 6.

_ A2
A1

Figura 6: Grafico da velocidade ¢ com relacao a —i—f.

Do ponto de vista de controle da praga, se uma infestacdo ocorre e se es-
palha, nos queremos saber como alterar as condicoes locais para que a Onda
de infestacdo seja contida. Pelos resultados obtidos acima devemos mudar lo-
calmente a dinamica de crescimento da praga, para que a fique mais préximo
de uz que de u;. Por exemplo, conhecida a praga e o meio ambiente é possivel
estimar os valores de refiugio u; e de infestacdo us ja a representa a densidade
a partir da qual, apesar da presenca do predador, a praga passa a ter uma taxa
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de natalidade maior que a taxa de mortalidade e desta forma tem ”forcas” para
atingir a densidade ug, entao devemos definir estratégias que inpliquem numa
prolongacao da parte negativa da sua dinamica vital antes que ocorra o ”salto”
em a, o que pode ser feito diminuindo as dreas favoraveis a praga, com isso a
Onda Viajante terd velocidade negativa e o sistema sozinho leva a densidade da
praga & ui. Assim, basta que a ultrapasse o ponto médio (u; + u3)/2. Mas se
quisermos uma maior rapidez, pela equagao (10), basta aproximar mais a de ug.
Veja o comportamento da Onda Viajante com velocidades negativas distintas,
figura 7 para a a direita de (u; + u3)/2 mas préxima e figura 8 para a préxima
de us.

0 R — i — 1

np

-10 -5

Figura 7: FEsboco da Onda Viajante Figura 8: Esboco da Onda Viajante

para u;=1, u3=7 e a=4,1; logo c=- para u;=1, u3=7 e a=6; logo c=-
0,07. 2,16.
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1 Introducao

O estudo da propagacao de uma espécie alienigena introduzida em um meio foi am-
plamente desenvolvido depois da apresentacgéo de Fisher [1] do modelo para a propagacio
de um gene mutante.

No livro de J.D.Murray[2] pode-se encontrar um amplo desenvolvimento destas
questoes.

No artigo de Murray et al [3] encontra-se uma aplicaciio & propagacdo da raiva em
raposas e o resultado obtido aqui é a propagacao da doenca em forma de onda viajante.

Seguindo as idéias apresentadas nestes trabalhos estudamos a doenca, o mal das
cadeiras, que afeta as capivaras que habitam no Estero del Iberd, Corrientes, Argentina.
Estudamos o modelo simplificado do proposto em [4]. Desconsideramos as morte, por
causas diferentes da enfermedade, das capivaras e dos insetos. Isto acarretara a colo-
nizacao total da drea pelos insetos portadores do protozodrio causador da enfermedade.
O modelo é o seguinte:

oS S+1

5 - AsS (1— X )—515]3,

ol

E - BISP_’YI

887]:7 = OzNAN+)\N(N+P)<1—P+N>_62NI:
4 2

oP

E = OKNAP—{—BQNI

onde ag, oy, an sdo os coeficientes de difusao das capivaras sadias, infetadas e dos insetos
respetivamente, Ag, Ay sdo as taxas de reproducdo para capivaras e insetos respetivamente.

ISupported by PhD grant from CAPES. e-mail: nmaidana@ime.unicamp.br
2e-mail: wilson@ime.unicamp.br
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P e Po as taxas de transmissdo da doenga. - é a taxa de mortalidade por doenca nas
capivaras infetadas.

Calculamos a velocidade de propagacio da doenca e realizamos gréaficos para deter-
minar a influéncia nesta propagacio de cada parametro.

Utilizamos o modelo simplificado pois nele conseguimos realizar todos os cdlculos
analiticos em forma geral e ndo necessitamos calcular para pardrametros especificos. O
método utilizado é primeiro reduzir a quantidade de pararametros para uma melhor com-
preensdo dos efeitos destes nas simulagdes. Obter solugdes invariantes no espaco e no
tempo, isto nos dé pontos de equilibrio. Analisar a estabilidade linear destes pontos, pois
estados instaveis podem ser modificados por pequenas perturbacoes e tender a um estado
estdvel.

Analisamos a possibilidade de existéncia de solucbes do tipo onda viajante, real-
izando a analise linear da EDO associada & EDP original. Desta analise determinamos a
velocidade de propagacio da doenca, calculado no ponto de equilibrio trivial, e as possi-
bilidades de existéncia da onda, calculada no ponto nio trivial. Utilizamos os Softwares
Mathematica e Matlab para a simulacdo nidmerica das solucoes.

2 Modelo

No modelo consideramos duas espécies: as capivaras e os insetos, onde cada uma
se divide em duas categorias. As capivaras em sadias S e infectadas I, e os insetos em
portadores P e nao portadores N.

As espécies interagem da seguinte maneiras:

1) Uma capivara sadia torna-se infetada quando é picada por um inseto portador;

ii) Um inseto n&o portador, torna-se portador quando pica uma capivara infetada. Estes
dois items caracterizam a transmissao indireta.

iti) A difusdo é a mesma nas duas classes de insetos. Nas capivaras nao é considerada
por ser muito menor que a dos insetos. Nao consideramos transporte para nenhum
dos compartimentos.

iv) A dinémica vital é dada, tanto nos insetos, como nas capivaras, por uma funcao
logistica.

v) Consideramos somente 7 morte devida a infecgao.

O modelo matematico é dado pelo seguinte sistema de EDPs:
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as S+1

= = AsS (1— T )-51513 (1)
oI

ON O°N P+ N

OV v wvap) (1 ) SN (3)
6t 8.1'2 2

oP o2p

5 = angg + AN (4)

onde:

S = Densidade populacional de Capivaras Sadias
T = Densidade populacional de Capivaras Infetadas

N = Densidade populacional de Insetos Nao Portadores
P

Densidade populacional de Insetos Portadores

Este modelo é uma simplificacdo do proposto em [4], em dimensio 1.

Adimensionalizacao

Realizamos a seguinte adimensionalizacio: as populacdes sao divididas por sua
capacidade de suporte, o tempo é medido em fun¢do da taxa de crescimento da populagdo
de capivaras e no espaco consideramos como o parametro da difusdo dos insetos.

N P S I
Ky’ K2vs Ky’ Ky
A K K
= Ast, 2 =ay/[ 22 ), a= 261,1): 1/32:
an )‘S )‘S
AN v
N = 2=
)\Sﬂ? A

Modelo adimensionalizado

Retirando os astericos para simplificar a notacao, da mudanca proposta acima obte-
mos o seguinte modelo:
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S(1—-(S+1I))—aSP (5)
aSP —nl (6)
(?;m];[jL/\(P%—N)(l—(P%—N))—bNI (7)
8P

W%—bNI (8)

3 Dinamica do sistema homogéneo

Analisamos aqui a dindmica do sistema homogéneo, procurando solucdes que nio
dependem do espaco e tempo (pontos criticos). Resolvemos o seguinte sistema de equagdes
para obtermos os pontos estacionédrios do modelo adimensionalizado:

NP+ N)(1—(P+N))—bNI

SA-(S+1))—aSP
aSP —nl

bNI =

e obtemos os seguintes pontos de estabilidade:

onde,

By = (So,15,0,1),

B = (1,0,0,0),

B = (1,0,1,0),

Es = (0,0,0,0),

Ex = (0,0,k,1—k), k<1,
1— 1—

S“:<(1+§)> o %((Hj))

0

0
0
0

~—
—_
[y
RN e
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A condicio necessdria para termos Sg, Iy > 0, ja que sdo populacoes, é que a < 1.
Logo, em funcao das varidveis originais temos a seguinte estimacdo em tempos:

1 < 1
As Ko B

Notemos que esta condicéo ndo depende do pardmetro b, que é taxa de contagio dos
insetos, dependendo somente do parametro a, taxa de contigio das capivaras. No Modelo
geral teremos dependéncia de b.

Observemos que quanto mais perto o valor de a se encontra de 1, valor maximo
para a transmissdo de infeccdao, menos capivaras sobrevivem a frente, até atingir o valor
a = 1, onde ocorre a extincdo. Temos um estado endémico quando a << 1, sobrevivendo
a maioria delas.

Kyp

Como a = isto acontece se a taxa de reproducéo das capivaras sadias ¢ alta,

S
ou se a capacidade de suporte dos insetos e a taxa de infecdo das capivaras sao baixas.
Logicamente estes fatos favorecem a ndo propagacio da doenca.

Figura 1: Gréafico dos estados de equilibrio Sy, Iy em funcio da taxa de infeccao das
capivaras a para o valor fixo n = 0.06
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Podemos ver no grafico 1 a variacdo dos pontos de estabilidade Sy, Iy, para difer-
entes valores da taxa de contdgio das capivaras a, tomando 1 = 0.06. Notemos que
quando a = 1 temos zeros para cada compartimento, ou seja, a extincdo. Quando a =0
néo temos propagacao da doenca, obtendo entdo Sg = 1, I = 0. O ponto de maximo se
d4 para a = 0.19. Para essa taxa de contdgio temos a maxima quantidade de infetados
Iy = 0.615.

Estabilidade do sistema homogéneo

Estabilidade do ponto Fy = (1,0,1,0)

Os autovalores da linearizacdo neste ponto so:

€T —-1<0
o = —=A<O0

x34 = —nEt/n>+4ab

Como z2 > 0 este ponto é sempre instdvel (veremos que no modelo geral temos a condi¢ao
de estabilidade).

Estabilidade do ponto Eq = (Sy, Iy, 0,1)

(s autovalores neste ponto sao:

1 bl <0
o = —A<O0

e as raizes do polinémio:

22+ (=1+28 — Iy + a+n)x + (=1 + 2nSe — nly + na + aSy).

Entéo as condi¢bes necessdrias e suficientes para que Eq = (So, Io, 0, 1) seja estavel,
s80:

—(—1+4+2sg—Io+a+n)<0
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(=1 +2nSo — nly + na + aSp) > 0.

Logo, se
n<<1 (14)

é necessario e suficiente que

n>a (15)
para obtermos a estabilidade de Eg.

Como o ponto Fa é instavel, e com as condicdes encontradas acima, o ponto Eg é
estavel, logo procuramos solucéo de onda viajante que vai do ponto Fs ao Ej.

Estabilidade do ponto E, = (0,0,k,1— k)

(s autovalores neste ponto sao:

xn = 0

o = —-A<O0

r3 = —-n<0

s = 1—a(l—k)

Sabemos que k < 1, agora se a < 1 temos que
1l—a(l—k)>0

com o qual Ej, é inestavel. Isto significa que no caso de existir ponto de coexisténcia é o
1inico estavel.

Se a > 1 entdo Ej vai deixar de ser instdvel se a(l — k) > 1. Em a = 1 temos
um ponto de bifurcacdo. Notemos que quando ¢ = 1 temos a igualdade entre os pon-
tos criticos Eo = E = (0,0,0,1), para k¥ = 0 e além disso, coincidindo também os
autovalores e tornado-se estavel, ja que x4 = 0 deixando de ser positivo. Este ponto,
(0,0,0,1) é da extincio das capivaras. Encontramos também ondas viajantes neste caso
onde F> = (1,0,1,0) é inestavel e Eq = (0,0,0, 1) estével.

Estabilidade do ponto (0,0,0,0)



164 Maidana & Ferreira Jr

Os autovalores no ponto trivial (0,0, 0, 0) sdo:

rn = 0

o = A<O0
3 = —1n<0
ry = 1

sendo entao sempre instivel. Se tivermos as capivaras e insetos com densidade no valor
das capacidades de suporte, podemos esperar que nio se extigam as duas espécies no caso
de invasao.

4 Ondas viajantes

Nesta secao procuramos as solucoes do tipo onda viajante. Fazemos a mudanca:

S(z,t) = S(2)
I(z,t) = I(2)
N(z,t) = N(2)
P(z,t) = P(2)
z=z+ct

Com esta mudanca, o sistema de EDPs ((5) - (8)) se transforma no seguinte sistema
de EDOs associado:

—eS +5(1—(S+1)—aSP = 0 (16)

—el +aSP -l 0 (17)

N' —¢N +AP+N)YQ1—(P+N))—bNI 0 (18)
P'—¢P +bNI = 0 (19)
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Escrevendo o sistema anterior como um sistema de equacées ordindrias de primeira
ordem temos:

s = %5(1_(s+1))_%sp (20)
I = %513 - gI (21)
N = X (22)
P =YV (23)
X X —AMP+N)(1—(P+N))+bNI (24)
Y = Y —bNI (25)

Os pontos criticos que consideramos neste caso sao Py = (1,0,1,0,0,0) ¢ P, =
(So,15,0,1,0,0). Procuramos, no diagrama de fase dado pela equagao acima, uma tra-
jetéria saindo do ponto Fy, e ligando este ao ponto P;. Nao podemos permitir aqui
oscilacoes entorno de qualquer um dos pontos, pois ambos tem coordenadas zero, e is-
to implicaria em populactes negativas. Estamos procurando entdo ondas viajantes que
obedecam as condic¢oes:

vide fig (7).

Analisamos a estabilidade linear do sistema nos pontos criticos de nosso interesse,
para determinar as condi¢des de ondas viajantes. A matriz no ponto: (1,0,1,0,0,0,0) é
dada por:
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1 1
-z —¢ 0 -2 00
0 - g 0o ¢ 00
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 01
0 b A A ¢ 0
0 -b 0 0 0 ¢
Os autovalores desta matriz sdo:
1
T = ——
c

e as raizes do polinémio

b
p(x) ::x3+<ﬁ—c>x2—nx+a—
¢ c

Este polinémio tem valores maximo e minimo em

(¢ —m) | V(& —m)? +dne?
3c 3c

Tmin,maz =

b '
Como P(0) = Dsoer (0) = —n < 0 os gréaficos possiveis do polinémio sdo os
c

que temos nas figuras (2), (3), (4).
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Figura 2: Gréifico do polinémio sem nenhuma raiz complexa

Figura 3: Gréfico do polinémio com duas rafzes complexas
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No diagrama de fase ndo podemos ter autovalores complexos pois estes implicam
solugoes espiraladas em torno de Fs, que atingiriam valores negativos, o que ndo é permi-
tido, nma vez que as varidveis sao populagoes. Entao o polindémio ndo pode ter solucdes
complexas.

Isto nos da a condigdo de velocidade minima, que de acordo com o argumento de
Fisher é o que nos fornece a solucdo estdvel. O minimo é dado quando temos uma raiz
dupla como no grafico da figura 4.

Figura 4: Grafico do polinémio com raiz dupla. Nestas condi¢des obtemos a velocidade
minima

Por ser necessdria a existéncia de raiz dupla obtemos a equacao:

2 2 2 2
¢ — c + 4dnc
Lomin ( ) ( n) n
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Esta é equagdo que determina ¢,,;,. Podemos encontrar, por exemplo, a velocidade
da propagacao da doenca em funcio de a ou b. Notemos que temos para eles o mesmo
comportamento, pois a equacdo é simetrica quando mudamos a por b. Isto significa que
as taxas de contdgio tem o mesmo peso na propagacao da doenca ( grafico na figura 5).
Este grafico é importante, pois determina o peso da taxa de contdgio na velocidade de
propagacio da doenca.

1.75
1.5
1.25}
0.75¢
0.5
0.25

Figura 5: Gréfico da relacdo entre o produto das taxas de infecdo e a velocidade para
distintos valores de 1. No sentido crescente n = 0.06,0.3,0.6.a =1oub=1
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A matriz no ponto: (Sy, Iy,0,1,0,0) é dada por:

1-280—Ip—a S aS,
I T
z % 0 =00
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 01
0 0 A+ bl A c 0
0 0 —bly 0 0 ¢
Os autovalores desta matriz sdo:
cEt Ve +4x
Tl = —7"—
2
. c++/c? +4bly
23 = ——F
’ 2

- 1—77—250—61—]0:&\/(1—17—250—a—10)2—4a50+417(1—250—a—10)
5,6 — -
’ 2c

Nio temos neste ponto nenhuma condicio para a velocidade pois ¢ + 4bIy > 0 e
2 +42>0

Temos a condicao:
(1=n—28y—a—Is)* —4aSq + 4n(1 —2Sy —a — Iy) > 0. (26)

que ocorre para a << 1, pois ndo podemos permitir neste ponto possiveis solucoes os-
cilatorias, o que implicaria na existéncia de populacbes negativas, neste caso s6 para os
insetos nao portadores. Na figura (6) podemos observar a variacio desta condicio para
diferentes valores de a com n = 0.06 fixo.

Na figura 7 mostramos a simulacdo numerica com o Software Matlab para os
seguintes pardmetros:

a=0.03, =006, b=0.1, A =0.05, ¢ = 12.

Notemos que para estes parametros temos,



Estudo matematico da propagacao de uma doenca 171

Figura 6: Gréafico da condicio de oscilacio em funcio da taxa de contdgio das capivaras
a, para n = 0.06

So = 0.6466, Iy = 0.3233, (27)

calculados com (13). Neste caso vemos que a frente de onda de insetos portadores vai na
frente das capivaras infetadas. Quando a frente de portadores atinge os nfo portadores, a
densidade destes ultimos comega diminuir até se extinguir (o modelo é simples).

Quando a frente de onda das capivaras infetadas atinge as sadias, vemos que acon-
tece 0 mesmo fénomeno: a densidade das sadias comeca a diminuir ate ficar no valor
So = 0.6466, e as infetadas ficam no valor Iy = 0.3233. Estes valores que aparecem na
simulacio niimerica sdo os correspondentes aos caleulados (27) para estes pardmetros. O
valor de ¢ alto é para melhorar o desenho na simulacdo pois a curva fica muito estreita
para valores mais baixos, mas mantem o comportamento.

Na figura (8) os parfmetros sdo os mesmos que na figura anterior, com excecdo do
valor de a, na figura anterior era a = 0.03 < 0.07, e agora a = 0.4. Este valor é maior
que Gerizico = 0.07, onde muda de sinal a condigio (26), sendo neste caso negativa. Ver
também o grafico (6) onde se pode observar a negatividade.

Isto implica que a solucéo oscila em torno do ponto de chegada, provocando a solucéo
ciclica nas proximidades de zero para os ndo portadores, o qual ndo podemos permitir neste
modelo simples, mas sim no modelo geral, no proximo capitulo. A ventagem aqui é que
podemos calcular o valor da taxa de infeccdo a partir do qual esta oscilacdo comeca.

Na figura (9) vemos o caso extremo quando a = 1. Neste caso, dos pontos de
coexisténcia calculados anteriormente, (13), temos Sg = Iy = 0, 0 que implica a extincao
das capivaras. Na simulacao niimerica vemos como a frente das capivaras infetadas atinge
as sadias, a densidade populacional destas ultimas comeca a decrescer até a extingdo.
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Figura 7: Ondas viajantes de invasdo para os seguintes pardmetros: a = 0.03, 5 =
0.06, b = 0.1, A = 0.05, ¢ = 12. A onda liga os pontos de equilibrio (1,0,1,0) e
(0.6466,0.3233,0, 1)

Quando as capivaras sadias sdo extintas, a densidade populacional das infetadas, comeca
a decrescer também até a extincdo. So ficam os insetos portadores neste caso.

Neste trabalho estudamos um modelo para a propagacao de uma doenca de trans-
missdo indireta. A velocidade de propagagdo da doenca foi determinada em funcdo
dos parametros essenciais. Neste modelo simples utilizamos como parametros a taxa de
contigio das capivaras a, e dos insetos b. A equacdo que determina a velocidade minima
de propagacdo é simetrica com respeito as taxas. Isto significa que a influencia de ambas
é a mesma.

No grafico 5 temos a variacdo de qualquer uma destas duas taxas em funcao da
propagacdo, para trés valores diferentes de 1. Quanto maior a mortalidade 7, das capivaras
infetadas, mais lenta a propagacdo. As capivaras morrem mais rdpido e nio se propaga
rapidamente a doenca.

A vantagem deste modelo simples é que podemos fazer todos os célculos analiticos
no ponto de equilibrio nao trivial, (So, Io,0, 1, 0,0) e obtemos, por exemplo, a condicdo de
oscilacao (26). O grafico desta condicio em funcdo de a para o valor n = 0.06 pode ser
observado na figura 6, o que facilita a interpretacdo. Na regido onde a funcio é negativa
indica valores de a onde a onda oscila em torno de (Sg, Iy, 0,1,0,0), mas como aqui N = 0,
teremos populacdo negativa.

No gréfico 7 vemos que isto acontece para o valor ¢ = 0.4, e ndo é uma onda bi-
olégicamente aceitdvel. Na regido onde a funcao é positiva podemos admitir onda viajante,
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Figura 8: Ondas viajantes de invasdo para os seguintes parametros: ¢ = 0.4, = 0.06, b =
0.1, A = 0.05, ¢ = 12. Aqui o valor de a > 0.07, entdo a condicio (26) fica menor que
zero, vide (fig 6), gerando ondas ciclicas. Nao podemos admitir, neste modelo simples,

este tipo de solucdo, pois a curva da populacio de insetos ndo portadores gira em torno
do zero.
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Figura 9: Ondas viajantes de invasio para os seguintess parametros: a = 1, 1 = 0.06, b =
0.5, A=10.05, ¢ = 12. Obseravamos aqui a extin¢do das capivaras

por exemplo para a = 0.03, vide 8 para a onda viajante. Para o caso extremo a = 1 temos
de (13): Sq = Iy = 0, a extin¢io das capivaras. A onda viajante correspondente a este
caso pode ser observada na figura 9.

Este modelo simples tem entdo a vantagem de ser muito didatico, onde tudo pode
ser calculado analiticamente. Mas o modelo geral, vide [5], a pesar de nio possibilitar o
caleulo em forma analitica no ponto néo trivial, reflete melhor a realidade. Nele podemos
considerar as ondas ciclicas de propagacao da doenca, que é como ocorre na realidade.
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