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Resumo

Neste trabalho damos uma caracterizacdo do namero de reprodutibilidade basal R
para uma doenca infecciosa de transmissdo direta como sendo o raio espectral da
derivada de Fréchet de um certo operador integral. Obtemos limites inferior e su-
perior para Ry e condi¢des suficientes para a unicidade da solugdo nado-trivial da
forca de infeccdo, que neste caso pode ser atingida como o limite de uma sequéncia
recurssiva.

Palavras-chave: raio espectral, operador integral, nUmero de reprodutibilidade ba-
sal.

1 Introducgao

Os modelos matematicos ndo s6 auxiliam prever e interpretar as tendéncias de uma
epidemia, mas também orientam na coleta de dados e no estabelecimento de programas
de controle. O bom desempenho de um modelo depende da acdo conjunta e equilibrada
das variaveis que determinam o curso da infec¢do no individuo com as variaveis que
controlam o padréo de infeccdo na comunidade.

O agente patologico causador é classificado em modelagem matematica como mi-
croparasita. A caracterizacdao de microparasitas e o fato de ndo existir preocupac¢do com
0 grau de severidade da doenga faz com que os modelos compartimentais prestem-se
bem a modelagem de doencas infecciosas de transmisséao direta.

Muitos dos parametros epidemiolégicos e demograficos podem ser medidos direta-
mente por estudos apropriados (taxas de nascimento e mortalidade, taxa de recuperacéo,
etc). Como o parametro de transmissao combina fatores biol6gicos, sociais e de meio
ambiente, nédo é possivel medi-lo diretamente e, freqiientemente, ele é obtido indireta-
mente através da medida de outros parametros.
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A forca de infeccdo \ é definida como a taxa per capita de aquisi¢cdo da infeccdo e
A (t) A (t) representa a probabilidade que um dado individuo suscetivel tem de tornar-
se infectado no intervalo de tempo A (¢). Ela & usualmente assumida como sendo line-
armente proporcional ao numero total de individuos infecciosos (Bailey [3], Dietz [7]).
Se designarmos por 3 o parametro de transmissao, teremos que

A(t) = BY (1),

ondeY (t) representa o numero de individuos infecciosos no tempo ¢.

Um outro parametro de interesse em modelos epidemiol6gicos &€ o nUmero de repro-
dutibilidade basal R,. Ele representa a capacidade intrinseca que um microorganismo
tem de invadir e se estabelecer em uma comunidade. Para o caso de microparasitas,
R, pode ser definido como o nUmero médio de infec¢bes secundarias que um Gnico in-
dividuo infeccioso é capaz de produzir em uma populacdo hospedeira totalmente sus-
cetivel. Assim, se Ry < 1 a doenca se extingue e se R, > 1 temos a ocorréncia do surto
epidémico.

Se a populacédo for assumida homogeneamente misturada segue da Lei de Acao
das Massas uma equacdo que ao mesmo tempo fornece uma maneira de estimarmos o
namero de reprodutibilidade basal e uma forma de controle epidemiologico da doenca.
Esta equacédo é dada por

1= Rol'*,

onde z* representa a fracdo de suscetiveis no equilibrio (note que z* pode ser efetiva-
mente encontrado, por exemplo, a partir de estudos sorologicos).

No entanto a assercao de ser a populacdo homogeneamente misturada é muito res-
tritiva, e efetivamente nao se verifica no caso, por exemplo, de doencas infantis infecci-
osas de transmissao direta, como rubéola, sarampo ou catapora, que visivelmente tém
uma idade-dependéncia na sua taxa de transmissdo. Existem evidéncias empiricas da
idade-dependéncia da forca de infecgcéo, veja por exemplo Anderson e May [1].

Desta maneira, um modelo mais realistisco para doencas infecciosas de transmissao
direta deve conter algum tipo de heterogeneidade. Essa ndo-homogeneidade foi intro-
duzida na taxa de transmissdo de varias maneiras (Hoppenstead [12], Greenhalgh [11],
Anderson e May [2], Inaba [13] e Yang[17]), e a partir desta assercdo varios resultados
acerca do namero de reprodutibilidade basal R, foram deduzidos.

Greenhalgh [10] e Inaba [13] caracterizaram R, como 0 raio espectral de certo ope-
rador integral respectivamente, para funcdes separaveis e um subconjunto especial de
£?[0, L], onde L representa a idade maxima de vida. Em nosso trabalho utilizamos um
modelo idade-estruturado e caracterizamos R, como o raio espectral da derivada de
Fréchet de um certo operador integral obtendo limites inferior e superior para R,. Es-
tabelecemos condigBes suficientes para a unicidade do estado estacionario nao-trivial
e uma maneira recurssiva para obtencdo da forca de infeccdo. Também estudamos
condicdes para a estabilidade local da solucéo trivial.
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2 O modelo

Para descrever o espalnamento de uma doenca infecciosa de transmissao direta em uma
populagdo idade-estruturada consideremos um sistema de equacdes integro-diferencial
(veja Dietz [7]). Assumimos a populacéo fechada e dividida em compartimentos desig-
nados por X (a,t), H (a,t),Y (a,t) e Z (a,t), que representam, respectivamente, a fragédo
de suscetiveis, latentes (infectados mas nao infecciosos), infecciosos e imunes na idade a
no instante ¢. O tamanho total da comunidade é assumido constante igual a /V, de modo
gue a taxa de mortalidade ;. e a taxa de nascimento X, devem satisfazer a equacéo

Xb/OLeXp <—/Oa,u(s)ds) da= N, (1)

onde L representa a idade maxima que um individuo pode atingir. Contudo, como
estamos considerando a fracdo de individuos, tomamos N = 1.

Estamos desconsiderando a imunidade adquirida verticalmente (sendo assim, 0s
recém-nascidos sdo considerados suscetiveis), a perda de imunidade e a mortalidade
induzida pela doenca.

As consideracgOes anteriores resultam no seguinte sistema de equacOes diferenciais
parciais

( 0X 0X
% (avt) + E (a'7t) - - [/\ (CL?t) —|—V(CL) +M]X((l,t)
OH OH
— (a,t) + — (a,t) = A(a,t) X (a,t) — (u+ o) H (a,t)
da ot 2)
Yy Y
%((l,t)"‘a(a,t) = O-H(CL?t)_(/'L—’_fY)Y(a?t)
o4 oz

L %(a,t)—l—a(a,t) - U(@)X(a,t)+’yY(a,t)—,uZ(a,t),

onde a forca de infeccdo na idade a no instante ¢ € definida por
L
Ala,t) = / B(a,a )Y (dt)dd, (3)
0

com (3 (a,a’) sendo a taxa de contato idade-estruturada entre individuos suscetiveis na
idade a com individuos infecciosos da idade o/, v (a) a taxa de vacinagéo, ¢! o periodo
médio de laténcia e v~! o periodo médio de recuperagio.
A partir das assercdes do modelo temos as condi¢des de fronteira do sistema (2)
dadas por
{ X(0,t) = X, 4
H(0,t) =Y (0,t) = Z(0,t) = 0.
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3 A caracterizacao de R

Considerando o sistema (2) e as condicBes de fronteira (4) no estado estacionario e
resolvendo-o de modo a obter uma expresséo para a forca de infeccédo (3) temos que

L
Aa) = /0 B (a,) A (¢) e o Asqg, (5)

onde o nucleo é dado por

L L
B (a,() =0 Xy e~ Is ”(s)ds/ e e [/ B (a,a")e” W9 dd! | ds. (6)
¢ s

As definicBes e os resultados matematicos necessarios para um bom entendimento
do que sera aqui desenvolvido podem ser encontrados na seguinte literatura: Griffel [9]
e Kreyszig [16] (analise funcional), Deimling [6] (analise funcional ndo-linear) e Krasno-
sel’skii [14], [15] (operadores integrais). Aqui somente serdo introduzidos os resultados
estritamente necessarios a compreensao do texto.

Consideremos o operador integral 7" agindo no espaco de Banach C [0, L], o conjunto

da funcgdes continuas do intervalo [0, L] em R com a norma usual ||f|| = sup |f (a)],
a€l0,L]

com cone C[0, L]" ={f € C[0, L] : f(a) > 0}, definido pela equacdo

L
T (a) = / B(a.) M (G M (C) v (O) M (C) d, @)
onde
M (GA(Q), v () = e Jo Ao fyvords, ®)
€ L L
B(a,() = aXb/ e (570 l/ B(a,a")e”mNdg! | ds. 9)
¢ s
Se

i. B(a,d’) & continua e positiva, exceto possivelmente em a = o’ = 0 onde 3 (a,d’)
pode ser igual a 0,

ii. v(a) & continua ou limitada e continua por partes com no maximo um ndmero
finito de descontinuidades,

entdo as seguintes propriedades de M (¢, A (¢),v (¢)) e B(a,() podem ser facilmente
verificadas:

a. B (a,() esta definidaem [0, L] x [0, L] é positiva e continuaem a e (;
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b. M ({,A(¢),v(¢))estadefinidaem [0, L] x [0,00) x [0, c0), & positiva, continua em ¢
para cada \ e v, estritamente monodtona decrescente em ) para cada ( e v, e existe
k, > 0 tal que

|M (G A1 (€) v () = M (G A2 (Q) s v (O)] <k [[A = Aol + R (A1, Aa)
com hmH)\lf,\Q”*}O R ()\1, )\2) =0e

c. Existe um nmero real m > 0 tal que |M (¢, A (¢),v (¢))| < m paratodo ¢, \ e v.

Lema 1l O operador T definido pela equacdo (7) & positivo, completamente continuo e tem deri-
vada forte de Fréchet em 0 € C'[0, L] na diregdo do cone C' [0, L]* dada pela equag&o

T' (0)h (a) = /O B(a,¢) M (¢,0,0(O) b (€) dC. (10)

Além disso, 7" (0) & um operador linear, completamente continuo e fortemente positivo.

Dem. Na demonstragcdo do lema usamos além das defini¢des os seguintes resultados
classicos: o Critério de Compacidade (veja Kreyszig [16], pagina 407) e o Teorema
de Ascoli (veja Kreyszig [16], pagina 454).

Para demonstrarmos que R, = r (7" (0)) utilizamos os teoremas enunciados abaixo.
Nos teoremas, X, K e T serdo espaco normado, cone e operador gerais.

Teorema 1 (Krasnosel’skii [14], p. 135) Consideremos um operador positivo 7" (com 7" (0) = 0)
tendo a derivada forte de Fréchet 7" (0) e a derivada assintotica forte 7" (oo) , ambas com respeito
ao cone. Suponhamos que o espectro do operador 7" (oo) esteja contido no circulo [u| < p < 1,
T" (0) tenha em K um autovetor h, cujo autovalor & maior que 1, ou seja,

T (0) ho = poho,

onde iy > 1 e 7" (0) ndo tenha em K autovetores correspondendo ao autovalor 1. Se 7" & um
operador completamente continuo entdo 7" tem pelo menos um ponto fixo ndo-trivial no cone.

Teorema 2 (Deimling [6], p. 228) Sejam X um espago de Banach, K C X um cone solido, isto
é,int (K) #0,eT : X — X um operador linear, compacto e fortemente positivo. Entao:

i. 7(T) > 0, onde r (7") & um autovalor simples com autovetor v € int (K) e ndo existe
outro autovalor com autovetor positivo;

ii. Se A &um autovalor e A # r (T) entdo || < r (T);
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iii. Se S : X — X &um operador linear limitado e Sx > Tz em K, entdo r (S) > r (7).
Além disso,se x € K,z > 0e Sz > Tz, seqgue r (S) > r (T).

Teorema 3 (Teorema de Existéncia) Consideremos o operador 7" : C'[0, L] — C'[0, L] defi-
nido pela equacado (7), ou seja,

Tu (a) = / B(a,¢) M (C,u(¢),v (C))u (¢) dC.

Ser (7" (0)) < 1entdo a Unica solucdo da equagdo

Aa) = / Ba,) M (G (C) 2w (O) M Q) de, (11)

é a solucdo trivial. Caso contrério, se (7" (0)) > 1 entdo existe pelo menos uma solu¢do positiva
nao-trivial para esta equacao.

Dem. Seguiremos inicialmente o mesmo argumento usado por Greenhalgh [10].

Suponhamos = (7" (0)) < 1 e que a equagdo (11) tenha uma solu¢éo positiva nao-
trivial \*, isto é,

X (a) = / B (a, ) M (G, X (€) v () A (¢) d.

Sendo A\* > 0 e M (¢, A, v) estritamente mono6tona decrescente em A, temos

| B@OMEx @ )N ©d < T O ).

Como ambos os lados da equagdo acima sdo continuos num compacto, existe ¢ > 0
tal que
N (1+e)<T (0) N\

Iterando a equacao anterior n vezes temos
N (1+e)" <T(0)" N
Assim

1A (1 )" 1 < (177 (0)" A" < 17" (0)" [ 1A

(I+e)" <|T°(0)"]],
paratodon =1,2,3,.... Pela Formula de Gelfand,

r(T'(0)) = lim |77 (0)"] ",

n—~oo
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segue que r (77 (0)) > 1, o que & uma contradicao.
Suponhamos agora que r (7" (0)) > 1. Primeiramente calculemos 7" (c0) . Para
todo u € K, temos

desde que
L
T (tu) = / B (a,¢) e tJs m&)syyy (¢) d,
0
onde B’ (a, () & dado pela equacéo (6), isto &,

— Cus s L L /
B'(a,() = 0 Xye forvee / e o5 0ers [/ B (a,a’) e dg! | ds.
¢ s

entdo 7" (co) = 0. Agora, mostraremos que 7' é fortemente assintoticamente linear
com respeito ao cone C'[0, L]" , ou seja,

Ty —T'
lim  sup |72 (00) 2] = 0.
R—0 |13> RaeK edl
Note que
ITall = supueo |fy B (0, C) e i =0 (¢yd¢| < ! [1 = e I w0 ]

onde m’ = sup,, cc(o,1) | B’ (a, ()| . Entdo

: [T — T (o0) x| . [ T|
lim  sup = lim  sup
R0 |l2||> Roek ] R0 |g|>Reek ||

m [1 — e fOL x(s)ds]
< lim  sup

T R—%0 |3 >R ek [Eal

=0,

ou seja, T é fortemente assintoticamente linear com respeito ao cone C' [0, L] e sua
derivada assintotica forte com respeito ao cone C'[0, L]* € T" (c0) = 0.

Consideremos a identidade 1o = r (7 (0)) no Teorema 1. De acordo com o Teo-
rema 2, (7" (0)) € um autovalor simples de 7" (0) com autovetor no int (K') e ndo
existe outro autovalor de 7" (0) com autovetor positivo. Pelo argumento anterior,
sendo 7" (0) um operador positivo, 1 ndo pode ser um autovalor positivo de 7" (0).
Desde que 7' é completamente continuo, todas as condi¢bes do Teorema 1 sdo sa-
tisfeitas, o que resulta que a equacédo (11) tem pelo menos uma solugéo nao-trivial.
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4 A unicidade da solucao nao-trivial

Nesta secdo estudaremos condigdes suficientes para que a solugdo nao-trivial daequacao
(5) seja Unica e possa ser atingida por aproximagdes sucessivas. Serdo utilizados resul-
tados acerca de operadores concavos.

Teorema 4 (Krasnosel’skii [14], p. 188) Se o operador A é ug-monotono, entdo a equacao
Ax =nx

nao tem duas solugBes ndo-nulas distintas no cone para algum valor do parametro 7.

Teorema 5 (Krasnosel’skii [14], p. 192) Consideremos a equacao
Ar ==

onde A & um operador cdncavo mondtono tendo uma Unica solugdo ndo-nula z* no cone K. Se
uma da seguintes condic0es é satisfeita:

a. O cone K éregular e o operador A é continuo.
b. O cone K & normal e o operador A & completamente continuo.
Ent&o as sucessivas aproximacoes
Ty =Ar,_1(n=1,2,...)

convergem com respeito a norma para x* independente da aproximagéo inicial zo € K, x¢ # 0.

Consideremos o operador A agindo no espaco de Banach C [0, L] com cone C [0, L]",
definido por

L
Au :/ B’ (a,¢) e~ Jo ws)dsy, (¢)d¢, (12)
0
com
’ — fOC v(s)ds L _ _
B’ (a,() = 0 Xpe / e~ =97 G (a, 5) ds (13)
¢
e
L ’
G (a,s) = / B(a,a')e B dq/. (14)
A equacdo (12) pode ser reescrita como
L /
Au(o) = B (0,0)+ [0S gy e (15)
0
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de maneira que temos

L !
Au — Av = / e Jo vis)ds |:€_ Jy (u()—v()ds _ 1] o (a,¢)dc.
0 9¢
Para u > v, se %—? (a,¢) < 0temos Au > Av e portanto o operador A & monoétono.
Iremos calcular %—’f’ (a, ). Esta derivada parcial & dada por

/ L
8832 (a,¢) = —oXpe {dig]\f(() e“c/C e "G (a, s)ds

L
+¢ G (a,¢) — ae”c/ e *IG (a, s) ds} :
¢
Observe que 22’ (a, () < 0'se

L
G (a,¢) — 0/ e~ =97 G (a, s) ds > 0.
¢
Contudo ;
G (a,() = a/ e~ 6=01 G (a,()ds + ee-o(L=0q (a,(),
¢

e portanto

L
G (a,() — 0/ e~ 7C=9G (a, 5) ds =
¢

L
= % 7L=0G (a,¢) + g/ e~ (=0 [eVgG (a,¢) — G (a, s)] ds.
¢

Sendo assim, se ¢”*G (a, s) & decrescente em s para todo a, temos aa—fé' (a,¢) < 0.

Teorema 6 Se afuncdo H (a,s) = €°G (a, s) & decrescente em s para cada a, entdo o operador
A & upg-monotono, onde uy = 1, e completamente continuo.

Dem. Que A é positivo e completamente continuo é de facil verificacao.

Utilizando as observagdes feitas anteriormente acerca do operador A e seu nucleo,
a definicdo de up,-monotono, e o Primeiro Teorema do Valor Médio (veja Bartle [5],
pagina 301), é possivel verificar a afirmacéo que A & u,-monotono, onde uy = 1.

Teorema 7 Consideremos a fungéo

H(a,s)=¢ G a,s)
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decrescente em s para cada a, e 0 operador 7" : C'[0, L] — C'[0, L] definido pela equagdo (7). Se
r(7"(0)) > 1 entdo a equagdo

L
A(a) = / B (a,¢) e~ Jo X0\ () d¢

0
tem uma Unica soluc¢do ndo-trivial que é atingida por aproximacdes sucessivas dadas por

)\n = T)\nfla
onde n = 1,2, ..., a qual independe da aproximagao inicial Ao € C' [0, L™, Ao # 0.

Dem. O operador T & completamente continuo e uy-monétono e C [0, L]* & um cone
normal. Usando os teoremas Teorema 3 (Teorema de Existéncia), Teorema 4 e 0
Teorema 5 temos o resultado desejado.

5 A estabilidade da solucao trivial

Sejam z (a,t),h(a,t),y (a,t) € z (a,t) pequenas perturbacdes do equilibrio (X*, H* Y™* Z*),
ou seja,

X (a,t) = X*(a)+x(a,t)
H(a,t) = H*(a)+h(a,t) (16)
Y(a,t) = Y*(a)+yl(a,t)

Z(a,t) = Z*(a)+ z(a,t),
gerando uma perturbacéo na forca de infeccdo dada por
Ala,t) =X (a) +1(a,t), (17)

onde \* (a), a forca de infec¢do na idade a no estado estacionario, & dada por

A (a) = /o B (a,a) Y™ (a") dd

[(a,t) = /0 B(a,a)y(d,t)dd.

Substituindo as equag0des (16) e (17) no sistema integro-diferencial (2) e (3), e con-
siderando somente o0s termos de primeira ordem, obtemos um novo sistema integro-
diferencial, que resolvido via o Método de Separacgdo de Variaveis (consideramos solucdes
nas formas z (a,t) = x (a) e*t, h(a,t) = h(a)e*, y(a,t) = y(a)e“' € z(a,t) = 2 (a) e’
onde w € C) resulta na equacéo integral

L pd b
l (@) - / / / O'Xb/B (a/’ a/) ef(lu‘+'\/+w)a/e(ﬂffa)be*A*(C)fN(C)‘i’UC
0 0 0
(18)
¢
X [l (€) e = A" (¢) / L(s) e“"sds} d¢dbdd,
0
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gue no caso do equilibrio trivial, ou seja, A* = 0, tem a forma

L a’ b
l(a) = / / / 0 X3 (a,a) e rHH)a (=l =NO+oC ) () eCdcdbda’.  (19)
0 0 0

Mudando as ordens de integracéo, a equacao (19) pode ser reescrita como

l(a) = / S (a, ¢, v (€))L (C) dC. (20)

onde
L L / / ’
S(a, v (C),w)=eNO / [/ 0 X0 (a,a’) e M e~ web=argy/ | CVogp  (21)
¢ Lb

Ao considerarmos w = 0 nas equacdes (20) e (21) obtemos

I(a) =/0 S (a, ¢, (€),0)L(C)dC = T' (0)1 (a) (22)

onde
S(a,Cv(¢),0)=M(¢,0,v(C) B (a,() (23)

e 7" (0) & o operador dado pela equacéo (10).

Estamos interessados em verificar se o equilibrio trivial € localmente estavel ou local-
mente instavel, e isto equivale a analizar se a parte real de w € negativa ou ndo-negativa.
Consideremos entdo o caso onde w & um numero real. Quando w & um namero real
positivo é de facil verificacdo que S (a,(, v (¢),w) € uma funcdo estritamente mono6tona
decrescente em w.

Consideremos o operador linear R,, sobre o espaco de Banach C'[0, L] com a norma
usual, ou seja, ||ul| = sup,e( 1) [u (a)], com o cone K = C'[0, L]*, definido por

L
R0 = [50.6v(0 )10 dc (24)
0
Os lemas que seguem serdo usados na prova do Teorema da Estabilidade:

Lema 2 O operador R, definidoem C [0, L] pela equagdo (24) é linear, completamente continuo
e fortemente positivo.

Dem. A demonstragdo pode ser feita a partir das definicdes e novamente usando os te-
oremas Critério de Compacidade e o Teorema de Ascoli encontrados em Kreyszig
[16], na paginas 407 e 454, respectivamente.

No proximo resultado faremos uso do seguinte teorema:
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Teorema 8 (Zabreyko [18], p. 138) Sejam E', E5 espacos de Banach com cones K e K, respec-
tivamente. Consideremos A : F; — E; um operador linear, B : F; — F5 um operador linear
positivo e ¢ : E; — FE, um operador satisfazendo as seguintes condicoes:

Lpu+v) <e(w) +e@),Yu,ve E.
ii. Se |l (uy,)|| — 0onde n — oo entdo |u,| — 0onde n — oc.
iii. ¢ (Au) < By (u),Vu € K;.
Entdor (A) <r(B).

Definamos para um operador linear limitado em um espacgo de Banach, 7' : X — X,
r (T') como sendo seu raio espectral. Temos entdo o seguinte teorema:

Teorema 9 Consideremos a fungéo

r: [0,+00)
w

onde o operador R, esta definido pela equacdo (24). Entdo r (.) € uma funcdo continua em w,
limy oo (w) =0er(R,,) <r(R,,) paratodo w; < ws. Em particular, r (R,) < r (1" (0))
para todo w € R positivo.

Dem. Mostramos inicialmente que r (R,,,) < r (R,,) para todo w; < w,. Observe que se
w; < wyentdo S (a,(,v(¢),w) > S(a,(,v(C),ws). Segue entdo da definicdo de R,
que R, > R,,.
Usando o Teorema 2 (iii) para 7T = R,, € S = R,,, temos r (R,,) > r(R,,). A
desigualdade r (R,) < r (1" (0)) segue de observarmos que R, = 7" (0).
Vejamos que r (R,) — 0 quando w — +o0. Considerando no Teorema anterior
E, = C[0,L], By = R*, K; = C[0,L]", Ky = {(C1,..,():¢6G>0,i=1,....,n},
t
A = R, gp(u) = (Hu ‘[ao,al]” y Hu ‘[anq,an]H) e B = S(w) = (Sz (w))lgi,jgna
onde S (w) = sup,, ,<a<q, fa‘il S(a,(,v(¢),w)dC, temos r (R,) < r(S(w)). Fa-
zendo uso do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Bartle [4],
pagina 44) temos S (a, ¢, v (¢) ,w) — 0 quando w — +o0, em particular, S;; (w) — 0
quando w — +oo. Desde que r (S (w)) = maxyeqs(sw)) |Al, temos r (S (w)) — 0
quando w — +oc.
Vejamos ser r (.) uma fungdo continua em w. Inicialmente provamos que r (w) é
continua a esquerda para todo w > 0. Consideremos uma seqUéncia crescente
(wn),, €M [0, +00) tal que w,, — w quando n — +oo. Desde que r (.) € uma fungéo
decrescente de w temos que

wngwnJrlSw
r(wp) >r(w,+1)>7r(w).
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Chamemos r,, = 7 (w,) € 7 = r (w). Desde que (r,,),, € uma sequéncia decrescente
limitada, existe r* tal que

r*= lim r, =inf{r,;n=1,2,..} >r,
de acordo com Bartle [5], pagina 112.
Para cadan sejal, € C'[0,L]" tal que ||I,|| = 1e

R, 1, =1l

Se encontrarmos I* € C'[0, L] tal que RI* = r*I*, isto &, r* & um autovalor de R,
entdo
r*=r*| <r(R,) =r,

e obtemos o resultado desejado.
Sendo R,, compacto e (/,,),, uma sequéncia limitada podemos assumir que (R, 1),
é convergente. Suponhamos [* tal que R/, — [* quando n — oo.
Desde que
Hanln - RwlnH < Han - RwH HlnH = Han - RwH )

temos que || R,,,l, — R,l,|| — 0 quando n — co. Sendo

|Ru ln — || < ||Ru,ln — " + Rl — Ruly||
<Ry, ln — Ruln|| + || Ruln — I*||,

entdo ||R,, [, —*|| — 0 quando n — oc. Portanto R, [, — [* quando n — oc.
Além disso,

1 1 1
lim [, = im — (r,l,) = lim —R,, [, = —I".
71*

n—oo n—oo 7"” n—oo 7"”

Assim
R, (") = R, <7°* lim zn) —* lim R, (I,) = r*I*,

n—~oo n—~oo

Provamos agora que 7 (w) & continua a direita para todo w > 0. Seja (w,),, uma
sequéncia decrescente tal que w,, — w quando n — oo. Entao

w < Wpt1 < wp,

e, conseqUentemente,
T2 Tptl = Tne

Sendo (r,),, uma sequiéncia crescente limitada, existe »** € R tal que

r* = lim r, =sup{rp;n=1,2,..} <,

n—~oo
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de acordo com Bartle [5], pagina 111. Suponhamos que 0 < r** < r. Consideremos
o operador resolvente de R, definido em um dominio D de C,

R:AeDr— R(\) = (R, — Md)™",

e paracadan,n = 1,2, ..., 0 operador resolvente de R, definido em um dominio
D, de C
Ry AeD, — R, (\) = (Ro, — Nd)™",

com suas singularidade sendo seus autovalores. Sendo R, um operador linear
compacto fortemente positivo, temos que r € uma singularidade isolada que é um
polo simples de }. Pela mesma razéo, cada r,, € uma singularidade isolada que é
um polo simples de ®,,.

Desde que lim,, o 7, =7r** <re

rn =1 (R,,) =sup{|A|; A éum autovalor de R, },

segue que existe uma vizinhanca de r, B. (r) = {A € CND; |\ —r| < ¢}, tal que
podemos assumir que &, € holomorfa em B, (r) e sobre sua fronteira 0 (B. (r)) =
{ANeCND;|AN—r|=¢}.

Consideremos ¢ como sendo a curva continua, fechada e simples descrita por
J (B (r)), que pode ser orientada no sentido positivo. Desde que R®,, € holomorfa

dentro e sobre 7, temos
1

2mi J,
Sendo » um polo simples de R e a Gnica singularidade de R dentro de 7, entdo
L. R (A) d\ = residuo de Rem r # 0.

2m J,
Segue que
. 1 1 . 1
0= lim —,7{§Rn()\)d)\ =— ¢ lim R, () d\ == 5 R(A)dX #0,

n—o0 271 ¢ Y Jgn—00 ™ Jy

e isto & uma contradicéo (veja Dunford e Schwartz [8]). Assim 7 = r.

Teorema 10 (Teorema da Estabilidade) Se » (7" (0)) < 1 entdo o equilibrio trivial & local-
mente estavel. Se » (77 (0)) > 1 entdo o equilibrio trivial & localmente instavel.

Dem. Se r (1" (0)) < 1, pelo Teorema 9 temos que r (R,) < r(7"(0)) < 1 e sendo R,

operador linear completamente continuo fortemente positivo, pelo Teorema 2 seu
raio espectral € um autovalor, entdo a Unica solugdo da equacédo(20) é a trivial.

Suponhamos que r (7" (0)) > 1. Sendo r (w) uma funcéo decrescente, continua em
w e desde que lim,_., ., 7 (w) = 0 (veja Teorema 9), existe w* > 0 tal que r (w*) =1
e a correspondente autofuncdo de r (R,,+) gera a instabilidade do equilibrio trivial.
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6 Limites inferior e superior para R

O principal resultado desta secdo trata da possibilidade de estimarmos limites para o
raio espectral do operador 77 (0), que caracteriza o numero de reprodutibilidade.

Teorema 11 (Krasnosel’skii [14], p. 67) Consideremos o operador A linear, positivo e completa-
mente continuo. Seja a relagdo
APuy > aug

com « > 0, satisfeita por algum elemento ndo-nulo u, tal que
—Up ¢ K

Uy =V — W,
onde v, w € K e p & algum namero natural.
Entdo o operador A tem pelo menos um autovetor u* € K

Au® = ™,
onde o autovalor positivo A satisfaz a inequagéo
A > (oz)% :

Teorema 12 (Zabreyko [19]) Consideremos A um operador linear, positivo e completamente
continuo satisfazendo a inequacao
Aty < By,

onde vy & um elemento quasi-interior do cone K. Entdo
1
r(4) < (B)7,

onde r (A) & o raio espectral de A.

Teorema 13 Consideremos o operador linear 7" (0) sobre o espaco de Banach C' [0, L] com cone
C'[0, L]" dado pela equagdo (10), isto &,
L
) b0 = [ B (@) d,
0
onde B’ (a, () & dado pela equagdo (6), ou seja,

: S LIC I I B o N ol
B'(a,() = 0 Xpe e e7 B(a,a")e”"%da’ | ds.
¢ s

Entao

inf / |B' (a,¢)|d¢ < r(T'(0)) < sup/ | B’ (a,¢)| dC. (25)

a€l0,L] a€(0,L]

Dem. Tomando no Teoremal1ll A =T"(0),p=1euy=1enoTeoremal2 A =T"(0),q =
1 e vy = 1 segue a desigualdade (25).
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