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Resumo. A varidvel de estado da equacdo logistica é considerada subjetiva e modela-
da por meio de subconjuntos fuzzy; com isso, novos pontos fixos e solu¢es periddicas
sao conhecidos, exclusivos da equacao fuzzy correspondente. Condices de existéncia e
estabilidade destas solucoes também sdo estudadas.
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1 Introducao

A modelagem ndo linear tem sido importante aliada no estudo de diversos processos
dindmicos, além de fornecer resultados interessantes e inesperados especialmente relaciona-
dos a ocorréncia do caos deterministico.

Na dindmica populacional, ela aparece com o modelo logistico discreto

Ti1 = falwe) = aze(1 — ¢) (1)

onde z; denota a densidade populacional na geragdo t e a, a taxa de crescimento intrinseco
(1 < a < 4) (Devaney, 1989; Sharkovski et al., 1993; Rohde e Rohde, 2001; Murray, 1993).
A simplicidade na equagio 1 oculta um processo complexo surpreendente. Para a € (1, 3),
a populacio entra em equilfbrio com um tinico valor z,; de fato, zg = 0e z, =1—1/a
sao pontos fixos de 1, sendo que o primeiro é instdvel e o segundo é estdvel neste intervalo.
Em a; = 3 (primeiro valor de bifurcacdo), o ponto fixo z, perde a estabilidade e, a
partir deste valor, a populacdo equilibrada alterna entre duas densidades populacionais
até o préximo valor de bifurcacdo que é as = 1+ V6. Fmas = 1+ \/6, esta Orbita de
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periodo 2 perde a estabilidade e origina-se uma o6rbita de perfodo 4 estavel até o préximo
valor de bifurcacio as. Este comportamento de duplicacdo do periodo das érbitas ocorre
sucessivamente até que o sistema alcance o caos em a* = 3.569---. A partir de a*,
observam-se regides do pardmetro a onde a flutuagio populacional é caédtica, intercaladas
com pequenas janelas onde aparecem novamente érbitas perfodicas estdveis (janelas de
periodicidade). Por exemplo em a = 3.83; temos uma érbita estavel de perfodo 3. O
diagrama de bifurcagio apresentado na figura 1 ilustra estes cendrios.
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Figura 1: Diagrama de bifurcacdo do modelo logistico discreto.

Apesar do modelo logistico discreto estar bem estabelecido, ndo podemos esquecer
que nele assumimos que a populacdo é homogénea e que usamos a taxa a média para
toda a populacdo. J4 numa espécie natural é razoavel admitir que cada individuo respon-
de de maneira particular aos estimulos e limitacoes a ele apresentados, caracterizando a
populacdo por uma diversidade comportamental. Esta heterogenidade é mais acentuada
quando consideramos cada individuo isoladamente e menos, quando observamos grupos
de individuos.

Rohde e Rohde (2001) estudaram a heterogenidade populacional utilizando a diné-
mica de metapopulacoes e considerando taxas de crescimento intrinseco (a) ligeiramente
diferentes em cada subpopulacdo.

J4 Barros et al. (1997, 2000); Bassanezi et al. (2000) lidaram com a subjetividade
inerente a dindmica populacional considerando a varidvel de estado fuzzy; com isso, encon-

traram algumas novas solucGes estaciondrias para a equagao fuzzy associada a 1. Também
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Ahmed e Hegazi (2001) estudaram a dindmica do replicador discreto de gavido-pomba e
jogos de dilema do prisioneiro, além de um modelo presa-predador, utilizando sistemas
dindmicos fuzzy e obtendo novas solugdes.

Neste artigo, nds propomos que a varidvel de estado é subjetiva ou imprecisa e
utilizamos o principio da extensdo de Zadeh como ferramenta. Assim, determinamos
novos pontos fixos e novas 6rbitas periddicas exclusivos da versdo fuzzy correspondente &

equacao logistica 1.

2 Preliminares Matematicas

Esta secdo é reservada para a apresentacdo de alguns conceitos basicos da teoria de
subconjuntos fuzzy e de resultados preliminares relacionados a sistemas discretos fuzzy,

necessarios para o desenvolvimento deste estudo.

Definigao 1 Um subconjunto fuzzy A em R™ € definido pela func¢do us : R™ — [0,1] que
atribui a x o seu grau de pertinéncia ua(x) ao subconjunto A.

Definicao 2 Um a-nivel de um subconjunto fuzzy u € definido por

[ul*={zeR":u(zr)>a}, 0<a<l

[u]° = {zx € R s u(z) >0}

Representamos a familia dos subconjuntos fuzzy u : " — [0, 1], cujos a-niveis sdo
subconjuntos compactos nao-vazios do R”, por F(R"). Ainda, usamos £™ para denotar a

familia dos subconjuntos fuzzy cujos a-niveis também séo convexos (£ C F(R™)).

Definicao 3 A extensio de Zadeh de uma funcio f:R" — R" € a funcdo f onde para
cada subconjunto fuzzy u € associado o subconjunto fuzzy f(u) dado por

A i = 0
{sup erimulr) s M) # @

Flu)(@) =14 e fl(x) =0

Teorema 1 Seja f: R — R funcdo continua. Sua extensio de Zadeh f : F(R") —
F(R™) é bem definida e
[f(w)]* = £([u]*)

para todo a € [0,1].

A prova deste teorema pode ser encontrada em Barros et al. (1997).
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Teorema 2 Sejam f : R” — R funcdo continua e f : F(R") — F(R") sua extensdo
N T s R
de Zadeh. Entdo (f) (u) = (f*){u), para todo u € F(R™) et natural, onde (f) indica

a composicdo de f, t vezes.

Prova:
&

N — AT e @
Provar que (f) (u) = (ft)(u) equivale a mostrar que {(f) (u)] = [(ft)(u)} ;
Yu € F(R™), ¥t natural e Vo € [0, 1].
At ¢
Primeiro mostra-se que [ f (u)} = fY([u]®); esta demonstragio é feita por in-

ducéo em t.
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t=1:
Segue imediatamente do teorema 1.
t>1:

o3

Admitimos {( )H (u)} = F1([u]*); dai

f
Ol = O] = (0
= () = fH(u]®)

O resultado desejado é conseqiiéncia imediata da continuidade da composicdo de
funcoes continuas.

Um sistema dindmico fuzzy discreto é um sistema iterativo
urr1 = Fluy) (4)

com a funcdo F' : F(R") — F(R").
Dado ug € F(R™), a seqiiéncia de iteradas

ug, Fluo), F(F(ug)),- -

é dita solugdo ou drbita positiva da equacio 4 por uy. Usaremos F'(uy) para denotar a
t-ésima iterada de F' em up.
Dizemos que @ € F(R™) é ponto fixo de F' se F(a) = @.
Observe que F (i) = @ se, e somente se, [F(4)]” = [u]%, onde a € [0,1]. Ainda, se
T ¢ ponto fixo de uma funcdo f, entdo a fungdo caracteristica xz; € ponto fixo da sua
extensdo de Zadeh f pois

Fix=) = xr@y = xqay-
Um ponto @ € F(R™) é dito ponto periddico de periodo p ou p-periddico da funcio
F se p é 0 menor inteiro positivo tal que FP(u) = @. O conjunto de todas as iteradas de

um ponto p-periédico é chamado drbita p-periddica ou p-ciclo.
Definicao 4 Definimos a métrica

D(u,v) = JSup h([ul®, [v]*),

onde h é a métrica de Hausdorff; neste caso:

h([u]®, [v]*) = max {p([u]*, [v]*), p([], [u]*)} ,

p([u]®,[v]*) = sup inf [la— b
a€lul befv]™

ell-|| é a norma euclidiana em R™.
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Definigao 5 Dizemos que um ponto fizo @ de F : F(R™) — F(R") € estdvel se para todo
e > 0 existir um & > 0 tal que, para todo u para o qual D(4,u) < &, D(F{u),q) < & é
satisfeito para todo t natural. Um ponto fixo @ € assintoticamente estdvel se ele for estdvel

e existir r > 0 tal que para todo u tal que D(u,u) < r tem-se limy_oo D (F'(u),w) = 0.

Observe que um ponto p-periédico é um ponto fixo da funcio FP. Logo, segue o

mesmo conceito de estabilidade de ponto fixo.

Teorema 3 Seja f : R* — R"™ continua com f(T) = T e f sua extensio de Zadeh.
Entao

i) Xgz} € estdvel para o sistema ugy = f(ut) se, e somente se, T € estdvel para
Tep1 = f(@e);

i) Xgz} € assintoticamente estdvel para o sistema ugy1 = f(ut) se, e somente se, T

é assintolicamente estdvel para x411 = f(xy).
A prova deste teorema pode ser encontrada em Bassanezi et al. (2000).

Coroldrio 1 Seja f : F(R") — F(R") a extensio de Zadeh da funcio continua f. O
ponto fizo xx de f é estdvel se, e somente se, para todo € > 0 existe um § > 0 tal
que se u € F(R") com [u]® C B(X,8) e X C B([u]},d8) entdo f'([u]’) C B(X,e) e
X C B(ft([u]'),e) para t natural.

A prova deste coroldrio pode ser encontrada em Bassanezi et al. (2000).

A pesar do contetido dessa secio ser vélido para o espaco n-dimensional R”, vamos

nos restringir a n = 1.

3 A Equacao Fuzzy e Seus Pontos Fixos

Considere a equagdo fuzzy, de tempo discreto, associada ao modelo logistico 1

U1 = falur) (5)

onde f, é a extensdo de Zadeh de f,.

Pelo teorema 3, sabemos que X0} € X{z,} 830 pontos fixos da equagao 5, sendo
o primeiro instavel e o segundo assintoticamente estdvel para 1 < a < 3 e instavel para
3 <a <4. A partir de agora, estamos interessados em encontrar novos pontos fixos para
esta equacao.

Se u € &' denota um ponto fixo da equacio fuzzy 5, temos

fa(u) = u, (6)
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ou seja:
~ a3
[fo@] =@e0<a<,
em termos dos a-niveis. Como f, é continua, segue do teorema 1
fa([u]®) = [u]® = [uT, 7]

o1l

{ v = min{f(x): € [uf v}

ugr max {fo(2) : & € [uf, uf]}

Resolvendo o sistema 9, obtemos os novos pontos fixos:

U1 = X[0,24]: 1<a<2,

U = X[lml,ll'g}: 3 S a S 1 + \/5:

e, em termos dos a-niveis,

0,8 <a
[U3]a:{ [’4] se a;cf ’1—|-\/5§a§4,d>0,
& &

{0} se
0,% < a
[MP:{E’g s a;?,2<a§¢a>a
Tq se a>d
a) a <6
[us]® = [fo(3).5] se a<a A+VE<a<4,a>0,
{z,} se a>a
[0, %] se a<a
[ugl* =< [fa(2).2] se a<a<a ,1+V5<a<4,6>0,
{z,} se a>a
e
[0, 4] se a<é
— ’ 4 — v
[u7]&_{ [1;1;1 1;1;2] se a>a ’3§a§1+\/5’a>0.

65

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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Em wus € em u7 temos os valores

v 14+a—+/(a+1)(a—23)

1
m1 2a (17)

2

1 :1+a+\/(a+1)(a—3) (18)
2a ’

que formam um 2-ciclo do modelo logistico classico, desde que a > 3.

As figuras 2 e 3 ilustram estes novos pontos fixos fuzzy.
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Figura 2: Pontos fixos fuzzy w1, us e us.

As condicoes apresentadas a direita de cada um dos pontos fixos identificam os
valores do pardmetro a nos quais o ponto fixo em questio existe.
A anilise da estabilidade foi feita utilizando a definicdo 5 e o coroldrio 1, obtendo:

® Ui, U3, Uq, Ug € Ur SA0 instaveis nos seus intervalos de existéncia, respectivamente;

e Uy é assintoticamente estivel no seu intervalo de existéncia;
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Figura 3: Pontos fixos fuzzy u4, us, ug € ur.

e u; é assintoticamente estdvelse d =1e 1+ NG < a < 4 e instavel caso contrario.

Algumas das demonstracdes da andlise anterior podem ser enontradas em Bassanezi
et al. (2000).

Observe que os pontos fixos assintoticamente estaveis tém a forma x4, com A =
{z,} (correspondente ao ponto fixo cldssico para 1 < a < 3), A = ['z1, zs] (us para
3<a<1+VE)eA=[fa(%).% (usparac=1el+V5<a<4).

4 Ciclos Fuzzy

Observando que o equilibrio fuzzy us (expressdo 11) é a funcgio caracterfstica do
intervalo fechado limitado pelos pontos do 2-ciclo cléssico, intuimos que os pontos de um
2N _ciclo classico podem dar origem a um 2V ~!-ciclo fuzzy construido de maneira ansloga.
O objetivo desta secdo é explorar esta expectativa.
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O exemplo a seguir destaca as principais caracteristicas deste tipo de ciclo fuzzy, o
que torna mais claros os resultados generalizados.

Exemplo: O modelo logistico discreto cldssico (equagao 1) possui um 4-ciclo cldssico
que denotamos por Bs = {%z1,%x2, %23, %24 }, em ordem crescente, assintoticamente estavel
desde que a € [as,a3) = [1++/6,3.541 ). Usando os pontos de By, escrevemos o 2-ciclo

fuzzy
By = { X221 202)s X[2aa.224] } (19)
cujos subconjuntos sdo pontos fixos da equagio
Ugt2 = anQ(Ut) (20)

desde que a € [as,a3] = [1 + /6,3.4985---] (a5 < a3). Esse intervalo de existéncia do
2-ciclo fuzzy Bs aparece quando buscamos os pontos fixos da equaciio 20. Observe que u

é ponto fixo de 20 se satisfaz

e =[f"w)] 0<a<t, (21)
ou, usando o teorema 2,
[l = £2([ul"),0< @< 1 (22)
ou ainda
uf = min {fj(a?) SRS [U?aU?I]} (23)
ugy = max{f2z): € [ug,ug])
onde [u]* = [uf,uf], 0 < a < 1.
Quando U= X[2a, 200 temos [u]a = [237172.’172] V0<a<l1 e, pela equagao 23,
2z = min{f(z):z € [Pr, %]} = [2(z2) (24)
2o = max{f2(z):x € P21, x]} = f2(*m;)

0 que s6 se verifica quando 2z» < I, valor em que ocorre um minimo de f2(z) (veja na
figura 4). Observe que 2z; é sempre maior que z max;, valor em que ocorre um maximo
de f2(z) (veja na figura 5).

Quando u = X24, 24, temos [u]® = [Pz3,%24] V0<a<1le

{ 2z = min{f3(z):x € [Py, %]} = [2(a4)

25
2zy = max{f(z):x € [Pas,%z4)} = f2(w3) (25)

o que s6 se verifica quando 2x3 > x maxs, outro valor em que ocorre um maximo de f2(z)

(veja na figura 4).
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Ambas condi¢es obtidas nos dois pardgrafos acima implicam na mesma restrigio
a < a}. Isto ndo é coincidéncia! Esta condi¢fio restringe o suporte do subconjunto fuzzy
a regides onde a funcio f2(z) é mondtona, regides limitadas pelos sucessivos valores onde
ocorrem os minimos e maximos da funcdo em [0, 1]. Isto se deve ao fato bisico que os
extremos relativos de uma func¢fo ocorrem quando sua derivada se anula; neste exemplo,

d 2
L (2) =0,

a=347

08r

0.6}

£

a

aAmax I .l'lﬂ:l‘(:

0 01 0.2 03 0.4 035 0.6 0.7 0.8 0.8

Figura 4: Gréfico de f2(z) destacando as posigoes dos pontos do 4-ciclo By em relagio

aos extremos da fungdo(sy: ((z1,2x2), O ((xe,2x1), o (Pxs3,%24) e O: (Pay,2x3)).

08 Amax,

172

Permanentes (iteragbes 151-251)
o
i

max,

Figura 5: Secao do diagrama de bifurcacdo do modelo logistico: a abscissa x max, do

maximo intercepta o ramo do 2z3 no mesmo valor de a em que a abscissa do minimo (1)
intercepta o ramo do 2zs.

De fato, observamos que sempre ocorre um maximo ou um minimo relativo da

~ . N-1 ~ . .
funcio envolvida f2 em x = % Entdo, equivalentemente, podemos determinar o

intervalo adequado de a tal que o valor % ndo pertenca ao interior do suporte dos conjuntos
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fuzzy que formam o ciclo (figura 5). O subexemplo a seguir ilustra o que acontece quando
r = % pertence ao interior do suporte de um destes conjuntos.

Sub-exemplo: Considere @ = 3.52 (fora do intervalo de existéncia do 2-ciclo fuzzy).
Observe o que acontece quando iteramos X[z, 2,,” POT fa, em termos dos a-niveis:

|:fa (X[2$1,2962])}a = fe ({2.1'1,2.%2})
= [min {fa(x) cx € [P, 21‘2]} , max {fa(x) cx € [P, 21‘2]}] ; (26)

= [t
ou seja,

A~

fo (Xpar 220]) = X[225,5]- (27)

Iterando novamente, obtemos

N

13 (Xppan 2a0)) = X[f.(2).2] (28)

que é um ponto fixo da equacio fuzzy 5 assintoticamente estavel para este valor de a (caso
paraticular de us: & = 1).

Para proceguirmos com os resultados, considere a seguinte notacao.

Seja By = {le,ng, e ,Nmzzv,l,NxQN}, em ordem crescente, um 2"V-ciclo do
modelo 1, assintoticamente estdvel desde que a € [ay,ani1) C [3,a*], N natural.

Considere a regizio VR;, i € {1,2,...,2V}, limitada por a = an, a = a*, z = N g;(a)
e x = Vh;(a) onde Vg; e Vh; sdo os valores das solu¢des de ij () = x que sdo instaveis
em [ay,4]! de tal forma que * = Nx;(a) satisfaz Vg;(a) < Vz;(a) < Vhi(a). Observe
que N Ry~ 6 limitada por £ = 1 no lugar de # = Vh;(a). Também, dado a, denota-se
NRi(a) = [Vgi(a), Y hi(a)].

Exemplo: Vamos tomar N = 2; notamos que f§2 () = f4(x) = z tém como solucdes:
0, 21, tm1, 222, P21 = 24, 273, 122, 224, em ordem crescente (a € [as,4]).

Os pontos fixos clissicos 0 e x,, bem como o 2-ciclo classico By = {lxl, 1332}, sao
instaveis desde que a € [as,4]; logo, eles limitam as regides 2Ry = (az,a*) x [0,1z1],
Ry = (a2,a*) x ['z1,%1], 2R3 = (a2,a*) x [°x1,'22], € 2Ry = (az,a*) x [tz2,1] (veja
figura 6).

O 4-ciclo cléssico By = {%z1,222,%23,%24} é assintoticamente estavel desde que
a € [as,a3) e instavel, caso contrdrio. Note que 2z; € 2R;(a), a € [az,a*] ei=1,2,3,4.

IEquivalentemente, Yg;(a) e Vh;(a) podem ser entendidos também como todas as solucdes de
N-1
277 (z) =x para a € [ay,4].
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Figura 6: Secdo do diagrama de bifurcacido do modelo logistico destacando as regides 2Ry,
2R2, 2R3 e 2R4.

(s dois primeiros resultados a seguir dizem respeito ao modelo logistico discreto 1;
eles auxiliam na demonstracdo do terceiro resultado, que envolve a equacao fuzzy discreto
5.

Observe na figura 5 que quando o 2-ciclo By = {'z;, 22} perde a estabilidade em
as, nasce o 4-ciclo By = {%z1,%xs,%23,%24 }, de modo que 'z d4 origem a %z e %z5 e
Izy d4 origem a %z3 e ?z4. De modo geral, quando By_; perde a estabilidade em ay,

N_l.’I?,j € By_1 dé origem a Nl’g,'_l,Nl‘gi € By.

Resultado 1 Para N natural e a € [an,a*), a equacdo discreta 1 apresenta um 2% -ciclo
BN = {N'TlaNx27 B aNxQN} s

em ordem crescente. Se fo(Na;) =Nz; (i #j,4,5 € {1,2,---,2V}), entio os pontos de

um 2!-ciclo By (t natural, t > N e a € [a;,a*)) em ¥ R; sdo levados nos pontos do mesmo
ciclo By em VR;.

Prova:

Esta demonstracio é feita por inducédo em N.

N=1:

Neste caso, By = {'z1,z2} e é ébvio que fo(*z1) =22 e fo(tw2) = '=y.

A partir de a1, “x1 = 2, = 1 — 1/a divide o espaco [a1,a*) x [0,1] em duas regioes
1R1 e IRQ.
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Para a € [as,a*), t > 1, tem-se um 2'~ciclo que satisfaz 2 (z) =z e

t.%’l < t.%'Q < ... < t.Z‘Qt—l < 0.%1 < tm?t—l+1 < ... < t$2t_1 < t.’Ezz . (29)

Dl ~~

€ 1R € 1R»

Como a > 3, tem-se %z; > % daf:

1
5 < 0$1 < tl‘gt—lJrl < ...< t$gt_] < txgt (30)
e como f, é decrescente em [, 1], segue que
1
fa(t.%'Qt) < fa(txzt_l) < “aa < fa(tm2t—1+1) < fa (0371) = 0.771 < fa <2> . (31)

Mas f, leva pontos do 2t-ciclo em outros pontos do mesmo ciclo, entdo, comparando 31

com 29, a Unica escolha possivel é

fa(t$2t) = tﬂUl; fa(txzt—ﬂ = t$2§ ;fa(tmzt—lﬂ) = t$2t*1- (32)

Portanto, a metade dos pontos do 2!-ciclo que estdo em 'Ry s6 podem ser levados por f,
na outra metade dos pontos que estiio em ' R;. Por conseqiiéncia, também os pontos que
estio em ' R; s6 podem ser levados naqueles que estio em ! R», pois no existem repeticdes
no percurso iterativo de um ciclo.

N>1:

Considere valida a hipotese de inducdo: “Se fo(N~'a;) = N7la; (0 # 4, 1,5 €
{1,2,---,2N=11)  entdo os pontos de um 2¢-ciclo B; (¢ natural, t > N — 1 e a € [a;,a*))
em V! R; sdo levados nos pontos do mesmo ciclo B, em N 7' R;”.

Em ay, a solugio Y ~1xz; perde a estabilidade, dando origem a dois novos pontos

N N-1 N
Toi_1 < T; < Zo. (33)
A partir de ay, Y 71a; é solugdo instdvel de £2"(z) = z e divide a antiga regido

N=1R:(a) = [N1g;(a), V=1 h;(a)] em duas subregides Y R,: | (a) = [N71g;(a),V"'z;(a)] e
NRy;(a) = [V~ z3(a), M hy(a)] tais que Nay; ;€ YRy (a) e NVay; € VRy(a).

Igualmente, v _11'; da origem a dois novos pontos

N N—1 N
To5_1 < x; < To5 (34)
tais que My, € YRy 4 (a) e N,z € VRy5(a).

Note que, da forma que as regides foram limitadas, temos exatamente o mesmo
niimero de pontos de B; em cada regido N"'R; (1 € {1,2,---,2V"1}).
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I. Se f, é crescente em V1 R;(a), entdo fo (Nay;_,) = Nmzj_l e fo (Nay) = Nmzj.
Também todos os pontos de By em Y R,; (a) e em VN R,;(a) sdo levados em pontos do

mesmo 2'-ciclo em NV Rys_, (a) e em N Ry5(a), respectivamente.

N _
(Noy) =
Nays_,. Também todos os pontos de By em N R,; ,(a) ¢ em ¥ Ry;(a) sdo levados em

II. Se f, é decrescente em M~!R:(a), entdo f, (Nngfl) = NmQE e fau

pontos do mesmo 2*-ciclo em  Rys(a) e em N R,5_, (a), respectivamente.

II1. Suponha f, crescente em [N_lg;(a), %] e decrescente em [%, Nﬁlh;(a)], ou seja,
1 € N=1R:(a) (valor onde ocorre o maximo de f,).

Neste caso, f, é monétona em uma das regides, ¥ Ry; ,(a) ou MRy (a), e nesta
regido usamos o mesmo argumento dos itens I ou II para definir a regido para onde os
pontos de B; sio levados por f,. J4 para a regido onde f, ndo é mondtona, resta concluir
que os pontos de B; nela sao iterados por f, na outra regido ainda nio atingida (andlogo
ao que ocorre quando N = 1).

Pelos itens anteriores, temos que f,(Nz;) = Vz; implica que pontos de B; em ¥ R;
sdo levados por f, nos pontos do mesmo ciclo em R;, podendo i assumir o valor 2 —1

on 21 (e j, o correspondente valor dentre 25 — 1 e 27).

Resultado 2 Para N natural e a € [an,a”), a equacdo discreta 1 apresenta um 2% -ciclo
By = {Nzrl,Na:g,... ,NI2N},

em ordem crescente. As condicées a sequir sdo equivalentes:

(1)0< u(Bx) < 1, onde u(Br) = £, (Va2) - £ (N2) - £ (Vi)
(2) a € [an, o] Can,an+1), onde a’y € tal que fjg H)y=1;
(3) Va1, Nao) € [0,5] 5.0 [Nwai1, Vwas] C [0,5] e [Naaipr, Nawaiya] C [5,1],..1,
[Naon 1, Nayn] C [5,1], para algum i € {1,2,...,2N1}.
Prova:

(1)< (2)

Sabe-se que u(By) é monétona decrescente em [ay,an1], variando a partir de
1 até —1. Se a% denota o valor de a tal que p(Bwn) = 0, tem-se imediatamente que
0 < u(Bn) <1% a € lan,aly] (conforme ilustrado na figura 7). E ainda, em a = a},

tem-se
w(BN) = fir, (V1) fay, (Va2) e fay, (Nayn) =0
—
ah(1—=2-Npy)ah(1—2-Nag) - cai(1—2-Nayn) =0

—
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Figura 7: Funcao u(B1): af € o valor do parmetro a quando p(B1) = 0ou f7. (5) = 5

(2) = (3)
Observe na figura 8 as duas tnicas possibilidades: na primeira, o ramo do N za;

decresce interceptando o % quando a = a’% (8 A) e na segunda, o ramo do Ngos cresce

interceptando o 1+ quando a = a’ (8 B). O resultado segue imediatamente.

Como f, é mondtona crescente em [O, %] e mondtona decrescente em [%, 1], (3)
equivale dizer que f, é monétona em [Nag; 1, Nzy], i=1,2,... 2N 7L

Resultado 3 Para N natural e a € [ay,ay], @& equacdo fuzzy discreta 5 apresenta um
2N _ciclo fuzzy

By = {X[Nwl,Nmﬂ’X[NmSvad" e ’X[N$2N,17N$2N}}:

N 2N—1
que satisfaz f, (u) = u, onde By = {le,NxQ,... NZ'QN} é o 2N-ciclo cldssico

)

assintoticamente estivel em a € [an,any1) (o < ani1)-

Prova:

Inicialmente, observe que os pontos do 2V ~!-ciclo cldssico By_1 = {¥~lay, ¥ 1a,,
., N7layvo1} obedecem A seguinte ordem iterativa f, (VN 7'w;) = N 7lz;, ., onde i

assume o valor apropriado no conjunto {1,2,...,2V¥"!}, para k € {1,2,...,2V 1} ¢
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Figura 8: A. Secao do diagrama de bifurcacio destacando o 8-ciclo B3: no intervalo
[as, af] temos [3x1,3m2] C [0,%] e [3x3,3m4], [3m5,3x6], [3x7,3m8] C [%,1]; B. Secao do
diagrama de bifurcagio destacando o 16-ciclo By: no intervalo [a4,a}] temos [4331,4:5'2},

[4'233’41:4]: [4$5,4$6]C [0 %:I € [4'1:7’4%8]: |:4x15,4$16:| C [%71]

ign-1,1 = i1. Pelo resultado 1, os pontos de um 2'-ciclo B; (t natural, + > N — 1 e
a € [as,a*)) em V1 R;, sdo levados nos pontos do mesmo ciclo By em VTR, .
1. Demonstracao que By é um 2N 1-ciclo fuzzy.

Temos que mostrar que, escolhido um subconjunto fuzzy u em By, ele deve satis-
o N -1

-2 ~
fazer f, (u) = u e que a cada iteracdo por f, se percorre um outro subconjunto fuzzy
em By (sem repeticdes) até que, apés 2V ~! iteracdes, retorna-se ao subconjunto original.
Seja X[

L ke {1,2,...,2Y"1}, um subconjunto fuzzy arbitrdrio em

By. Vamos calcular f, N Mo usando a formalizacdo de a-niveis; como f, é
I: o 1 T2 ] ’
el ik
continua tem-se

~ a3
[fa (X[Nhik—l,]"xzik])] =Ja ([Nx%k—hN'T?ik]) : (35)
Do resultado 2, se a € [an,a}y] entdo f, ¢ monGtona em [Naza;, 1, Vo, | €

fa ([ngik_l,Nink]) = [min, max], (36)
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onde

min = min {fa (quk—l)  Ja (N$'2z‘k)}

max = max {fa (Nl'mkfl) s Ja (N$2ik)} :

Mas Nzg;, 1 e Yao;, sdo os tinicos pontos de By em V' R;, (a) e, pelo resultado 1, sio

o N-1 < N N
levados por f, nos dnicos pontos de By em Ri,. .. (a) que sd0 25, -1 € " T2ipy, -
Dai:

fo (Nr2i—1, V220, ]) = Naoipr—1: Y 220, - (37)

ou

A~

fa (X[Nm%—lvN“ik]) - X[Nink+1_1’Nm2ik+l]. (38)

Apés I iterages, . € {1,2,...,2M 1}, tem-se

f& <X[Nw2ik—17NZ‘2ikj[> - X[N$2ik+L—17Nw2ik+L]; (39)

o ciclo recomeca quando L = 2NV —1,

2N -1 ciclo fuzzy estédvel.

I1. Demonstracao que By ¢ um

Vamos utilizar o coroldrio 1. Para facilitar a notacao utilizamos F = 277 e
destacamos que F(u) = f25 ' (u) = f27 '(u) (do teorema 2).

Seja U = X[Nag; 1 Nagi]: © € {1,2,... ,2V=1Y tal que F(w) = 7.

IT. a) Suponha f, crescente em [N
Sejam € > 0 et > 0; tome 0 < & < € tal que

mgi,l,ngi]; neste caso, F’ também é crescente.

F(z) e (Nxzz 1—¢€ N332i—1) se (Nxzz 1 — 6, Nag 1)
Fi(z) € (Voo — e, Vo) se € (Nag — wm) (40)
Ft(z) € (Nogiz1, Vaoio1 +£)  se € (Naoic1, Vw21 +90)
Fi(z) € (Na2s, Naas +¢) se € (Nwa;, Nwg; + 6)
Como
Ft ([N.%’Qi_l —(S,NJJQ{-{—(S]) = [Ft (Nx%—l —(5) ,Ft (N$2i+5)] (41)

N N
C [ Toi—1 —E,  To; + 8}
segue que, para um subconjunto fuzzy arbitrario u,

Ft([u]°) c B([u],e) desde que [u]° C B([u]’,8) . (42)



Equacdo Logistica ... 77

Por outro lado,

Mgy, Nas] € [Ft (Nanimy +06) — &, F* (Nag; — 6) +€] (43)

ou seja
(Nogi—1, Naa] € B (F' ([Naaim1 + 6,V aa; — 8]) ,€) (44)

e ainda
[@° C B(Ft([u]'),e) desde que [a]® C B([u]',5) . (45)

De 42 e 45, e de acordo com o coroldrio 1, segue que @ é estivel.

REZTETFAE

Sejam e > 0 et > 0. Se ¢ é par, tome 0 < §; < ¢ tal que 40 seja satisfeita (com d;

II. b) Suponha f, decrescente em

no lugar de 4).
Se t é impar, tome 0 < &y < € tal que

Fi(z) € (Naas, Vaos +€) se x€ (Nagim1 — 62, Nwaim)

Ft(iﬂ) € (N$21_1,N$2i_1 + E) se x €& (N.’L’Qi — (52,N.’L’21‘) (46)
Ft(z) € (Moo — e,V agy) se x€ (Nagi1,Vmei 1+ 62)

Ft(x) S (N$2i—1 — £, N-TQi—l) se x € (N.Z'zi,N.Z'Qi + (52)

Seja 0 < § < min{d1,d2}. Como

Ft (Nogi_y —0) , F* (Naa; +6)] se t é par
F't N i -4 N ; ) — [ ¢ ’ z
([ T2i—1 , " Zoi + ]) { [Ft (Nl,% + (;) 7Ft (N$2i—1 _ 5)] se t é impar (47)

C [NVaoaic1 — e, Nao; + €]

segue que, para um subconjunto fuzzy arbitririo u,

Ft([u]®) ¢ B([)%e) desdeque [u]®C B([@]d) - (48)

Por outro lado, se ¢ é par

Nagiot, Vaas] € [Ft (Naaios +6) — e, Ft (Nag; — 6) +é]
e se t é impar

Nani1, Nagi] € [Ff (Vaai — 8) — e, F' (Naai_y +8) +¢]
ou seja

[N.I’Qi,h NIQZ‘] CRHB (Ft ([N.’Ifgifl + 4, NJ:Q{ - (5]) 76) (49)
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e ainda
[@° c B(F" ([u]'),e) desde que [u]°C B([u]',d) - (50)
De 48 e 50, e de acordo com o coroldrio 1, segue que @ é estivel.

2N—1

ITI. Demonstracao que By éum -ciclo fuzzy assintoticamente estivel, ou seja,

limy 0o D (F(u), ) = 0.

II1. a) Suponha f, crescente em [ngi_l,Nx%}.
Existem r; > 0 e r2 > 0 tais que limy_,o, F(z) =
)=

Nagi 1 se |z —Nag; ]| < e

. t N
limy 00 F* (2 ®a; se ||z — Nzgl| < 7.
Tome 7 = min{ry, 72}, usando os argumentos da parte II. a), podemos concluir

que limy_, oo D (F(u),u) =0se u € B(u,r).

II1. b) Suponha f, decrescente em [Nxzi,l, ngi].

Se t é par, existem 71 > 0 e ry > 0 tais que limy_oo F'(z) = Naoiy se ||z —
N.’L’Qi,1|| <7y elimg_ Ft(ib’) = Nﬂ?zi se ||$ — NIQiH < 7.
Se t é impar, existem r3 > 0 e 74 > 0 tais que limy_o, F'(z) = Nzoy se ||z —

N.’L’Qi,1|| < rzelimi_ Ft(ib’) = N[L‘Qi,1 se ||$ — NIQiH < 7T4.
Tome r = min{ry,rs, 73,74}, usando os argumentos da parte I1. b), podemos con-
cluir que lim; oo D (Fi(u),u) = 0 se u € B(u,r).

De II e IIT temos que @ é assintoticamente estivel.
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