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Resumo. Neste artigo, estudamos a evolugdo de uma populagdo com manifestacio da
AIDS, para uma populacio assintomdtica, apdés receber tratamento com terapia anti-
retroviral regularmente. Para este propdsito, sugerimos uma metodologia para combinar
um modelo de populacio HIV positiva com um modelo microscépico. O primeiro descreve
a evolucdo da populagao enquanto o segundo a evolu¢do do HIV em cada individuo da pop-
ulacdo quando recebe tratamento com terapia anti-retroviral. Para relacionar os modelos
macroscdpico com o microscépico, utilizamos o Principio de Extensdo de Zadeh e obtemos
uma curva que representa a proporcio da populacio sintomética em funcdo do tempo.
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1 Introducao

No Brasil, desde o inicio da década de 90, o Ministério da Satide vem intensifican-
do sua politica de saiide publica, visando melhorar a qualidade de vida dos individuos
HIV positivos. E sabido (Ministério da Satide, 2004) que, sem nenhum tipo de tratamen-
to, individuos que apresentaram manifestacio da AIDS (Sindrome da Imunodeficiéncia
Adquirida) nao passam espontaneamente para a classe dos assintomaticos.

Por outro lado, segundo especialistas da area de saide, se a adesfo ao tratamento,
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com anti-retroviral, por parte dos individuos sintomaticos for regular, em geral de trés
a seis meses, os individuos se tornardo assintométicos. A terapia com anti-retroviral é
composta por dois inibidores, da transcriptase reversa e da protease, proteinas existentes
no material genético do HIV.

O objetivo deste trabalho é estudar a evolucao de uma populagdo com manifes-
tacdo da AIDS, para a populagdo assintomética, apds receber tratamento com terapia
anti-retroviral regularmente. Esta taxa de retorno sera tratada como um pardmetro fuzzy,
através de um sistema baseado em regras fuzzy, que depende da carga viral (v) e do nivel
de CD4+(c), sendo este o principal linfécito T que o retrovirus HIV ataca ao atingir a
corrente sangiiinea.

Em linhas gerais, o método consiste dos seguintes passos. A partir do modelo mi-
croscépico, que caracteriza cada individuo na populacao HIV positiva, obtemos o nivel
de CD4+ em cada instante de tempo. Conhecendo-se o nivel de C' D4+, seu valor fuzzy
inicial, e modelo macroscopico da populagao, calculamos os valores fuzzy da proporgao da
populacao assintomética em cada instante ¢ usando o principio de extensao. Em seguida, a
defuzzificagao pelo centro de gravidade é usada para obter a solugao do modelo fuzzy. Esta
aproximagao sugere um resultado no sentido que fornece um método de encontrar uma
solugao de uma equagao diferencial nao-autéonoma a partir de uma equacao autéonoma, um
valor inicial fuzzy, o principio de extensao, e a defuzzificagdo com o centro de gravidade.
Assim, obtemos uma curva que representa a propor¢ao sintomética em funcao do tempo.

Devido a possibilidade de lidar com incertezas e ao carater interdisciplinar, é que
temos optado pela teoria dos conjuntos fuzzy no estudo de fenémenos epidemioldgicos
(Jafelice et al., 2002, 2003a,b).

Na proxima secao, apresentaremos a modelo microscopico da dinamica do HIV e a

diminuicao de alguns parametros deste sistema quando o individuo recebe anti-retrovirais.

2 Modelo Microscépico da Dinamica do HIV

Em (Novak e C.R.M.Bangham, 1996) apresentam modelos da dindmica de infec¢ao
do HIV, sem tratamento com anti-retrovirais. O modelo que utilizaremos em nosso tra-
balho, contém quatro varidveis dependentes do tempo: células nao infectadas, células
infectadas , particulas de virus livres e anticorpos do HIV, especificamente o linfécito T
citotoxico representadas por n, i, v e z respectivamente. Particulas de virus invadem
células nao infectadas, infectando-as a uma taxa proporcional ao produto nv. Células
infectadas produzem novos virus livres a uma taxa dada por ki. Células nao infectadas,
células infectadas, particulas de virus e anticorpo morrem com taxas dadas pelos produtos

an, bi, sv e dz, respectivamente. No modelo, foi suposto que células ndo infectadas sao
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continuamente produzidas pelo organismo a uma taxa constante r. O seguinte sistema de
equagoes diferenciais ordindrias, descreve este modelo.
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Figura 1: Solugao numérica do sistema (1).
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Para obter uma solugdo numérica do sistema néo linear (1) utilizamos os parametros
da Tabela 1 (Caetano e T.Yoneyama, 1999) e as condicoes iniciais da Tabela 2:
Notamos que a solucdo do sistema (1) mostrada na Figura 1 tem similaridades com

o esquema da histéria natural da infeccao do HIV. Observamos que a variagao das células
dn

nao infectadas de C'D4+ é pequena, entdo podemos tomar — 2 0. Assim, introduzimos

uma relagdo entre as células ndo infectadas de C D4+ e o virus livre v dada por (2).

n = n(v)

r
a+ﬁ’U. (2)

1%
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Tabela 1: Parametros do modelo (1).
r=03 | a=0.1 g=1
b=001 | p=003 | k=05
§=0.01] c=0.01|d=0.01

Tabela 2: Condigoes iniciais.

n(0) 0.99

1(0) 0.01

v(0) 0.1

z(0) 0.01
t inicial | 0 unidades tempo
t final | 500 unidades tempo

Considerando tratamento de anti-retrovirais, isto é, inibidores da Transcriptase Re-
versa, evitando que particulas do virus livre infectem células C'D4+. Inibidores de Pro-
tease retardam a replicagao viral permitindo que o organismo reaja devidamente. Estes
inibidores evitam que as células infectadas produzam virus infecciosos. A combinacao dos
dois inibidores tem tido sucesso para os portadores do HIV.

Assim, o modelo (1) se adapta & utilizagdo de terapia anti-retroviral, diminuindo o
valor de 8 (taxa de transferéncia de células nao infectadas para virus livre), da Tabela 1 e
o valor de k (produgao de virus livre), da Tabela 2. A Figura 2 mostra que diminuindo (3
e k, as células nao infectadas de C D4+ aumentam e a quantidade de virus livre diminui,
os novos valores 3 =0.2 e kK =0.1.

Na proxima segao, apresentaremos a modelagem fuzzy da taxa de retorno da popu-

lagao sintomatica para populagao assintomatica com adesao regular ao tratamento.

3 Modelo Macroscépico Fuzzy

Segundo o especialista Dr. Francisco Hideo Aoki, professor do Departamento de
Clinica Médica da Faculdade de Ciéncias Médicas da UNICAMP, se aos primeiros sin-
tomas da AIDS, os individuos sintomaticos aderirem ao tratamento de forma adequada,
isto ¢, se a adesdo ao tratamento for de 95% a 100%, em geral de trés a seis meses, os in-
dividuos poderao ter grande recuperacao do ponto de vista clinico, a ponto de se tornarem
assintomaticos. Para avaliar a eficiéncia do tratamento, os especialistas da area médica
tém grande interesse em quantificar a taxa de retorno a classe dos individuos assintomati-

cos. Desta forma, sugerimos as seguintes equacoes diferenciais para modelar a evolugao da
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Figura 2: Variando os pardmetros do sistema (1).

populagao sintomadtica para a populacao assintoméatica com adesao regular ao tratamento:

O 5w,y = (0,01~ ) 2(0) = 0
W ey y(0) =1 (3)

em que x é a proporcao da populagao assintomdtica e y é a proporcao da populagao
sintomética e v é a taxa de retorno da populacdo sintomdtica para assintomética. A
quantificacdo da carga viral e a contagem de C'D4+ sao utilizadas para iniciar ou alterar
terapéutica anti-retroviral. A idéia em (3) foi construir um modelo fuzzy que gradue =
dependendo de v e c. Assim, nos parece razoavel que o controle de 7y, e consequentemente
da populagao y (sintomédtica), pode ser feito a partir de v e ¢, pois a taxa de retorno ~y
depende das condig¢oes individuais.

Nas préximas subsecgoes, faremos um estudo considerando o conhecimento do espe-
cialista (médicos) para estimar a taxa de retorno v dependendo da carga viral v e do nivel
de CD4+ (c).

3.1 Variaveis Lingiiisticas e Base de Regras

Vamos estimar a taxa de retorno v = (v, ¢) baseada nas informagoes médicas.
Adotando a base de regras fuzzy assumindo antecedentes a carga viral V e o nivel de

CD4+ e, e a taxa de retorno I' como conseqiiente. As fungoes de pertinéncia sdo do tipo
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trapezoidal. Os termos lingiiisticos para V sao baiza, média e alta e para C'D4+ muito
baixo, bairo, médio, médio alto e alto. Para a taxa de retorno v sao fraca, média fraca,
média e forte. O método de inferéncia utilizado é o de Mamdani. Os valores assumidos
para -y sao traduzidos pelas funcées de pertinéncia como mostram Figuras 3, 4 e 5. A base
de regras fuzzy é apresentada na Tabela 3.

baixa meédia alta
1,0 —
0.8 —
0,6 —
0.4 -
0,2 +
0.0 T T T T J
0,0 0,2 0,4 0,6 o.,8 1,0
Carga Viral (\V) v

Figura 3: Fungoes de pertinéncia da carga viral (V).
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Figura 4: Fungoes de pertinéncia do nivel de C' D4+ .
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Figura 5: Fungoes de pertinéncia de taxa de retorno (T').

Tabela 3: Base de Regras Fuzzy.

v baiza média alta
CD4+
muito baizo forte forte forte
baizo média forte forte
médio média média média
médio alto fraca média | fraca média | média
alto fraca fraca fraca

3.2 A Taxa de Retorno v

Dada a base de regras acima e usando a Método de inferéncia de Mamdani com
defuzzificagdo o centro de gravidade, podemos calcular os valores de v = (v, c¢) para
valores da carga viral e os respectivos valores do nivel de CD4+ (veja a equagdo (4)),
como mostra a Figura 6. A partir da equagao (2), identificando a quantidade das células
nao infectadas de C D4+ com o nivel de C'D4+, pois o exame de sangue nao diferencia

células nao infectadas e células infectadas de CD4+.

r
a+ Pu

c(v) = (4)

A Figura 6, mostra que projetando a curva de ~(v,¢) no plano ¢ x v obtemos a

curva dada pela equacao (5).
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Figura 6: Taxa de retorno para os valores ¢(v).

0 se ¢ < Cmin
v(c) = C=Cmin_ o < o< e (5)
CM —Comin min >~ C > CM
1 se ¢y < ¢ < Cmax
onde ¢, € 0 valor minimo do nivel de C' D4+ para que a chance de um individuo tornar-se
assintomatico, cps € o valor para a chance de tornar-se assintomaético é maxima, € ¢pqz €
o maior valor possivel do nivel de C'D4+.

A partir de (3) e (5), concluimos:

X e =01 ) ©(0) =0
W e y(0) = 1 ©)

Resolvendo (3), temos:

z(t) =1— e 1"
y(t) = e 71, t>0. (7)

Como discutimos previamente, o nivel de C' D44 é uma informagao importante
para acompanhar a evolucao dos sintomas do HIV. Assumimos que o modelo microscépico
(1) descreve o comportamento do nivel de C D4+ no tempo (c(t)) para a populagdo. Se

assumirmos (7) e (5) temos y(t) = e~ 7€), Entretanto, se y(c(t)) é diferencidvel, entao
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Figura 7: Método para encontrar a solugao da populagao HIV sintomatica.

Figura 8: Fungao de pertinéncia para Cj.
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Figura 9: Solucao fuzzy Cy emt=1et = 3.
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Figura 10: Wy em t = 1.
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Figura 11: Grau de pertinéncia da proporcao da populagao sintomatica em cada instante
de tempo t.
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Figura 12: Comparagao entre a solucao defuzzificada e os dados reais.
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y(t) é a solucdo da seguinte equacao diferencial

% =— fy(c(t))—kt%y(c(t))%(t) Y )

Na prética, o valor de ¢(t) é impreciso porque inicialmente temos individuos com
diferentes niveis de C'D4+ na populagao. Entretanto assumimos que o valor inicial Cj é
um conjunto fuzzy. Portanto, o modelo populacional sugerido na verdade é uma equacao
diferencial ndo-auténoma com um parametro fuzzy variando no tempo. Na préxima secao
mostraremos como encontrar uma solu¢ao de uma equacao diferencial nao-auténoma a
partir do principio da extensao, dada a solugao da equagao diferencial autonoma corres-
pondente e os valores do parametro fuzzy variando no tempo.

4 Meétodo para Encontrar a Solugao do Modelo da Po-
pulacao HIV Sintomatica

O modelo da populagao HIV sintomatica é um exemplo de equacao diferencial fuzzy
nao-auténoma, uma vez que (8) depende do pardmetro variando no tempo, o nivel de
CD4+, no qual o valor inicial é um conjunto fuzzy. Um método para obter uma solugao
para (8), dando um valor inicial fuzzy para c(¢), é sintetizado na Figura 7.

Primeiro, notamos que a partir da base de regras fuzzy e o sistema de inferéncia
determinamos a taxa de transferéncia v(v, ¢) do modelo macroscépico, e usando a relagéo
entre o nivel de CD4+ ¢ e a carga viral v (4) obtemos (5). Assim, a composigao de (7)
com (5), para t fixo, denota por x;(c) é

1 se ¢ < Cmin
y(c) = ¢ e se cpin <c <y 9)
et se ¢ > ¢y

P

em que y(¢) = M . A seguir, assumimos que a populacao de HIV-positiva estudada
CM — Cmin

tem o nivel de C'D4+ inicialmente caracterizado por uma fungao de pertinéncia triangular

uc, para Cp, Figura 8:

0 sec<c—90
1
_ He—c+6) c—-d<c<c 10
ucy(c) Z(c—c—0) c<c<c+d o
0 sec>c+0

O parametro ¢ é o valor modal e § a dispersdao do conjunto fuzzy Cy, sendo que o

dominio de ¢ contém ¢in, Crmr € Cmas -
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4.1 Solugao do Modelo Microscépico com Valor Inicial Fuzzy

Como sugerido em (Hiillermeier, 1997), (Oberguggenberger e Pittschmann, 1999), e
(Mizukoshi et al., 2003), resolvemos o sistema de equagoes diferenciais néo-linear (1) para
cada valor de ¢y no suporte de Cy, isto é, para cada ¢y € supp(Cp). Assumimos que a
solugéo correspondente c(t) tem o mesmo grau de pertinéncia de ¢g. Entretanto a solucéo
de (1), dado o valor inicial fuzzy Cy, é um conjunto fuzzy C; cuja funcao de pertinéncia é
uc,. A Figura 9 ilustram a solugdo obtida para Cy (da Figura 8) com ¢ = 0.27 e 6 = 0.1.

4.2 Solugao Obtida a partir do Principio de Extensao

Nesta subsecao o principio de extensao é usado para obter a imagem do conjunto
fuzzy C; através da funcdo (9). Mais especificamente, a partir do principio de extensao

temos, para cada instante de tempo t:

uw, (4+(c)) = supuc, (c) (11)

em que Ct é o nivel de CD4+ fuzzy em t cuja a funcao de pertinéncia é uc,, Wy é o
conjunto fuzzy correspondente em ¢ com funcdo de pertinéncia uy,. A Figura 10 ilustra
W; em t = 1. As Figuras 11 mostram a solugéo y;(C}), assumindo C; evoluindo como na
Figura 9.

4.3 Defuzzificagao da Solugao

No ultimo passo do método, como indicado na Figura 7, encontramos uma solugao
representativa. Uma forma de defuzzificacao é o método do centro de gravidade. Seja uy,
a fungdo de pertinéncia de y.(C}). Denotando y;(c) por y; para simplificar a notacdo, a

saida real, y(t), é escolhida, em cada instante de tempo ¢, como segue:

f Yyruw, (yt)dzf
SUPP(Wt) (12)

t) =
V) = T e
supp(Wy)

Por exemplo, para a solugao fuzzy dada na Figura 11 obtemos, usando o centro de
gravidade, a solucao defuzzificada ilustrada na Figura 12. Em (Jafelice, 2003), mostramos

que (12) é solucao da equagao diferencial ndo-auténoma (8).
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5 Comparando a Solucao Fuzzy com os Dados Reais

Assim, a partir de exames de carga viral e nivel C'D4+ de um paciente do Hospital
das Clinicas da UNICAMP com adesdo regular, dados na Tabela 4, podemos obter as
taxas de retorno deste paciente utilizando o SBRF. Quando os valores da carga viral estao
abaixo do valor minimo que o teste laboratorial pode detectar, o resultado do exame sera
computado por 0 cépias/ml. A taxa de retorno de sintomédtico para assintomdtico, deste
paciente para os valores da Tabela 4, é de 0.15 no primeiro exame e 1 para todos os outros
exames. Como notamos na Figura 12, a solucao defuzzificada estd proxima dos dados
reais, utilizamos ¢ = 0.49 e cpy = 0.55. A solucao é obtida utilizando as informagoes

do especialista e combina um modelo microscépico com um modelo macroscédpico.

Tabela 4: Resultados dos exames de carga viral (cdépias/ml) e nivel de CD4+
(celtilas/mm?) nao estdo normalizados.
Cargaviral | 4660 | 400 [ 400 [ 400 [ 80 | 0 [480] o [ 0o [270] o
CD4+ | 654 [ 822 680 | 627 | 918 | 734 [ 950 | 820 | 694 | 743 [ 591

6 Conclusoes

Neste artigo sugerimos uma metodologia para estudar a evolugao da populagao sin-
tomatica para assintomatica quando recebe tratamento com terapia anti-retroviral, onde
taxa de retorno é um conjunto fuzzy nos valores do nivel de C'D4+.

O artigo combina o modelo microscépico com o modelo macroscopico para estudar
a dinamica da populagao e utilizamos o Principio da Extensao de Zadeh. A metodologia é
baseada nos conjuntos fuzzy e fornece uma caracterizacao clara e significativa do compor-
tamento da populacao sintomatica uma vez que é compativel com o conhecimento médico

e percepcao desta dinamica. A solugao tem mostrado estar préxima dos dados reais.
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