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Resumo. Neste trabalho, partindo de um efetivo problema de impacto ambiental numa

região de pantanal e de um levantamento na literatura, justificamos a modelagem de uma

interação entre quatro espécies-chave, incluindo as ações intra-espećıficas. Este quadro

recebe a perturbação da presença de um produto impactante, nascido de ações antrópicas

na região ou próximas, e o sistema evolutivo de equações diferenciais parciais não-linear

usado para modelar aspectos transientes dos ńıveis populacionais é apresentado em suas

formulações clássica e variacional. Um esquema algoŕıtmico é apresentado, com o qual se

obtêm aproximações locais de terceira ordem nas variáveis espaciais e de segunda ordem na

aproximação temporal. A aproximação espacial feita com o Método dos Elementos Finitos,

usando os de segunda ordem em triângulos com os quais se discretiza o domı́nio. No

tempo, usa-se Crank-Nicolson e, para aproximar a solução do sistema não-linear resultante,

recorre-se a uma sucessiva linearização em cada passo no tempo. Resultados numéricos são

apresentados de modo a permitir discussão e análise dos gráficos obtidos para as soluções

aproximadas.
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1 Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar a situação de impacto ambiental sobre espécies

afetadas pela presença de poluentes numa região pantanosa da Argentina chamada Esteros

de Iberá.

Os Esteros de Iberá1 estão localizados na prov́ıncia de Corrientes e se compõem de

uma vasta bacia hidrográfica com lagoas e ilhas flutuantes de vegetação agrupada. A área

total desta bacia é de cerca de 10000 km2 com uma profundidade média, no centro das

lagoas, de menos de 5 metros. Luna, Galarza, Fernádez e Iberá são as maiores lagoas do

sistema e a alimentação h́ıdrica se dá basicamente por aportes pluviais2. São regiões de

baixa circulação, totalmente rodeadas por pântanos (com exceção da Lagoa Iberá que tem

um pequeno trecho numa região arenosa) e por retardarem o escoamenteo superficial, ar-

mazenando água e funcionando como evapotranspirante (Bernardes, 1998). Os principais

canais de drenagem do sistema são o rio Corrientes a sudoeste, e o rio Miriñay, que nasce

na lagoa de Iberá, a sudeste.

Há relativamente poucos estudos efetuados na região, dadas as dificuldades de aces-

so e da existência de uma infra-estrutura bastante limitada para visitantes. A pouca

informação dispońıvel revela uma rica biodiversidade e a presença de várias espécies da

flora e fauna. No entanto, isto não tem sido utilizado no estabelecimento de poĺıticas de

gerenciamento deste rico recurso natural.

Ameaças à estabilidade e à biodiversidade da região do Iberá vêm principalmen-

te de recentes expansões na agroindústria local e da demanda por áreas de pastagens,

com a introdução do uso de agroqúımicos e de práticas de fogo induzido. Além destas,

recentes estratégias de desenvolvimento de vias de escoamento de produtos do Mercosul

chegaram a projetar a passagem pelos Esteros da principal hidrovia Paraguay-Paraná, um

projeto com fortes possibilidades de desestabilizar o ecossistema existente. A este quadro,

acrescentem-se as fontes de poluentes atmosféricos de pólos industriais do Sul do Brasil.

Em suma – e de modo genérico – os Esteros correm o risco de sofrer muitos tipos de

impactos.

1O nome Iberá vem do guarani para “Água que brilha”, nome que revela a natureza histórica da

reverência da população local para com as águas do Iberá.
2Não obstante, estudos recentes indicam forte correlação entre o ńıvel da represa de Yaciretá (a mon-

tante na bacia do Paraná) e nas lagoas e esteros (ver European Union INCO Project, 2003).



A presença evolutiva de um material impactante e ... 133

A importância internacional da proteção dessa região (como do Pantanal matogros-

sense, também ameaçado pela mesma hidrovia...) já foi estabelecido pelo Plano Inter-

governamental de Mudanças Climáticas Globais. A enorme quantidade de água fresca

não contaminada presente no sistema de lagos do Iberá continuará tendo uma grande im-

portância internacional. A chave do desenvolvimento sustentável dessa região e de outras

regiões é uma precisa avaliação de seus recursos naturais e o estabelecimento de estratégias

adequadas e a longo prazo para seu gerenciamento.

No estabelecimento deste tipo de poĺıtica, avaliações qualitativa e quantativamente

precisas se fazem necessárias no estudo de impacto de atividades na região e nas pro-

ximidades. Também o estudo de populações e das interações entre espécies e os efeitos

dos mencionados poluentes devem ser considerados, reunindo instrumental matemático de

avaliação e de simulação para a ação conjunta com técnicas de outras áreas cient́ıficas.

Muitas são as necessidades do uso de instrumental matemático no estudo dos pro-

blemas de impacto nesta região com seus múltiplos aspectos. Bernardes (1998) fez um

estudo introdutório preparando um software para a simulação do comportamento evolu-

tivo de poluentes aquáticos de superf́ıcie, usando-o no caso da lagoa de Iberá, uma das

diversas lagoas do ecossistema estudado.

Outro dos aspectos que exigiu a atenção dos técnicos da equipe do projeto citado

é o efeito de poluentes cuja presença varia espacial e temporalmemte sobre espécies lo-

cais. Nestes casos o estudo de uma única espécie pode não responder a questões de efeitos

sistêmicos, devendo os modelos incluir a ação não apenas intra-espećıfica mas também

inter-espećıfica.

Diniz (2003) também abordou o estudo de poluentes em sistemas ar-água visando

criar e justificar modelagem e instrumental algoŕıtmico que se adequam a avaliação da

presença evolutiva de contaminantes no meio. Seus estudos foram orientados levando em

conta a mesma região: os Esteros de Iberá.

Pregnolatto (2002) estudou a modelagem e possibilidades de simulação computa-

cional de uma determinada espécie carismática afligida por uma epizootia local. Nesse

estudo surgem não linearidades em que se observam algumas semelhanças com aquelas

aqui consideradas. A diferença básica, no entanto, refere-se à adoção de espécies identi-

ficadas pela sua etologia relativamente à sua cadeia trófica bem como os efeitos tóxicos

induzidos pela presença evolutiva e advectiva de contaminantes.
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Para essa situação, buscamos formular um modelo matemático que descreva ge-

nericamente a interação dos dois predadores P3(x, y, t) e P4(x, y, t) (jacarés e pássaros)

competindo entre si por duas presas P1(x, y, t) e P2(x, y, t) (peixes e rãs) também compe-

tindo entre si ainda sob o efeito da presença evolutiva do efeito de um agente tóxico e, ao

mesmo tempo adotando dinâmicas populacionais de tipo Verhulst.

Construiremos o modelo necessário incluindo as respectivas dispersões populacio-

nais bem como as dinânicas de cada espécie. Para isto, os instrumentos tão clássicos

quanto atuais são adotados: a equação de Dispersão-Migração e a dinâmica de Verhulst.

Além disto, ocorrem, ainda de modo clássico (Lotka-Volterra) as interações e, por último,

o efeito evolutivo e espacialmente não-homogêneo da hostilidade do meio expresso pelo

parâmetro: σ = σ(x, y, t).

Nesta modelagem a referida hostilidade é obtida em passos sucessivos:

1. Resolução numérica da equação de Stokes, identificando um mapa local de circu-

lação de água (figura 1), obtido através do programa implementado por Cantão e

D’Afonseca (1998).

2. Resolução numérica da equação de difusão-advecção, obtendo o parâmetro σ(x, y, t)

– usando o campo de velocidades obtidos no ı́tem 1. – criando um cenário evolutivo

em que se mapeia no tempo e no espaço a passagem de contaminantes pelo meio.
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Figura 1: Mapa de circulação de água.
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Em seguida, e usando os resultados explicitados acima, obtemos o sistema não li-

near dado por

•Equação de Stokes: −div(∇ϑ)+∇P = g, supondo divϑ = 0 e obtendo assim ϑ, o campo de

velocidades para P , a pressão e g uma perturbação que pode ser nula.

(ver Kardestuncer e Norrie, 1987; Peyret e Taylor, 1985)

•Equação de Difusão-Advecção:
∂σ

∂t
−α∆σ + div(ϑσ) + sσ = 0 com σ(x, y, 0) = σ0(x, y),

e com σ
∣

∣

Γ0

= 0 e
∂σ

∂η

∣

∣

∣

∣

Γ1

= 0, obtendo σ
(n)
i

∼= σ(xi, yi, tn).

•
∂P1

∂t
−div(α1∇P1)+div(VP1)+ ρ1σ1P1 = λ1

(

1−
P1

K1

)

P1 − c1P1P3 − d1P1P4 − e1P1P2

∂P2

∂t
− div(α2∇P2) + div(WP2) + ρ2σ2P2 = λ2

(

1 −
P2

K2

)

P2 − c2P2P3 − d2P2P4 − e2P1P2

∂P3

∂t
− div(α3∇P3) + div(UP3) + ρ3σ3P3 = λ3

(

1 −
P3

K3

)

P3 + c3P1P3 + d3P2P3 − e3P3P4

∂P4

∂t
− div(α4∇P4) + div(TP4) + ρ4σ4P4 = λ4

(

1 −
P4

K4

)

P4 + c4P1P4 + d4P2P4 − e4P3P4

onde, para I = 1 a 4,

PI = PI (x, y, t) são as populações ou as densidades populacionais,

αI = αI(x, y, t) são os coeficientes de efetiva dispersão populacional,

V, W, U e T são os vetores velocidade de migração populacional ou advecção,

ρI são parâmetros indicativos do decaimento populacional de PI devido à mortalidade

causada pela quantidade σ do poluente,

σI = σI(x, y, t) são as taxas de decaimento da espécie PI no meio Ω durante o peŕıodo

[0,T],

λI são as taxas de crescimento intŕınseco para as populações PI ,

KI são as capacidades suporte das populações PI , e

cI , dI e eI são as taxas da relação intertespećıfica.
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Reescrevendo a parte final do sistema geral dado acima para aI = λI e bI =
λI

KI
temos:

∂P1

∂t
− div(α1∇P1) + div(VP1) + ρ1σ1P1 = a1P1 − b1P

2
1 − c1P1P3 − d1P1P4 − e1P1P2

∂P2

∂t
− div(α2∇P2) + div(WP2) + ρ2σ2P2 = a2P2 − b2P

2
2 − c2P2P3 − d2P2P4 − e2P1P2

∂P3

∂t
− div(α3∇P3) + div(UP3) + ρ3σ3P3 = a3P3 − b3P

2
3 + c3P1P3 + d3P2P3 − e3P3P4

∂P4

∂t
− div(α4∇P4) + div(TP4) + ρ4σ4P4 = a4P4 − b4P

2
4 + c4P1P4 + d4P2P4 − e4P3P4

(1)

Do ponto de vista genérico, a condição inicial é dada na forma

PI(x, y, 0) = PI0(x, y), e

enquanto que as condições de contorno são de tipo misto, consideradas aqui homogêneas:

PI

∣

∣

Γ0I

= 0 e − α
∂PI

∂η

∣

∣

∣

∣

Γ1I

= 0,

com Γ0I
∪ Γ1I

= ∂Ω para I = 1 a 4, evidenciando partes da fronteira do domı́nio em

que não há passagem (ver Pregnolatto, 2002).

2 Formulação Variacional das Dinâmicas Populacio-

nais

O modelo identificado acima será reproduzido mencionando apenas o subsistema

que inclui as quatro equações das ações intra e interespećıficas: as das quatro dinâmicas

populacionais, enfim a equação de Stokes e a de Difusão-Advecção receberam tratamento

em outros trabalhos.

Para se acompanhar a formulação variacional dessas equações, sua discretização,

suas expressões algoŕıtmicas e simulações numéricas, pode-se, entre outros, consultar tra-

balhos de outros membros do grupo de Ecologia Matemática do DMA/IMECC: Cantão
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(1998); Bernardes (1998); Diniz (2003) além do software de Cantão e D’Afonseca (1998)

e da tese de Oliveira (2003).

É conveniente se adotar a formulação fraca ou variacional em vez da clássica.

Aplicando então o Teorema de Green, considerando αI , as dispersões e V, W, U e

T os campos vetoriais de migração como independentes localmente do tempo, da variável

espacial e das próprias populações, e usando as condições de contorno, o problema dado por

PI = PI (x, y, t), I = 1 a 4 no espaço V = {P ∈ H1((0, T ), H1(Ω)) : tr(P ) = 0 em Γ0}

irá se tornar:

∫

Ω

∂P1

∂t
v ds + α1

∫

Ω

∇P1· ∇v ds + V1

∫

Ω

∂P1

∂x
v ds + V2

∫

Ω

∂P1

∂y
v ds+

+

∫

Ω

ρ1σ1P1 v ds − a1

∫

Ω

P1 v ds + b1

∫

Ω

P 2
1 v ds + c1

∫

Ω

P1P3 v ds+

+ d1

∫

Ω

P1P4 v ds + e1

∫

Ω

P1P2 v ds = 0,

∫

Ω

∂P2

∂t
v ds + α2

∫

Ω

∇P2· ∇v ds + W1

∫

Ω

∂P2

∂x
v ds + W2

∫

Ω

∂P2

∂y
v ds+

+

∫

Ω

ρ2σ2P2 v ds − a2

∫

Ω

P2 v ds + b2

∫

Ω

P 2
2 v ds + c2

∫

Ω

P2P3 v ds+

+ d2

∫

Ω

P2P4 v ds + e2

∫

Ω

P1P2 v ds = 0,
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∫

Ω

∂P3

∂t
v ds + α3

∫

Ω

∇P3·∇v ds + U1

∫

Ω

∂P3

∂x
v ds + U2

∫

Ω

∂P3

∂y
v ds+

+

∫

Ω

ρ3σ3P3 v ds − a3

∫

Ω

P3 v ds + b3

∫

Ω

P 2
3 v ds − c3

∫

Ω

P1P3 v ds−

− d3

∫

Ω

P2P3 v ds + e3

∫

Ω

P3P4 v ds = 0, e

∫

Ω

∂P4

∂t
v ds + α4

∫

Ω

∇P4·∇v ds + T1

∫

Ω

∂P4

∂x
v ds + T2

∫

Ω

∂P4

∂y
v ds+

+

∫

Ω

ρ4σ4P4 v ds − a4

∫

Ω

P4 v ds + b4

∫

Ω

P 2
3 v ds − c4

∫

Ω

P1P4 v ds−

− d4

∫

Ω

P2P4 v ds + e4

∫

Ω

P3P4 v ds = 0 ∀v ∈ V.

(2)

A principal caracteŕıstica de originalidade da expressão (2) reside na combinação de

modelos citada anteriormente, usando a aproximação de Stokes para obter um mapa de

circulação aquático que é usado como dado de entrada na produção de mapas evolutivos

da presença de contaminantes do meio, sendo esta presença, ainda, usada como dado de

entrada no passo seguinte, representando a hostilidade tóxica do meio atingindo as popu-

lações que interagem dentro e fora das respectivas espécies. Esta combinação encadeada

de modelos e aproximações não figura na bibliografia.

3 O Método de Galerkin

A opção para a construção de uma solução aproximada do ponto de vista do es-

paço é, então, a do Método de Galerkin visando o uso do Método de Elementos Finitos

(ver Johnson, 1987). Portanto, usando o processo de separação de variáveis, iremos, em

vez de procurar as soluções P1(x, y, t), P2(x, y, t), P3(x, y, t) e P4(x, y, t) do problema (2),
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construir aproximações do tipo:

PIh
=

N
∑

j=1

PIj
(t) ϕj(x, y) =

N
∑

j=1

PIj
(t) ϕj para I = 1 a 4

(3)

e para as quais temos

∂PIh

∂t
=

N
∑

j=1

dPIj

dt
ϕj . (4)

Esta aproximação irá refletir, entre outras caracteŕısticas, na mudança dos espaços

tanto das soluções procuradas, quanto das funções-teste inerentes ao Método de Elementos

Finitos. Assim, em vez de termos

PI ∈ V = {P ∈ H1((0, T ), H1(Ω)) : tr(P ) = 0 em Γ0}

iremos teoricamente construir soluções aproximadas neste ńıvel em subespaços Vh de di-

mensão finita N gerados pela base β = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN}.

Reescrevendo portanto o sistema (2) para Vh o subespaço de base β e rearranjando

convenientemente os termos não lineares, obtemos:

//

N
∑

j=1

dP1j
(t)

dt
(ϕj |ϕi) + α1

N
∑

j=1

P1j
(t) (∇ϕj‖∇ϕi) +

N
∑

j=1

P1j
(t)

(

V1
∂ϕj

∂x
|ϕi

)

+

+

N
∑

j=1

P1j
(t)

(

V2
∂ϕj

∂y
|ϕi

)

+

N
∑

j=1

P1j
(t) (ρ1σ1ϕj |ϕi) − a1

N
∑

j=1

P1j
(t) (ϕj |ϕi)+

+ b1

N
∑

j=1

P1j
(t)

(

N
∑

k=1

P1k
(t)(ϕkϕj |ϕi)

)

+ c1

N
∑

j=1

P1j
(t)

(

N
∑

k=1

P3k
(t)(ϕkϕj |ϕi)

)

+

+ d1

N
∑

j=1

P1j
(t)

(

N
∑

k=1

P4k
(t)(ϕkϕj |ϕi)

)

+ e1

N
∑

j=1

P1j
(t)

(

N
∑

k=1

P2k
(t)(ϕkϕj |ϕi)

)

= 0,

(5)

para ∀ϕi ∈ β, com análoga formulação para P1, P2, P3 e P4, levando em consideração

cada caso espećıfico (P3 e P4 são predadores competindo por P1 e P2, presas também



A presença evolutiva de um material impactante e ... 141

competidoras).

As equações indicadas em (5) correspondem a um sistema não linear de Equações

Diferenciais Ordinárias na variável t com a condição inicial (já discretizada) dada implici-

tamente por

N
∑

j=1

PIj
(0) (ϕj |ϕi) = (PI0 |ϕi) , ∀ϕi ∈ β e I = 1 a 4. (6)

A transformação do sistema não linear de Equações Diferenciais Parciais (2) para

o sistema não linear de Equações Diferenciais Ordinárias dado em (5), embora produza

senśıvel simplificação, continua a apresentar dificuldades anaĺıticas de modo a convencer

o analista a continuar a recorrer a discretizações apropriadas.

4 Discretização espacial: Método de Elementos Fini-

tos

Diferentemente de situações clássicas em que a triangularização do domı́nio – através

da construção de uma malha conveniente – é regular (um retângulo), e, portanto, domı́nio

discretizado Ωh e domı́nio original Ω coincidiam, o domı́nio a ser considerado é retirado,

por assim dizer, do mapa. Trata-se da Lagoa de Iberá. A regularidade do retângulo agora

inexiste e Ωh não coincide com Ω. Vemos, de modo bastante intuitivo, porém, que sucessi-

vos refinamentos da malha levam Ωh a convergir (de algum modo) para o domı́nio original

Ω. Nesse sentido, podemos ilustrativamente comparar as figuras 2 e 3.
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Figura 2: Batimetria da lagoa de Iberá.
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Figura 3: Discretização da lagoa de Iberá usando o software Triangle (ver Shewchuck,

2002).
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5 Discretização temporal: Método de Crank-Nicolson

Adotaremos os operadores de aproximação de Crank-Nicolson3 para discretizar a

variável temporal. O método consiste em usar as aproximações:

PI (tn + ∆t/2) '
PI(tn) + PI(tn+1)

2
, e

dPI

dt
(tn + ∆t/2) '

PI(tn+1) − PI (tn)

∆t

para I = 1, 2, ambas da ordem de (∆t)2 estimada em t = tn + ∆t/2 (ver Carnahan et al.,

1969; Kardestuncer e Norrie, 1987).

Esta discretização resulta num sistema não linear em P
(n)
Ik

= (P
(n)
I1

, P
(n)
I2

, · · · , P
(n)
IN

)

onde P
(n)
Ik

caracteriza-se pela relação:

P
(n)
Ik

∼= PI(xk , yk, tn), I = 1 a 4

com a condição inicial dada implicitamente pelos sistemas

N
∑

j=1

P
(0)
Ij

(ϕj |ϕi) = (PI0 |ϕi) , ∀ϕi ∈ β e I = 1 a 4. (7)

6 O Problema Discretizado Não Linear

Em vez de fazer uso do sistema não linear acima descrito usa-se a aproximação

(ver Meyer, 1988) e já reagrupando os termos de modo a separar os termos relativos ao

(n + 1)-ésimo passo no tempo obtemos o sistema não linear dado sucessivamente por:

3Neste parágrafo iremos simplificar na realidade, o Método de Crank-Nicolson genérico – Meyer, 1988.
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N
∑

j=1

P
(n+1)
1j

{(

1 − a1
∆t

2

)

(ϕj |ϕi) + α1
∆t

2
(∇ϕj‖∇ϕi) + V1j

∆t

2

(

∂ϕj

∂x
|ϕi

)

+

+ V2j

∆t

2

(

∂ϕj

∂y
|ϕi

)

+
∆t

2
(ρ1σ1ϕj |ϕi) + b1

∆t

2

N
∑

k=1

[

P
(n+1)
1k

+ P
(n)
1k

2
(ϕkϕj |ϕi)

]

+

+ c1
∆t

2

N
∑

k=1

[

P
(n+1)
3k

+ P
(n)
3k

2
(ϕkϕj |ϕi)

]

+ d1
∆t

2

N
∑

k=1

[

P
(n+1)
4k

+ P
(n)
4k

2
(ϕkϕj |ϕi)

]

+

+ e1
∆t

2

N
∑

k=1

[

P
(n+1)
2k

+ P
(n)
2k

2
(ϕkϕj |ϕi)

]}

=

=
N
∑

j=1

P
(n)
1j

{(

1 + a1
∆t

2

)

(ϕj |ϕi) − α1
∆t

2
(∇ϕj‖∇ϕi) − V1j

∆t

2

(

∂ϕj

∂x
|ϕi

)

−

− V2j

∆t

2

(

∂ϕj

∂y
|ϕi

)

−
∆t

2
(ρ1σ1ϕj |ϕi) − b1

∆t

2

N
∑

k=1

[

P
(n+1)
1k

+ P
(n)
1k

2
(ϕkϕj |ϕi)

]

−

− c1
∆t

2

N
∑

k=1

[

P
(n+1)
3k

+ P
(n)
3k

2
(ϕkϕj |ϕi)

]

− d1
∆t

2

N
∑

k=1

[

P
(n+1)
4k

+ P
(n)
4k

2
(ϕkϕj |ϕi)

]

−

− e1
∆t

2

N
∑

k=1

[

P
(n+1)
2k

+ P
(n)
2k

2
(ϕkϕj |ϕi)

]}

,

(8)

para ∀ϕi ∈ β.

As equações análogas para as demais espécies diferem apenas quanto às carac-

teŕısticas de cada uma, confome mencionada na equação (5).

De modo sucinto, têm-se
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AI

(

P
(n)
1 , P

(n)
2 , P

(n)
3 , P

(n)
4 , P

(n+1)
1 , P

(n+1)
2 , P

(n+1)
3 , P

(n+1)
4

)

P
(n+1)
I =

= BI

(

P
(n)
1 , P

(n)
2 , P

(n)
3 , P

(n)
4 , P

(n+1)
1 , P

(n+1)
2 , P

(n+1)
3 , P

(n+1)
4

)

P
(n)
I

(9)

com a condição inicial P
(0)
I = (P

(0)
I1

, P
(0)
I2

, . . . , P
(0)
IN

) e I = 1 a 4.

Diversos modos de se obter a solução de (9) estão dispońıveis. Iremos contornar a

dificuldade de aproximar a solução de (9) linearizando o sistema segundo Rachford (1973);

Douglas Jr. et al. (1979); Meyer (1988); Pregnolatto (2002).

Os processos iterativos são obtidos mediante o seguinte algoritmo:

1. resolve-se o sistema

A1

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4

)

P
(∗)
1 =

= B1

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4

)

P
(0)
1

obtendo o vetor P
(∗)
1 ;

2. resolve-se, agora, o sistema

A2

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4

)

P
(∗)
2 =

= B2

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4

)

P
(0)
2

obtendo o vetor P
(∗)
2 ;

3. resolve-se, em seguida o sistema

A3

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗)
1 , P

(∗)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4

)

P
(∗)
3 =

= B3

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗)
1 , P

(∗)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4

)

P
(0)
3

obtendo o vetor P
(∗)
3 ;
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4. e finalmente, resolve-se o sistema

A4

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗)
1 , P

(∗)
2 , P

(∗)
3 , P

(0)
4

)

P
(∗)
4 =

= B4

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗)
1 , P

(∗)
2 , P

(∗)
3 , P

(0)
4

)

P
(0)
4

obtendo o vetor P
(∗)
4 ;

5. resolve-se então, o sistema

A1

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗)
1 , P

(∗)
2 , P

(∗)
3 , P

(∗)
4

)

P
(∗∗)
1 =

= B1

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗)
1 , P

(∗)
2 , P

(∗)
3 , P

(∗)
4

)

P
(0)
1

obtendo o vetor P
(∗∗)
1 ;

6. resolve-se agora o sistema

A2

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗∗)
1 , P

(∗)
2 , P

(∗)
3 , P

(∗)
4

)

P
(∗∗)
2 =

= B2

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗∗)
1 , P

(∗)
2 , P

(∗)
3 , P

(∗)
4

)

P
(0)
2

obtendo o vetor P
(∗∗)
2 ;

7. resolve-se agora o sistema

A3

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗∗)
1 , P

(∗∗)
2 , P

(∗)
3 , P

(∗)
4

)

P
(∗∗)
3 =

= B3

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗∗)
1 , P

(∗∗)
2 , P

(∗)
3 , P

(∗)
4

)

P
(0)
3

obtendo o vetor P
(∗∗)
3 ;

8. resolve-se, finalmente o sistema

A4

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗∗)
1 , P

(∗∗)
2 , P

(∗∗)
3 , P

(∗)
4

)

P
(∗∗)
4 =

= B4

(

P
(0)
1 , P

(0)
2 , P

(0)
3 , P

(0)
4 , P

(∗∗)
1 , P

(∗∗)
2 , P

(∗∗)
3 , P

(∗)
4

)

P
(0)
4

obtendo o vetor P
(∗∗)
4 .
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9. Procedendo analogamente, obtêm-se sucessivamente P
(∗∗∗)
1 , P

(∗∗∗)
2 , P

(∗∗∗)
3 e P

(∗∗∗)
4

até que se definam as aproximações dos vetores P
(1)
1 , P

(1)
2 , P

(1)
3 e P

(1)
4 . Geralmente

não há ganhos ao se repetir muitas vezes estas iterações internas a cada passo no

tempo (ver Rachford, 1973; Douglas Jr. et al., 1979; Meyer, 1988).

10. O procedimento de 1. a 9. é repetido com P
(n)
1 , P

(n)
2 , P

(n)
3 e P

(n)
4 no lugar de P

(0)
1 ,

P
(0)
2 , P

(0)
3 e P

(0)
4 , para se obter, após as iterações internas o (n+1)-ésimo passo na

iteração temporal, P
(n+1)
1 , P

(n+1)
2 , P

(n+1)
3 e P

(n+1)
4 .

Este método de tipo preditor-corretor, definido no âmbito de uma discretização

Crank-Nicolson irá melhorar as aproximações mas não indefinidamente: ele tende à me-

lhor aproximação da ordem de (∆t)2 em cada iteração temporal4.

Este esquema de aproximações, portanto, calcula aproximações da solução de ordem

quadrática do ponto de vista espacial global, e de ordem também quadrática temporal-

mente, mas na visão local.

7 Resultados das Simulações Numéricas

Apresentaremos alguns ensaios numéricos para simular os efeitos de um impacto

ambiental causado por um agente tóxico na região da lagoa de Iberá, nos ńıveis populaci-

onais das quatro espécies interagentes consideradas.

Os parâmetros usados foram estimados na tentativa de testar o modelo. Assim,

foram adotados parâmetros que indicassem:

(i) maior difusão/dispersão para uma das presas (P2) e para uma das espécies preda-

doras (P3), menores valores nas outras duas;

(ii) um efeito significativamente maior do tóxico sobre as presas, e inferior nos predado-

res;

(iii) para a reprodução, maiores taxas intŕınsecas para as espécies predadas do que para

os predadores, e

(iv) um parâmetro (verhulstiano) do efeito da competição intra espećıfica maior em uma

das espécies de predadores (P3) e em uma das presas (P1), com valores menores para

as outras duas.
4Resultados de convergência podem ser encontrados nos trabalhos citados: Rachford (1973), Douglas

Jr. et al. (1979) e Meyer (1988)).
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O algoŕıtmo (9) foi programado em ambiente MATLAB no equipamento do La-

boratório de Matemática Aplicada no IMECC. Diversos outros recursos foram utiliza-

dos (Shewchuck, 2002), bem como recursos de software do grupo de pesquisa (Cantão e

D’Afonseca, 1998).

Apresentamos conjuntos de gráficos no caso em que se tem a concentração inicial

do material impactante na parte superior à direita. A figura 4 mostra como evolui a

distribuição do material impactante, exibindo a superf́ıcie dos ńıveis de impacto sobre o

domı́nio, após o peŕıodo desejado de tempo (neste caso, para 400 iterações). A pequena

distância coberta pelo poluente corresponde à nossa expectativa, em função da baixa

circulação local determinada no programa via Equação de Stokes.
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Figura 4: Evolução do material impactante – iteração 400.
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As figuras 5, 6 e 7 mostram os ńıveis populacionais das presas e dos predadores na

presença do agente tóxico, de diferentes pontos de vista.
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Figura 5: Nı́veis populacionais na presença do agente tóxico – iteração 400.
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Para análise visual, a figura 6 mostra os ńıveis populacionais com escalas diferentes

e, a t́ıtulo de comparação, a figura 7 mostra os mesmos ńıveis populacionais na mesma

escala.
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Figura 6: Outra visão dos ńıveis populacionais em escalas diferentes.
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Figura 7: Nı́veis populacionais na mesma escala.
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Na figura 8 podemos observar o efeito “viajante” do agente tóxico. Após as 400

iterações a população 1 (presa), inicialmente a mais afetada pelo poluente e pelo efeito da

predação-competição, começa a se recuperar, atingindo um ńıvel populacional significati-

vamente maior do que aquele anterior ao poluente e seu efeito tóxico. Este comportamento,

surpeendente do ponto de vista numérico não o é de uma perspectiva biológica: é como

se a população de presas P1 estivesse se aproveitando do fato de que seu competidor (P2)

ainda se recupera dos efeitos tóxicos, enquanto que as populações de predadores (P3 e P4)

ainda estão debilitados não só pelo efeito tóxico do poluente, mas também pela redução

de ńıveis populacionais das presas.
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Figura 8: Comportamento da população 1 após 400 iterações.
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Uma idéia de como as espécies chegaram aos ńıveis populacionais e às respectivas

distribuições áı desenhadas é sugerida pelas figuras abaixo.

Acompanham-se os ńıveis populacionais para um único nó (#1302) escolhido jus-

tamente na região inicialmente afetada pelo contaminante: vemos os efeitos imediatos

sentidos pelas duas presas (populações 1 e 2) e, com certo retardo, o efeito levado aos

predadores (populações 3 e 4), além dos efeitos esperados em função de comportamentos

clássicos de modelos do tipo presa-predador-competição.
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Figura 9: Comportamento evolutivo dos ńıveis populacionais para o nó #1302.
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Em comparação, a figura 10 acompanha outro nó (#2424) fora da região de efeito

imediato do material impactante. Podemos observar comportamentos significativamente

diferenciados: não só os ńıveis populacionais das presas (populações 1 e 2) são mais baixos,

obviamente, onde há impacto, mas o comportamento de um dos predadores (população

4) é invertido: na presença do impacto, mesmo com certa abundância de presas, seu

ńıvel populacional cai, enquanto que na ausência do produto tóxico, o ńıvel populacional

começa aumentando vindo a diminuir posteriormente muito mais em função dos efeitos

das competições, visto que, nestes ensaios realizados, o material impactante não chegou a

afetar significativamente (ainda!) as populações tanto de presas quanto de predadores.
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Figura 10: Comportamento evolutivo dos ńıveis populacionais para o nó #2424.
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8 Conclusão

Este trabalho visou, em suma, um objetivo múltiplo: introduzir um instrumental

a um tempo matemático, algoŕıtmico e computacional que se preste a simulações que, na

prática, pudessem contribuir para o estudo de efeitos de impacto ambiental em populações

e comunidades que residem, ainda, em regiões menos afetadas de modo irreverśıvel.

Uma primeira conseqüência pode ser a de fornecer a estudiosos de áreas correlatas

um software que permita avaliar o efeito de decisões ou estratégias na região estudada

ou de caracteŕısticas afins, decisões ou estratégias essas que afetam sejam as regiões cir-

cunvizinhas agro-industriais, seja as próprias regiões analisadas. Cabe dizer que tanto

a modelagem quanto as aproximções algoŕıtmicas e esquemas numéricos transcendem as

limitações daquela espećıfica região onde se originou o presente estudo.

São caracteŕısticas originais deste trabalho, em primeiro lugar, a combinação de

diferentes recursos de modelagem, via sistemas de Equações Diferenciais Parciais. De

fato, usamos na modelagem proposta:

• a Equação de Stokes,

• a Equação de Reação-Difusão com Transporte,

• conceitos de Migração-Dispersão em conjunto com

• a clássica Modelagem de tipo Lotka-Volterra.

Em segundo lugar não temos registro, na literatura dispońıvel, de uma combinação

que se revelou viável:

(i) determinação de aproximação confiável de um campo vetorial descritivo do mapa

circulatório, seguida da

(ii) determinação de aproximação consistente do transporte advectivo de material

impactante numa determinada região, obtendo, a cada ponto no domı́nio e a cada

instante no tempo, os ńıveis de material impactante; e, finalmente,

(iii) determinação de aproximações qualitativamente relevantes das populações resul-

tantes, e suas respectivas distribuições no espaço e ao longo do tempo, bem como os

efeitos diretos e indiretos do movimento do contaminante (ii) sujeito ao transporte

(i) sobre as populações-chave que, ainda, interagem entre si.
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O algoŕıtmo adotado é descrito em aplicações relativamente mais simples tanto no

tocante às dimensões do sistema abordado, quanto às ordens de aproximação. O esquema

definido em (8) trabalha com elementos finitos de segunda ordem, produzindo, junto com o

Método de Crank-Nicolson, aproximações locais de terceira ordem no espaço e de segunda

ordem nas aproximações temporais.

Por um lado é verdade que, dadas suas caracteŕısticas bastante pesadas em termos

de exigências computacionais (tanto em cálculos efetivos quanto em armazenamentos de

informações), os programas vêm exigindo longo tempo de processamento. No entanto,

oportunidades de melhoria de desempenho apontam uma primeira direção de trabalho

futuro.

Outra oportunidade de trabalho relevante no futuro pode ser a do uso do programa

em situações de fato que permitam a calibração de parâmetros do modelo (numa linha de

trabalho semelhante à de Kareiva, 1983).

Ainda, aquilo que se convencionou chamar de modo desnecessariamente anglicista

de “customização”, ou seja, a adequação do software para outros domı́nios e outras ações

interespećıficas, bem como outros efeitos de impacto, se constitui num desafio de certa

forma imediato e bastante viável.

Finalmente cabe-nos enfatizar o resultado numérico obtido que levou a figura 8.

Em esforços de cooperação com outros grupos de trabalho, situações como aquela que a

figura descreve surgem de modo natural como conseqüência de impacto por produto tóxico.

De fato, pesquisadores da CETESB (Poffo (2000)) descrevem um salto populacional

de certas algas, ultrapassando ńıveis prévios de densidade populacional após a presença

de manchas de óleo, ńıveis prévios estes, em que tais algas conviviam com competidores:

cracas marinhas.

Os resultados (e sua expressão gráfica na figura 8) são de grande alento para aqueles

que se dedicam ao uso deste tipo de instrumental na modelagem de fenômenos ambientais

visando o conhecimento, a preservação e estratégia de recuperação para regiões suscet́ıveis

de impacto por ações antrópicas.
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em Matlab. Software em Matlab, IMECC – UNICAMP.

Carnahan, B., Luther, H. A., e Wilkes, J. O. (1969). Applied Numerical Methods. John

Wiley & Sons, New York.

Diniz, G. L. (2003). Dispersão de poluentes num sistema ar-água: modelagem, aproxi-
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