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Resumo

Neste estudo, é descrito um problema de poluicdo ambiental por pro-
dutos impactantes numa regiio de pantanal. E apresentado um mo-
delo matematico descritivo, justificado pelos usos prévios em funcao dos
fenémenos fisicos considerados. I verificada a existéncia de uma solugio
no sentido fraco e sao propostos métodos numéricos de aproximacao.
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1 Introducao

O estudo da disperséao de poluentes, através da modelagem matematica,
tem se mostrado bastante eficiente para o estudo de perturbacoes globais ou
mesmo de ecossistemas em particular. Neste sentido, é que se propde o presente
estudo do problema da dispersdo de poluentes em regides de areas alagaveis,
onde o processo de dispersdo ocorre em meios distintos como o ar e a agua.
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Nas trés dltimas décadas, a emisséo de poluentes industriais no meio am-
biente levou a distirbios do equilibrio de varios ecossistemas, como a eroséo e
a contaminagdo de extensas dreas por metais ferrosos e ndo-ferrosos, além de
outros minerais (Marchuk, 1986).

Isto trouxe a necessidade de estudos e monitoramento dos problemas am-
bientais, abrindo um promissor campo de trabalho para pesquisadores das
mais variadas dreas. Uma vez que as questOes ambientais estdo fortemente
interrelacionadas, ndo podendo ser tratadas de modo isolado para a busca de
solucdes vidveis, ou até mesmo satisfatérias.

Desta forma, a protecdo ambiental vem ganhando cada vez mais um papel
relevante no cendrio mundial, principalmente nesta iltima década, tendo como
marco a realizacdo da Conferéncia Mundial ocorrida no Rio de Janeiro em
1992, a chamada Rio-92.

Se, por um lado, tais estudos ganharam maior destaque pelos érgaos go-
vernamentais somente nesta ultima década, por outro, no meio cientifico isso
ja vinha ocorrendo desde a década de 70, como por exemplo, a realizacdo em
1970 do International Environmental Protection Symposium, realizado na an-
tiga Tchecosloviquia e os seguintes com a ampla participacao de pesquisadores
(Marchuk, 1986).

FEm muitas situagoes, tem acontecido regides de exploracéo agro-industrial
préximas de dreas de protecdo ambiental. Barreiras isoladoras podem ser
estabelecidas em terra, de discutivel eficiéncia. No caso de meios aquéaticos e
aéreos, as barreiras se tornam muito mais dificieis, se ndo impossiveis.

Assim, poluentes transportados advectivamente viajam invadindo regioes
que deveriam ser protegidas das atividades antrépicas. E o €aso, por exem-
plo, de deriva de agroquimicos em lagoas préoximas as regioes de plantio, ou
das cinzas provenientes de queimadas afetando lagoas e bafas, como ocorre,
por exemplo, na parte norte do Pantanal Mato-grossense, incluindo, também,
o estudo da pulverizacdo por avido de dreas de plantio, vizinhas as dreas
alagaveis.

Um estudo integrado do impacto sobre regides a serem preservadas, préxi-
mas a atividades agro-industriais, ird exigir uma modelagem integrada do
problema englobando tanto o meio aéreo quanto o aquético, e é o que estd se
propondo através dos mode-los matematicos apresentados mais adiante.
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2 Alguns aspectos da poluicao

Na realidade, nosso planeta estd repleto de substancias téxicas. Muitas
delas ocorrem de maneira natural, completamente independentes de qualquer
atividade antropogénica, como por exemplo, o vapor de um vulcdo em ativi-
dade pode conter uma quantidade suficientemente grande de enxofre que néo
permita o crescimento de plantas nas suas proximidades. Os rios que fluem
através das florestas podem tornar-se desoxigenados devido as substancias
organicas naturais neles depositadas, as quais ao se decompor, resultam em
contaminagoes semelhantes aquelas causadas pelos esgotos domésticos. O
mercurio, que existe naturalmente nos oceanos, pode vir a se concentrar nos
peixes em niveis que chegariam a alarmar as autoridades de saide publica
(Mellanby, 1982).

No entanto, quando falamos de poluicédo, geralmente nos referimos a pre-
senca de substancias toxicas introduzidas pelo homem no meio ambiente. Isto
néo quer dizer que apenas a poluicdo causada pelo homem seja nociva, embora
muitos de seus atos tenham, freqiientemente, conseqiiéncias mais draméaticas,
do que os lentos efeitos dos envenenamentos de origem natural.

Os poluentes persistentes, hoje em dia freqiientemente chamados de “néo-
biodegradéveis”, mais pela precisao do termo do que por sua elegancia, colo-
cam-se como um problema completamente diferente. Quando diluidos a um
grau inofensivo, eles podem permanecer no nosso meio ambiente, porém com
a possibilidade de serem concentrados, possivelmente por organismos vivos.
Além disto, alguns produtos quimicos mais persistentes permanecem inaltera-
dos indefinidamente, ou tém mudancas extremamente lentas.

Por essas razoes, é relevante e vélido o temor de que substincias quimicas
produzidas pelo homem venham causar poluicdo global relativamente perma-
mente. Embora para alguns isto poderia ser considerado como um exagero,
pesquisas recentes*, no entanto, tém demostrado o nivel preocupante a que se
chegou.

Em relatério recente (CDC Environ.Health, 2001), o CDC (Centro de Con-
trole e Prevencdo de Doengas dos Estados Unidos) divulgou um grave relatério
téxico sobre a exposicdo humana aos produtos quimicos ambientais.

Um estudo recente da Academia Nacional de Ciéncia dos Estados Unidos
(National Research Council/USA, 2000), indica que em cada quatro proble-
mas que afetam o desenvolvimento e comportamento das criancas hoje, um

*vide (Rebougas, 1997)
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pode estar relacionado a fatores genéticos e ambientais, incluindo compostos
neurotoxicos como chumbo e pesticidas com organofosfatos.

3 O Problema

Para se ter uma primeira no¢do do processo de transporte e transformacéo
dos poluentes no meio ambiente, apresentamos a figura 1 a seguir. Este pro-

cesso estd relacionado com:

— propriedades fisico-quimicas dos poluentes;

— processo de transporte no meio

ambiente e

— processo de transformac@o do poluente.

Bi ot a

‘
.
’ Ar
.
.
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, ‘(4) N
(4) (5)
N < (6) B
v »
N
N
4
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*. | Sedimento

Poluente

Figura 1: Processo de transporte e transformacéo do poluente
(1) Excrecao/Secregdo; (2) Bioacumulagdo; (3) Evaporagdo;
(4) Precipitacdo; (5) Volatizagdo; (6) Absorcio e (7) Diluigdo -
adaptado de (Connel e Miller, 1984)

FEm geral, o tratamento do problema da poluicdo tem sido considerado
somente de modo isolado em cada um dos compartimentos indicados na figura
1, isto é, no ar ou na dgua ou nos solos/sedimentos ou na biota, sendo que
a énfase depende da drea de interesse do pesquisador que estéd realizando tal

modelagem ou estudo.
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Neste sentido, o presente trabalho procura levar em consideragao, senéo de
forma completa, pelo menos boa parte dos processos indicados pelo diagrama
da figura 1.

Dentre os agroquimicos em geral, serd dedicada mais atencdo aos pesti-
cidas, devido ao seu alto teor téxico, o que implica num impacto maior na
qualidade ambiental, sobretudo para a biota.

O uso de pesticidas na agricultura tem possibilitado ao agricultor a producao
de alimentos a um custo menor. Assim como os fertilizantes, os pesticidas tém
substituido a mao-de-obra e 0s equipamentos, no trato com a lavoura para o
controle de pragas. Primariamente, tém sua aplicagdo na producéo de graos
e de algodéo, sendo tamhém empregados nos campos de cultivo de hortalicas
e frutiferas em geral (Loehr, 1984).

A producéo e aplicacdo de pesticidas, em larga escala, comegou por volta
dos anos 40, aumentando gradativamente até a década de 70, quando o uso
de fungicidas e inseticidas diminuiu, devido a restrigdes ambientais, enquanto
o uso dos herbicidas continuou a crescer (Loehr, 1984).

Uma propriedade importante dos pesticidas é a solubilidade, uma carac-
teristica intrinseca da substancia quimica que nos indica a facilidade com que
ela se mistura ao meio liquido, formando um sistema homogéneo (Thibodeaux,
1979), tal propriedade é um dos fatores determinantes no transporte de polu-
entes no ambiente aquético (Haque et al., 1980).

Quanto a solubilidade no ambiente aquético, de uma maneira geral, pode-
mos classificar os pesticidas em dois grupos principais, a saber:

(i) os soldveis e

(ii) os ndo-soldveis.

Esta classificacdo faz-se necessdaria para um melhor tratamento do pro-
blema, de modo a obhter modelos mais adequados a realidade.

Na decricdo dos modelos que serdo apresentados a seguir, haverd uma
distingéo entre dois tipos de poluentes, a saber: (i) aqueles que ndo penetram
na dgua (ndo-soltuveis) e (ii) aqueles que penetram na dgua (soltveis).
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3.1 No meio aéreo

Na primeira parte do trabalho aqui proposto, serd modelado o transporte
aéreo do poluente e seu depdsito na superficie da lagoa ou bafal. A esco-lha do
dominio se deve a uma suposicéo inicial de simetria por translacéo, levando,
portanto, a escolha de um dominio bidimensional, conforme ilustrado na figura
2, a seguir.

O plano é escolhido na vertical e contendo o vetor que indica magnitude e
direcdo predominantes do vento na regiao.

O modelo deverd, entdo, considerar a difusdo do poluente estudado, seu
transporte advectivo, seus decaimentos, além das fontes poluidoras e sua pe-
netragdo no meio aqudtico, no caso (ii).

Vento predom nant ei[>

Escolha de Q

Lago

Figura 2: Escolha do dominio para estudo

Denominando u(x,y,t) como sendo a concentragido do poluente no ponto
(z,y), para o instante ¢, a equagdo que modela o processo, descrito acima, de
dispersao efetiva do poluente, no domfnio aéreo indicado na figura 2, pode ser
dada por:

% —div(o,Vu) + div(Vu) +ouu=f (3.1)

TUsa-se, no escopo deste trabalho, a terminologia lagoa ou bafa no sentido de indicar
corpos aquaticos de baixa circulagao
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Qy = au(u, Y, t)a

(é a difusibilidade efetiva no meio aéreo)
H

V= <’U1($7 Y, t); ’U2($7 Y, t)>

com div(V) =0

0. (é o decaimento no meio aéreo)

onde

f (é o termo fonte)

Desta forma, o dominiot Q (descrito pela figura 3) a ser considerado neste
problema de valor de contorno, bem como as condigdes de contorno, seréo
genericamente indicadas por:

0
au—u =g (local de entrada de poluente no dominio) (3.2)
on|r,
0
—aua—z = kiu (penetracdo de poluente no solo) (3.3)
I
0
8_77; =0 (sem saida de poluente para o meio aquédtico) (3.4)
T2
0
8_:; =0 (condic@o natural de simetria) e (3.5)
T's
ul = altura escolhida convenientemente distante para (3.6)
F44 que se possa considerar a inexisténcia de poluente

3.2 Inclusao do Meio Aquético

Fm segunda aproximacao, inclui-se o meio aquético, no caso de substancias
poluentes que pe-netram na dgua. Neste caso, além da concentracéo de polu-
ente no ar, indicado por u(x, y,t), serd designado por a(x,y,t) a concentra¢do
do poluente na dgua no ponto (z,y), para o instante ¢, na parte do dominio a
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Figura 3: Descricao do dominio €2 de estudo
Q= (0, L) x (0, H) C R?

Figura 4: Incluindo o meio aquatico no dominio de estudo

ser considerada (ver figura 4), bem como as condigoes de contorno, que neste
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novo caso, passam a Ser:

ou
on |,
ou
ay—| = ku (3.8)
on|r,
ou
TOug = Br2(u —a) (3.9)
I's Iy
Oa . .
_aaé?_n = ksa (penetracdo do poluente no sedimento)  (3.10)
I's
0 0
gae % (condigdo de estabilidade assintética)  (3.11)
877 T4, 877 T4,
u| =0  (como em 3.6) (3.12)
T's
Oa [
_aaé?_n = Po1(a —u)| (passagem de poluente ar/dgua) (3.13)
FQ 1_‘2

A equacdo de continuidade do poluente no meio aquético é dada por:

0
a—? — agAa+ div(Wa) +o.0=F (3.14)
O, (é a constante de difusibilidade efetiva no meio aquético)
H
onde W, é o campo de velocidade em €,
Oa (é o decaimento global no meio aquético)

90 = ToUIl't UT'e UT's Uy sendo que o, I'1, ['2, I's e ['4 sdo disjuntos
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f:

Age™  se (z,y) = (x1,Y1)
Vi €10,T]

0 se (x,y) # (zr,yr)

A escolha de F acima se deu, considerando que haja um actimulo do po-
luente na fronteira I'; e que o mesmo seja transportado pelos afluentes até o
ponto de descarga no meio aquético - ponto (21, yz,) do dominio - tal como o
efeito “run off”, no caso de campos de cultivo de arroz em varzea, comum em
dreas alagaveis.

FEstas equacdes é que constituem a chamada formulagéo classica ou “forte”
do problema. Tendo em vista a necessidade de demonstrar e obter, de algum
modo, a existéncia e unicidade de solucdo do problema, bem como, visando
a aplicacdo do método de Elementos Finitos, via Petrov/Galerkin para a dis-
cretizacdo espacial, que daré as aproximagdes numéricas adequadas da solugéo
para cada instante ¢t € [0, T faz-se necesséria a obtengéo da formulagdo varia-
cional ou “fraca” do problema.

A formulacéo fraca é preferivel visto que permite uma maior amplitude de
acdo tanto do analista (exis-téncia e unicidade de solugdo) quanto do analista
numérico (algoritmos computacionais).

4 Formulacao variacional

A formulagdo variacional do modelo consiste em obter uma outra for-
mulacdo das equagdes 3.1 e 3.14, cuja solucdo, denominada solucéo fraca,
deve ser procurada num espaco métrico conveniente. A justificativa de tal
procedimento estd na possibilidade de se poder usar fungdes que comportem
modelos de descontinuidade por exemplo, para a funcéo que modela alguns
dos fenémenos presentes no problema, como no caso de fontes pontuais no
dominio, tipico de problemas como o que foi proposto neste estudo, ou “man-
chas” de poluentes.

O processo para obtencdo da formulacdo variacional, é desenvolvido da
seguinte forma:

1. Considerar as derivadas de 3.1-3.14 no sentido de distribuiges;

2. efetuar o produto interno de cada termo das equacoes por uma funcéo v,
denominada funcéo teste, sendo esta pertencente a um subespaco conve-
niente de H(£2), que serd denotado por V (caracterizado mais adiante),
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sendo tal produto interno definido da seguinte forma:

= g dpys
= -gdn.
<f‘g> or /Ff gdy

cuja integracao é feita no sentido de Lebesgue.

Neste caso, serdo procuradas as solugdes u(X, t) e a(X, t), respectiva-
mente, em V e W, dados por:

V={vel?[0,T] ,H(Q)] : v =0 em parte de I' (I'y ou I's) ,V t € [0,7]}
W ={we £2[(0,T] ,H(Q,)] : w = 0 em parte de I'(I'5),V t € [0, 7]}

Os subespacos V e W seréo caracterizados, adiante, de forma mais especifica
para cada um dos casos considerados nas secoes 3.1 e 3.2, apresentados ante-
riormente.

4.1 No meio aéreo

Considerando as equactes apresentadas na secéo 3.1 sera obtida, a seguir,
a formulagdo variacional para o caso dos poluentes néo-solGveis, conforme
comentado na secdo prévia, caracterizando o subespaco V; de H! (€2), como se
segue:

={ve?[(0,7),H ()] :v=0em I'4V t € [0, 7]}

Neste caso, tomando f genérica, com a entrada (por deriva) de poluente
pela fronteira 'y e, além disso, considerando o coeficiente de difuséo aérea ay,
varidvel com relagdo somente & altura g, tem-se:

W diviau(y)Vu) + div(Va) 0w = f (4.15)

Assim, realizando o produto interno conveniente, vem:
// vdy — //Vozu Vul/dqu/ VV’U,I/dM
(4.16)
+// auuudug/ frdu Vv eV, Vite (0,7
Q Q
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Desta forma, considerando fungoes © derivadas primeiras de quadrado in-
tegraveis, no sentido fraco, e tomando V. = (Vi(y); —V2) (conforme justifica-
tiva adiante), obtem-se:

/Q%”dﬂ—//gv(au(y)w) udu+//gvl(y)g_zydu

—Va //Q %Vdu+/AUUUVdM4/AdeM (4.17)

YveV,Vte (0,7

ao fazer uso de um teorema do tipo Green, aplicado no segundo termo do lado
esquerdo da equacdo 4.17, vem:

ou ou
//Q El/d/ﬁ+//ﬁ au(y)VuVudqu//QVﬂy)%udu
~Va // @vdu+// auuvdu—/au(y)a—uvdv—// frdp  (4.18)

Vv eV, Vte (0,7

Dal, supondo uma variacdo linear crescente no coeficiente de difuséo, ou
seja:

Oéu(y) =ao+ oy, Qu,a0 >0 5y € [07 H]

H
e V dado por:
v 2
V =(Vy*; —V2)

onde Viy? é a componente horizontal resultante da deriva pelo vento pre-
dominente para uma primeira aproximacéo e Vo é a componente vertical da
velocidade resultante da ac@o gravitacional, supondo a resisténcia do ar line-
armente proporcional a velocidade, de modo que seja plausivel a aproximagcao
(Vo), assintoticamente, desta componente por uma constante, dai a equagao
(4.18) se torna:
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/ —udqu // oo + ay)VuVedu + V4 // —udu
—Va // —vdp+ oy // urdp — / og + auy) 877 vdry (4.19)

4// fl/d/,l/ VI/EVLVtE(O,T]
Q

Finalmente, considerando as condigoes de contorno (Brooks e Hughes,
1982) dadas por (3.2-3.6), substituindo no dltimo termo do lado esquerdo
da eq. (4.19), vem:

[ 2t [0 (w0 )an 11 ] #2

—Va [fq 3—ZVdM + oy // urdy + ky / uvdry (4.20)

IR
/gudnyr/ frdp Yv e, Vte (0,T)]
T'o

Agora, usando a notacdo para o produto interno definida anteriormente
nesta secdo, a equacdo 4.20 pode ser reescrita na forma:
(% 1/> + ((ao + auy)Vu Vu) +W <y2 Ju >
0;Q 0;Q2
+0y (u 1/> +k1 <u 1/>
0;Q 0;Q2 01"
1/> Vv e, Vte (0,T)]

()
(ot
;o

i) importante observar que em (4.20) aparecem apenas as derivadas de pri-
meira ordem, no sentido de distribuigoes ou “fraca”, da solugdo u(zx,y,t), en-
quanto na equacdo (3.1) aparecem as derivadas de segunda ordem, no sentido
cléssico.

Desta forma, passando dessa formulagéo cldssica (3.1-3.6) para a formulagao
variacional (4.20), s@o enfraquecidas as hipéteses de regularidade da solugéo,
0 que proporciona um aumento da classe de func¢bes para as quais o problema
faz sentido.

0;Q

(4.21)

0;Q
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Além disso, na formulacdo variacional, a demonstracio de existéncia e
unicidade da solugéo fraca se torna bem mais simples e, hoje, vidvel em com-
paracao com a da solucdo cléssica, cuja demons-tragéo sera tratada na préxima
secao.

4.2 Existéncia e unicidade de solucao

Considerando a formulagéo variacional obtida na secéo prévia, serd ohtida
a existéncia e unicidade da solucdo para a equacgéo (4.20), de acordo com o
que se segue.

Para estabelecer a existéncia e unicidade da solugéo de (4.20), serd utilizado
o Lema de Lax-Milgram (Lions, 1961, Teor. 1.1.3 - Cap. I, pg.8), observando
que este problema na sua formulacdo variacional (eq. 4.20) satisfaz as hip6teses
do citado teorema, seguindo o procedimento adotado, por exemplo, em (Diniz,
1994), (Castro, 1993) e (Mistro, 1992).

De fato, agrupando termos de (4.20) na forma abaixo e introduzindo a
notagao usada no referido teorema (Lions, 1961), tem-se:

2
- o
A(t;o)gz%(fl”wt >+Za i(z,1) + Ag (4.22)
J

2,j=1

o que, em (4.20) mediante as escolhas indicadas mais abaixo, fornece:

//Atul/dqu// udqukl/Flw/dfy
- /FO grdy + //Q frdu+ (//Q uoudu> do(t) (4.23)

Vv eV, Vte (0,T)

dadas as escolhas em (4.23) de:

A - ooty se 1=

. 0 se iAj
4 Viy?  se 1 =1
Vo se 1 =2

AO = Oy
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lembrando que &y é o operador de Dirac que “fixa” a condigdo inicial.

Para a demonstragdo de existéncia e unicidade da solugao, basta verificar
que (4.23) satisfaz as hipéteses do citado teorema.

4.3 Discretizacao do problema

Nesta secdo, sera feita a discretizagéo do modelo, para a formulacao obtida
na sec¢do 4 (eq. 4.20), através do Método dos Elementos Finitos (discretiza¢do
espacial) e Crank-Nicolson (discretizagdo temporal), descritos a seguir.

O primeiro passo da discretizacdo, no caso a espacial, serd via Método
dos Elementos Finitos. Este método é uma técnica geral para construgéo de
aproximagoes da solucao de um problema de va-lor de contorno, que envolve a
divisdo do dominio da solugdo num nidmero finito de subdominios simples (os
Elementos Finitos) e usando conceitos variacionais, construir uma aproximante
da solugéo sobre a colegdo de Elementos Finitos, (Becker et al., 1981); (Carey
e Oden, 1981)).

O segundo passo, serd o da discretizacdo da varidvel temporal (no caso,
Crank-Nicolson), optou-se por um método implicito com diferencas centradas
(Carnahan et al., 1969), (Kardestuncer e Norrie, 1987), de modo a transformar
os modelos, discretizados espacialmente, num sistema de equactes algébricas
lineares implicitamente definido (Sossae, 1995); (Diniz, 1994); (Castro, 1993)
e (Mistro, 1992).

Para isso, deve-se trabalhar com a formulacdo variacional do problema,
dada pela equacdo (4.20). Denominando de Vi, o subespaco de V gerado
pelas N, fungdes ¢; (chamadas de funcgoes teste). Assim, Vvg,, € Vp, é da
forma:

Npy

vy = vi(0)ei(x,y)
j=1

Neste modelo, como o processo de dispersao se d4 apenas no ar, serd feita
a discretizagdo do dominio aéreo (§2), considerando o subespago Vy, de Vi, a
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eq. (4.20) pode ser reescrita na forma do seguinte sistema de EDO’s:

h Vp
0:0 ot
0;I" 0;T'o

Yvp € Vi, VL € (0,T)

(At
uh>

o que, mediante as escolhas de A4;;, A; e Ao indicadas anteriormente, nos for-
nece o seguinte sistema de EDQ’s discretizado:

du] // ©; gpzdlﬂrzuj // a0 + ay) (V% V%)du
+V ZUJ' // y2<aa% %>d" VQZU] // (0% > (4.25)

+ouzuj // pipidp + ky Zua/ pipidy =

Jjel

4/ g%’d’YJr// (fsoi> H V; da base de Vj,
To Q

A discretizacdo seguinte é a da varidvel temporal, isso serd feito pelo
método de Crank-Nicolson, com diferencas centradas em ¢, + %, fazendo
as seguintes aproximacoes:

%( At>gu

0;Q

+k1 <uh (4.24)

0;Q

a \" "o At (4.26)

onde u’j”l = u;(tnt1)

’ AL\ L urt
(t + > = JTJ (4.27)

dai, levando (4.26) e (4.27) em (4.25), obtem-se o sistema linear

A = Bu™ 1 gtz dado  w©® (4.28)
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onde

At At
= <1+ —0u> / / sojsoidu+— / / (o + auy)(Ve; - Vidp)
At N o
+Vi—- // ﬁsozdu— 2—// ﬁ%duﬂcl/ pjpidy
I

At At
bij = (1 - —Uu> // pipidp — —// (g + o) Vi Vidp
At o
Vi // y? gDjsozduﬂfz // g0J<pzdu kl/ pjpidry
Ty

n+
’ //( n+At’ g01>du+/ g(t n+%v')§0id’7
O

U’(O)|§0 Zu() QDJ|§01 i:1727"'7Nh1

A matriz A é chamada matriz de rigidez e o vetor resultante das operagoes

B.au™ + d"+2 para cada instante ¢ AL é denominado vetor carga.

A ordem das aproximagoes temporais é, localmente, O(At?) e a escolha
das fungdes teste ¢; serd a de elementos finitos triangulares de primeira ordem.
Desta forma, obtem-se uma funcéo “piramide” sobre cada né, que é linear
por partes, assumindo o valor 1 no j-ésimo né e ZERO nos demais (ver figura

5).

Figura 5: Ilustragdo da funcao base ¢; para o j-ésimo né

A funcéo eshbocada na figura 5 é obtida a partir da definicdo por partes,
em cada triangulo da discretizacdo do dominio, onde sao definidas localmente
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(num triangulo de referéncia), trés fungoes base, ou seja, uma para cada vértice
do tridngulo de referéncia, que assume o valor UM no i-ésimo vértice e ZEERO
nos outros dois, propriedade esta exigida para as candidatas a funcéo base.

5 Formulagao variacional incluindo o meio aquatico

Nesta secéo, serd considerado o problema dos poluentes que penetram na
dgua (soltveis), o que implica na reformulagdo do dominio conforme apresen-
tado na figura 4 (pg.114), bem como as novas condi¢oes de contorno (Brooks
e Hughes, 1982), estabelecidas pelas equacoes (3.1 e 3.7 a 3.13) da segéo 3.2,
para a obtencéo da formulagéo variacional no caso dos poluentes soluveis.

Para este problema, os subespacos Vo, e Vs, de H' (Q = Q, UQ,), serdo
caracterizado da seguinte forma:

Vo, = {v e £2[(0,T),H ()] :v=0em I'sV t € [0,T]}

Vo, = {r e £2[(0,7),H(Q,)] :v=0em 5V t € [0,7]}

Neste caso, conforme denominado anteriormente, sendo u(x,y,t) e a(z,y,t)
as concentracoes do poluente nos meios aéreo e aquatico, respectivamente, o
sistema de equacgoes resulta em:

0
K V(@) + V(V) + ogu = f
ot
(5.29)
oa —
o agAa+V(Wa)+oqa =F

Dal, aplicando o produto interno indicado na se¢do 4 em cada termo do
sistema 5.29, vem:

ou 17
J| Givan= [[ 9 ieumvarian [ 90w

+// ouurdy = // Sfrdu, Yv ey,
// udu // aaAal/dqu/ V( W a)vdp

+// ogovdy = / Frdpy Vv eV, Vte (0,7
Qq Qa

(5.30)
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Novamente, considerando fun(;oes e derivadas prlmelgms de quadrado in-
tegraveis, no sentido fraco, tomando V- (Viy?; Vo), W = (Wy; —Wa) e f
genérica (como em (4.19) da segdo 4) obtém-se:

// udu // V [(ow(y)Vu)r d/Her// ya
) // —udqu// ouurdy = // Sfrdu,
Q. 9y Qu Qu

Yv eV,

// udu aa// Aaudqu// (W1 —nga>udu

// ogavdy = / Frdu Yv eV, Vi e (0,7

(5.31)

tomando os coeficientes de difusdo no ar (£2,) e na dgua (£2,), respectivamente,
por:

o (y) = ap + Yy, o, >0; y €10,Y] ea, constante

dai, fazendo uso de um teorema do tipo Green, aplicado no segundo termo do
lado esquerdo de cada uma das equagdes do sistema 5.31, vem:

/ auz/d/wr// (oo + ay)[Vu - Vrldp
q, Ot

+Vi fo y2g;ydu Vs // udquau// uvdp

_/ (Oéo + auy> a—l/dfy / frdpy  Yv e,

// Eud/wraa/ [Va - Vv|d
// Wl— —Wgaa}udqu// oqavdy

—udfy / Frdu Vv e Vo, Vit € (0,7
Qa

(5.32)

Por fim, considerando as condigoes de contorno dadas pelas equagoes (3.7
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3.13) e levando-as no sistema 5.32, tem-se:

// g—?udqu // ap + oY) [ Vu - Vyldp
+Wi // y? udu Vg// udqukl/ uvdry
ox I,
+0y / / uvd — gudry
To

+ﬁ12/ (u—a)vdy = / frdu Vv ey,

// udquaa// Va - Vl/dquaa// avdy

// Wl— —nga}l/du+ﬁ21 /F2(a—u)1/dfy

+k3/ al/d’)/4/ Fvdu Vv € Vo, Vit € (0,7
I's Qu

que, apds a separacdo das incégnitas, se torna:

0
// —uudqu // (a0 + ay)|[Vu - Vrldp
q, Ot Qu
+Wi // y2a—uudu —Va // a—ul/dqu Ou // uvdy
Q, Or Q. Oy Qu

+k1/ ’U,I/d’)/+/ ﬁlg’U/I/d’)/4/ frdu

T T2 Qu

+ﬁ12/ al/d’)/+/ gudry Yv ey,
I’

// Eudquaa// [Va - Vl/dqu// oqavdy

// Wl_ - Wy aa} vdp + +ﬁ21/ avdy + kaavdry
0 Ty T

—ﬁm/ UI/d’er/ Frdu; Vv eV, Vte (0,T]
Ty Qu

(5.33)

(5.34)

Como observado anteriormente, em (5.34) aparecem apenas as derivadas de
primeira ordem, no sentido de distribui¢oes, da solugéo a(zx,y,t), enquanto na
equagdo (3.14) aparecem as derivadas de segunda ordem, no sentido cldssico.
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Passando da formulagéo cldssica (3.1 e 3.14) para a variacional (5.34), as
hipéteses de regularidade da solugao sdo enfraquecidas, o que proporciona um
aumento na classe de funcdes para as quais o problema faz sentido.

5.1 [Existéncia e unicidade - com o meio aquatico

De acordo com a formulacao variacional obhtida na se¢ao anterior, tem-se a
existéncia e unicidade da solugdo para o sistema (5.34), utilizando o Teorema
de Lions (Lions, 1961, Cap. IV), para obter a existéncia e unicidade de solugdo
para o problema na sua formulago variacional, basta verificar que a eq. 5.34
satisfaz as hipéteses do citado teorema.

5.2 Discretizacao incluindo o meio aquatico

Nesta secdo, sera feita a discretizagéo do modelo, para a formulacao obtida
na sec¢do 5 (eq. 5.34), através do Método dos Elementos Finitos (discretiza¢do
espacial) e Crank-Nicolson (discretizagdo temporal), conforme descrito ante-
riormente.

Para isso, deve-se trabalhar com a formulacdo variacional do problema,
dada pela equacdo (5.34). Denominando de Vp,, € Vy,, 0s subespacos de Va,
e Vo,, respectivamente, gerado pelas Np,, e Np, funcgdes ¢; (chamadas de
fungoes teste). Assim, Vup,, € Vh,, € Vh,, sdo da forma:

Nh2u Nh2a
Vhs, = Y, vil)pi(2,y) Vhae = Y, Vi), Y)
i1 i-1

Neste modelo, o processo de disperséo ocorre em ambos os meios, com
isso, serd feita a discretizacdo dos dominios aéreo e aquético (£, e €, respec-
tivamente), considerando os subespagos Vi, € Via, 0 que fornece para a eq.
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(5.34):

8u
— // @j padp + ZU’] // a0 + awy) (Ve V) dp

i e ], ()

+0o, Z’U/] // @]szdu + k1 Z U]/ @]szdfy

FISN
+ﬁ122u] / Qjepidy = / Feudp + / gpidy
jel's
+012 Z a; / pjpidry Y; € base de Vy,,
jel's

Nhy Sas Nhy
Za—;// ijidu+aazaj// (VSOjVsOi)du

3 ff (G w3 ff (o

+04 Za] // @]szdu + k3 Z a]/ @]szdfy

j€l's
+B21 Z a; / pipidy = / / Foidp
Qa
j€l2
+ 021 Z Uj / pjpidy Vy; € base de Vp,,
j€l2

(5.35)

A figura 6, a seguir, ilustra a discretizacdo do dominio, incluindo os dois
meios e apresenta a funcdo base @;(x;,y,) para o j-ésimo né. Neste caso,
tambhém foi escolhida a discretizacdo por elementos triangulares de primeira
ordem.

Novamente, via o0 método de Crank-Nicolson, com diferencas centradas em
ln+ %, usando as aproximagdes (4.26) e (4.27) em (5.35), para a discretizagio
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Figura 6: Tustragdo da funcdo base @;(x,y)

temporal, obtem-se o sistema linear acoplado:

AutD) = By enty
(5.36)

cumtl) = Py 4 anr%

dados u(© e a©), onde

At At
= <1+—au> // sojsoidu+—// (a0 + wy) Vi Viidp
At d o At
= // 2 % i — V—// %5 dmkl?/ jpidy
I

At At
bij = (1 - —Uu> // pipidp = — // o + oys) Vo Vepidp
At 8 At
I

At At
= (1 + —0a> // sojsoidu+aa—// Vo Vedu
At 9] At
+W1 // SOJ Wg— // SD] du+k3 / gojgoidfy
T'1
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At At
dij = (1 — —aa> // pipidp — aa— // Vi Veidu
At 0 0 At
Wi / / pidpt Wz— / / I i — ks / pjpidy
Ty

ntl At At
4= (// vy %) d’“‘) 2 /F (9t 400 )ee) v
0
+612 ) 05—~ /F pipidy
2

Jj€l'2

nJrl At
P’ (// F(lyy at, )Wzdu>6L +ﬁ212uj /sojsoidv
2

j€l'y

(@) = Zu (piles) i=1,2, ..., Np,,

(aOp;) = Z a; g0]|g01 i=1,2, ..., Np,,

01.(2) é o operador delta de Dirac.

6 Consideracoes Finais

O presente modelo devera ser testado para a situacdo real de dispersao
de agrotéxicos na regido de Fsteros del Ibera (regido nordeste da Argentina)
- como parte do Projeto INCO-ERB IC18-CT98-0262/Unicamp, denominado
“Manejo de Recursos Naturais em Regioes de Pantanal no Mercosul”).

Os c6digos numéricos para o problema discretizado, encontram-se em fase
de implementacéo e testes, cujos resultados numéricos deverao constar de fu-
turas publicacoes.

Neste artigo, o intuito foi descrever o problema, suas formulagdes classica
e variacional, a existéncia e unicidade de solucdo e, por fim, a discretizagdo do
problema em sua formulacdo variacional.

FEspera-se com isso, contribuir de alguma forma para o tratamento ma-
tematico adequado de um problema ambiental de grande interesse, tanto para
estudos de impacto ambiental, quanto para estudos da “qualidade ambiental”.
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