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Resumo

Neste trabalho consideramos o modelo epidemioldgico do tipo SI (sus-
cetivel-infectado) com heterogeneidade na classe dos infectados. Neste
caso, a taxa de transmissao é considerada como conjunto fuzzy, A teoria
de inclusao diferencial fuzzy € utilizada para produzir uma solucao do
modelo. Em seguida é feita uma comparagio desta solugio com aquela
proposta pelo modelo determinttico.

1 Introducgao

Os primeiros modelos matemsticos em Epidemiologia que levam em consi-
deracac a subdivisao da populagio de hospedeiros em suscetivels e infectados
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foram os de Kermack e Mekendrie. Estes modelos assumem que todos os in-
dividuos infecciosos tém a mesma chance de infectar. No entanto, sabe-se
que nm conjunto de fatores influenciam na ocorréncia de uma nova infeegio,
dentre eles, a carga viral dos individuos infectados. Com a finalidade de se fa-
zer analises mais detalhadas e obter informagoes sobre o controle da doenga é
comum considerar graus de infecciosidade na classe dos infectados e, subdividi-
la em classes com n diferentes estdgios infecciosos. Neste caso, a complexi-
dade do modelo aumenta consideravelmente, difienltando a andlise de certos
parimetros epidemioldgicos( Leite et al (8)).

O tratamento matematico de incertezas graduais, como as que distingueimn
individuos numa populaciao, tem-se utilizado cada vez mais da Teoria Fuzzy.
Em Barros et al ((2)) a expectativa de vida de uma populagio € estudada a
partir dos diferentes graus de pobreza de seus individuos. J4 em Sadegh-Zadeh
((11)) os individuos sio classificados baseando-se no seu estado de saiide, ad-
mitindo estdgios intermedidrios entre satide e doenga.

Neste trabalho propomos um modelo em que a heterogeneidade dos in-
dividuos infectados é considerada sob a hipdtese que eles infectam diferen-
temente, de acordo com sua carga viral, que é assumida ser limitada. Dhesta
forma, o modelo matemédtico obtido passa a ser tipicamente aquele chamadao de
ruide desconhecido mas limitado, o qual é tratado matematicamente por meio
das inclusdes diferenciais | ver Krivan(7)). Para tornar o modelo mais rea-
lista, consideramos a taxa de contato como um conjunto fuzzy que depende da
carga viral e, esta por sua vez, tem possibilidades distintas de ocorréncia. Estas
hipdteses adicionais nos levam as inclusdes diferenciais fuzzy formalizadas por
Hiillermeier ((G)). Por fim, comparamos o mimero médio de infectados com
o nimero de individuos previsto pelo modelo deterministo, o qual & obtido
supondo a homogeneidade na classe dos infectados, isto €, supondo que todos
tenham mesma carga viral.

2 Preliminares
Um subeconjunto fuzzy subset F' de um conjunto universo &4 ¢ simbolica-
mente representado pela fungdo de pertinéncia up @ U — [0,1], onde up(z)

indica o grau de pertinéncia de » a F. Neste sentido podemos dizer que
todo subeonjuntofcldssico) € um particular subeconjunto fuzzy cuja funcaoe de
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pertinéncia € sua funcio caracteristica. Quando nao houver dividas, repre-
sentaremos o subeonjunto fuzey I apenas por sua funcao de pertinénecia u sem
o indice.

Cada subconjunto fuzzy F' & caracterizado seus o — niveis | ver Ralescu

(10)).
[FI* ={z el ulz) > a},ac(0,1] e
[F]" ={x € : u(zx) > 0} é o suporte de F.

Esta caracterizacio serda usada principalmente para obter solugtes dos sistemas
dindmicos fuzzy agul em nosso texto.

3 0O Modelo

O modelo matemsatico mais simples para descrever a dinfdmica de doencgas
diretamente transmitidas com interagio entre individuos suscetivels e infecta-
dos, com auséneia de imunidade, € o modelo ST sem dindmica vital. O modelo
pode ser representado pelo esquemsa compartimental:

;

onde S e I sao as proporgoes de individuos suscetivels e infectados, res-
pectivamente, ¢ 3 é o coeficiente de transmissao da doenga. Este modelo, do
ponto de vista deterministico, € descrito matematicamente pelo sistema de
equagoes diferenciais nao lineares,

& = _8sI
(1)
dl = gsr.
Considerando que a populagao total € constante, obtemos
dl
— =3Il -1T), 2
—=FI(1-1) (2)
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cuja solugao € dada por

I gt

It) = ———,
() Sa + IDE!"3z

(3)
onde Sp e Iy sao as condigdes inicials,

Na proxima segio vamos propor ulna extenséao do modelo (2), conside-
rando a heterogeneidade individual. Admitiremos que diferentes cargas virais

dos infecciosos contribuem diferentemente para a propagacio da doenga (ver
Barros et al (3)).

3.1 DModelo Fuzzy

Amhos os conceitos de suscetibilidade e infecciosidade sio incertos, isto &,
hd diferentes graus de suscetibilidade e infecciosidade entre os individuos de
uma populagio. Tais diferencas podem surgir, por exemplo, quando conside-
ramos grupos populacionals com seus diferentes habitos e costumes, diferentes
graus de resisténela, ete. Visando incorporar a heterogeneidade populacional
no modelo, consideraremos o parametro § [ § que representa a chance de
ocorrer a transmissio da doenca quando hd wm contato entre um individuo
suscetivel e nm infectado) como um ndmero fuzzy. Assim, o dominio da
funcio de pertinéncia § € o conjunto dos nimeros reals e seus o — niveis sio
intervalos.

Assumimos aqui que a heterogeneidade populacional € dada apenas pela
carga viral individual (ver Sadegh-Zadeh(ll)). Vamos supor que, quanto
maior a carga viral, maior a chance de transmitir a doenga. Em outras pa-
lavras, assumimos que @ = #{v) mede a chance da transmissio ocorrer num
contato entre um individuo suscetivel e um individuo infectado com carga viral
7

Para obter a funcio grau de pertineéncia de 3, assumimos que, quando a
quantidade de virus no individuo é relativamente baixa, a chance de transi-
missao € negligencidvel, e existe uma quantidade minima de virus v, ne
cessdria para provocar a transmissao da doenca. Além disso, a partir de uma
certa quantidade de virus vy, a chanece de transmissio da doenga € maxima e
igual a 1. Finalmente, supomos que a quantidade individual de virus € sem-
pre limitada por pin.. para cada doenga. Escolhemos a seguinte funcio de
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pertinéncia para 3 (ver (3))

0 88 ¥ < Vmin

fGlv) = min g g, VS UM i4d)

Faf —min

1 s g <V < Vingse.

A guantidade minima de virus necessdria para que ocorTa {TANSMISSAD, Myin,
¢ caracterizada pela suscetibilidade do grupo estudado.

p

0.5

Figura 1: Coeficiente fuzzy de transmissao 3

3.2 Analise do nimero de individuos infectados para o modelo
fuzzy

Sendo 3 um conjunto fuzzy, € de se esperar que o nimero de individuos
infectados, em cada instante, seja um conjunto tuzzy.

Até aqui a incerteza no modelo fuzzy € devido o parametro v. Néao sabe-
mos o valor de v, porém sabemos que v € [0, Uya]. Para obter o mimero de
individuos infectados, em cada instante, como um conjunto fuzzy vamos fazer
uso da teoria de inclustes diferenciais. Krivan((7)) sugere a substituigio da

equagao (2) pela inclusdo diferencial parametrizada

dr
= €{B@IL-1I), v € [0, tmax]}, (3)
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cuja solugio é formada pela colegao de todas as solugdes de (2), onde v(f) &
[0, vmax ] € uma funcio mensurdvel (ver Krivan (7) e Aubin and Cellina (1)).
Desta forma (5) € um easo tipico do chamado rufdo desconhecido mas limitado,
o qual deve ser estudado através do seguinte sistema de controle

% = B(v)I(1-1), I(0) = Io, v(t) € [0, Umax]. (6)
O conjunto de todas as solugoes da inelusio diferencial (5) eoineide com o
conjunto de todas as solugdes de sistemas de controle (6). Contudo, o conjunto
atingivel de (5) no instante ¢ = 0, definido por, R(t) = {I(t) : I € solugio de
5. é um intervalo (ver Aubin e Cellina (1)). Para nosso caso, este conjunto
atingivel & dado por
R(t) = [I_, L]

onde I, (f) e I_(t) sdo, respectivamente, as solucoes de

A max{B)I(L = I),v € [0,vma}, To

df
ar )
— min{F(v) (1 — I),v € [0,Vmax]}, Lo
ot dl dl
—=I(1-T — =0, Il0) = Iy.
T ( ) e g7 , 1(0) =1
Assim, T, (f) = Eﬂ% e I_{f) = I. Portanto
I,et
R(fj = [Iu,m].

D& hipdtese que 3 & um conjunto fuzzy, isto €, uma fungioe de pertinénecia
de algum subconjunto fuzzy com dominio nos valores assumidos pela carga
viral, Hilllermeier ((6)) propée que a inclusio 5 passe a ser vista como uma
inclusao diferencial fuzzy parametrizada por v, cuja solugéo €, em cada instante
t, um conjunto fuzzy I(t), eujos o — niveis, [I(t)]*, sio dados pelos conjuntos
atingiveis B™(f) da inclusio diferencial

{ % e{BvI(1-1I),ve 3]} (7)
I(0)= I
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que € equivalente a

%i‘ = {jitjftl - IJ; vE [C“:.t’l.ﬂ-'f - trmlnj' + t"mln:-"'-"J'n,aﬂ-:]} I:EJ
o) = I, .

Da mesma forma que obtemos R(f) acima, podemos concluir que

TP (¥ —Vmin) +Umin)t Ioet
R&“j= Al alver—t o 3" E] I:‘.-:i:l
SEI + IDE!' ': ': W —Ymin)+ mln:' SI:I + IDE!
Iﬂeat IuE:t

= . , 0<a<l.
[5D+IDEQt'Su+IDEZ]' S

Note que R(t) = R"(t).

Assim, em cada instante £, I{f) é um conjunto fuzzy onde o8 o —niveis 240
dados por R*(t) para todo o £ [0,1]. Vale a pena lembrar que os intervalos
Ro(t) obtidos acima definem, de fato, um conjunto fuzzy | ver Diamond(4)).

A fungao de pertinéncia de I'(f) ¢ obtida por (ver Ralescu (10))

S T

_ _ 1
uripy L) = EEEI.{& e0,1]: T R*t)} = ?lniﬁﬁj‘

E interessante notar que, neste caso, as trajetdrias no nivel o = 1, que é
formado apenas pela curva

IDEIt

m:[“ﬂﬁ

nao tem qualguer preferéncia sobre outras, ou seja, o fato de estar no nivel
a = 1, que estd contido nos demais [I(f)]®, ndo indiea que esta trajetdria
tenha mais chance de ocorrer que outras. Esta observagio € consequéncia
direta do fato que 3 € fungio de pertinéncia, mas o nimero F(v) £ [0,1] néo
indica possibilidade de v ocorrer. @i(v) nao € funcio de possibilidade. Este
fato impliea a auséncia de eritério para a escolha de uma trajetdria(selecio),
de maneira natural, na solugio tuzzy de Hulermeier com o — niveis dada por
(9.

A hipotese adicional a seguir nos ajudard na escolha de critérios para se-
lecionar trajetdrias na solugao fuzzy. Tal trajetoria terd as caracteristicas da
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trajetdria baricéntrica, que corresponde ao nimero médio de individuos infee-
tados em cada instante .

Para tornar o modelo mais realista vamos supor que v tenha diferentes
chances de ocorrer. Como cohsequéncia vamos propol wmn critério natural
para escolher uma trajetdria na solugio (9). Mais especificamente usaremos a
esperanca, E[I(#)]. como o defuzzificador do mimero de individuos infectados
I(t).

3.3  Esperanca do niimero de individuos infectados

Como mencionamos antes vamos supor que a possibilidade de v ocorrer
seja dada pelo mimero p(r) € [0, 1].

Assim, plv) pode ser visto como a possibilidade para a carga viral V' = v,
Consideramos que p(r) € dado por

12 se v e 5 — 8,5+ 4]

10
0 se v & [F— 4,4+ 4] (10)

plv) =

O parametro # é o valor central e 4 dd a dispersio da carga viral. Note
que glv) € um tipico nimeroe fuzzy triangular((9)).
A Figura 2 mostra o grafico de pir)

f‘

y -f I i W

Figura 2: Distribuicio da carga viral p
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Adotaremos aqui a medida de probabilidade p{A) = [, 5(5'51, para todo
A C R, e como defuzzificador, a esperanca de I'(f)

E‘[I(a‘j]=/};ﬂ: B éfm v)dv,

. _ Igefivie
onde I(v, t) = T HIpeP -
Observamos que

86 T+ 0 < Unin ( carga viral fraca) temos E[I(t)] = Io, ¥t = 0,

IDE:E

ﬁ’\ﬁ} 0.
o+

se T —d > vy ( carga viral forte) temos E[I(f)] =

De maneira geral temos
I[T—4,t) < E[I({v,t)] < I(T+ 4,t).

Assim, E[I(v,t)] = conde R(t) € o conjunto atingivel de (5). Como
R(t) € um intervalo, E"(JStE um linico v = w(t) £ [T — 4,7 + §], para o qual
tem-2e
I(v(t).t) = E[I(v,t)].

Desta forma, se representdssemos o fendmeno através de uma tinica curva,
E[I{v,t)] seria a candidata, visto que representa uma meédia ponderada por
plv) para cada t > 0. Entretando, tal curva nao é a solugio do modelo iniclal
(2), visto que E[I{v,t)] = I{v(t),t) com v(f) nio constante.

O modelo deterministico(sem incerteza) indica que seja adotado o valor T
para a carga viral e, neste caso, o nimero de individuos infectados segue a
trajetdria

IDEsz
cija pertinéncia na solucio fuzzy (9) é

1 Sop T
urgy (I(v,t)) = ~ In(= ':

I(7,t) =

T, t)
—_— = a7, todo £ = 0.
I, L—I(m, rj:' A(D), para todo

Desta forma podemos afirmar que a solugio deterministica ¢ uma das que
tem maior possibilidade( € preferida) de ocorrer uma vez que ¥ € a carga viral
com maior chance de ocorréncia.
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3.4 Politicas de controle da epidemia

Em Barros et al ((3)) ¢ mostrado que

se Sy = Iy, e enquanto t < In %, entio E[I{v,t)] = I'(T,t). A partir de
t=In iﬂ havers um instante ¥ para o qual E[I(v.t)] = I(T.t). Daf em diante
(parat =t ), E[I{v,t)] < I(T,t). Indicando que o modelo deterministico sub-
avalia o0 mimero médio de individuos infectados no inicio e super-avalia no
fim

se Sp < In entdo E[I(v,t)] < I(7,t),%t = 0, o0 modelo deterministico
super-avalia o mimero médio de individuos infectados.

Portanto, para o inicio da epidemia (f < In %j e 5y == I, temos
I(7,t) < E[I{v,t)] < I{T+4,t).

Logo, v(t) € [T.T + 4. Agora, ja que E[I({v,t)] = I{v(t),t), cresce com o
aumento de v(f), podemos dizer que:

quanto maior T, malor E'[I(v,f)] ; quanto maior &, maior E[f(v,t)] e
quanto maior vmyin, maior E[I{v, )]

Assim, € possivel interferir na evolugio da doenca de duas formas:

1) Aumentando o valor de vyin. Isto & uma consequéncia de um aumento
na resisténcia dos individuos suscetivels (diminuindo sua suscetibilidade) que
poderia ser feito, por exemplo, através de vacinacao, medidas de saneamento,
ete. indicando que o parametro v, estd relacionado com a populagao de
individuos suscetiveis.

2) A outra opgio é reduzir E[[{v, )] através da redugio de 4. A redugio
de 4 poderia ser feita através de politicas de controle relacionadas & populacio
de infectados, por exemplo, isolamento. A reducgio de ¢ esta relacionada ao
tratamento, como, por exemplo, utilizagio de medicamentos.

A= situagoes acima mostram duas possibilidades de estratégias de controle:
1) indica uma acao em toda a populagio e 2) age diretamente na populagio
de individuos infectados. Obviamente, uma combinacio de ambas teria uma
eficiéncia melhor na prevencao e controle da doenga.

il



Modelos epidemioldgicos com inclusao diferencial fuzzy

Referéncias

[1]
[2]
[3]

[4]

[5]

[6]

[5]

[9]

[10]

[11]

Aubin, J. P.; Cellina, A. - Differential Inclusions- set-valued maps and
viability theory, Springer-Verlag, 1954,

Barros, L.C.; Bassanezl, R. C. - A simple model of life expectancy with
subjective parameters - Kybernetes (1995), wol. 24 n® 7, 01-98.

Barros, L.C. ; Bassanezi, R.C. ; Leite, M.B.F. The epidemiological models
51 with fuzzy parameter of transmission. (submetido).

Diamond, P. - Time-dependent differential inclusions, cocyele attractors
and fuzzy differential equations - JEFE trans. Fuzzy Systems T (1999)
734-740.

Edelstein-Keshet, L. (1938). Mathematical Models in Biologv. In:
Birkhiuser Mathematics Series. MeGraw-Hill Ine., New York, St.
Louis, San Francisco.

Hillermeier, E. - An approach to modelling and simulation of uncertain
dynamical systems - Intern. J. Unecerfainfy Fuzziness Knowledge-Based
Systems, 5(1997) 117-137.

Krivan, V. and . Colombo, A Non-Stochastic approach for Modeling
Unecertainty in Population Dynamies. Bulletin of Mathematical Biology,
G0 (1998).

Leite, M.B.F., Bassanezi, R.B.; Yang, HM. - "The basic reprodution for
a model of directly transmitted infections considering the virus carge and
the immunclogical response ", IMA Journal of Mathematics Applied in
Medicine an Biclogy (2000}, 17, 15-31.

Neguven, H'T.;Walker, E.A. AFirst Course in Fuzzy Logic, CRC Press,
Inec.-1947.

Puri, M.L. e Ralescn, DA, - Differentials of fuzzy functions - Jouwr. Math.
Analysis and Applications, 91(1983) 552-558,

Sadegh-£adeh, K. - Fundamentals of clinical methodology: 3. Nosology -
Artificial Intelligence in Medicine 17 (1999) 87-108.

6l



62

Barros, Bassanezi, Leite & Oliveira



