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1 Introducao

O estudo da propagacao de uma espécie alienigena introduzida em um meio foi am-
plamente desenvolvido depois da apresentacgéo de Fisher [1] do modelo para a propagacio
de um gene mutante.

No livro de J.D.Murray[2] pode-se encontrar um amplo desenvolvimento destas
questoes.

No artigo de Murray et al [3] encontra-se uma aplicaciio & propagacdo da raiva em
raposas e o resultado obtido aqui é a propagacao da doenca em forma de onda viajante.

Seguindo as idéias apresentadas nestes trabalhos estudamos a doenca, o mal das
cadeiras, que afeta as capivaras que habitam no Estero del Iberd, Corrientes, Argentina.
Estudamos o modelo simplificado do proposto em [4]. Desconsideramos as morte, por
causas diferentes da enfermedade, das capivaras e dos insetos. Isto acarretara a colo-
nizacao total da drea pelos insetos portadores do protozodrio causador da enfermedade.
O modelo é o seguinte:
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onde ag, oy, an sdo os coeficientes de difusao das capivaras sadias, infetadas e dos insetos
respetivamente, Ag, Ay sdo as taxas de reproducdo para capivaras e insetos respetivamente.
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P e Po as taxas de transmissdo da doenga. - é a taxa de mortalidade por doenca nas
capivaras infetadas.

Calculamos a velocidade de propagacio da doenca e realizamos gréaficos para deter-
minar a influéncia nesta propagacio de cada parametro.

Utilizamos o modelo simplificado pois nele conseguimos realizar todos os cdlculos
analiticos em forma geral e ndo necessitamos calcular para pardrametros especificos. O
método utilizado é primeiro reduzir a quantidade de pararametros para uma melhor com-
preensdo dos efeitos destes nas simulagdes. Obter solugdes invariantes no espaco e no
tempo, isto nos dé pontos de equilibrio. Analisar a estabilidade linear destes pontos, pois
estados instaveis podem ser modificados por pequenas perturbacoes e tender a um estado
estdvel.

Analisamos a possibilidade de existéncia de solucbes do tipo onda viajante, real-
izando a analise linear da EDO associada & EDP original. Desta analise determinamos a
velocidade de propagacio da doenca, calculado no ponto de equilibrio trivial, e as possi-
bilidades de existéncia da onda, calculada no ponto nio trivial. Utilizamos os Softwares
Mathematica e Matlab para a simulacdo nidmerica das solucoes.

2 Modelo

No modelo consideramos duas espécies: as capivaras e os insetos, onde cada uma
se divide em duas categorias. As capivaras em sadias S e infectadas I, e os insetos em
portadores P e nao portadores N.

As espécies interagem da seguinte maneiras:

1) Uma capivara sadia torna-se infetada quando é picada por um inseto portador;

ii) Um inseto n&o portador, torna-se portador quando pica uma capivara infetada. Estes
dois items caracterizam a transmissao indireta.

iti) A difusdo é a mesma nas duas classes de insetos. Nas capivaras nao é considerada
por ser muito menor que a dos insetos. Nao consideramos transporte para nenhum
dos compartimentos.

iv) A dinémica vital é dada, tanto nos insetos, como nas capivaras, por uma funcao
logistica.

v) Consideramos somente 7 morte devida a infecgao.

O modelo matematico é dado pelo seguinte sistema de EDPs:
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onde:

S = Densidade populacional de Capivaras Sadias
T = Densidade populacional de Capivaras Infetadas

N = Densidade populacional de Insetos Nao Portadores
P

Densidade populacional de Insetos Portadores

Este modelo é uma simplificacdo do proposto em [4], em dimensio 1.

Adimensionalizacao

Realizamos a seguinte adimensionalizacio: as populacdes sao divididas por sua
capacidade de suporte, o tempo é medido em fun¢do da taxa de crescimento da populagdo
de capivaras e no espaco consideramos como o parametro da difusdo dos insetos.
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Modelo adimensionalizado

Retirando os astericos para simplificar a notacao, da mudanca proposta acima obte-
mos o seguinte modelo:
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S(1—-(S+1I))—aSP (5)
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3 Dinamica do sistema homogéneo

Analisamos aqui a dindmica do sistema homogéneo, procurando solucdes que nio
dependem do espaco e tempo (pontos criticos). Resolvemos o seguinte sistema de equagdes
para obtermos os pontos estacionédrios do modelo adimensionalizado:

NP+ N)(1—(P+N))—bNI

SA-(S+1))—aSP
aSP —nl

bNI =

e obtemos os seguintes pontos de estabilidade:

onde,

By = (So,15,0,1),

B = (1,0,0,0),

B = (1,0,1,0),

Es = (0,0,0,0),

Ex = (0,0,k,1—k), k<1,
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A condicio necessdria para termos Sg, Iy > 0, ja que sdo populacoes, é que a < 1.
Logo, em funcao das varidveis originais temos a seguinte estimacdo em tempos:

1 < 1
As Ko B

Notemos que esta condicéo ndo depende do pardmetro b, que é taxa de contagio dos
insetos, dependendo somente do parametro a, taxa de contigio das capivaras. No Modelo
geral teremos dependéncia de b.

Observemos que quanto mais perto o valor de a se encontra de 1, valor maximo
para a transmissdo de infeccdao, menos capivaras sobrevivem a frente, até atingir o valor
a = 1, onde ocorre a extincdo. Temos um estado endémico quando a << 1, sobrevivendo
a maioria delas.

Kyp

Como a = isto acontece se a taxa de reproducéo das capivaras sadias ¢ alta,

S
ou se a capacidade de suporte dos insetos e a taxa de infecdo das capivaras sao baixas.
Logicamente estes fatos favorecem a ndo propagacio da doenca.

Figura 1: Gréafico dos estados de equilibrio Sy, Iy em funcio da taxa de infeccao das
capivaras a para o valor fixo n = 0.06
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Podemos ver no grafico 1 a variacdo dos pontos de estabilidade Sy, Iy, para difer-
entes valores da taxa de contdgio das capivaras a, tomando 1 = 0.06. Notemos que
quando a = 1 temos zeros para cada compartimento, ou seja, a extincdo. Quando a =0
néo temos propagacao da doenca, obtendo entdo Sg = 1, I = 0. O ponto de maximo se
d4 para a = 0.19. Para essa taxa de contdgio temos a maxima quantidade de infetados
Iy = 0.615.

Estabilidade do sistema homogéneo

Estabilidade do ponto Fy = (1,0,1,0)

Os autovalores da linearizacdo neste ponto so:

€T —-1<0
o = —=A<O0

x34 = —nEt/n>+4ab

Como z2 > 0 este ponto é sempre instdvel (veremos que no modelo geral temos a condi¢ao
de estabilidade).

Estabilidade do ponto Eq = (Sy, Iy, 0,1)

(s autovalores neste ponto sao:

1 bl <0
o = —A<O0

e as raizes do polinémio:

22+ (=1+28 — Iy + a+n)x + (=1 + 2nSe — nly + na + aSy).

Entéo as condi¢bes necessdrias e suficientes para que Eq = (So, Io, 0, 1) seja estavel,
s80:

—(—1+4+2sg—Io+a+n)<0
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(=1 +2nSo — nly + na + aSp) > 0.

Logo, se
n<<1 (14)

é necessario e suficiente que

n>a (15)
para obtermos a estabilidade de Eg.

Como o ponto Fa é instavel, e com as condicdes encontradas acima, o ponto Eg é
estavel, logo procuramos solucéo de onda viajante que vai do ponto Fs ao Ej.

Estabilidade do ponto E, = (0,0,k,1— k)

(s autovalores neste ponto sao:

xn = 0

o = —-A<O0

r3 = —-n<0

s = 1—a(l—k)

Sabemos que k < 1, agora se a < 1 temos que
1l—a(l—k)>0

com o qual Ej, é inestavel. Isto significa que no caso de existir ponto de coexisténcia é o
1inico estavel.

Se a > 1 entdo Ej vai deixar de ser instdvel se a(l — k) > 1. Em a = 1 temos
um ponto de bifurcacdo. Notemos que quando ¢ = 1 temos a igualdade entre os pon-
tos criticos Eo = E = (0,0,0,1), para k¥ = 0 e além disso, coincidindo também os
autovalores e tornado-se estavel, ja que x4 = 0 deixando de ser positivo. Este ponto,
(0,0,0,1) é da extincio das capivaras. Encontramos também ondas viajantes neste caso
onde F> = (1,0,1,0) é inestavel e Eq = (0,0,0, 1) estével.

Estabilidade do ponto (0,0,0,0)
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Os autovalores no ponto trivial (0,0, 0, 0) sdo:

rn = 0

o = A<O0
3 = —1n<0
ry = 1

sendo entao sempre instivel. Se tivermos as capivaras e insetos com densidade no valor
das capacidades de suporte, podemos esperar que nio se extigam as duas espécies no caso
de invasao.

4 Ondas viajantes

Nesta secao procuramos as solucoes do tipo onda viajante. Fazemos a mudanca:

S(z,t) = S(2)
I(z,t) = I(2)
N(z,t) = N(2)
P(z,t) = P(2)
z=z+ct

Com esta mudanca, o sistema de EDPs ((5) - (8)) se transforma no seguinte sistema
de EDOs associado:

—eS +5(1—(S+1)—aSP = 0 (16)

—el +aSP -l 0 (17)

N' —¢N +AP+N)YQ1—(P+N))—bNI 0 (18)
P'—¢P +bNI = 0 (19)
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Escrevendo o sistema anterior como um sistema de equacées ordindrias de primeira
ordem temos:

s = %5(1_(s+1))_%sp (20)
I = %513 - gI (21)
N = X (22)
P =YV (23)
X X —AMP+N)(1—(P+N))+bNI (24)
Y = Y —bNI (25)

Os pontos criticos que consideramos neste caso sao Py = (1,0,1,0,0,0) ¢ P, =
(So,15,0,1,0,0). Procuramos, no diagrama de fase dado pela equagao acima, uma tra-
jetéria saindo do ponto Fy, e ligando este ao ponto P;. Nao podemos permitir aqui
oscilacoes entorno de qualquer um dos pontos, pois ambos tem coordenadas zero, e is-
to implicaria em populactes negativas. Estamos procurando entdo ondas viajantes que
obedecam as condic¢oes:

vide fig (7).

Analisamos a estabilidade linear do sistema nos pontos criticos de nosso interesse,
para determinar as condi¢des de ondas viajantes. A matriz no ponto: (1,0,1,0,0,0,0) é
dada por:
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1 1
-z —¢ 0 -2 00
0 - g 0o ¢ 00
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 01
0 b A A ¢ 0
0 -b 0 0 0 ¢
Os autovalores desta matriz sdo:
1
T = ——
c

e as raizes do polinémio

b
p(x) ::x3+<ﬁ—c>x2—nx+a—
¢ c

Este polinémio tem valores maximo e minimo em

(¢ —m) | V(& —m)? +dne?
3c 3c

Tmin,maz =

b '
Como P(0) = Dsoer (0) = —n < 0 os gréaficos possiveis do polinémio sdo os
c

que temos nas figuras (2), (3), (4).
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Figura 2: Gréifico do polinémio sem nenhuma raiz complexa

Figura 3: Gréfico do polinémio com duas rafzes complexas
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No diagrama de fase ndo podemos ter autovalores complexos pois estes implicam
solugoes espiraladas em torno de Fs, que atingiriam valores negativos, o que ndo é permi-
tido, nma vez que as varidveis sao populagoes. Entao o polindémio ndo pode ter solucdes
complexas.

Isto nos da a condigdo de velocidade minima, que de acordo com o argumento de
Fisher é o que nos fornece a solucdo estdvel. O minimo é dado quando temos uma raiz
dupla como no grafico da figura 4.

Figura 4: Grafico do polinémio com raiz dupla. Nestas condi¢des obtemos a velocidade
minima

Por ser necessdria a existéncia de raiz dupla obtemos a equacao:

2 2 2 2
¢ — c + 4dnc
Lomin ( ) ( n) n
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Esta é equagdo que determina ¢,,;,. Podemos encontrar, por exemplo, a velocidade
da propagacao da doenca em funcio de a ou b. Notemos que temos para eles o mesmo
comportamento, pois a equacdo é simetrica quando mudamos a por b. Isto significa que
as taxas de contdgio tem o mesmo peso na propagacao da doenca ( grafico na figura 5).
Este grafico é importante, pois determina o peso da taxa de contdgio na velocidade de
propagacio da doenca.

1.75
1.5
1.25}
0.75¢
0.5
0.25

Figura 5: Gréfico da relacdo entre o produto das taxas de infecdo e a velocidade para
distintos valores de 1. No sentido crescente n = 0.06,0.3,0.6.a =1oub=1



170 Maidana & Ferreira Jr

A matriz no ponto: (Sy, Iy,0,1,0,0) é dada por:

1-280—Ip—a S aS,
I T
z % 0 =00
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 01
0 0 A+ bl A c 0
0 0 —bly 0 0 ¢
Os autovalores desta matriz sdo:
cEt Ve +4x
Tl = —7"—
2
. c++/c? +4bly
23 = ——F
’ 2

- 1—77—250—61—]0:&\/(1—17—250—a—10)2—4a50+417(1—250—a—10)
5,6 — -
’ 2c

Nio temos neste ponto nenhuma condicio para a velocidade pois ¢ + 4bIy > 0 e
2 +42>0

Temos a condicao:
(1=n—28y—a—Is)* —4aSq + 4n(1 —2Sy —a — Iy) > 0. (26)

que ocorre para a << 1, pois ndo podemos permitir neste ponto possiveis solucoes os-
cilatorias, o que implicaria na existéncia de populacbes negativas, neste caso s6 para os
insetos nao portadores. Na figura (6) podemos observar a variacio desta condicio para
diferentes valores de a com n = 0.06 fixo.

Na figura 7 mostramos a simulacdo numerica com o Software Matlab para os
seguintes pardmetros:

a=0.03, =006, b=0.1, A =0.05, ¢ = 12.

Notemos que para estes parametros temos,
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Figura 6: Gréafico da condicio de oscilacio em funcio da taxa de contdgio das capivaras
a, para n = 0.06

So = 0.6466, Iy = 0.3233, (27)

calculados com (13). Neste caso vemos que a frente de onda de insetos portadores vai na
frente das capivaras infetadas. Quando a frente de portadores atinge os nfo portadores, a
densidade destes ultimos comega diminuir até se extinguir (o modelo é simples).

Quando a frente de onda das capivaras infetadas atinge as sadias, vemos que acon-
tece 0 mesmo fénomeno: a densidade das sadias comeca a diminuir ate ficar no valor
So = 0.6466, e as infetadas ficam no valor Iy = 0.3233. Estes valores que aparecem na
simulacio niimerica sdo os correspondentes aos caleulados (27) para estes pardmetros. O
valor de ¢ alto é para melhorar o desenho na simulacdo pois a curva fica muito estreita
para valores mais baixos, mas mantem o comportamento.

Na figura (8) os parfmetros sdo os mesmos que na figura anterior, com excecdo do
valor de a, na figura anterior era a = 0.03 < 0.07, e agora a = 0.4. Este valor é maior
que Gerizico = 0.07, onde muda de sinal a condigio (26), sendo neste caso negativa. Ver
também o grafico (6) onde se pode observar a negatividade.

Isto implica que a solucéo oscila em torno do ponto de chegada, provocando a solucéo
ciclica nas proximidades de zero para os ndo portadores, o qual ndo podemos permitir neste
modelo simples, mas sim no modelo geral, no proximo capitulo. A ventagem aqui é que
podemos calcular o valor da taxa de infeccdo a partir do qual esta oscilacdo comeca.

Na figura (9) vemos o caso extremo quando a = 1. Neste caso, dos pontos de
coexisténcia calculados anteriormente, (13), temos Sg = Iy = 0, 0 que implica a extincao
das capivaras. Na simulacao niimerica vemos como a frente das capivaras infetadas atinge
as sadias, a densidade populacional destas ultimas comeca a decrescer até a extingdo.
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Figura 7: Ondas viajantes de invasdo para os seguintes pardmetros: a = 0.03, 5 =
0.06, b = 0.1, A = 0.05, ¢ = 12. A onda liga os pontos de equilibrio (1,0,1,0) e
(0.6466,0.3233,0, 1)

Quando as capivaras sadias sdo extintas, a densidade populacional das infetadas, comeca
a decrescer também até a extincdo. So ficam os insetos portadores neste caso.

Neste trabalho estudamos um modelo para a propagacao de uma doenca de trans-
missdo indireta. A velocidade de propagagdo da doenca foi determinada em funcdo
dos parametros essenciais. Neste modelo simples utilizamos como parametros a taxa de
contigio das capivaras a, e dos insetos b. A equacdo que determina a velocidade minima
de propagacdo é simetrica com respeito as taxas. Isto significa que a influencia de ambas
é a mesma.

No grafico 5 temos a variacdo de qualquer uma destas duas taxas em funcao da
propagacdo, para trés valores diferentes de 1. Quanto maior a mortalidade 7, das capivaras
infetadas, mais lenta a propagacdo. As capivaras morrem mais rdpido e nio se propaga
rapidamente a doenca.

A vantagem deste modelo simples é que podemos fazer todos os célculos analiticos
no ponto de equilibrio nao trivial, (So, Io,0, 1, 0,0) e obtemos, por exemplo, a condicdo de
oscilacao (26). O grafico desta condicio em funcdo de a para o valor n = 0.06 pode ser
observado na figura 6, o que facilita a interpretacdo. Na regido onde a funcio é negativa
indica valores de a onde a onda oscila em torno de (Sg, Iy, 0,1,0,0), mas como aqui N = 0,
teremos populacdo negativa.

No gréfico 7 vemos que isto acontece para o valor ¢ = 0.4, e ndo é uma onda bi-
olégicamente aceitdvel. Na regido onde a funcao é positiva podemos admitir onda viajante,
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Figura 8: Ondas viajantes de invasdo para os seguintes parametros: ¢ = 0.4, = 0.06, b =
0.1, A = 0.05, ¢ = 12. Aqui o valor de a > 0.07, entdo a condicio (26) fica menor que
zero, vide (fig 6), gerando ondas ciclicas. Nao podemos admitir, neste modelo simples,

este tipo de solucdo, pois a curva da populacio de insetos ndo portadores gira em torno
do zero.
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Figura 9: Ondas viajantes de invasio para os seguintess parametros: a = 1, 1 = 0.06, b =
0.5, A=10.05, ¢ = 12. Obseravamos aqui a extin¢do das capivaras

por exemplo para a = 0.03, vide 8 para a onda viajante. Para o caso extremo a = 1 temos
de (13): Sq = Iy = 0, a extin¢io das capivaras. A onda viajante correspondente a este
caso pode ser observada na figura 9.

Este modelo simples tem entdo a vantagem de ser muito didatico, onde tudo pode
ser calculado analiticamente. Mas o modelo geral, vide [5], a pesar de nio possibilitar o
caleulo em forma analitica no ponto néo trivial, reflete melhor a realidade. Nele podemos
considerar as ondas ciclicas de propagacao da doenca, que é como ocorre na realidade.
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