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Resumo

Em [1], a distribui¢do espacial e temporal de uma praga é modelada
por uma equaciao de conservacao com difusao simples e dindmica nao

linear
ou 9%u U u?

E:Dﬁ—Fru(l—?)—Bm, (1)
onde, u € a densidade dos insetos e ao crescimente logistico é acrescentado
a predagdo por um inimigo natural, na forma de Holling. Murray [3],
analisou no caso unidimensional como esta praga se propaga, encontrou
condicoes para a existéncia de Onda Viajante e para a sua velocidade
e desta andlise determinou estratégias de controle para prevenir uma
infestacdo, vinda desta propagacdo. Apresentamos uma caricatura, da
dindmica nao linear (McKean[2]), onde as caracteristicas essenciais nao
sdo perdidas, mas que nos possibilita o cdlculo explicito de propriedades
das Ondas Viajantes.

1 Introducao

A equagao diferencial parcial ndo linear, proposta por Ludwig [1], é uma de-
scricao matemética de uma interacdo, praga e seu inimigo natural, onde a dis-
persao ¢ puramente difusiva. Sua complexidade, que podemos ver na equacao
(1), adimensionalizada,
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+ f(u), (2)

onde,

flw)=rou(l =) = 5

(3)

nos levou a simplificd-la, através da substituicao de f(u), pela fungdo de McK-
ean,

—u+u, u<a

flu) = (4)

—u+us, u>a,

sendo u; e uz os estados estacionarios instaveis de (2), veja o esbogo do gréfico
de f na figura 1. Considerando o caso unidimensional determinamos todas as
solucoes Onda Viajante, bem como sua velocidade de propagacao.
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Figura 1: Funcao de McKean

A solugao Onda Viajante, da equagao (2), é a funcdo U(z) = u(z,t), onde
z =x — ct, logo U satisfaz a equacao diferencial ordinéria

U” — U’ + f(U) =0, (5)

com f dada pela equacgdo (4) e onde “linha” representa a derivada em relagao
a variavel z.
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2 A Caricatura

Por conveniéncia, vamos repetir a equagao (1)

3

ou 0% u u?
=D— +ru(l K) BAQ—l—uQ’
que representa a variacao da densidade u da praga em relacdo ao tempo, primeiro
membro, é dada pela difusao, crescimento logistico e pela predacao do tipo
Holling, por um inimigo natural, primeiro, segundo e terceiro termos, respec-
tivamente no segundo membro, onde D ¢ o coeficiente de difusao o qual mede
como rapido é a difusao dos insetos, r é a taxa de crescimento intrinsico da
praga, K é a chamada capacidade suporte, A tem dimensao de u, é a densidade
limiar da praga na qual a predacao é "ligada” (comeca a tomar lugar) e B tem
dimensao de u(tempo)~!, representa o nivel de saturagio para a taxa de con-
sumo dos insetos pelo inimigo, D, r, K, B e A sdo constantes positivas. Para a
adimensionalizacao da equacao (1), tomamos a seguinte mudanca de varidveis:

T——t d—D—A r—ﬁ
_A/B _B: O_B:
_K _ " _
q_A7 p_A7 X_d

e assim, obtemos a equagao (2)

3

ou  O0%*u — u) u?
— = 4 rou(l = =) — )
ot 0x? 0 q 14+ u?’

onde, por simplicidade retornamos a t =7, u = p, x = ¥.

Em Murray [3], vemos que na auséncia de difusdo, que é a situacao espa-
cialmente homogénea, podemos ter trés estados estacionarios positivos, de fato,
pois uma vez fixado o meio ¢ depende das propriedades da praga e de seu
predador, assim para ¢ suficientemente grande é possivel encontrarmos valores
convenientes de ry e assim determind-los, veja esquema na figura 2. Dois esta-
dos estacionarios sao linearmente estaveis u; e us, e um instavel us. O estado
estaciondrio ug = 0 é também instavel. O menor estado estaciondrio positivo
u; corresponde ao refligio para a praga, enquanto que us, o maior, corresponde
a infestagdo, quando tomarmos f'(ug) > 0, intuitivamente, deve existir uma
trajetéria, T, no plano de fase que ligue (ug,0) a (uq,0), veja figura 3, que tem
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Figura 2: Os pontos de equilibrio po- w\_ M 5\ !
sitivos sao dados pela intersecao da ‘ . . \
reta 7o(1 +u/q) com u/(1+u?), para T
exemplificar, fixamos ¢ = 10 e toman-
do diferentes valores para rg, de cima Figura 3: Interacao-crescimento da
para baixo ry = 0.6 (tracejado), 1o = pragra com seu inimigo natural, f(u)
0.5 (continua) e rq = 0.35 (traceja- dado em (3), wu; corresponde ao
do). A interseccdo da reta continua refligio, us corresponde a infestacao
com a curva nos da os trés pontos e T é a trajetoria no plano de fase li-
estaciondrios positivos. gando o ponto (us, 0) ao ponto (uq,0).

uma correspondente solugao Onda Viajante, U(z) = u(x,t), onde z =2 —ct. A
solugao U(z) neste caso satisfaz:

U(—0) =uz e U(co) =uy. (6)

Esta é a situacao que estamos interessados para o problema.
Para tanto, substituimos f(u) na equagdo (2) pela funcao (4) conhecida
como funcao de serra, veja figura 4, obtendo o sistema:

U = Uge — U+ U1, u<a

(7)

Ut = Ugpy — U+ U3, U > Q,

e assim, trabalhamos com essa nova classe de equacoes, que tem uma forma
similar e que preserva as caracteristicas essenciais da equagao (2), além do
importante fato, esta é tratdvel matematicamente.

Encontramos entao solu¢oes Onda Viajante,
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Figura 4: Esquema da substituicao.

A _
Ui(z) = u; + M exp(Aez), U <a
Ao — M
U(z) = A (8)
Us(z) = uz + 2w = us) exp(A1z), U >a
Ao — A

para o sistema,

Ul'+cU; —Ui+u; =0, U<a
Uy +cUs—Us+u3 =0, U>a,

que satisfaz as condi¢bes de contorno (6) e como queremos que a densidade
da populacao seja continua e tenha um crescimento suave, ou seja, que nao
haja brusca mudanca no comportamento da populacao, impomos que ela seja
diferencidvel, ou seja, a menos de uma translacao horizontal

U1(0) = U»(0)
{ Ui (0) = U3(0),

e assim obtemos (8), veja figura 5, onde

—c+Vc2+4 —c—Vc2+4
— ¢ .

M =
! 2 2
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Figura 5: Tipica solugao Onda Viajante vindo de ug para u;.

Note que

Aoy — Aqus

U1(0) =U(0) =a = 9
1(0) = Ua(0) = 0 = Z5L ©)
onde por construcao u; < a < uz. De fato,
Agur — Ajuz
«a = ——
Ao — Ay
1 c 1
— 5 (62—H> (Ul — Ug) + 5 (Ul —+ Ug)
logo,
1 1 1
ur = §(u1—u;;)+§(u1+u3) <a< §(u1+u;;) < uz.
De (9), temos que
— A 2
YT _ 22y ° (10)

a— U A —c+\cE+4
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logo,

U —

>0 & — 251
a — U
U — @

c<0 & <1
a— Uy

Uz + U

c=0 & = 32 !

(Geometricamente,

(1) a velocidade ¢ é positiva (negativa) se, e somente se, o ponto de conexao a,
estd mais préximo de uy (u3), que de uz (u1),

(1) a velocidade ¢ é nula se, e somente se, o ponto de conexao a é o ponto médio
entre u; € us.

Como o nosso objetivo é encontrar uma Onda Viajante, que caminhe da
infestacdo para o refligio, devemos tomar a velocidade ¢ negativa, ou seja, a
mais proximo de ug.

Através da equacao (10) é possivel estabelecer uma relacao entre a velocidade
¢ e —Ay/ A1, que é esbogada na figura 6.

_ A2
A1

Figura 6: Grafico da velocidade ¢ com relacao a —i—f.

Do ponto de vista de controle da praga, se uma infestacdo ocorre e se es-
palha, nos queremos saber como alterar as condicoes locais para que a Onda
de infestacdo seja contida. Pelos resultados obtidos acima devemos mudar lo-
calmente a dinamica de crescimento da praga, para que a fique mais préximo
de uz que de u;. Por exemplo, conhecida a praga e o meio ambiente é possivel
estimar os valores de refiugio u; e de infestacdo us ja a representa a densidade
a partir da qual, apesar da presenca do predador, a praga passa a ter uma taxa
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de natalidade maior que a taxa de mortalidade e desta forma tem ”forcas” para
atingir a densidade ug, entao devemos definir estratégias que inpliquem numa
prolongacao da parte negativa da sua dinamica vital antes que ocorra o ”salto”
em a, o que pode ser feito diminuindo as dreas favoraveis a praga, com isso a
Onda Viajante terd velocidade negativa e o sistema sozinho leva a densidade da
praga & ui. Assim, basta que a ultrapasse o ponto médio (u; + u3)/2. Mas se
quisermos uma maior rapidez, pela equagao (10), basta aproximar mais a de ug.
Veja o comportamento da Onda Viajante com velocidades negativas distintas,
figura 7 para a a direita de (u; + u3)/2 mas préxima e figura 8 para a préxima
de us.
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Figura 7: FEsboco da Onda Viajante Figura 8: Esboco da Onda Viajante

para u;=1, u3=7 e a=4,1; logo c=- para u;=1, u3=7 e a=6; logo c=-
0,07. 2,16.
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