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Dados F- espacos vetoriais Vi,..., Vi
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda ¢ € Hom&(Vy, ..., Vi, W) existe ¢ € Homg(U, W) tal que 1) 0 ¢ = ).
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTH(V)=V®* =V .. -aV.
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTE(V)=V®* =V ...0V.
Vimos que o subconjunto de Homﬁ?(Vl, coy Vi, W) das fun(;oes k-lineares
simétricas é um subespago e o mesmo vale para o das alternadas.
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTE(V)=V®* =V ...0V.
Vimos que o subconjunto de Homﬁ?(Vl, coy Vi, W) das fun(;oes k-lineares

simétricas é um subespago e o mesmo vale para o das alternadas.
Denotaremos estes subespacos por S*(V, W) e A¥(V,W).
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTE(V)=V®* =V ...0V.
Vimos que o subconjunto de Homﬁ?(‘ﬁ, coy Vi, W) das fun(;oes k-lineares
simétricas é um subespago e o mesmo vale para o das alternadas.
Denotaremos estes subespacos por S*(V, W) e A¥(V,W).

Se ¢ € S¥(V, W)
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTE(V)=V®* =V ...0V.
Vimos que o subconjunto de Homﬁ?(‘ﬁ, coy Vi, W) das fun(;oes k-lineares
simétricas é um subespago e o mesmo vale para o das alternadas.
Denotaremos estes subespacos por S*(V, W) e A¥(V,W).

Se 1 € SH(V,W),3 ! ¢ € Homp(V®*, W) que “lineariza” .
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTE(V)=V®* =V ...0V.
Vimos que o subconjunto de Homﬁ?(‘ﬁ, coy Vi, W) das fun(;oes k-lineares
simétricas é um subespago e o mesmo vale para o das alternadas.
Denotaremos estes subespacos por S*(V, W) e A¥(V,W).

Se 1 € SF(V,W),3 ! ¢ € Homp(V®* W) que “lineariza” 1. Porém,
dim(V®*) ndo é minima entre todos os espago vetoriais U que satisfazem
a seguinte propriedade:
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Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
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a seguinte propriedade: existe ¢ € S¥(V,U) tal que

A. Moura MMT719 - Poténcias Tensoriais



Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTE(V)=V®* =V ...0V.
Vimos que o subconjunto de Homﬁ?(‘ﬁ, coy Vi, W) das fun(;oes k-lineares
simétricas é um subespago e o mesmo vale para o das alternadas.
Denotaremos estes subespacos por S*(V, W) e A¥(V,W).

Se 1 € SF(V,W),3 ! ¢ € Homp(V®* W) que “lineariza” 1. Porém,
dim(V®*) ndo é minima entre todos os espago vetoriais U que satisfazem
a seguinte propriedade: existe ¢ € S*(V,U) tal que, para toda

Y e SH(V,W),3 ¢ € Homp (U, W) satisfazendo ¢ = ) o .
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTE(V)=V®* =V ...0V.
Vimos que o subconjunto de Homﬁ?(‘ﬁ, coy Vi, W) das fun(;oes k-lineares
simétricas é um subespago e o mesmo vale para o das alternadas.
Denotaremos estes subespacos por S*(V, W) e A¥(V,W).

Se 1 € SF(V,W),3 ! ¢ € Homp(V®* W) que “lineariza” 1. Porém,
dim(V®*) ndo é minima entre todos os espago vetoriais U que satisfazem
a seguinte propriedade: existe ¢ € S*(V,U) tal que, para toda

Y e SH(V,W),3 ¢ € Homg(U, W) satisfazendo 1 = ¥ o . Um tal espaco

U com dimensao minima sera dito uma k-ésima poténcia simétrica de V.
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTE(V)=V®* =V ...0V.
Vimos que o subconjunto de Homﬁ?(‘ﬁ, coy Vi, W) das fun(;oes k-lineares
simétricas é um subespago e o mesmo vale para o das alternadas.
Denotaremos estes subespacos por S*(V, W) e A¥(V,W).

Se 1 € SF(V,W),3 ! ¢ € Homp(V®* W) que “lineariza” 1. Porém,
dim(V®*) ndo é minima entre todos os espago vetoriais U que satisfazem
a seguinte propriedade: existe ¢ € S*(V,U) tal que, para toda

Y e SH(V,W),3 ¢ € Homg(U, W) satisfazendo 1 = ¥ o . Um tal espaco

U com dimensao minima sera dito uma k-ésima poténcia simétrica de V.

Trocando-se S*(V, W) por A¥(V, W)
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Minimalidade da Dimensao do Produto Tensorial

Dados F- espacos vetoriais Vi, ..., Vi, considere o “conjunto” dos pares
(¢, U) com ¢ € Homk(V4, ..., Vi, U) satisfazendo a propriedade: para
toda 1) € Hom{ﬁ(Vl, ooy Vi, W) existe R= Homp (U, W) tal que Yod=r1.
O Exercicio 10.2.10(b) diz que (p,U) é produto tensorial para Vi,...,Vj
se, e 86 se, dim(U) for minima entre todos estes pares.

Suponha V; =V V1<j<k edefinaTE(V)=V®* =V ...0V.
Vimos que o subconjunto de Homﬁ?(‘ﬁ, coy Vi, W) das fun(;oes k-lineares
simétricas é um subespago e o mesmo vale para o das alternadas.
Denotaremos estes subespacos por S*(V, W) e A¥(V,W).

Se 1 € SF(V,W),3 ! ¢ € Homp(V®* W) que “lineariza” 1. Porém,
dim(V®*) ndo é minima entre todos os espago vetoriais U que satisfazem
a seguinte propriedade: existe ¢ € S*(V,U) tal que, para toda

Y e SH(V,W),3 ¢ € Homg(U, W) satisfazendo 1 = ¥ o . Um tal espaco

U com dimensao minima sera dito uma k-ésima poténcia simétrica de V.

Trocando-se S*(V, W) por A¥(V, W), chega-se ao conceito de k-ésima
poténcia exterior de V.
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Potéencias Exteriores
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Potéencias Exteriores

Lembre que ¢ € Hom{E(V, W) é dita alternada se
(1) ¢(vi,...,vp) =0 seexistitem 1<i<j<k taisque v; =uvj.
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Potéencias Exteriores

Lembre que ¢ € Hom{;(V, W) é dita alternada se
(1) ¢(vi,...,vp) =0 seexistitem 1<i<j<k taisque v; =uvj.
Vimos que, se ¢ é alternada, ela também é é antissimétrica, isto é,

(2) (25(1)1,...,Ui,...,?}j,...,’l)k> :—(25(?}1,...,Uj,...,’l)i,...,’l}k)
para quaisquer 1 < < j < k.

Lema 10.4.1

Sejam o« uma base de V e ¢ € Homﬂ?(V, Ww).
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Potéencias Exteriores

Lembre que ¢ € Hom{;(V, W) é dita alternada se
(1) ¢(vi,...,vp) =0 seexistitem 1<i<j<k taisque v; =uvj.
Vimos que, se ¢ é alternada, ela também é é antissimétrica, isto é,

(2) (25(1)1,...,Ui,...,?}j,...,’l)k> :—(25(?}1,...,Uj,...,’l)i,...,’l}k)
para quaisquer 1 < < j < k.

Lema 10.4.1

Sejam o uma base de V e ¢ € Hom&(V, W). Se ¢ satisfaz (1) e (2) com
v; € a para todo 1 < j < k, entdo ¢ € A¥(V,W).
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Potéencias Exteriores

Lembre que ¢ € Hom{;(V, W) é dita alternada se
(1) ¢(vi,...,vp) =0 seexistitem 1<i<j<k taisque v; =uvj.
Vimos que, se ¢ é alternada, ela também é é antissimétrica, isto é,

(2) (25(1)1,...,Ui,...,?}j,...,’l)k> :—(25(?}1,...,Uj,...,’l)i,...,’l}k)
para quaisquer 1 < < j < k.

Lema 10.4.1

Sejam o uma base de V e ¢ € Hom&(V, W). Se ¢ satisfaz (1) e (2) com
v; € a para todo 1 < j < k, entdo ¢ € A¥(V,W).

Dem.: Exercicio.
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Potéencias Exteriores

Lembre que ¢ € Hom{;(V, W) é dita alternada se

(1) ¢(vi,...,vp) =0 seexistitem 1<i<j<k taisque v; =uvj.
Vimos que, se ¢ é alternada, ela também é é antissimétrica, isto é,

(2) (25(1)1,...,Ui,...,?}j,...,’l)k> = —(25(?}1,...,Uj,...,'l)i,...,’l}k)

para quaisquer 1 < < j < k.

Lema 10.4.1

Sejam o uma base de V e ¢ € Hom&(V, W). Se ¢ satisfaz (1) e (2) com
v; € a para todo 1 < j < k, entdo ¢ € A¥(V,W).

Dem.: Exercicio.

Uma k-ésima poténcia exterior para V é um par (¢, U) com ¢ € A*(V,U)
que é universal sobre V¥ =V x ... x V com respeito as propriedades
P; = “ser k-linear alternada” e P, = “ser linear”.
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Potéencias Exteriores

Lembre que ¢ € Hom{;(V, W) é dita alternada se

(1) ¢(vi,...,vp) =0 seexistitem 1<i<j<k taisque v; =uvj.
Vimos que, se ¢ é alternada, ela também é é antissimétrica, isto é,

(2) (25(1)1,...,Ui,...,?}j,...,’l)k> = —(25(?}1,...,Uj,...,'l)i,...,’l}k)
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Sejam o uma base de V e ¢ € Hom&(V, W). Se ¢ satisfaz (1) e (2) com
v; € a para todo 1 < j < k, entdo ¢ € A¥(V,W).
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Uma k-ésima poténcia exterior para V é um par (¢, U) com ¢ € A*(V,U)
que é universal sobre V¥ =V x ... x V com respeito as propriedades

P; = “ser k-linear alternada” e P, = “ser linear”. Ou seja, se para toda
v e ARV, W)
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Potéencias Exteriores

Lembre que ¢ € Hom{;(V, W) é dita alternada se

(1) ¢(vi,...,vp) =0 seexistitem 1<i<j<k taisque v; =uvj.
Vimos que, se ¢ é alternada, ela também é é antissimétrica, isto é,

(2) (25(1)1,...,Ui,...,?}j,...,’l)k> = —(25(?}1,...,Uj,...,'l)i,...,’l}k)

para quaisquer 1 < < j < k.

Lema 10.4.1

Sejam o uma base de V e ¢ € Hom&(V, W). Se ¢ satisfaz (1) e (2) com
v; € a para todo 1 < j < k, entdo ¢ € A¥(V,W).

Dem.: Exercicio.

Uma k-ésima poténcia exterior para V é um par (¢, U) com ¢ € A*(V,U)
que é universal sobre V¥ =V x ... x V com respeito as propriedades

P, = “ser k-linear alternada” e P, = “ser linear”. Ou seja, se para toda
Y e AF(V,W),3 ! ¢ € Homp(U, W) tal que ) o ¢ = o).
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V.
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam
a = (v;)jer uma base de V
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam
a = (v;)ier uma base de V, < uma relacao de ordem total em I
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam
a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
O[li = {(vil,...,vik) Eak:’h <l < - <ik}.

A. Moura MMT719 - Poténcias Tensoriais



Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima poténcia exterior para V'
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima, poténcia exterior para V/, ¢(o/2) ¢é base para U.
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima, poténcia exterior para V/, ¢(o/2) ¢é base para U.

Dem.: Como na demonstragao do Teorema 10.2.1, basta provar a
segunda afirmacgao para uma k-ésima poténcia exterior especifica.
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima, poténcia exterior para V/, ¢(o/2) ¢é base para U.

Dem.: Como na demonstragao do Teorema 10.2.1, basta provar a
segunda afirmacgao para uma k-ésima poténcia exterior especifica.
Considere um espaco vetorial U com dim(U) = #a*
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima, poténcia exterior para V/, ¢(o/2) ¢é base para U.

Dem.: Como na demonstragao do Teorema 10.2.1, basta provar a
segunda afirmacgao para uma k-ésima poténcia exterior especifica.
Considere um espaco vetorial U com dim(U) = #aX e seja v : ok — U

uma base de U indexada por 0/2.
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima, poténcia exterior para V/, ¢(o/2) ¢é base para U.

Dem.: Como na demonstragao do Teorema 10.2.1, basta provar a
segunda afirmacgao para uma k-ésima poténcia exterior especifica.
Considere um espaco vetorial U com dim(U) = #aX e seja v : ok — U

uma base de U indexada por 0/2.

Observe que todo elemento de a* com entradas distintas é obtido de um
Unico elemento de a’i por re-ordenagao das entradas.

A. Moura MMT719 - Poténcias Tensoriais



Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima, poténcia exterior para V/, ¢(o/2) ¢é base para U.

Dem.: Como na demonstragao do Teorema 10.2.1, basta provar a
segunda afirmacgao para uma k-ésima poténcia exterior especifica.
Considere um espaco vetorial U com dim(U) = #aX e seja v : ok — U

uma base de U indexada por 0/2.

Observe que todo elemento de a* com entradas distintas é obtido de um
Unico elemento de a’i por re-ordenagao das entradas.

Seja ¢ € Hom{;(V, U) dada por ¢’a’g =1

A. Moura MMT719 - Poténcias Tensoriais



Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima, poténcia exterior para V/, ¢(o/2) ¢é base para U.

Dem.: Como na demonstragao do Teorema 10.2.1, basta provar a
segunda afirmacgao para uma k-ésima poténcia exterior especifica.
Considere um espaco vetorial U com dim(U) = #aX e seja v : ok — U

uma base de U indexada por 0/2.

Observe que todo elemento de a* com entradas distintas é obtido de um
Unico elemento de a’i por re-ordenagao das entradas.

Seja ¢ € Hom{;(V, U) dada por ¢’a’g =1, ¢(viy, ..., ) = 0 se existirem
1 <j <1<k tais que i =
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima, poténcia exterior para V/, ¢(o/2) ¢é base para U.

Dem.: Como na demonstragao do Teorema 10.2.1, basta provar a
segunda afirmacgao para uma k-ésima poténcia exterior especifica.
Considere um espaco vetorial U com dim(U) = #aX e seja v : ok — U

uma base de U indexada por 0/2.

Observe que todo elemento de a* com entradas distintas é obtido de um
Unico elemento de a’i por re-ordenagao das entradas.

Seja ¢ € Hom{;(V, U) dada por ¢’a’g =1, ¢(viy, ..., ) = 0 se existirem
1<j<i<ktaisquei; =14 e

gb(vil,...,Uij,...,vil,...,vik) = —qb(vil,...,vil,...,vi].,...,vik)
para quaisquer 1 < j <[ < k.
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Existéncia e Base de Poténcias Exteriores

Teorema 10.4.2

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia exterior para V. Sejam

a = (v;)ier uma base de V', < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v;) €aF iy <iy <--- <ig}. Entdo, se (¢,U) é

k-ésima, poténcia exterior para V/, ¢(o/2) ¢é base para U.

Dem.: Como na demonstragao do Teorema 10.2.1, basta provar a
segunda afirmacgao para uma k-ésima poténcia exterior especifica.
Considere um espaco vetorial U com dim(U) = #aX e seja v : ok — U

uma base de U indexada por 0/2.

Observe que todo elemento de a* com entradas distintas é obtido de um
Unico elemento de a’i por re-ordenagao das entradas.
Seja ¢ € Hom{;(V, U) dada por ¢’a’g =1, ¢(viy, ..., ) = 0 se existirem
1<j<i<ktaisquei; =14 e

gf)(’[)il,...,i}ij,... ,Uil,.. . ,’Ul'k) = —qb(vil,.. . ,’Ul'l,. . .,vi].,...,vik)

para quaisquer 1 < j < [ < k. Segue do Lema 10.4.1 que ¢ € A¥(V,U).
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida.
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
€ ANV, W)
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
Y € A¥(V, W), como ¢ é base de U
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
(NS A*(V, W), como ¢ é base de U,3 ! ) € Homp(U, W) tal que
V((v)) =w(v) Vv eak.
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
Y e AF(V, W), como ¢ é base de U,3 ! ¢ € Homp(U, W) tal que
P(1(v)) = 1(v) ¥ v € a¥. Assim, como ¢ e 1) sdo k-lineares alternadas,
segue que LZ o ¢ ¢é alternada
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
(NS A*(V, W), como ¢ é base de U,3 ! ) € Homp(U, W) tal que
Y((v)) = w(v) ¥V v € k. Assim, como ¢ e 1 sido k-lineares alternadas,

segue que 1) o ¢ é alternada e ¥(p(v)) = ¥(v) V v € oF.
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
(NS A*(V, W), como ¢ é base de U,3 ! ) € Homp(U, W) tal que
Y((v)) = w(v) ¥V v € k. Assim, como ¢ e 1 sido k-lineares alternadas,

segue que 9 o ¢ é alternada e ¥(¢(v)) = (v) V v € aF. Logo, o ¢ = 9.
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
Y e AF(V, W), como ¢ é base de U,3 ! ¢ € Homp(U, W) tal que

P(1(v)) = 1(v) ¥ v € a%. Assim, como ¢ e 1 sdo k-lineares alternadas,
segue que 9 o ¢ é alternada e ¥(¢(v)) = (v) V v € aF. Logo, o ¢ = 9.
Além disso, se & € Homp(U, W) satisfaz £ o ¢ = 1)
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
Y e AF(V, W), como ¢ é base de U,3 ! ¢ € Homp(U, W) tal que

P(1(v)) = 1(v) ¥ v € a%. Assim, como ¢ e 1 sdo k-lineares alternadas,
segue que 1) o ¢ é alternada e ¥(p(v)) = ¥(v) V v € oF. Logo, ¥ o ¢ = 1.
Além disso, se & € Homp(U, W) satisfaz € o ¢ = 1), entao, para todo

v € aF, vale £(u(v)) = £(6(v)) = ¥ (v)
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
(NS A*(V, W), como ¢ é base de U,3 ! ¢ € Homy(U, W) tal que
P(v)) =¢(v)Vve ok . Assim, como ¢ e 9 sdo k- hneares alternadas,

segue que 1) o ¢ é alternada e ¥(p(v)) = ¥(v) V v € oF. Logo, ¥ o ¢ = 1.
Além dlSSO se & € Homp(U, W) satisfaz £ o ¢ = 1), entao, para todo

v € a*, vale £(u(v)) = £(¢(v)) = ¥(v) e, portanto, £ = 1. O
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
Y € AF(V, W), como ¢ é base de U, 3! ¢ € Homp(U, W) tal que

D(u(v)) = Y(v)Vve ok . Assim, como ¢ e 9 sdo k- hneares alternadas,
segue que 1) o ¢ é alternada e ¥(p(v)) = ¥(v) V v € oF. Logo, ¥ o ¢ = 1.
Além dlSSO se & € Homp(U, W) satisfaz £ o ¢ = 1), entao, para todo

v € o, vale £(u(v)) = £(6(v)) = (V) e, portanto, £ = ¢, O

Teorema 10.4.3

Se (¢,U) é uma k-ésima poténcia exterior para V', para todo espago
vetorial W, a funcio I" : A*(V, W) — Homp(U, W), ¢+ 1) é um
isomorfismo de espagos vetoriais.
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
Y € AF(V, W), como ¢ é base de U, 3! ¢ € Homp(U, W) tal que

D(u(v)) = Y(v)Vve ok . Assim, como ¢ e 9 sdo k-lineares alternadas,
segue que o ¢ é alternada e Y(p(v)) =(v) V v e ar. Logo, Pho¢=1p.
Além dlSSO se & € Homp(U, W) satisfaz £ o ¢ = 1), entao, para todo

v € af, vale £(1(v)) = £(¢(v)) = ¥(v) e, portanto, £ = 1. O

Teorema 10.4.3

Se (¢,U) é uma k-ésima poténcia exterior para V', para todo espago
vetorial W, a funcio I" : A*(V, W) — Homp(U, W), ¢+ 1) é um
isomorfismo de espagos vetoriais.

Dem.: Exercicio (adaptar do Teor. 10.2.2).
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
(NS A*(V, W), como ¢ é base de U,3 ! ¢ € Homy(U, W) tal que
P(v)) =¢(v)Vve ok . Assim, como ¢ e 9 sdo k- hneares alternadas,

segue que 1) o ¢ é alternada e ¥(p(v)) = ¥(v) V v € oF. Logo, ¥ o ¢ = 1.
Além dlSSO se & € Homp(U, W) satisfaz £ o ¢ = 1), entao, para todo

v € a*, vale £(u(v)) = £(¢(v)) = ¥(v) e, portanto, £ = 1. O

Teorema 10.4.3

Se (¢,U) é uma k-ésima poténcia exterior para V', para todo espago
vetorial W, a funcio I" : A*(V, W) — Homp(U, W), ¢+ 1) é um
isomorfismo de espagos vetoriais.

Dem.: Exercicio (adaptar do Teor. 10.2.2).
Notacdo: (A, A°V)
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
(NS A*(V, W), como ¢ é base de U,3 ! ¢ € Homy(U, W) tal que
P(v)) =¢(v)Vve ok . Assim, como ¢ e 9 sdo k-lineares alternadas,

segue que o ¢ é alternada e Y(p(v)) =(v) V v e ar. Logo, Pho¢=1p.
Além dlSSO se & € Homp(U, W) satisfaz £ o ¢ = 1), entao, para todo

v € a*, vale £(u(v)) = £(¢(v)) = ¥(v) e, portanto, £ = 1. O

Teorema 10.4.3

Se (¢,U) é uma k-ésima poténcia exterior para V', para todo espago
vetorial W, a funcio I" : A*(V, W) — Homp(U, W), ¢+ 1) é um
isomorfismo de espagos vetoriais.

Dem.: Exercicio (adaptar do Teor. 10.2.2).
Notacao: (A, AV) e vg A+ Avp = Alvr,...,0p).
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Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
Y € AF(V, W), como ¢ é base de U, 3! ¢ € Homp(U, W) tal que

D(u(v)) = Y(v)Vve ok . Assim, como ¢ e 9 sdo k- hneares alternadas,
segue que 1) o ¢ é alternada e ¥(p(v)) = ¥(v) V v € oF. Logo, ¥ o ¢ = 1.
Além dlSSO se & € Homp(U, W) satisfaz £ o ¢ = 1), entao, para todo

v € a*, vale £(u(v)) = £(¢(v)) = ¥(v) e, portanto, £ = 1. O

Teorema 10.4.3

Se (¢,U) é uma k-ésima poténcia exterior para V', para todo espago
vetorial W, a funcio I" : A*(V, W) — Homp(U, W), ¢+ 1) é um
isomorfismo de espagos vetoriais.

Dem.: Exercicio (adaptar do Teor. 10.2.2).
Notacao: (A, AV) e v1 A~ Avy = A(vi, ..., v5). Temos

VIA- AN NN ANV ==V AN AUGNA-- - NN - AN
para quaisquer 1 <i < j <k

A. Moura MMT719 - Poténcias Tensoriais



Pot. Exterior e Linearizacao das Funcoes Alternadas

Mostremos que (¢, U) satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
Y € AF(V, W), como ¢ é base de U, 3! ¢ € Homp(U, W) tal que

D(u(v)) = Y(v)Vve ok . Assim, como ¢ e 9 sdo k-lineares alternadas,
segue que o ¢ é alternada e Y(p(v)) =(v) V v e ar. Logo, Pho¢=1p.
Além dlSSO se & € Homp(U, W) satisfaz £ o ¢ = 1), entao, para todo

v € af, vale £(1(v)) = £(¢(v)) = ¥(v) e, portanto, £ = 1. O

Teorema 10.4.3

Se (¢,U) é uma k-ésima poténcia exterior para V', para todo espago
vetorial W, a funcio I" : A*(V, W) — Homp(U, W), ¢+ 1) é um
isomorfismo de espacos vetoriais.
Dem.: Exercicio (adaptar do Teor. 10.2.2).
Notacao: (A, AV) e v1 A~ Avy = A(vi, ..., v5). Temos
VIA- AN NN ANV ==V AN AUGNA-- - NN - AN

para quaisquer 1 <i<j<kewviA---Avg=0sew,...,v for L.d.
(Exercicio 9.1.2(b)).



Dimensao e “Transposicao Alternada”

A. Moura MMT719 - Poténcias Tensoriais



Dimensao e “Transposicao Alternada”

Pelo Teorema 10.4.2, dada uma base o = (v;);e; de V e uma relagao de
ordem total em I, os vetores da forma
Vi, A-os A, com i < dg < v < i,

formam uma base de A"V
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Dimensao e “Transposicao Alternada”

Pelo Teorema 10.4.2, dada uma base o = (v;);e; de V e uma relagao de
ordem total em I, os vetores da forma
Vi, A-os A, com i < dg < v < i,

formam uma base de A*V. Em particular, se dim(V) = n € Zsg, temos

dim(NV) =0 se k>n e dim(AV) = <Z> se 1<k<n.
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Dimensao e “Transposicao Alternada”

Pelo Teorema 10.4.2, dada uma base o = (v;);e; de V e uma relagao de
ordem total em I, os vetores da forma
Vi, A-os A, com i < dg < v < i,

formam uma base de A*V. Em particular, se dim(V) = n € Zsg, temos
dim(NV) =0 se k>n e dim(AV) = <Z> se 1<k<n.

Segue entao do Teorema 10.4.3 que

dim(A*(V,W)) =0 se k>n e dim(Ak(V,W)):<

Z) dim(W) cc..
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Dimensao e “Transposicao Alternada”

Pelo Teorema 10.4.2, dada uma base o = (v;);e; de V e uma relagao de
ordem total em I, os vetores da forma
Vi, A-os A, com i < dg < v < i,

formam uma base de A*V. Em particular, se dim(V) = n € Zsg, temos
dim(NV) =0 se k>n e dim(AV) = <Z> se 1<k<n.
Segue entao do Teorema 10.4.3 que

dim(AF(V, W) =0 se k>n e dim(AR(V,W)) = <"

k) dim(W) cc..

Seja A¥(V) = AF(V,F).
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Dimensao e “Transposicao Alternada”

Pelo Teorema 10.4.2, dada uma base o = (v;);e; de V e uma relagao de
ordem total em I, os vetores da forma
Vi, A-os A, com i < dg < v < i,

formam uma base de A*V. Em particular, se dim(V) = n € Zsg, temos
dim(NV) =0 se k>n e dim(AV) = <Z> se 1<k<n.
Segue entao do Teorema 10.4.3 que

dim(AF(V, W) =0 se k>n e dim(AR(V,W)) = <"

k) dim(W) cc..

Seja A¥(V) = A¥(V,F). Dada T € Homg(V, W)
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Dimensao e “Transposicao Alternada”

Pelo Teorema 10.4.2, dada uma base o = (v;);e; de V e uma relagao de
ordem total em I, os vetores da forma
Vi, A-os A, com i < dg < v < i,

formam uma base de A*V. Em particular, se dim(V) = n € Zsg, temos

dim(NV) =0 se k>n e dim(AV) = <Z> se 1<k<n.
Segue entao do Teorema 10.4.3 que

dim(AF(V, W) =0 se k>n e dim(AR(V,W)) = <"

k) dim(W) cc..

Seja AF(V) = A*(V,F). Dada T € Homg(V, W), considere
Tk VvE S WE (o, o) = (T(v), ..., T(vg))
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Dimensao e “Transposicao Alternada”

Pelo Teorema 10.4.2, dada uma base o = (v;);e; de V e uma relagao de
ordem total em I, os vetores da forma

Vi, A-os A, com i < dg < v < i,

formam uma base de A*V. Em particular, se dim(V) = n € Zsg, temos
dim(NV) =0 se k>n e dim(AV) = <Z> se 1<k<n.

Segue entao do Teorema 10.4.3 que

dim(A*(V,W)) =0 se k>n e dim(Ak(V,W)):<

Z) dim(W) cc..

Seja AF(V) = A*(V,F). Dada T € Homg(V, W), considere
Tk VvE S WE (o, o) = (T(v), ..., T(vg))

TN AW = AR (V), ¢ = gpoT*F,
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Dimensao e “Transposicao Alternada”

Pelo Teorema 10.4.2, dada uma base o = (v;);e; de V e uma relagao de
ordem total em I, os vetores da forma
Vi, A-os A, com i < dg < v < i,

formam uma base de A*V. Em particular, se dim(V) = n € Zsg, temos

dim(NV) =0 se k>n e dim(AV) = <Z> se 1<k<n.
Segue entao do Teorema 10.4.3 que

dm(A*(V, W) =0 se k>n e dim(A*(V,W)) = <”> dim(W) cc..

k
Seja AF(V) = A*(V,F). Dada T € Homg(V, W), considere
Tk VvE S WE (o, o) = (T(v), ..., T(vg))
TN AW = AR (V), ¢ = gpoT*F,
Verifica-se facilmente que T"¥(¢) € A¥(V)V ¢ € AK(W)

(&
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Dimensao e “Transposicao Alternada”

Pelo Teorema 10.4.2, dada uma base o = (v;);e; de V e uma relagao de
ordem total em I, os vetores da forma
Vi, A-os A, com i < dg < v < i,

formam uma base de A*V. Em particular, se dim(V) = n € Zsg, temos

dim(NV) =0 se k>n e dim(AV) = <Z> se 1<k<n.
Segue entao do Teorema 10.4.3 que

dim(A*(V,W)) =0 se k>n e dim(Ak(V,W)):<

Z) dim(W) cc..

Seja AF(V) = A*(V,F). Dada T € Homg(V, W), considere
Tk VvE S WE (o, o) = (T(v), ..., T(vg))

TN AW = AR (V), ¢ = gpoT*F,

Verifica-se facilmente que T"\¥(¢) € A¥(V) V ¢ € AF(W) e que T"* ¢
linear.

(&
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Determinante via “Transposicao Alternada”
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Zso.
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A™(V') é
multiplicacao por um escalar fixo.
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é

7

multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V')
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é

multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é

multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).

Além disso, para calcularmos §(7")
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que

dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é

multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).

Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V).
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que

dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é

multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).
Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base

a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de
A™(V) que satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1.
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que

dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é

multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).

Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base
a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de
A™(V) que satisfaz ¢(vy,...,v,) = 1. Como T""(¢) também fica
determinada por seu valor em (vy,...,vy)
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é
multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).

Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base
a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de
A™(V) que satisfaz ¢(vy,...,v,) = 1. Como T""(¢) também fica
determinada por seu valor em (vy,...,v,), temos

S(T) = 8(T) ¢(v1,...,v,) =T "(P)(v1,...,v,) = ¢(T(v1),...,T(vy)).
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é
multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).

Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base
a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de
A™(V) que satisfaz ¢(vy,...,v,) = 1. Como T""(¢) também fica
determinada por seu valor em (vy,...,v,), temos

S(T) = 6(T) d(v1,...,vn) =T (@) (v1,...,v5) = (T (v1),...,T(v)).
Em particular, 6(Idy) =1
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é
multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).
Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base
a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de
A™(V) que satisfaz ¢(vy,...,v,) = 1. Como T""(¢) também fica
determinada por seu valor em (vy,...,v,), temos

S(T) = 8(T) ¢(v1,...,v,) =T "(P)(v1,...,v,) = ¢(T(v1),...,T(vy)).
Em particular, 6(Idy) =1 e, se S,T € Endg(V)
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é
multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).
Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base
a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de
A™(V) que satisfaz ¢(vy,...,v,) = 1. Como T""(¢) também fica
determinada por seu valor em (vy,...,v,), temos

S(T) = 8(T) ¢(v1,...,v,) =T "(P)(v1,...,v,) = ¢(T(v1),...,T(vy)).
Em particular, (Idy) =1 e, se S,T € Endp(V), temos §(T o .S)
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é
multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).

Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base
a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de
A™(V) que satisfaz ¢(vy,...,v,) = 1. Como T""(¢) também fica
determinada por seu valor em (vy,...,v,), temos

8(T) =48(T) ¢(v1, ..., v5) = T (§)(v1, ..., vn) = H(T(v1), ..., T(vy))-
Em particular, 6(Idy) =1 e, se S,T € Endg(V), temos §(T o S) =

P(T(S(v1)), .-, T(S(vn)))
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é
multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).

Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base
a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de
A™(V) que satisfaz ¢(vy,...,v,) = 1. Como T""(¢) também fica
determinada por seu valor em (vy,...,v,), temos

S(T) = 8(T) ¢(v1,...,v,) =T "(P)(v1,...,v,) = ¢(T(v1),...,T(vy)).
Em particular, 6(Idy) =1 e, se S,T € Endg(V), temos §(T o S) =

H(T(S(01)), -, T(Sa)) 2L 5(T) $(S(w1), ..., S(va))
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é
multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).

Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base
a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de
A™(V) que satisfaz ¢(vy,...,v,) = 1. Como T""(¢) também fica
determinada por seu valor em (vy,...,v,), temos

S(T) = 8(T) ¢(v1,...,v,) =T "(P)(v1,...,v,) = ¢(T(v1),...,T(vy)).
Em particular, 6(Idy) =1 e, se S,T € Endg(V), temos §(T o S) =

H(T(S(0)),. .., T(S(wa))) L 5(T) 6(S(v1), ..., S(va)) = 8(T) 5(S).
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Determinante via “Transposicao Alternada”

Considere o caso particular W =V e k =n = dim(V) € Z~¢. Segue que
dim(A™(V)) =1 e, portanto, todo operador linear em A"(V') é
multiplicacdo por um escalar fixo. Em particular, como T/ é um
operador linear em A™(V'), existe 0(T") € F tal que

(3) T""(¢) = 6(T) ¢  paratodo ¢ € A"(V).

Além disso, para calcularmos §(T'), precisamos avaliar 7" em um tinico
elemento nao nulo de A™(V). Por exemplo, fixada uma base
a=wvi,...,v, de V, podemos tomar ¢ como sendo o Unico elemento de

A™(V) que satisfaz ¢(vy,...,v,) = 1. Como T""(¢) também fica
determinada por seu valor em (vy,...,v,), temos

S(T) = 8(T) ¢(v1,...,v,) =T "(P)(v1,...,v,) = ¢(T(v1),...,T(vy)).

Em particular, 6(Idy) =1 e, se S,T € Endg(V), temos §(T o S) =

H(T(S(0)),. .., T(S(wa))) L 5(T) 6(S(v1), ..., S(va)) = 8(T) 5(S).

Teorema 10.4.4
Para todo T' € Endp(V), 6(T) = det(T).



Demonstracao do Teorema
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Demonstracao do Teorema

Suponha que dim(V) = 2
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Demonstracao do Teorema

Suponha que dim(V') = 2, a = vy, vy seja base de V/
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [‘é 2].
Se ¢ € A%2(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,vs) = 1
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [‘é 2].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(v1,v2) = 1, temos

6(T) = ¢(T(v1),T(v2))
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [‘é 2].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(v1,v2) = 1, temos
N(T) = o(T(v1),T(v2)) = Pplavy + cva, bvy + dvg)
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, a = vy, vs seja base de V e que [T]5 = [¢ b].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
o(T) = ¢(T(v1), T (v2)) = ¢(avi + cvg, buy + dvz)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy)
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [‘é 2].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
N(T) = o(T(v1),T(v2)) = Pplavy + cva, bvy + dvg)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [‘é 2].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
N(T) = o(T(v1),T(v2)) = Pplavy + cva, bvy + dvg)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy, ...,v, uma base de V'
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [‘é 2].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
N(T) = o(T(v1),T(v2)) = Pplavy + cva, bvy + dvg)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(FF)
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [‘é 2].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
N(T) = o(T(v1),T(v2)) = Pplavy + cva, bvy + dvg)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que C;(v(A1,...,A,)) =A;V1<j<n
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [‘é 2].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
N(T) = o(T(v1),T(v2)) = Pplavy + cva, bvy + dvg)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.
Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ala e ,An) =T
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [‘é 2].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
N(T) = o(T(v1),T(v2)) = Pplavy + cva, bvy + dvg)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.
Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ai,...,Ap) =T sendo T € Endp(V) t.q. [T]2 =v(A1,...,An)
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, a = vy, vs seja base de V e que [T]5 = [¢ b].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
IT) = (T (v1),T(v2)) = pavy + cva, bvy + dva)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ai,...,Ap) =T sendo T € Endp(V) t.q. [T]2 =v(A1,...,An) €
p, Y : W™ — F dadas por ¢ = det ov
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, a = vy, vs seja base de V e que [T]5 = [¢ b].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
IT) = (T (v1),T(v2)) = pavy + cva, bvy + dva)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ai,...,Ap) =T sendo T € Endp(V) t.q. [T]2 =v(A1,...,An) €
w, Y : W™ = F dadas por ¢ = detov e 1) = 6 0 pq,.
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, a = vy, vs seja base de V e que [T]5 = [¢ b].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
IT) = (T (v1),T(v2)) = pavy + cva, bvy + dva)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ai,...,Ap) =T sendo T € Endp(V) t.q. [T]2 =v(A1,...,An) €

v, : W™ = T dadas por ¢ = detor e ¢ = § 0 p,. Note que p, e v sao
bijetoras.
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, a = vy, vs seja base de V e que [T]5 = [¢ b].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
IT) = (T (v1),T(v2)) = pavy + cva, bvy + dva)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ai,...,Ap) =T sendo T € Endp(V) t.q. [T]2 =v(A1,...,An) €

v, : W™ = T dadas por ¢ = detor e ¢ = § 0 p,. Note que p, e v sao
bijetoras.

Considere a base f = E11,...,E,1 de W. Os resultados da Secao 2.4
implicam que ¢ € A™(W)
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, a = vy, vs seja base de V e que [T]5 = [¢ b].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
IT) = (T (v1),T(v2)) = pavy + cva, bvy + dva)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ai,...,Ap) =T sendo T € Endp(V) t.q. [T]2 =v(A1,...,An) €

v, : W™ = T dadas por ¢ = detor e ¢ = § 0 p,. Note que p, e v sao
bijetoras.

Considere a base f = E11,...,E,1 de W. Os resultados da Secao 2.4
implicam que ¢ € A"(W) e, de fato, ¢ é o tinico elemento de A™(W)
satisfazendo @(FEy 1, ..., Ey 1) = det(l,) = 1.
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, a = vy, vs seja base de V e que [T]5 = [¢ b].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
IT) = (T (v1),T(v2)) = pavy + cva, bvy + dva)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ai,...,Ap) =T sendo T € Endp(V) t.q. [T]2 =v(A1,...,An) €

v, : W™ = T dadas por ¢ = detor e ¢ = § 0 p,. Note que p, e v sao
bijetoras.

Considere a base f = E11,...,E,1 de W. Os resultados da Secao 2.4
implicam que ¢ € A"(W) e, de fato, ¢ é o tinico elemento de A™(W)
satisfazendo ¢(E1 1, ..., E,1) = det(l,) = 1. Mostraremos que

(4) ¢ c An(W) e w(El,la ... 7En,1) = 1,
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, o = vy, vy seja base de V' e que [T]% = [C d].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(v1,v2) = 1, temos
N(T) = o(T(v1),T(v2)) = Pplavy + cva, bvy + dvg)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ai,...,Ap) =T sendo T € Endp(V) t.q. [T]2 =v(A1,...,An) €

v, : W™ = T dadas por ¢ = detor e ¢ = § 0 p,. Note que p, e v sao
bijetoras.

Considere a base f = E11,...,E,1 de W. Os resultados da Secao 2.4
implicam que ¢ € A"(W) e, de fato, ¢ é o tinico elemento de A™(W)
satisfazendo ¢(E1 1, ..., E,1) = det(l,) = 1. Mostraremos que

(4) ¢ c An(W) e w(El,la ... 7En,1) = 1,

que implica ¥ = ¢.
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Demonstracao do Teorema 10.4.4

Suponha que dim(V) = 2, a = vy, vs seja base de V e que [T]5 = [¢ b].
Se ¢ € A%(V) é o elemento que satisfaz ¢(vy,v2) = 1, temos
IT) = (T (v1),T(v2)) = pavy + cva, bvy + dva)
= ¢(avy, dve) + ¢(cva, buy) = ad — be.

Sejam o = vy,...,v, uma base de V, W = M,, ;(F), v : W™ — M, (F) tal
que Cj(V(A1,...,Ap)) =A; V1 <j<n, po: W"— Endp(V) tal que
pa(Ai,...,Ap) =T sendo T € Endp(V) t.q. [T]2 =v(A1,...,An) €

v, : W™ = T dadas por ¢ = detor e ¢ = § 0 p,. Note que p, e v sao
bijetoras.

Considere a base f = E11,...,E,1 de W. Os resultados da Secao 2.4
implicam que ¢ € A"(W) e, de fato, ¢ é o tinico elemento de A™(W)
satisfazendo ¢(E1 1, ..., E,1) = det(l,) = 1. Mostraremos que

(4) ¢ c An(W) e w(El,la . 7En,1) = 1,

que implica ¥ = ¢. Supondo isso, completamos a demonstragao do
teorema como segue.
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais
to : Endp(V) — M, (F), T w— [T5.
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais

o : Endp(V) — M, (F),

Resumindo as definigoes feitas:

A. Moura

T [T]5.
Endﬁr(V)
e G
LN
Ha F
50/,//
Rl det
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais
to : Endp(V) — M, (F), T w— [T5.
Resumindo as definigoes feitas: Endg(V)

Sabemos que det(T") = det(ua (7).

A. Moura MMT719 - Poténcias Tensoriais



Considere o isomorfismo de espacos vetoriais
to : Endp(V) — M, (F), T w— [T5.

«

Resumindo as definigoes feitas: Endg(V)

M, (F)
Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,
temos v = Ly O pq-
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais

o : Endp(V) — M,
Endﬁr(V)

Resumindo as definigoes feitas:

M,

(F), T [T73.

(F)

Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,

temos v = g O Po. Assim,

8(T) = ¥(pa (1))
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais

o : Endp(V) — M,
Endﬁr(V)

Resumindo as definigoes feitas:

M,

(F), T [T73.

(F)

Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,

temos v = g O Po. Assim,
3(T) = ¢(pa (1)) = w(pa (1))
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais

o : Endp(V) — M,
Endﬁr(V)

Resumindo as definigoes feitas:

M,

(F), T [T73.

(F)

Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,

temos v = g O Po. Assim,

8(T) = ¥(pa (1)) = w(ps ' (T)) = det(v(pg " (1))
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais

o : Endp(V) — M, (F),

Resumindo as definigoes feitas:

T [T]5.
Endﬁr(V)
e U
AN
Ha F
50/,//
Rl det

My (F)

Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,

temos v = g O Po. Assim,

3(T) = 9(pa (1) = @(pa ' (T)) = det(v(pg (T))) = det(pa(T))
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais
to : Endp(V) — M, (F), T w— [T5.

Resumindo as definigoes feitas: Endg(V)

M, (F)
Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,
temos v = g O Po. Assim,

3(T) = 9(pa (1) = @(pa ' (T)) = det(v(pg (1)) = det(ua(T)) = det(T).
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais
to : Endp(V) — M, (F), T w— [T5.
Resumindo as definigoes feitas: Endg(V)

M, (F)
Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,
temos v = g O Po. Assim,

3(T) = 9(pa (1) = @(pa ' (T)) = det(v(pg (1)) = det(ua(T)) = det(T).

Provemos (4).
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais
to : Endp(V) — M, (F), T w— [T5.
Resumindo as definigoes feitas: Endg(V)

M, (F)
Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,
temos v = g O Po. Assim,

8(T) = p(pa (T)) = p(pg (T)) = det(v(pg (T))) = det(ua(T)) = det(T).
Provemos (4). Como po(E1 1, ..., Ey1) = Idy, a segunda afirmacgéo segue
pois §(Id) = 1.
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais
to : Endp(V) — M, (F), T w— [T5.
Resumindo as definigoes feitas: Endg(V)

M, (F)
Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,
temos v = g O Po. Assim,

8(T) = ¢(pa ' (T) = @(pg ' (T)) = det(v(p ' (T))) = det(ua(T)) = det(T).
Provemos (4). Como po(E1 1, ..., Ey1) = Idy, a segunda afirmacgéo segue
pois 6(Id) =1. Tome 1 <k <n, A,A; e W1 <j<n,AeF
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Considere o isomorfismo de espacos vetoriais
to : Endp(V) — M, (F), T w— [T5.
Resumindo as definigoes feitas: Endg(V)

M, (F)
Sabemos que det(7") = det(uq(T")). Além disso, por defini¢ao de pq,
temos v = g O Po. Assim,

8(T) = p(pa (T)) = p(pg (T)) = det(v(pg (T))) = det(ua(T)) = det(T).
Provemos (4). Como po(E1 1, ..., Ey1) = Idy, a segunda afirmacgéo segue
pois 6(Id) =1. Tome 1 <k <n, A,A; € W,1 < j <n,\ €F e considere
T= pa(Ah ceey An), S = ,Oa(Al, ce ,Ak,h A, Ak+1, ce 7An>7
e R= pa(Ah coy Ap_1, A + AA, Ak+1, e 7An)
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(vy,...,v,) =1
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos

V(AL A1, Al AA Ay, Ay)
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos

V(AL A1, A+ AA Ay, - Ay) = 0(R)
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos

1/)(141, v A1, A F A A, - ,An) = (5(R) = ¢(R(1}1), ce R(Un))
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos

1/)(141, v A1, A F A A, - ,An) = (5(R) = ¢(R(1}1), ce R(Un))
= ¢(R(U1), . R(’kal), T(’Uk) + /\S(’Uk), R(’Uk+1), ... ,R(Un))
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos
1/)(141, v A1, A F A A, - ,An) = (5(R) = ¢(R(1}1), ce R(Un))
= ¢(R(U1), e R(’kal), T(’Uk) + /\S(’Uk), R(’Uk+1), ... ,R(Un))
=¢(T(v1),...,T(v)) + X @(S(v1),...,S(vy))
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos
(A1, . A1, A + AA Ak, .., Ap) = 0(R) = ¢o(R(v1), - .., R(vy))
= ¢(R(v1), ... R(vk—1), T(vg) + AS(vk), R(vg41), - - ., R(vy))
=¢(T(v1),...,T(vn)) + A o(S(v1),...,S(vy))
— (AL AR FAO(AL o Apty A Ay Ap).
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos
(A1, . A1, A + AA Ak, .., Ap) = 0(R) = ¢o(R(v1), - .., R(vy))
= ¢(R(v1), ... R(vk—1), T(vg) + AS(vk), R(vg41), - - ., R(vy))
=¢(T(v1),...,T(vn)) + A o(S(v1),...,S(vy))
— (AL AR FAO(AL o Apty A Ay Ap).

Isso mostra que 1 é n-linear.
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos
(A1, . A1, A + AA Ak, .., Ap) = 0(R) = ¢o(R(v1), - .., R(vy))
= ¢(R(v1), ... R(vk—1), T(vg) + AS(vk), R(vg41), - - ., R(vy))
=¢(T(v1),...,T(vn)) + A o(S(v1),...,S(vy))
— (AL AR FAO(AL o Apty A Ay Ap).

Isso mostra que 1 é n-linear. Finalmente, mostremos que v é alternada.
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos
(A1, . A1, A + AA Ak, .., Ap) = 0(R) = ¢o(R(v1), - .., R(vy))
= ¢(R(v1), ... R(vk—1), T(vg) + AS(vk), R(vg41), - - ., R(vy))
=¢(T(v1),...,T(vn)) + A o(S(v1),...,S(vy))
— (AL AR FAO(AL o Apty A Ay Ap).

Isso mostra que 1 é n-linear. Finalmente, mostremos que v é alternada.
De fato, dadas A4,..., A, € W
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos
(A1, . A1, A + AA Ak, .., Ap) = 0(R) = ¢o(R(v1), - .., R(vy))
= ¢(R(v1), ... R(vk—1), T(vg) + AS(vk), R(vg41), - - ., R(vy))
=¢(T(v1),...,T(vn)) + A o(S(v1),...,S(vy))
— (AL AR FAO(AL o Apty A Ay Ap).

Isso mostra que 1 é n-linear. Finalmente, mostremos que v é alternada.
De fato, dadas Ay, ..., A, € W, suponha que existam 1 < j < k <n tais
que A; = Ap.
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos
(A1, . A1, A + AA Ak, .., Ap) = 0(R) = ¢o(R(v1), - .., R(vy))
= ¢(R(v1), ... R(vk—1), T(vg) + AS(vk), R(vg41), - - ., R(vy))
=¢(T(v1),...,T(vn)) + A o(S(v1),...,S(vy))
— (AL AR FAO(AL o Apty A Ay Ap).

Isso mostra que 1 é n-linear. Finalmente, mostremos que v é alternada.
De fato, dadas Ay, ..., A, € W, suponha que existam 1 < j < k <n tais
que Aj = Ay. Assim, se T' = po (A1, ..., Ap)
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos
(A1, . A1, A + AA Ak, .., Ap) = 0(R) = ¢o(R(v1), - .., R(vy))
= ¢(R(v1), ... R(vk—1), T(vg) + AS(vk), R(vg41), - - ., R(vy))
=¢(T(v1),...,T(vn)) + A o(S(v1),...,S(vy))
— (AL AR FAO(AL o Apty A Ay Ap).

Isso mostra que 1 é n-linear. Finalmente, mostremos que v é alternada.
De fato, dadas Ay, ..., A, € W, suponha que existam 1 < j < k <n tais
que A; = Ay. Assim, se T' = po(A1, ..., Ayp), temos T'(vj) = T (vy)
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Veja que R(v;) = T'(v;) = S(vj) se j # k e R(vg) =T (vg) + AS(vg).
Entao, se ¢ € A"(V) satisfaz ¢(v1,...,v,) = 1, temos
(A1, . A1, A + AA Ak, .., Ap) = 0(R) = ¢o(R(v1), - .., R(vy))
= ¢(R(v1), ... R(vk—1), T(vg) + AS(vk), R(vg41), - - ., R(vy))
=¢(T(v1),...,T(vn)) + A o(S(v1),...,S(vy))
— (AL AR FAO(AL o Apty A Ay Ap).

Isso mostra que 1 é n-linear. Finalmente, mostremos que v é alternada.
De fato, dadas Ay, ..., A, € W, suponha que existam 1 < j < k <n tais
que A; = Ay. Assim, se T' = po (A, ..., Ap), temos T'(vj) = T(vy) e,
portanto,

V(A1 ..., An) =0(T) = ¢(T(v1),...,T(vy)) =0,
ja que ¢ é alternada. O]
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Poténcias Simétricas

Uma k-ésima poténcia simétrica para V' é um par (¢, U) com
¢ € S*(V,U) que é universal sobre V¥ =V x --- x V com respeito as
propriedades P; = “ser k-linear simétrica” e P, = “ser linear”.
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Poténcias Simétricas

Uma k-ésima poténcia simétrica para V' é um par (¢, U) com

¢ € S*(V,U) que é universal sobre V¥ =V x --- x V com respeito as
propriedades P; = “ser k-linear simétrica” e P, = “ser linear”.

Ou seja, se para toda ¢ € S¥(V, W) sendo W um espaco vetorial, existir
tinica 1) € Homg (U, W) tal que 1) o ¢ = 1.

Teorema 10.4.6

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia simétrica para V.
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Poténcias Simétricas

Uma k-ésima poténcia simétrica para V' é um par (¢, U) com

¢ € S*(V,U) que é universal sobre V¥ =V x --- x V com respeito as
propriedades P; = “ser k-linear simétrica” e P, = “ser linear”.

Ou seja, se para toda ¢ € S¥(V, W) sendo W um espaco vetorial, existir
tinica 1) € Homg (U, W) tal que 1) o ¢ = 1.

Teorema 10.4.6

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia simétrica para V. Seja
a = (v;)jer uma base de V, < uma relagao de ordem total em I e
CL’]% = {(vil,...,vik) € thil Sig < ... Slk}
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Poténcias Simétricas

Uma k-ésima poténcia simétrica para V' é um par (¢, U) com

¢ € S*(V,U) que é universal sobre V¥ =V x --- x V com respeito as
propriedades P; = “ser k-linear simétrica” e P, = “ser linear”.

Ou seja, se para toda ¢ € S¥(V, W) sendo W um espaco vetorial, existir
tinica 1) € Homg (U, W) tal que 1) o ¢ = 1.

Teorema 10.4.6

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia simétrica para V. Seja
a = (v;)jer uma base de V, < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v) € VF iy <ig <. <ip}. Entdo, se (¢,U) é
k-ésima poténcia simétrica para V, ¢(ak) é base para U.

A. Moura MMT719 - Poténcias Tensoriais



Poténcias Simétricas

Uma k-ésima poténcia simétrica para V' é um par (¢, U) com

¢ € S¥(V,U) que é universal sobre V¥ =V x --- x V com respeito as
propriedades P; = “ser k-linear simétrica” e P, = “ser linear”.

Ou seja, se para toda ¢ € S¥(V, W) sendo W um espaco vetorial, existir
tinica 1) € Homg (U, W) tal que 1) o ¢ = 1.

Teorema 10.4.6

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia simétrica para V. Seja

a = (v;)jer uma base de V, < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v) € VF iy <ig <. <ip}. Entdo, se (¢,U) é
k-ésima poténcia simétrica para V, ¢(ak) é base para U.

Teorema 10.4.7

Se (¢,U) é uma k-ésima poténcia simétrica para V'
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Poténcias Simétricas

Uma k-ésima poténcia simétrica para V' é um par (¢, U) com

¢ € S¥(V,U) que é universal sobre V¥ =V x --- x V com respeito as
propriedades P = “ser k-linear simétrica” e P2 = “ser linear”.

Ou seja, se para toda ¢ € S¥(V, W) sendo W um espaco vetorial, existir
tinica 1) € Homg (U, W) tal que 1) o ¢ = 1.

Teorema 10.4.6

Para todo k > 1, existe k-ésima poténcia simétrica para V. Seja

a = (v;)jer uma base de V, < uma relagao de ordem total em I e
ok = {(viy,...,v) € VF iy <ig <. <ip}. Entdo, se (¢,U) é
k-ésima poténcia simétrica para V, ¢(ak) é base para U.

Teorema 10.4.7

Se (¢,U) é uma k-ésima poténcia simétrica para V', para todo espago
vetorial W, a funcio I" : S¥(V, W) — Homp(U, W), 9 — ¢ é um

isomorfismo de espagos vetoriais.
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Poténcias Simétricas — Notacao e Dimensao
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Poténcias Simétricas — Notacao e Dimensao

Denotaremos por S*V o espaco vetorial do par universal de uma k-ésima
poténcia simétrica para V
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Poténcias Simétricas — Notacao e Dimensao

Denotaremos por S*V o espaco vetorial do par universal de uma k-ésima
poténcia simétrica para V' enquanto que a correspondente funcao k-linear
do par serd denotada por ©.
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Poténcias Simétricas — Notacao e Dimensao

Denotaremos por S*V o espaco vetorial do par universal de uma k-ésima
poténcia simétrica para V' enquanto que a correspondente funcao k-linear
do par serd denotada por ®. Dados v; € V,1 < j < k, usaremos a notacao

vl®---®vk:®(v1,...,vk).
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Poténcias Simétricas — Notacao e Dimensao

Denotaremos por S*V o espaco vetorial do par universal de uma k-ésima
poténcia simétrica para V' enquanto que a correspondente funcao k-linear
do par serd denotada por ®. Dados v; € V,1 < j < k, usaremos a notacao
V1O Ou = O(v1,. .., V).
O fato de ® ser simétrica se expressa nesta notagdo por
VIO QO OVO QU =1100V;O - OUO--Ou
para quaisquer 1 <17 < j < k.
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Poténcias Simétricas — Notacao e Dimensao

Denotaremos por S*V o espaco vetorial do par universal de uma k-ésima

poténcia simétrica para V' enquanto que a correspondente funcao k-linear

do par serd denotada por ®. Dados v; € V,1 < j < k, usaremos a notacao
V1O O = OV, ..., V).

O fato de ® ser simétrica se expressa nesta notagdo por

VIO QO OVO QU =1100V;O - OUO--Ou
para quaisquer 1 < ¢ < j < k. Pelo Teorema 10.4.6, dada uma base
a = (v;)ier de V e uma relagao de ordem total em [
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Poténcias Simétricas — Notacao e Dimensao

Denotaremos por S*V o espaco vetorial do par universal de uma k-ésima
poténcia simétrica para V' enquanto que a correspondente funcao k-linear
do par serd denotada por ®. Dados v; € V,1 < j < k, usaremos a notacao

V1O O = OV, ..., V).
O fato de ® ser simétrica se expressa nesta notagdo por
V1O 0V OUVO - OUE=1100V;O0--OV;O - Oug
para quaisquer 1 < ¢ < j < k. Pelo Teorema 10.4.6, dada uma base
a = (v;);er de V' e uma relagao de ordem total em I, os vetores da forma

Vi @ - Qo com 4 <ig <o gy

formam uma base de S*V.
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Poténcias Simétricas — Notacao e Dimensao

Denotaremos por S*V o espaco vetorial do par universal de uma k-ésima
poténcia simétrica para V' enquanto que a correspondente funcao k-linear
do par serd denotada por ®. Dados v; € V,1 < j < k, usaremos a notacao

V1O O = OV, ..., V).
O fato de ® ser simétrica se expressa nesta notagdo por
V1O 0V OUVO - OUE=1100V;O0--OV;O - Oug
para quaisquer 1 < ¢ < j < k. Pelo Teorema 10.4.6, dada uma base
a = (v;);er de V' e uma relagao de ordem total em I, os vetores da forma

Vi @ - Qo com 4 <ig <o gy

formam uma base de S*V. Em particular, se dim(V) =n € Z-g
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Poténcias Simétricas — Notacao e Dimensao

Denotaremos por S*V o espaco vetorial do par universal de uma k-ésima
poténcia simétrica para V' enquanto que a correspondente funcao k-linear
do par serd denotada por ®. Dados v; € V,1 < j < k, usaremos a notacao
V1O Ou = O(v1,. .., V).

O fato de ® ser simétrica se expressa nesta notagdo por

VIO QO OVO QU =1100V;O - OUO--Ou
para quaisquer 1 < ¢ < j < k. Pelo Teorema 10.4.6, dada uma base
a = (v;);er de V' e uma relagao de ordem total em I, os vetores da forma

Vi @ - Qo com 4 <ig <o gy

formam uma base de S¥V. Em particular, se dim(V) = n € Z~y, temos

dim(S*V) = (n—;—i—/{:) = <n— 1j1Lk> para todo k > 1.
n_
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k n—1
Segue entao do Teorema 10.4.7 que
n+k—1
k
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dim(S*(V,W)) = < ) dim(W) para todo k> 1.



