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A Definição

Dadas Tj ∈ HomF(Vj ,Wj), 1 ≤ j ≤ k, considere a função k-linear

ψ : V1 × · · · × Vk →W1 ⊗ · · · ⊗Wk, (v1, . . . , vk) 7→ T1(v1)⊗ · · · ⊗ Tk(vk),
e a transformação linear induzida

ψ̃ : V1⊗ · · · ⊗Vk →W1⊗ · · · ⊗Wk, v1⊗ · · · ⊗ vk 7→ T1(v1)⊗ · · · ⊗Tk(vk).

Assim, fica definida uma função

ϕ : HomF(V1,W1)×· · ·×HomF(Vk,Wk)→ HomF(V1⊗· · ·⊗Vk,W1⊗· · ·⊗Wk),

ϕ(T1, . . . , Tk)(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = T1(v1)⊗ · · · ⊗ Tk(vk).

Note que ϕ é k-linear e, portanto, temos a transformação linear induzida

ϕ̃ : HomF(V1,W1)⊗· · ·⊗HomF(Vk,Wk)→ HomF(V1⊗· · ·⊗Vk,W1⊗· · ·⊗Wk),

T1 ⊗ · · · ⊗ Tk 7→ ϕ(T1, . . . , Tk).

A transformação linear ψ̃ = ϕ(T1, . . . , Tk) será denotada por T1 ⊗ · · · ⊗ Tk
e será chamada de o produto tensorial da famı́lia T1, . . . , Tk.
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HomF(V1⊗ · · · ⊗ Vk,W1⊗ · · · ⊗Wk) é Produto Tensorial

Proposição 10.3.2 e Corolário 10.3.3

A transformação linear ϕ̃ é injetora.

Se as dimensões de Vj e Wj forem
finitas para todo 1 ≤ j ≤ k, então ϕ̃ é isomorfismo.

Dem.: A segunda afirmação segue da primeira já que domı́nio e
contradomı́nio têm a mesma dimensão (finita).

Procedamos por indução em k ≥ 2. Para k = 2, tome Γ ∈ N (ϕ̃) e escolha

uma expressão para Γ da forma Γ =
m∑
j=1

Tj ⊗ Sj com Tj ∈ HomF(V1,W1)

e Sj ∈ HomF(V2,W2) tais que T1, . . . , Tm e S1, . . . , Sm sejam famı́lias l.i..
Em particular,

(1)

m∑
j=1

Tj(v)⊗ Sj(v′) = 0 ∀ v ∈ V1, v′ ∈ V2.

Se m 6= 0, então T1 6= 0 e podemos escolher v ∈ V1 tal que T1(v) 6= 0.
Seja r a dimensão do subespaço de W1 gerado por T1(v), . . . , Tm(v) e, a
menos de re-ordenação, suponha que T1(v), . . . , Tr(v) seja l.i..
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Dem.: A segunda afirmação segue da primeira já que domı́nio e
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Proposição 10.3.2 e Corolário 10.3.3
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contradomı́nio têm a mesma dimensão (finita).

Procedamos por indução em k ≥ 2. Para k = 2, tome Γ ∈ N (ϕ̃) e escolha

uma expressão para Γ da forma Γ =

m∑
j=1

Tj ⊗ Sj com Tj ∈ HomF(V1,W1)

e Sj ∈ HomF(V2,W2) tais que T1, . . . , Tm e S1, . . . , Sm sejam famı́lias l.i..

Em particular,

(1)

m∑
j=1

Tj(v)⊗ Sj(v′) = 0 ∀ v ∈ V1, v′ ∈ V2.

Se m 6= 0, então T1 6= 0 e podemos escolher v ∈ V1 tal que T1(v) 6= 0.
Seja r a dimensão do subespaço de W1 gerado por T1(v), . . . , Tm(v) e, a
menos de re-ordenação, suponha que T1(v), . . . , Tr(v) seja l.i..
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Assim, para cada r < l ≤ m, existem escalares ai,l, 1 ≤ i ≤ r, tais que

Tl(v) =
∑r

i=1 ai,l Ti(v).

Retornando estas expressões em (1), segue que
r∑
j=1

Tj(v)⊗
(
Sj(v

′) +
m∑

l=r+1

aj,l Sl(v
′)

)
= 0 ∀ v′ ∈ V2.

Como T1(v), . . . , Tr(v) é l.i., segue do Lema 10.2.7 que

Sj +

m∑
l=r+1

aj,l Sl = 0 ∀ 1 ≤ j ≤ r.

Mas isso contradiz o fato de termos escolhido S1, . . . , Sm l.i.. Logo,
m = 0⇒ Γ = 0, completando a demonstração para k = 2.

Suponha então que k > 2 e introduza a seguinte notação:

V = V1 ⊗ · · · ⊗ Vk−1, W = W1 ⊗ · · · ⊗Wk−1,

ϕ̃k−1 : HomF(V1,W1)⊗ · · · ⊗HomF(Vk−1,Wk−1)→ HomF(V,W ), que é
injetora por hipótese de indução, e

ϕ̃′ : HomF(V,W )⊗HomF(Vk,Wk)→ HomF(V ⊗ Vk,W ⊗Wk),

que é injetora pelo caso k = 2.
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Núcleo e Imagem

A associatividade de ⊗ induz os seguintes isomorfismos:

HomF(V1,W1)⊗ · · · ⊗HomF(Vk,Wk)
ψ→

(HomF(V1,W1)⊗ · · · ⊗HomF(Vk−1,Wk−1))⊗HomF(Vk,Wk),

T1 ⊗ · · · ⊗ Tk 7→ (T1 ⊗ · · · ⊗ Tk−1)⊗ Tk,
e HomF(V ⊗ Vk,W ⊗Wk)

ψ′
→ HomF(V1 ⊗ · · · ⊗ Vk,W1 ⊗ · · · ⊗Wk).

Facilmente verifica-se que ϕ̃ = ψ′ ◦ ϕ̃′ ◦ (ϕ̃k−1 ⊗ Id) ◦ ψ.
Como ψ′, ϕ̃′ e ψ são injetoras, basta mostrar que ϕ̃k−1 ⊗ Id também é.
Isso é imediato do lema a seguir.

Lema 10.3.1

(a) Im(T1 ⊗ · · · ⊗ Tk) = Im(T1)⊗ · · · ⊗ Im(Tk).

(b) Seja Nj = V1 ⊗ · · · ⊗ Vj−1 ⊗N (Tj)⊗ Vj+1 ⊗ · · · ⊗ Vk, 1 ≤ j ≤ k.
Então N (T1 ⊗ · · · ⊗ Tk) = N1 + · · ·+Nk. Em particular,
T1 ⊗ · · · ⊗ Tk é injetora se Tj o for para todo 1 ≤ j ≤ k.

Dem.: Parte (a) fica de exerćıcio (fácil). A segunda afirmação de (b) é
imediata da primeira pois Nj = {0} ∀ j.
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Núcleo e Imagem

A associatividade de ⊗ induz os seguintes isomorfismos:

HomF(V1,W1)⊗ · · · ⊗HomF(Vk,Wk)
ψ→

(HomF(V1,W1)⊗ · · · ⊗HomF(Vk−1,Wk−1))⊗HomF(Vk,Wk),

T1 ⊗ · · · ⊗ Tk 7→ (T1 ⊗ · · · ⊗ Tk−1)⊗ Tk,
e HomF(V ⊗ Vk,W ⊗Wk)

ψ′
→ HomF(V1 ⊗ · · · ⊗ Vk,W1 ⊗ · · · ⊗Wk).

Facilmente verifica-se que ϕ̃ = ψ′ ◦ ϕ̃′ ◦ (ϕ̃k−1 ⊗ Id) ◦ ψ.

Como ψ′, ϕ̃′ e ψ são injetoras, basta mostrar que ϕ̃k−1 ⊗ Id também é.
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A continência Nj ⊆ N (T1 ⊗ · · · ⊗ Tk) é óbvia

e, portanto, se
N := N1 + · · ·+Nk, temos N ⊆ N (T1 ⊗ · · · ⊗ Tk). Sejam

V = V1 ⊗ · · · ⊗ Vk e W = Im(T1)⊗ · · · ⊗ Im(Tk) = Im(T1 ⊗ · · · ⊗ Tk).
Considere a projeção canônica π : V → V/N . Mostraremos que existe
S ∈ HomF(W,V/N) tal que

(2) S ◦ (T1 ⊗ · · · ⊗ Tk) = π.

Assim, N (T1 ⊗ · · · ⊗ Tk) ⊆ N (S ◦ (T1 ⊗ · · · ⊗ Tk))
(2)
= N , e o lema segue.

Vejamos então como definir S satisfazendo (2). Para cada 1 ≤ j ≤ k, seja
σj uma inversa à direita para Tj , i.e., σj : Im(Tj)→ Vj satisfaz

Tj(σj(w)) = w ∀ w ∈ Im(Tj).
Isso implica que

(3) σj(Tj(v))− v ∈ N (Tj) ∀ v ∈ Vj .

De fato, Tj(σj(Tj(v))− v) = Tj(σj(Tj(v)))− Tj(v) = 0. Defina

σ : Im(T1)×· · ·×Im(Tk)→ V/N, (w1, . . . , wk) 7→ π(σ1(w1)⊗· · ·⊗σk(wk)).
Mostraremos que σ é k-linear e que S := σ̃ satisfaz(2).
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Mostremos que σ̃ satisfaz (2).

Dados vj ∈ Vj , 1 ≤ j ≤ k, (3) nos diz que
existe v′j ∈ N (Tj) tal que σj(Tj(vj)) = vj + v′j . Então,

S
(
(T1 ⊗ · · · ⊗ Tk)(v1 ⊗ · · · ⊗ vk)

)
= S(T1(v1)⊗ · · · ⊗ Tk(vk))

= σ(T1(v1), . . . , Tk(vk)) = π(σ1(T1(v1))⊗ · · · ⊗ σk(Tk(vk)))

= π((v1 + v′1)⊗ · · · ⊗ (vk + v′k)) = π(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) + π(v)

onde v é uma soma de elementos em N . Isso mostra a validade de (2).

Mostremos a linearidade de σ na primeira entrada. Dados wj ∈ Im(Tj),
1 ≤ j ≤ k,w′1 ∈ Im(T1) e λ ∈ F, note que, como

T1
(
σ1(w1) + λσ1(w

′
1)− σ1(w1 + λw′1)

)
= T1(σ1(w1)) + λT1(σ1(w

′
1))− T1(σ1(w1 + λw′1)) = 0,

∃ v ∈ N (T1) t.q. σ1(w1 + λw′1) = σ1(w1) + λσ1(w
′
1) + v. Assim,

σ(w1 + λw′1, w2, · · · , wk) = π(σ1(w1 + λw′1)⊗ σ2(w2)⊗ · · · ⊗ σk(wk))
= π((σ1(w1) + λσ1(w

′
1) + v)⊗ σ2(w2)⊗ · · · ⊗ σk(wk))

= π((σ1(w1))⊗ σ2(w2)⊗ · · · ⊗ σk(wk))
+ λ π(σ1(w

′
1)⊗ σ2(w2)⊗ · · · ⊗ σk(wk)) + π(v ⊗ σ2(w2)⊗ · · · ⊗ σk(wk))

= σ(w1, w2, · · · , wk) + λ σ(w′1, w2, · · · , wk).
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