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A Propriedade Universal

Considere as propriedades funcionais: P; = “ser k-linear” (k € Z<¢) e
Py = “ser linear”.
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Considere as propriedades funcionais: P; = “ser k-linear” (k € Z<¢) e
P, = “ser linear”. Dada familia V7,...,V, de [F- espacos vetoriais, um par
(¢,V) com ¢ € Homk(Vy,--- , Vi, V) é dito um produto tensorial desta

familia se for universal sobre X = V; x --- x V. com respeito a P e Ps.
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A Propriedade Universal

Considere as propriedades funcionais: P; = “ser k-linear” (k € Z<¢) e

P, = “ser linear”. Dada familia V7,...,V, de [F- espacos vetoriais, um par
(¢,V) com ¢ € Homk(Vy,--- , Vi, V) é dito um produto tensorial desta
familia se for universal sobre X = V; x --- x V. com respeito a P e Ps.

Ou seja, (¢, V) é produto tensorial para Vi, ...,V se, para toda
¢ € HomE(VA, ..., Vi, W) sendo W um espaco vetorial, existir inica
Ve Homp(V, W) tal que hod =

Vix---xWV Lg %
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Considere as propriedades funcionais: P; = “ser k-linear” (k € Z<¢) e

P, = “ser linear”. Dada familia V7,...,V, de [F- espacos vetoriais, um par
(¢,V) com ¢ € Homk(Vy,--- , Vi, V) é dito um produto tensorial desta
familia se for universal sobre X = V; x --- x V. com respeito a P e Ps.

Ou seja, (¢, V) é produto tensorial para Vi, ...,V se, para toda
¢ € HomE(VA, ..., Vi, W) sendo W um espaco vetorial, existir inica
Ve Homp(V, W) tal que hod =

Vix---xWV Lg %

Teorema 10.2.1 (Existéncia)

Para toda familia de espacos vetoriais Vi, ..., Vi, existe um produto
tensorial.
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A Propriedade Universal

Considere as propriedades funcionais: P; = “ser k-linear” (k € Z<¢) e

P, = “ser linear”. Dada familia V7,...,V, de [F- espacos vetoriais, um par
(¢,V) com ¢ € Homk(Vy,--- , Vi, V) é dito um produto tensorial desta
familia se for universal sobre X = V; x --- x V. com respeito a P e Ps.

Ou seja, (¢, V) é produto tensorial para Vi, ...,V se, para toda
¢ € HomE(VA, ..., Vi, W) sendo W um espaco vetorial, existir inica
Ve Homp(V, W) tal que hod =

Vix---xWV Lg %

Teorema 10.2.1 (Existéncia)

Para toda familia de espacos vetoriais Vi, ..., Vi, existe um produto
tensorial. Além disso, se (¢, V) é um produto tensorial para Vi,...,Vj
eoaj ébasepara V;, 1 <5<k
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A Propriedade Universal

Considere as propriedades funcionais: P; = “ser k-linear” (k € Z<¢) e

P, = “ser linear”. Dada familia V7,...,V, de [F- espacos vetoriais, um par
(¢,V) com ¢ € Homk(Vy,--- , Vi, V) é dito um produto tensorial desta
familia se for universal sobre X = V; x --- x V. com respeito a P e Ps.

Ou seja, (¢, V) é produto tensorial para Vi, ...,V se, para toda
¢ € HomE(VA, ..., Vi, W) sendo W um espaco vetorial, existir inica
Ve Homp(V, W) tal que hod =

Vix---xWV Lg %

Teorema 10.2.1 (Existéncia)

Para toda familia de espacos vetoriais Vi, ..., Vi, existe um produto
tensorial. Além disso, se (¢, V) é um produto tensorial para Vi,...,Vj
e a; é base para Vj, 1 < j <k, entdo ¢(aj X --- X o) é base para V.
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Demonstracao da Existéncia e da Dimensao

Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
basta provar a segunda afirmacao do teorema para um produto tensorial

especifico.
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Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
basta provar a segunda afirmacao do teorema para um produto tensorial
especifico. Passemos entao a construir um produto tensorial para o qual
conseguimos verificar também a segunda afirmacao do teorema.
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Demonstracao da Existéncia e da Dimensao

Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
basta provar a segunda afirmacao do teorema para um produto tensorial
especifico. Passemos entao a construir um produto tensorial para o qual
conseguimos verificar também a segunda afirmacao do teorema.

Sejam o = a1 X -+ X ay
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Demonstracao da Existéncia e da Dimensao

Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
basta provar a segunda afirmacao do teorema para um produto tensorial
especifico. Passemos entao a construir um produto tensorial para o qual
conseguimos verificar também a segunda afirmacao do teorema.

Sejam v = a1 X -+ X ag, V t.q. dim(V) = #a, t: a = V t.q. t(a) é base
de V
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Demonstracao da Existéncia e da Dimensao
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Demonstracao da Existéncia e da Dimensao

Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
basta provar a segunda afirmacao do teorema para um produto tensorial
especifico. Passemos entao a construir um produto tensorial para o qual
conseguimos verificar também a segunda afirmacao do teorema.

Sejam v = a1 X -+ X ag, V t.q. dim(V) = #a, t: a = V t.q. t(a) é base
deV,e¢pe HomEI‘i(Vl, ..., Vi, V) a tnica funcao satisfazendo ¢|, = ¢.
Para concluir a demonstracao, basta mostrar que (¢, V') é um produto
tensorial para Vp,..., Vi
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Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
basta provar a segunda afirmacao do teorema para um produto tensorial
especifico. Passemos entao a construir um produto tensorial para o qual
conseguimos verificar também a segunda afirmacao do teorema.
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tensorial para Vi,..., Vi, j4 que a afirmagao sobre ¢(«) ser base de V é
imediata das defini¢oes de V' e ¢.

Mostremos que (¢, V') satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
Y € HomE(Va, ..., Vi, W)
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Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
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Sejam v = a1 X -+ X ag, V t.q. dim(V) = #a, t: a = V t.q. t(a) é base
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Mostremos que (¢, V') satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
¢ € HomgE(VA, ..., Vi, W), como (a) é base, 3! ¢ € Homp(V, W) t.q.
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Em particular, como ¢ e 1 sdo k-lineares, segue que ) o ¢ = 1).
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Demonstracao da Existéncia e da Dimensao

Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
basta provar a segunda afirmacao do teorema para um produto tensorial
especifico. Passemos entao a construir um produto tensorial para o qual
conseguimos verificar também a segunda afirmacao do teorema.

Sejam v = a1 X -+ X ag, V t.q. dim(V) = #a, t: a = V t.q. t(a) é base
deV,e¢pe HomEI‘i(Vl, ..., Vi, V) a tnica funcao satisfazendo ¢|, = ¢.

Para concluir a demonstracao, basta mostrar que (¢, V') é um produto
tensorial para Vi,..., Vi, j4 que a afirmagao sobre ¢(«) ser base de V é
imediata das defini¢oes de V' e ¢.

Mostremos que (¢, V') satisfaz a propriedade universal requerida. Dada
¢ € HomgE(VA, ..., Vi, W), como (a) é base, 3! ¢ € Homp(V, W) t.q.

P((v) =¢(v) Vv ea.

Em particular, como ¢ e 1 sao k-lineares, segue que 1/; o¢p=1. Além
disso, se & € Homp(V, W) satisfaz £ o ¢p =4

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Demonstracao da Existéncia e da Dimensao

Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
basta provar a segunda afirmacao do teorema para um produto tensorial
especifico. Passemos entao a construir um produto tensorial para o qual
conseguimos verificar também a segunda afirmacao do teorema.

Sejam v = a1 X -+ X ag, V t.q. dim(V) = #a, t: a = V t.q. t(a) é base
deV,e¢pe HomEI‘i(Vl, ..., Vi, V) a tnica funcao satisfazendo ¢|, = ¢.

Para concluir a demonstracao, basta mostrar que (¢, V') é um produto
tensorial para Vi,..., Vi, j4 que a afirmagao sobre ¢(«) ser base de V é
imediata das defini¢oes de V' e ¢.

Mostremos que (¢, V') satisfaz a propriedade universal requerida. Dada

¢ € HomE(VA, ..., Vi, W), como «(a) é base, 3! Y € Homp(V, W) t.q.
P(v)) =¢(v) Vv e

Em particular, como ¢ e 1 sao k-lineares, segue que 1/; o¢p=1. Além

disso, se & € Homp(V, W) satisfaz £ o ¢ = 9, entdo, para todo v € «, vale

£((v)) = &(o(v)) = ¥(v)



Demonstracao da Existéncia e da Dimensao

Observe que as hipéteses do Lema 10.1.3 sao satisfeitas e, portanto,
basta provar a segunda afirmacao do teorema para um produto tensorial
especifico. Passemos entao a construir um produto tensorial para o qual
conseguimos verificar também a segunda afirmacao do teorema.

Sejam v = a1 X -+ X ag, V t.q. dim(V) = #a, t: a = V t.q. t(a) é base
deV,e¢pe HomEI‘i(Vl, ..., Vi, V) a tnica funcao satisfazendo ¢|, = ¢.

Para concluir a demonstracao, basta mostrar que (¢, V') é um produto
tensorial para Vi,..., Vi, j4 que a afirmagao sobre ¢(«) ser base de V é
imediata das defini¢oes de V' e ¢.

Mostremos que (¢, V') satisfaz a propriedade universal requerida. Dada

¢ € HomE(VA, ..., Vi, W), como «(a) é base, 3! Y € Homp(V, W) t.q.
P((v) =¢(v) Vv ea.

Em particular, como ¢ e 1 sao k-lineares, segue que 1/; o¢p=1. Além

disso, se § € Homp(V, W) satisfaz § o ¢ = 19, entdo, para todo v € «, vale

§(t(v)) = &((v)) = ¥(v) e, portanto, & = 9. O
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomE(Va, ..., Vi, W) — Homg(V, W),
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomE(Va, ..., Vi, W) — Homg(V, W), ¥ > Y.
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W)
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome

Yp=T0¢
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome

1 =T o ¢ que é k-linear

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homg(V, W), tome
1 =T o ¢ que é k-linear e, portanto, 7 = = I'(¢)).
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome
Y =70 ¢ que é k-linear e, portanto, 7 = ) = I'(¢y)). Para mostrar a
injetividade, suponha que 1, € Homﬁ?(Vl, ooy, Vi, W) satisfagam ¥ =¢.
Entio, ¢ =o¢p=_Eo¢=¢.
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 1

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homg(V, W), tome
Y =70 ¢ que é k-linear e, portanto, 7 =t = I'(y). Para mostrar a
injetividade, suponha que v, ¢ € Homﬁ?(Vl, ooy Vi, W) satisfagam ¢ = &.
Entdo, ¢ = o ¢ =E£op=¢.

Mostremos que I" é linear. Dado A € F, temos I'(¢)) + AI'(€) = 1) + AE.
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome
Y =70 ¢ que é k-linear e, portanto, 7 = ) = I'(¢y)). Para mostrar a
injetividade, suponha que 1, € Homﬁ?(Vl, ooy, Vi, W) satisfagam ¥ =¢.
Entio, ¢ =o¢p=_Eo¢=¢.

Mostremos que I" é linear. Dado A € F, temos I'(¢)) + AI'(€) = 1) + AE.
Por outro lado, I'(¢) + A§) = + X
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome
Y =70 ¢ que é k-linear e, portanto, 7 = ) = I'(¢y)). Para mostrar a
injetividade, suponha que 1, € Homﬁ?(Vl, ooy, Vi, W) satisfagam ¥ =¢.
Entio, ¢ =o¢p=_Eo¢=¢.

Mostremos que I" é linear. Dado A € F, temos I'(¢)) + AI'(€) = 1) + AE.
Por outro lado, I'(¢) + ) = w/—ljjf é o unico elemento de Homp(V, W)

—~—

que satisfaz (¢ + A§) o ¢ = 1p + AE.
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome
Y =70 ¢ que é k-linear e, portanto, 7 = ) = I'(¢y)). Para mostrar a
injetividade, suponha que 1, € Homﬁ?(Vl, ooy, Vi, W) satisfagam ¥ =¢.
Entio, ¢ =o¢p=_Eo¢=¢.

Mostremos que I" é linear. Dado A € F, temos I'(¢)) + AI'(€) = 1) + AE.
Por outro lado, I'(¢) + ) = w/—ljjf é o unico elemento de Homp(V, W)

—~—

que satisfaz (¢ + A) o ¢ = ¢ + AE. Logo, precisamos verificar que
(Y +A)od =1+ A
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome
Y =70 ¢ que é k-linear e, portanto, 7 = ) = I'(¢y)). Para mostrar a
injetividade, suponha que 1, € Homﬁ?(Vl, ooy, Vi, W) satisfagam ¥ =¢.
Entio, ¢ =o¢p=_Eo¢=¢.

Mostremos que I" é linear. Dado A € F, temos I'(¢)) + AI'(€) = 1) + AE.
Por outro lado, I'(¢) + ) = w/—ljjf é o unico elemento de Homp(V, W)

—~—

que satisfaz (¢ + A) o ¢ = ¢ + AE. Logo, precisamos verificar que
(1/1+)\§)°<Z5:¢j'/\f-~
De fato, dados vj € Vj,1 < j <k, temos (¢) + X&) (¢(v1,...,vx))
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome
Y =70 ¢ que é k-linear e, portanto, 7 = ) = I'(¢y)). Para mostrar a
injetividade, suponha que 1, € Homﬁ?(Vl, ooy, Vi, W) satisfagam ¥ =¢.
Entio, ¢ =o¢p=_Eo¢=¢.

Mostremos que I" é linear. Dado A € F, temos I'(¢)) + AI'(€) = 1) + AE.
Por outro lado, I'(¢) + ) = w/—ljjf é o unico elemento de Homp(V, W)

—~—

que satisfaz (¢ + A§) o ¢ :~’(/} + ):f . Logo, precisamos verificar que
() +AE) 0 6 = ¥+ AE.

De fato, dados v; € Vj,1 < j <k, temos (W 4+ A (p(v1, ..., v1)) =

¢(¢(U17 s vvk‘)) + )‘f((ﬁ(vlv s 7vk))
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome
Y =70 ¢ que é k-linear e, portanto, 7 = ) = I'(¢y)). Para mostrar a
injetividade, suponha que 1, € Homﬁ?(Vl, ooy, Vi, W) satisfagam ¥ =¢.
Entio, ¢ =o¢p=_Eo¢=¢.

Mostremos que I" é linear. Dado A € F, temos I'(¢)) + AI'(€) = 1) + AE.
Por outro lado, I'(¢) + ) = w/—ljjf é o unico elemento de Homp(V, W)

que satisfaz (mf o :~’(/} + ):f . Logo, precisamos verificar que
(Y +A)od =1+ A

De fato, dados v; € Vj,1 < j <k, temos (1; + A (P(v1, . .. ,UE)) =

V(p(vr, ..., oK) + A(D(v1, ... oK) = Y(v1, .. oK) + A(v1, .. vg)
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Produto Tensorial é o “Preco” da Linearizacao

Teorema 10.2.2

Se (¢, V) é produto tensorial para Vi, ..., Vj, para todo espago vetorial
W, existe um isomorfismo de espagos vetoriais

I :HomfE(Vi,..., Vi, W) — Homg(V, W), o+ 4.

Dem.: Para mostrar que I" é sobrejetora, dada 7 € Homp(V, W), tome
Y =70 ¢ que é k-linear e, portanto, 7 = ) = I'(¢y)). Para mostrar a
injetividade, suponha que 1, € Homﬁ?(Vl, ooy, Vi, W) satisfagam ¥ =¢.
Entio, ¢ =o¢p=_Eo¢=¢.

Mostremos que I" é linear. Dado A € F, temos I'(¢)) + AI'(€) = 1) + AE.
Por outro lado, I'(¢) + ) = w/—ljjf é o unico elemento de Homp(V, W)

—~—

que satisfaz (¢ + A§) o ¢ = 1» + A{. Logo, precisamos verificar que

(Y + Ao =19+ AL
De fato, dados v; € Vj,1 < j <k, temos (1; + A (P(v1, . .. ,UE)) =
W(p(v1, ... 0k)) + A(D(v1, ... vk)) = Y(v1, ... v) + A(v1, ..., 0) =
(¢+)\§)(1}1,...,1}k). L]
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Notacao Tensorial e Associat

Denotaremos por V4 ® - -+ ® Vi 0 espago vetorial do par universal de um
produto tensorial para Vi ...,V
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Notacao Tensorial e Associat

Denotaremos por V4 ® - -+ ® Vi 0 espago vetorial do par universal de um
produto tensorial para V..., Vi e a correspondente funcao k-linear do
par por &.
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Notacao Tensorial e Associat

Denotaremos por V4 ® - -+ ® Vi 0 espago vetorial do par universal de um
produto tensorial para V..., Vi e a correspondente funcao k-linear do
par por ®. Dados v; € V},1 < j < k, usaremos a notagao

V1@ QU = ®(v1, ..., Uk).
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Notacao Tensorial e Associat

Denotaremos por V4 ® - -+ ® Vi 0 espago vetorial do par universal de um
produto tensorial para V..., Vi e a correspondente funcao k-linear do
par por ®. Dados v; € V},1 < j < k, usaremos a notagao

VR QU = (V1. .., Uk).
Quando existir necessidade de explicitar o corpo em questao, utilizaremos
o simbolo ®p.
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Notacao Tensorial e Associatividade

Denotaremos por V4 ® - -+ ® Vi 0 espago vetorial do par universal de um
produto tensorial para V..., Vi e a correspondente funcao k-linear do
par por ®. Dados v; € V},1 < j < k, usaremos a notagao

V1@ QU = ®(v1, ..., Uk).
Quando existir necessidade de explicitar o corpo em questao, utilizaremos
o simbolo ®p. Observe que a k-linearidade de ® se re-escreve como

V@ QU1 ® (V+ M) QU1 ® - Qg =
(M@ Qup) + A1 ® -+ ®vj_1 RV Qujp1 Q-+ Quy)
para quaisquer vj,v; € V;,1 < j <k, e A €F.
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Notacao Tensorial e Associatividade

Denotaremos por V4 ® - -+ ® Vi 0 espago vetorial do par universal de um
produto tensorial para V..., Vi e a correspondente funcao k-linear do
par por ®. Dados v; € V;,1 < j < k, usaremos a notagao

v ® - QU =V, ..., ).
Quando existir necessidade de explicitar o corpo em questao, utilizaremos
o simbolo ®p. Observe que a k-linearidade de ® se re-escreve como

V@ QU1 ® (V+ M) QU1 ® - Qg =
(N ® - Q@ug) + )\(Ul®---®vj_1®v}®vj+1®-~®vk)
para quaisquer vj,v; € V;,1 < j <k, e A €F.

Proposigao 10.2.3

Dado 1 <1 < k, existe tnico isomorfismo de espagos vetoriais
rvie - Vi-WMe V)@ (Vi1® - V)
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Notacao Tensorial e Associatividade

Denotaremos por V4 ® - -+ ® Vi 0 espago vetorial do par universal de um
produto tensorial para V..., Vi e a correspondente funcao k-linear do
par por ®. Dados v; € V;,1 < j < k, usaremos a notagao

v ® - QU =V, ..., ).
Quando existir necessidade de explicitar o corpo em questao, utilizaremos
o simbolo ®p. Observe que a k-linearidade de ® se re-escreve como

V@ QU1 ® (V+ M) QU1 ® - Qg =
(N ® - Q@ug) + )\(Ul®---®vj_1®v}®vj+1®-~®vk)
para quaisquer vj,v; € V;,1 < j <k, e A €F.

Proposigao 10.2.3

Dado 1 <1 < k, existe tnico isomorfismo de espagos vetoriais
rvie - Vi-WMe V)@ (Vi1® - V)

satisfazendo I'(v1 ® - - Q@ ug) = (11 @ - - @ U;) ® (Vi1 ® - - - ® vg) para
quaisquer v; € V;,1 < j < k.
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Demonstracao da Associat
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Demonstracao da Associatividade

Sejam V=@ - @VeW=WVN® V) (Vi1 V).
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Demonstracao da Associatividade

Sejam V=@ - @VeW=WVN® V) (Vi1 V).

Considere a funcao ¢ : Vi x --- x V = W dada por
(v, o) = (1@ Q) @ (V1 @ ®vy)

para quaisquer v; € V;,1 < j <k
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Demonstracao da Associatividade

Sejam V=@ - @VeW=WVN® V) (Vi1 V).

Considere a funcao ¢ : Vi x --- x V = W dada por
(v, o) = (1@ Q) @ (V1 @ ®vy)

para quaisquer v; € V;,1 < j < k, que € k-linear.
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Demonstracao da Associatividade

Sejam V=V ®@ - @Vi,eW=WV® V) Vin® ).
Considere a funcao ¢ : Vi x --- x V = W dada por
(v, op) = (V1@ @) @ (V41 @+ @ V)
para quaisquer v; € Vj,1 < j < k, que é k-linear. Pela propriedade
universal de V, existe tnica I € Homy(V, W) satisfazendo
P @ @u)=01® - Qu)® L1 ® - )

para quaisquer v; € V;,1 < j < k: %x---kaLV
Pela segunda parte do Teorema 10.2.1, wl /,// r
I" leva base em base e, portanto, é bijetora. W ol 0
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Demonstracao da Associatividade

Sejam V=V ®@ - @Vi,eW=WV® V) Vin® ).
Considere a funcao ¢ : Vi x --- x V = W dada por
(v, op) = (V1@ @) @ (V41 @+ @ V)
para quaisquer v; € Vj,1 < j < k, que é k-linear. Pela propriedade
universal de V, existe tnica I € Homy(V, W) satisfazendo
P @ @u)=01® - Qu)® L1 ® - )

para quaisquer v; € V;,1 < j < k: %x---kaLV
Pela segunda parte do Teorema 10.2.1, 1{ /// r
I" leva base em base e, portanto, é bijetora. W ol 0

Proposigao 10.2.4
Se V/ é subespago de V;,1 < j <k
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Demonstracao da Associatividade

Sejam V=V ®@ - @Vi,eW=WV® V) Vin® ).
Considere a funcao ¢ : Vi x --- x V = W dada por
(v, op) = (V1@ @) @ (V41 @+ @ V)
para quaisquer v; € Vj,1 < j < k, que é k-linear. Pela propriedade
universal de V, existe tnica I € Homy(V, W) satisfazendo
P @ @u)=01® - Qu)® L1 ® - )
®

para quaisquer v; € V;,1 < j < k: Vix--xV,—V
Pela segunda parte do Teorema 10.2.1, 1{ /// r
I" leva base em base e, portanto, é bijetora. W ol 0

Proposigao 10.2.4

Se Vj’ é subespaco de V;,1 < j < k, existe unica transformagao linear
F:Vf®"'®VkI—>Vl®'-'®Vk t.q. '(11 @ Qug) =11 Q-+ @ vy
para quaisquer v; € Vj’, 1<j5<Ek.
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Demonstracao da Associatividade

Sejam V=V ®@ - @Vi,eW=WV® V) Vin® ).
Considere a funcao ¢ : Vi x --- x V = W dada por
(v, op) = (V1@ @) @ (V41 @+ @ V)
para quaisquer v; € Vj,1 < j < k, que é k-linear. Pela propriedade
universal de V, existe tnica I € Homy(V, W) satisfazendo
P @ @u)=01® - Qu)® L1 ® - )
®

para quaisquer v; € V;,1 < j < k: Vix--xV,—V
Pela segunda parte do Teorema 10.2.1, 1{ /// r
I" leva base em base e, portanto, é bijetora. W ol 0

Proposigao 10.2.4

Se Vj’ é subespaco de V;,1 < j < k, existe unica transformagao linear
'''vi@ @Vl =-Vi® - @Vtg ' ® - Qug) =v1 ® - Quy
para quaisquer v; € Vj’ ,1 < j <k. Além disso, I" é injetora.
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Posto de um tensor
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que

(1) M®---Qu,=0 <« existel <j <k tal quev; =0.
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que
(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.

Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros.
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que
(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.

Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros. Pela segunda parte do Teorema 10.2.1,
os vetores homogéneos geram V) ® --- ® V.
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que
(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.

Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros. Pela segunda parte do Teorema 10.2.1,
os vetores homogéneos geram V; ® --- ® V. Além disso, como

A1 @+ @ug) = (Av1) ®u2 @ - @ v
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que

(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.
Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros. Pela segunda parte do Teorema 10.2.1,
os vetores homogéneos geram V; ® --- ® V. Além disso, como

A1 ® - Qug) = (A1) Qua ® -+ - ® v, todo vetor v € V] ® - - - ®@ Vi, pode
ser representado por uma soma de vetores homogéneos
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que
(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.

Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros. Pela segunda parte do Teorema 10.2.1,
os vetores homogéneos geram V; ® --- ® V. Além disso, como
A1 ® - Qug) = (A1) Qua ® -+ - ® v, todo vetor v € V] ® - - - ®@ Vi, pode
ser representado por uma soma de vetores homogéneos:

m

(2) V=) 01 ® QUi
i=1
para alguma escolha de m € Z>g e v;; € V;\ {0},1 <i<m,1<j <k
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que
(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.

Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros. Pela segunda parte do Teorema 10.2.1,
os vetores homogéneos geram V; ® --- ® V. Além disso, como
A1 ® - Qug) = (A1) Qua ® -+ - ® v, todo vetor v € V] ® - - - ®@ Vi, pode
ser representado por uma soma de vetores homogéneos:

m
(2) V=D 01 ® @ik

i=1
para alguma escolha de m € Z>g e v;; € V;\ {0},1 <i<m,1<j <k
A quantidade minima de parcelas em expressoes da forma (2) é chamada
de o posto de v
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que
(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.

Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros. Pela segunda parte do Teorema 10.2.1,
os vetores homogéneos geram V; ® --- ® V. Além disso, como
A1 ® - Qug) = (A1) Qua ® -+ - ® v, todo vetor v € V] ® - - - ®@ Vi, pode
ser representado por uma soma de vetores homogéneos:

m
(2) V=D 01 ® @ik

i=1
para alguma escolha de m € Z>g e v;; € V;\ {0},1 <i<m,1<j <k
A quantidade minima de parcelas em expressoes da forma (2) é chamada
de o posto de v e serd denotada por pt(v).
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que
(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.

Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros. Pela segunda parte do Teorema 10.2.1,
os vetores homogéneos geram V; ® --- ® V. Além disso, como
A1 ® - Qug) = (A1) Qua ® -+ - ® v, todo vetor v € V] ® - - - ®@ Vi, pode
ser representado por uma soma de vetores homogéneos:

m
(2) V=) 01 ® QUi

i=1
para alguma escolha de m € Z>g e v;; € V;\ {0},1 <i<m,1<j <k
A quantidade minima de parcelas em expressoes da forma (2) é chamada
de o posto de v e serd denotada por pt(v). Assim, o posto do vetor nulo
deVi®--- @V, €0
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que
(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.

Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros. Pela segunda parte do Teorema 10.2.1,
os vetores homogéneos geram V; ® --- ® V. Além disso, como
A1 ® - Qug) = (A1) Qua ® -+ - ® v, todo vetor v € V] ® - - - ®@ Vi, pode
ser representado por uma soma de vetores homogéneos:

m
(2) szvi,1®~'-®vz‘,k

i=1
para alguma escolha de m € Z>g e v;; € V;\ {0},1 <i<m,1<j <k
A quantidade minima de parcelas em expressoes da forma (2) é chamada
de o posto de v e serd denotada por pt(v). Assim, o posto do vetor nulo
de V1 ®---® Vi é 0 e o posto dos vetores homogéneos nao nulos é 1.
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Posto de um tensor

Segue da ultima proposicao que
(1) V- ®@u=0 <& existe ] <j <k tal que vy =0.

Vetores da forma v; ® - - - ® vg sao frequentemente chamados de vetores
homogéneos ou de tensores puros. Pela segunda parte do Teorema 10.2.1,
os vetores homogéneos geram V; ® --- ® V. Além disso, como
A1 ® - Qug) = (A1) Qua ® -+ - ® v, todo vetor v € V] ® - - - ®@ Vi, pode
ser representado por uma soma de vetores homogéneos:

m
(2) szvi,1®~'-®vz‘,k

i=1
para alguma escolha de m € Z>g e v;; € V;\ {0},1 <i<m,1<j <k
A quantidade minima de parcelas em expressoes da forma (2) é chamada
de o posto de v e serd denotada por pt(v). Assim, o posto do vetor nulo
de Vi ®---® Vi é 0 e o posto dos vetores homogéneos nao nulos é 1. O
préximo exemplo mostra a existéncia de vetores nao homogéneos (ou
tensores nao puros).
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Exemplo de Tensor Impuro

A. Moura MM719 - Produto Tensorial



Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e1Qe®e +e®er ®es.
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e1Qe®e +e®er ®es.
Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3

A. Moura MM719 - Produto Tensorial



Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e1Qe®e +e®er ®es.
Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,

portanto, 0 < pt(v) < 2.
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e1Qe®e +e®er ®es.

Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,

portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia

V1,vV2,03 t.q. V=11 ® U2 ® v3.
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e1R®eRe +eR®e ®es.

Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,

portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia

v1, V9,03 t.q. V=101 ® v9 ® v3. Vejamos que tal familia nao existe.
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e1R®eRe +eR®e ®es.

Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,

portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia

v1, V9,03 t.q. V=11 ® v9 ® v3. Vejamos que tal familia nao existe. Cada

v; seria da forma
V; = aj1€1 + a;2e2 com a;; € F,1<i<3,1<5<2.
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e1R®eRe +eR®e ®es.

Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,

portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia

v1, V9,03 t.q. V=11 ® v9 ® v3. Vejamos que tal familia nao existe. Cada

v; seria da forma
V; = aj1€1 + a;2e2 com a;; € F,1<i<3,1<5<2.

Usando a 3-linearidade de ®, temos
V1 ® v ® U3 = ay,1021031 €1 ®e1 K e] +a12a22a32 €2 & e2 X e
+a11021032 €1 ®ep ez +aj1a22a31 €1 Pex e
+a12021031 €2 ¥ e Wep+a1,1a22a32 €1 D €2 K e2

+ a1,2022a031 €2 ® €2 ® ey + a12a21032 €2 Q€1 X ea.
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e1R®eRe +eR®e ®es.

Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,

portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia

v1, V9,03 t.q. V=11 ® v9 ® v3. Vejamos que tal familia nao existe. Cada

v; seria da forma
V; = aj1€1 + a;2e2 com a;; € F,1<i<3,1<5<2.

Usando a 3-linearidade de ®, temos
V1 ® v ® U3 = ay,1021031 €1 ®e1 K e] +a12a22a32 €2 & e2 X e
+a11021032 €1 ®ep ez +aj1a22a31 €1 Pex e
+a12021031 €2 ¥ e Wep+a1,1a22a32 €1 D €2 K e2

+ a1,2022a031 €2 ® €2 ® ey + a12a21032 €2 Q€1 X ea.

Assim, expressamos v ® vy ® v3 na base (e; ® e; ® e7), 1 <4, 7,1 < 2.

A. Moura MM719 - Produto Tensorial



Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e18e Qe +ex®er en.
Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,
portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia
v1, V9,03 t.q. V=11 ® v9 ® v3. Vejamos que tal familia nao existe. Cada
v; seria da forma
V; = aj1€1 + a;2e2 com a;; € F,1<i<3,1<5<2.
Usando a 3-linearidade de ®, temos
V1 ® v ® U3 = ay,1021031 €1 ®e1 K e] +a12a22a32 €2 & e2 X e
+aj1a21032 €1 ¥eyp ®egx +ayga22a31 €1 Qe X ey
+ai12a21a3,1 €2 Qe @ ey +aj,1022032 €1 K e2 X e

+ a1,2022a031 €2 ® €2 ® ey + a12a21032 €2 Q€1 X ea.

Assim, expressamos v ® va @ v3 na base (e; ® e; ®e;),1 <i,7,1 <2. Em
particular, v = v; ® v2 ® v3 6 se ay,1a2,1a31 = 1
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e18e Qe +ex®er en.
Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,
portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia
v1, V9,03 t.q. V=11 ® v9 ® v3. Vejamos que tal familia nao existe. Cada
v; seria da forma
V; = aj1€1 + a;2e2 com a;; € F,1<i<3,1<5<2.
Usando a 3-linearidade de ®, temos
V1 ® v ® U3 = ay,1021031 €1 ®e1 K e] +a12a22a32 €2 & e2 X e
+aj1a21032 €1 ¥eyp ®egx +ayga22a31 €1 Qe X ey
+ai12a21a3,1 €2 Qe @ ey +aj,1022032 €1 K e2 X e

+ a1,2022a031 €2 ® €2 ® ey + a12a21032 €2 Q€1 X ea.

Assim, expressamos v ® va @ v3 na base (e; ® e; ®e;),1 <i,7,1 <2. Em
particular, v = v; ® va ® v3 86 se a1,1a2,1a31 = 1 = a1,2a2,1a32
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e18e Qe +ex®er en.
Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,
portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia
v1, V9,03 t.q. V=11 ® v9 ® v3. Vejamos que tal familia nao existe. Cada
v; seria da forma
V; = aj1€1 + a;2e2 com a;; € F,1<i<3,1<5<2.
Usando a 3-linearidade de ®, temos
V1 ® v ® U3 = ay,1021031 €1 ®e1 K e] +a12a22a32 €2 & e2 X e
+aj1a21032 €1 ¥eyp ®egx +ayga22a31 €1 Qe X ey
+ai12a21a3,1 €2 Qe @ ey +aj,1022032 €1 K e2 X e

+ a1,2022a031 €2 ® €2 ® ey + a12a21032 €2 Q€1 X ea.

Assim, expressamos v ® va @ v3 na base (e; ® e; ®e;),1 <i,7,1 <2. Em
particular, v = v; ® va ® v3 86 se a1.1a2,1a31 = 1 = a1 2021032 €,
portanto, a1, a2,1,a31,a12,a32 # 0.
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e18e Qe +ex®er en.
Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,
portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia
v1, V9,03 t.q. V=11 ® v9 ® v3. Vejamos que tal familia nao existe. Cada
v; seria da forma
V; = aj1€1 + a;2e2 com a;; € F,1<i<3,1<5<2.
Usando a 3-linearidade de ®, temos
V1 ® v ® U3 = ay,1021031 €1 ®e1 K e] +a12a22a32 €2 & e2 X e
+aj1a21032 €1 ¥eyp ®egx +ayga22a31 €1 Qe X ey
+ai12a21a3,1 €2 Qe @ ey +aj,1022032 €1 K e2 X e

+ a1,2022a031 €2 ® €2 ® ey + a12a21032 €2 Q€1 X ea.

Assim, expressamos v ® va @ v3 na base (e; ® e; ®e;),1 <i,7,1 <2. Em
particular, v = v; ® va ® v3 86 se a1.1a2,1a31 = 1 = a1 2021032 €,
portanto, ai 1,a21,a3,1,a1,2,a32 # 0. Porém, também devemos ter
aiazazz =0
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Exemplo de Tensor Impuro

Seja V = F? e mostremos que o posto do seguinte vetor de V&3 é 2:
v=e18e Qe +ex®er en.
Veja que as parcelas na definicdo de v formam familia 1.i. em V®3 e,
portanto, 0 < pt(v) < 2. Para ser pt(v) = 1, precisaria existir familia
v1, V9,03 t.q. V=11 ® v9 ® v3. Vejamos que tal familia nao existe. Cada
v; seria da forma
V; = aj1€1 + a;2e2 com a;; € F,1<i<3,1<5<2.
Usando a 3-linearidade de ®, temos
V1 ® v ® U3 = ay,1021031 €1 ®e1 K e] +a12a22a32 €2 & e2 X e
+aj1a21032 €1 ¥eyp ®egx +ayga22a31 €1 Qe X ey
+ai12a21a3,1 €2 Qe @ ey +aj,1022032 €1 K e2 X e

+ a1,2022a031 €2 ® €2 ® ey + a12a21032 €2 Q€1 X ea.

Assim, expressamos v ® va @ v3 na base (e; ® e; ®e;),1 <i,7,1 <2. Em
particular, v = v; ® va ® v3 86 se a1.1a2,1a31 = 1 = a1 2021032 €,
portanto, ai 1,a21,a3,1,a1,2,a32 # 0. Porém, também devemos ter
ai,1a2,1a32 = 0, gerando a contradicao desejada.
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O Caso de Dois Fatores

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li..
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} YVu eV W.
Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para
1< <m.
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.

Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para

m—1

VU @ Wy, = Z (ajvm) ® w;
j=1

1 < j < m. Segue que
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.

Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para

1 < j < m. Segue que m—1
VU @ Wy, = Z (ajvm) ® w;
m—1 7=1
e, portanto, u = Z (vj + ajum) @ wj. O

=1
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.

Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para

1 < j < m. Segue que m—1
VU @ Wy, = Z (ajvm) ® w;
m—1 j=1
e, portanto, u = Z (vj + ajum) @ wj. O

=1

Lema 10.2.7

m p

i L / /

Se g v; @ wj = E v; ® w;
j=1 i=1
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.

Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para

1 < j < m. Segue que m—1
VU @ Wy, = Z (ajvm) ® w;
m—1 j=1
e, portanto, u = Z (vj + ajum) @ wj. O

=1

Lema 10.2.7

m P
Se g v @ wj = g v @w) e a,a e § sdo Li.
j=1

=1
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.

Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para

1 < j < m. Segue que m—1
VU @ Wy, = Z (ajvm) ® w;
m—1 7=1
e, portanto, u = Z (vj + ajum) @ wj. O

=1

Lema 10.2.7

m p
Se Zvj Qw; = Zvé Q@ w; e a,a e B sao Li., entao [B] C [F'].
j=1

=1
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.

Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para

1 < j < m. Segue que m—1
VU @ Wy, = Z (ajvm) ® w;
m—1 7=1
e, portanto, u = Z (vj + ajum) @ wj. O

=1

Lema 10.2.7

m P
Se Zvj Qw; = Zvé Q@ w; e a,a e B sao Li., entao [B] C [F'].
j=1 i=1

Em particular, se p = 0, w; = 0 para todo 1 < j < m.
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.

Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para

1 < j < m. Segue que m—1
VU @ Wy, = Z (ajvm) ® w;
m—1 7=1
e, portanto, u = Z (vj + ajum) @ wj. O

=1

Lema 10.2.7

m p
Se Zvj Qw; = Zvé Q@ w; e a,a e B sao Li., entao [B] C [F'].
j=1 i=1

Em particular, se p = 0, w; = 0 para todo 1 < j < m.

Dem.: Provaremos por inducao em p.

A. Moura MM719 - Produto Tensorial



O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.

Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para
1 < j < m. Segue que m—1
VUm @ Wy = Z (ajvm) ® w;
m—1 7=1
e, portanto, u = Z (vj + ajum) @ wj. O
j=1

Lema 10.2.7

m p
Se Zvj Qw; = Zvé Q@ w; e a,a e B sao Li., entao [B] C [F'].
j=1 i=1

Em particular, se p = 0, w; = 0 para todo 1 < j < m.

Dem.: Provaremos por inducao em p. Para p = 0, procederemos por
inducao em m > 1
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O Caso de Dois Fatores

Lema 10.2.6

Seu=v1Qwi+- -+ v, Qw, €V W tem posto m, entao o e 5 sao
Li.. Em particular, pt(u) < min {dim(V),dim(W)} Vu eV @ W.

Dem.: Suponha que que wy, = ajwy + -+ + @pm_1Wy—1 com a; € IF para
1 < j < m. Segue que m—1
VUm @ Wy = Z (ajvm) ® w;
m—1 7=1
e, portanto, u = Z (vj + ajum) @ wj. O
j=1

Lema 10.2.7

m p
Se Zvj Qw; = Zvé Q@ w; e a,a e B sao Li., entao [B] C [F'].
j=1 i=1

Em particular, se p = 0, w; = 0 para todo 1 < j < m.

Dem.: Provaremos por inducao em p. Para p = 0, procederemos por
indugado em m > 1 que se inicia quando m = 1 por (1).
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Se wi,...,w,y, fosse Li.
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V@ W

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap—1Wp—1 com a; € F
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)).
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m.
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao

U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao
U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.

Parap >0
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao
U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.

Para p > 0, veja que, se o U o/ for 1.i.
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao

U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.

Para p > 0, veja que, se a U o/ for 1i., o caso p = 0 implicaria que
wj=w, =0V 1<j<m,1<i<p, contradizendo 3" ser lLi..

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao
U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.

Para p > 0, veja que, se a U o/ for 1i., o caso p = 0 implicaria que
wj=w,=0Y1<j<m,1<1i<p, contradizendo 3 ser li.. Logo, spg,
podemos supor que v, = 101 + - + AUy +ayvy + - +ay, qv, | com
aj,a, e F,1<j<k,1<i<p.
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao

U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.

Para p > 0, veja que, se a U o/ for 1i., o caso p = 0 implicaria que
wj=w,=0Y1<j<m,1<1i<p, contradizendo 3 ser li.. Logo, spg,
podemos supor que v, = 101 + - + AUy +ayvy + - +ay, qv, | com

P
aj,a, € F,1 < j <k,1<i<p. Conta similar & do Lema 10.2.6 implica
m p—1
> v @ (wy — awp) =Y vf @ (w] + ajuw)).
j=1 i=1

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao

U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.

Para p > 0, veja que, se a U o/ for 1i., o caso p = 0 implicaria que
wj=w,=0Y1<j<m,1<1i<p, contradizendo 3 ser li.. Logo, spg,
podemos supor que v, = 101 + - + AUy +ayvy + - +ay, qv, | com

P
aj,a, € F,1 < j <k,1<i<p. Conta similar & do Lema 10.2.6 implica
m p—1
> v @ (wy — awp) =Y vf @ (w] + ajuw)).
j=1 i=1

s "o (o 1o ) £7:
Como a familia 5" = (w] + aiwp)ngp é 1.i.
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao

U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.

Para p > 0, veja que, se a U o/ for 1i., o caso p = 0 implicaria que
wj=w,=0Y1<j<m,1<1i<p, contradizendo 3 ser li.. Logo, spg,
podemos supor que v, = 101 + - + AUy +ayvy + - +ay, qv, | com

P
aj,a; € F,1 <j <k,1<i<p. Conta similar & do Lema 10.2.6 implica
m p—1
> v @ (wy — awp) =Y vf @ (w] + ajuw)).
j=1 i=1

Como a familia ﬁ” (W} + alw )1<Z<p é 1i., a hipétese de indugao em p
implica w; — ajw, € [8"] V1< j < m.
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Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao

U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.

Para p > 0, veja que, se a U o/ for 1i., o caso p = 0 implicaria que
wj=w,=0Y1<j<m,1<1i<p, contradizendo 3 ser li.. Logo, spg,
podemos supor que v, = 101 + - + AUy +ayvy + - +ay, qv, | com

P
aj,a; € F,1 <j <k,1<i<p. Conta similar & do Lema 10.2.6 implica
m p—1
> v @ (wy — awp) =Y vf @ (w] + ajuw)).
j=1 i=1

Como a familia ﬁ” (W} + alw )1<Z<p é 1i., a hipétese de indugao em p
implica w; — ajw, € [8"] V1< j < m.

Como [5"] C [#'], segue que w; € [B]V1<j<m



Se wy, ..., wpy fosse Li., cada parcela v; ® w;, 1 < j < m, seria parte de
uma base de V ® W, contradizendo v1 ® wy + -+ + v @ wy, = 0.

Logo, podemos supor spg que wy, = ajwi + -+ + ap_1Wp—1 com a; € F
e segue que Z;n:_ll (vj + ajom) @ w; = 0.

Note que (v; + ajvm)i<j<m também é Li. (Exercicio 5.4.9(b)). Assim,
por hipdtese de indugao, w; = 0 para 1 < j < m. Mas entao

U @ Wy, = 0 e (1) diz que wy, = 0.

Para p > 0, veja que, se a U o/ for 1i., o caso p = 0 implicaria que
wj=w,=0Y1<j<m,1<1i<p, contradizendo 3 ser li.. Logo, spg,
podemos supor que v, = 101 + - + AUy +ayvy + - +ay, qv, | com

P
aj,a; € F,1 <j <k,1<i<p. Conta similar & do Lema 10.2.6 implica
m p—1
> v @ (wy — awp) =Y vf @ (w] + ajuw)).
j=1 i=1

Como a familia ﬁ” (W} + alw )1<Z<p é 1i., a hipétese de indugao em p
implica w; — ajw, € [8"] V1< j < m.

Como [5"] C [#'], segue que w; € [B'|V1<j<m,istoé, []C[f]. O
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Calculando o Posto

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W
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Calculando o Posto

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W o posto
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Calculando o Posto

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W o posto
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

Dem.: Seja p = pt(u).
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Calculando o Posto

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W o posto
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

Dem.: Seja p = pt(u). Em particular, m > p.
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Calculando o Posto

., Wy, sao familias 1.i. em V e W o posto

Sea=wv1,...,0m €08 =wi,..
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

Dem.: Seja p = pt(u). Em particular, m > p. Sejam também
o =vi,..,v, e B =wi, . w, tals que u = v] @ wy 4 - - 4 vy, @ w),.
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Calculando o Posto

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W o posto
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

Dem.: Seja p = pt(u). Em particular, m > p. Sejam também
o =vi,..,v, e B =wi, . w, tals que u = v] @ wy 4 - - 4 vy, @ w),.
Em particular, o/ e 8’ sao 1.i. pelo Lema 10.2.6
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Calculando o Posto

Proposigao 10.2.8

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W o posto
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

Dem.: Seja p = pt(u). Em particular, m > p. Sejam também

o =vi,..,v, e B =wi, . w, tals que u = v] @ wy 4 - - 4 vy, @ w),.
Em particular, o/ e 8’ sdo 1.i. pelo Lema 10.2.6 e, assim, segue do Lema
10.2.7 que [8] C [#'].
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Calculando o Posto

Proposigao 10.2.8

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W o posto
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

Dem.: Seja p = pt(u). Em particular, m > p. Sejam também

o =vi,..,v, e B =wi, . w, tals que u = v] @ wy 4 - - 4 vy, @ w),.
Em particular, o/ e 8’ sdo 1.i. pelo Lema 10.2.6 e, assim, segue do Lema
10.2.7 que [3] C [#']. Sendo f l.i., isso implica m < p. O

Exemplo 10.2.9
Se V=W =Q? pt(5e1 ®e1 — 3ea ®eg) = 2.
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Calculando o Posto

Proposigao 10.2.8

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W o posto
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

Dem.: Seja p = pt(u). Em particular, m > p. Sejam também

o =vi,..,v, e B =wi, . w, tals que u = v] @ wy 4 - - 4 vy, @ w),.
Em particular, o/ e 8’ sdo 1.i. pelo Lema 10.2.6 e, assim, segue do Lema
10.2.7 que [3] C [#']. Sendo f l.i., isso implica m < p. O

Exemplo 10.2.9

Se V=W =Q? pt(5e; ® e1 — 3ea ® e3) = 2. Calculemos o posto de
u= (61 T 62) & (61 — 62) T (61 = 262) X es + (61 — 62) &® (61 T 62).

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Calculando o Posto

Proposigao 10.2.8

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W o posto
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

Dem.: Seja p = pt(u). Em particular, m > p. Sejam também

o =vi,..,v, e B =wi, . w, tals que u = v] @ wy 4 - - 4 vy, @ w),.
Em particular, o/ e 8’ sdo 1.i. pelo Lema 10.2.6 e, assim, segue do Lema
10.2.7 que [3] C [#']. Sendo f l.i., isso implica m < p. O

Se V=W =Q? pt(5e; ® e1 — 3ea ® e3) = 2. Calculemos o posto de
u=(e1+e2) ®(e1 —ez) + (1 +2e2) ® ez + (e1 —e2) ® (e1 + €2).
Como (e + e2) = (e1 — €2) + 2e2
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Calculando o Posto

Proposigao 10.2.8

Sea=v1,...,0m € B =wi,...,w, sao familias L.i. em V e W o posto
de vi @wi + -+ + vy, @ Wy, € M.

Dem.: Seja p = pt(u). Em particular, m > p. Sejam também

o =vi,..,v, e B =wi, . w, tals que u = v] @ wy 4 - - 4 vy, @ w),.
Em particular, o/ e 8’ sdo 1.i. pelo Lema 10.2.6 e, assim, segue do Lema
10.2.7 que [3] C [#']. Sendo f l.i., isso implica m < p. O

Se V=W=Q? pt(be; ® e; — 3ea ® ez) = 2. Calculemos o posto de
u= (61 T 62) & (61 — 62) T (61 = 262) X es + (61 — 62) &® (61 T 62).
Como (e + e2) = (e1 — e2) + 2e9, segue que
u=(e1+ex+e —er) ®(e1 —ez) + (e1 +2e2 +2(e1 — €2)) D €2
= (2e1) ® (e1 —e2) + (3e1) ® ez = e1 @ (2(e1 — e2) + 3e2)
=e) ® (2e1 + €3).

A. Moura MM719 - Produto Tensorial



Transformacoes Lineares como Tensores
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Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f()w Vv e Viw e W, f € V*.
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Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f(v)w Vv e V,w € W, f € V*. Além disso:
@ [’ ¢ injetora.
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Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f(v)w Vv e V,w € W, f € V*. Além disso:
@ [’ ¢ injetora.

@ Paratodou e V*®@ W, pt(I'(u)) = pt(u).
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Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f(v)w Vv e V,w € W, f € V*. Além disso:
@ [’ ¢ injetora.

@ Paratodou e V*®@ W, pt(I'(u)) = pt(u).

@ T € Im(I') se, e somente se, pt(T) é finito.
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Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f(v)w Vv e V,w € W, f € V*. Além disso:
@ [’ ¢ injetora.

Para todo u € V* @ W, pt(I'(u)) = pt(u).

T € Im(I') se, e somente se, pt(T') é finito.

© 0 6

I' é sobrejetora se, e somente se, dim(V') ou dim(W) for finita.
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Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f(v)w Vv e V,w € W, f € V*. Além disso:
@ [’ ¢ injetora.

@ Paratodou e V*®@ W, pt(I'(u)) = pt(u).
@ T € Im(I') se, e somente se, pt(T) é finito.
@ I é sobrejetora se, e somente se, dim(V') ou dim(W) for finita.

Dem.: Note que estd bem definida a fungao ¢ : V* x W — Homg(V, W)
dada por ¢(f,w)(v) = f(r)w Vv e Viwe W, feV*
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Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f(v)w Vv e V,w € W, f € V*. Além disso:
@ [’ ¢ injetora.

@ Paratodou e V*®@ W, pt(I'(u)) = pt(u).
@ T € Im(I') se, e somente se, pt(T) é finito.

@ I é sobrejetora se, e somente se, dim(V') ou dim(W) for finita.

Dem.: Note que estd bem definida a fungao ¢ : V* x W — Homg(V, W)
dada por ¢(f,w)(v) = f(v)w Vv e V,we W, f € V*. De fato,

U(f,w)(v1 + Avg) = f(ur + Av2)w = (f(vi)w) + A(f (v2)w)
= ¢(f, w)(v1) + Mp(f, w)(v2).
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Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f(v)w Vv e V,w € W, f € V*. Além disso:
@ [’ ¢ injetora.

@ Paratodou e V*®@ W, pt(I'(u)) = pt(u).
@ T € Im(I') se, e somente se, pt(T) é finito.

@ I é sobrejetora se, e somente se, dim(V') ou dim(W) for finita.

Dem.: Note que estd bem definida a fungao ¢ : V* x W — Homg(V, W)
dada por ¢(f,w)(v) = f(v)w Vv e V,we W, f € V*. De fato,

U(f,w)(v1 + Avg) = f(ur + Av2)w = (f(vi)w) + A(f (v2)w)
= ¢(f, w)(v1) + Mp(f, w)(v2).

Também verifica-se facilmente que v € bilinear.
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Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f(v)w Vv e V,w € W, f € V*. Além disso:
@ [’ ¢ injetora.

@ Paratodou e V*®@ W, pt(I'(u)) = pt(u).

@ T € Im(I') se, e somente se, pt(T) é finito.

@ I é sobrejetora se, e somente se, dim(V') ou dim(W) for finita.
Dem.: Note que estd bem definida a fungao ¢ : V* x W — Homg(V, W)
dada por ¢(f,w)(v) = f(v)w Vv e V,we W, f € V*. De fato,

P(f,w)(v1 + Avg) = f(vr + Av2)w = (f(vi)w) + A(f(v2)w)
= ¢(f, w)(v1) + Mp(f, w)(v2).

Também verifica-se facilmente que 1) é bilinear. Assim, a existéncia de
I" = v segue da propriedade universal de V* @ W.

Como pt(7T') < min{dim(V'),dim(W)} V T € Homy(V, W)



Transformacoes Lineares como Tensores

Proposigao 10.2.10

Existe dnica transformacao linear I' : V* @ W — Homp(V, W)
satisfazendo I'(f @ w)(v) = f(v)w Vv e V,w € W, f € V*. Além disso:
@ [’ ¢ injetora.

@ Paratodou e V*®@ W, pt(I'(u)) = pt(u).

@ T € Im(I') se, e somente se, pt(T) é finito.

@ I é sobrejetora se, e somente se, dim(V') ou dim(W) for finita.
Dem.: Note que estd bem definida a fungao ¢ : V* x W — Homg(V, W)
dada por ¢(f,w)(v) = f(v)w Vv e V,we W, f € V*. De fato,

P(f,w)(v1 + Avg) = f(vr + Av2)w = (f(vi)w) + A(f(v2)w)
= ¢(f, w)(v1) + Mp(f, w)(v2).

Também verifica-se facilmente que 1) é bilinear. Assim, a existéncia de
I" = v segue da propriedade universal de V* @ W.

Como pt(T) < min{dim(V'),dim(W)} V T € Homg(V, W), (c) = (d).



Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=> fi®ow; com (ficj<m (W)icjem Li.
j=1
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
=1

]7
Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,

0= I(u)(v) = 3255 fi(v)w;
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
=1

]7
Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
=1

]7
Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
=1

]7
Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3)
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
=1

]7
Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
=1

]7
Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
Como dim(W’) = pt(u) pela Proposigao 10.2.8
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
=1

]7
Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
Como dim(W’) = pt(u) pela Proposi¢ao 10.2.8, basta mostrar que
Im(I(u)) =W"
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
=1

]7
Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
Como dim(W’) = pt(u) pela Proposi¢ao 10.2.8, basta mostrar que
Im(I'(u)) = W'. E imediato que Im(I'(u)) C W"'.
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
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(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
=1
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Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
Como dim(W’) = pt(u) pela Proposi¢ao 10.2.8, basta mostrar que
Im(I'(u)) = W’. E imediato que Im(I'(u)) € W’. Assim, resta mostrar
que w; € Im(I'(u)) V1< j<m.
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Como dim(W’) = pt(u) pela Proposi¢ao 10.2.8, basta mostrar que
Im(I'(u)) = W’. E imediato que Im(I'(u)) € W’. Assim, resta mostrar
que w; € Im(I'(u)) V1 <j <m. O Exercicio 9.2.5 diz que, para cada
1<j<m,existeveVtq filv)=086;V1<i<m
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m

(3) u=> fi®ow; com (ficj<m (W)icjem Li.

j=1
Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
Como dim(W’) = pt(u) pela Proposi¢ao 10.2.8, basta mostrar que
Im(I'(u)) = W’. E imediato que Im(I'(u)) € W’. Assim, resta mostrar
que w; € Im(I'(u)) V1 <j <m. O Exercicio 9.2.5 diz que, para cada
1<j<m,existeveVtq. filv)=06;V1<i<m= I(u)(v)=w;.

Seja F' = {T € Homyp(V, W) : pt(T') < oo}.
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
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Im(I'(u)) = W’. E imediato que Im(I'(u)) € W’. Assim, resta mostrar
que w; € Im(I'(u)) V1 <j <m. O Exercicio 9.2.5 diz que, para cada
1<j<m,existeveVtq. filv)=06;V1<i<m= I(u)(v)=w;.

Seja F' = {T € Homy(V, W) : pt(T') < oo}. Segue de (b) que Im(I") C F.
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
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(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
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Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
Como dim(W’) = pt(u) pela Proposi¢ao 10.2.8, basta mostrar que
Im(I'(u)) = W’. E imediato que Im(I'(u)) € W’. Assim, resta mostrar
que w; € Im(I'(u)) V1 <j <m. O Exercicio 9.2.5 diz que, para cada
1<j<m,existeveVtq. filv)=06;V1<i<m= I(u)(v)=w;.

Seja F' = {T € Homy(V, W) : pt(T') < oo}. Segue de (b) que Im(I") C F.
Reciprocamente, se T' € F' com pt(T) =m
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
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(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
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Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
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1<j<m,existeveVtq. filv)=06;V1<i<m= I(u)(v)=w;.

Seja F' = {T € Homy(V, W) : pt(T') < oo}. Segue de (b) que Im(I") C F.
Reciprocamente, se T' € F' com pt(T) = m, escolha base wy, ..., w,, de
Im(T). Assim, dada base a = (v;)iesr de V, temos T'(v;) = 7" a; jw;
coma;; €F, 1€l,1<j5<m.
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(3) u=>Y fi®w; com (f)icjem (Wj)i<jem Li.
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Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
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Seja F' = {T € Homy(V, W) : pt(T') < oo}. Segue de (b) que Im(I") C F.
Reciprocamente, se T' € F' com pt(T) = m, escolha base wy, ..., w,, de
Im(T). Assim, dada base a = (v;)iesr de V, temos T'(v;) = 7" a; jw;
coma;; €F, 1€1,1<j<m. Paracada 1 <j <m, seja f; o tinico
elemento de V* satisfazendo f;(v;) = a;; Vi € I. Segue que

F(i [i® wj> (v3)
j=1
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Im(T). Assim, dada base a = (v;)iesr de V, temos T'(v;) = 7" a; jw;
coma;; €F, 1€1,1<j<m. Paracada 1 <j <m, seja f; o tinico
elemento de V* Satisfazendo fij(vi) = a;; Vi€ l. Segue que

(Zf]@)w]) v;) ij V) W;j

A. Moura MM719 - Produto Tensorial
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Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
Como dim(W’) = pt(u) pela Proposi¢ao 10.2.8, basta mostrar que
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Reciprocamente, se T' € F' com pt(T) = m, escolha base wy, ..., w,, de
Im(T). Assim, dada base a = (v;)iesr de V, temos T'(v;) = 7" a; jw;
coma;; €F, 1€1,1<j<m. Paracada 1 <j <m, seja f; o tinico
elemento de V* Satisfazendo fij(vi) = a;; Vi€ l. Segue que

(Zf] ®w]> v;) ij V) wj = Zai,jwj
j=1
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Para mostrar (a), suponha que v € N (I") e escolha uma expressao
m
(3) u=> fi®ow; com (ficj<m (W)icjem Li.
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Se fosse m > 0, como f; # 0, existiria v € V tal que f1(v) # 0 e, assim,
0= I'(u)(v) = 37", fj(v)wj, contradizendo (w;)1<j<m ser Li..

Para mostrar (b), dada expressao como em (3), seja W’ = [wy, ..., wp].
Como dim(W’) = pt(u) pela Proposi¢ao 10.2.8, basta mostrar que
Im(I'(u)) = W’. E imediato que Im(I'(u)) € W’. Assim, resta mostrar
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coma;; €F, 1€1,1<j<m. Paracada 1 <j <m, seja f; o tinico
elemento de V* Satisfazendo fij(vi) = a;; Vi€ l. Segue que
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Posto via Matrizes e Traco
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., fy
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.
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Posto via Matrizes e Traco

., U, uma base de V e § = wq,..
, fn e I' a funcao da Proposicao 10.2.10.

Sejam o = vy, .. ., Wy, uma base de W.
Sejam também o* = fi, ...
Entao, F(fj X wi)(vk) = (5k,jw,‘
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Posto via Matrizes e Traco

., U, uma base de V e § = wq,..
, fn e I' a funcao da Proposicao 10.2.10.

Entao, I'(fj ® w;)(vk) = dk,jw; e, portanto, [I'(f; @ w;)|§ = E; ;.

Sejam o = vy, .. ., Wy, uma base de W.
Sejam também o* = fi, ...
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vq,...,v, uma base de V e 8 = wy,..

., Wy, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.
Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej j. Assim,
se A= (ai;) € Mpn(F)
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vq,...,v, uma base de V e 8 = wy,..

., Wy, uma base de W.

Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.
Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,

se A= (a;;) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]5 = A
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Posto via Matrizes e Traco

., U, uma base de V e 8 = w1,...,w,;, uma base de W.
, fn e I' a funcao da Proposicao 10.2.10.
Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T= (S0 S fi @ w).

Sejam a = vy, ..
Sejam também o* = fi, ...
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.

Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T = F(Z?ll > aij fi ® wz)'
Logo, o posto de cada elemento de V* ® W pode ser coincide com o posto
da correspondente matriz com relagao as bases a* e  no sentido de (4).
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.

Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T = F(Z?ll > aij fi ® wz')'
Logo, o posto de cada elemento de V* ® W pode ser coincide com o posto
da correspondente matriz com relagao as bases a* e  no sentido de (4).

Proposigao 10.2.11
Existe tnico 7 € (V* ® V)* satisfazendo 7(f @ v) = f(v) V f € V*,
velV.
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.

Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T = F(Z?ll > aij fi ® wz')'
Logo, o posto de cada elemento de V* ® W pode ser coincide com o posto
da correspondente matriz com relagao as bases a* e  no sentido de (4).

Proposigao 10.2.11

Existe tnico 7 € (V* ® V)* satisfazendo 7(f @ v) = f(v) V f € V*,
v e V. Além disso, se dim(V) <ocoe I': V*®V — Endp(V) é como
na Proposicao 10.2.10

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.

Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T = F(Z?ll > aij fi ® wz')'
Logo, o posto de cada elemento de V* ® W pode ser coincide com o posto
da correspondente matriz com relagao as bases a* e  no sentido de (4).

Proposigao 10.2.11

Existe tnico 7 € (V* ® V)* satisfazendo 7(f @ v) = f(v) V f € V*,
v e V. Além disso, se dim(V) <ocoe I': V*®V — Endp(V) é como
na Proposigao 10.2.10, entao 7(I'"Y(T)) = tr(T) V T € Endp(V).
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.

Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T = F(Z?ll > aij fi ® wz')'
Logo, o posto de cada elemento de V* ® W pode ser coincide com o posto
da correspondente matriz com relagao as bases a* e  no sentido de (4).

Proposigao 10.2.11

Existe tnico 7 € (V* ® V)* satisfazendo 7(f @ v) = f(v) V f € V*,
v e V. Além disso, se dim(V) <ocoe I': V*®V — Endp(V) é como
na Proposigao 10.2.10, entao 7(I'"Y(T)) = tr(T) V T € Endp(V).

Dem.: A existéncia e unicidade de 7 seguem da prop. univ. de V* @ V.

A. Moura MMT719 - Produto Tensorial



Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.

Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T = F(Z?ll > aij fi ® wz')'
Logo, o posto de cada elemento de V* ® W pode ser coincide com o posto
da correspondente matriz com relagao as bases a* e  no sentido de (4).

Proposigao 10.2.11

Existe tnico 7 € (V* ® V)* satisfazendo 7(f @ v) = f(v) V f € V*,
v e V. Além disso, se dim(V) <ocoe I': V*®V — Endp(V) é como
na Proposigao 10.2.10, entao 7(I'"Y(T)) = tr(T) V T € Endp(V).

Dem.: A existéncia e unicidade de 7 seguem da prop. univ. de V* @ V.
Suponha que o = vy, ..., v, seja base para V e o* = fi,..., fn.
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.

Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T = F(Z?ll > aij fi ® wz')'
Logo, o posto de cada elemento de V* ® W pode ser coincide com o posto
da correspondente matriz com relagao as bases a* e  no sentido de (4).

Proposigao 10.2.11

Existe tnico 7 € (V* ® V)* satisfazendo 7(f @ v) = f(v) V f € V*,

v e V. Além disso, se dim(V) <ocoe I': V*®V — Endp(V) é como

na Proposigao 10.2.10, entao 7(I'"Y(T)) = tr(T) V T € Endp(V).
Dem.: A existéncia e unicidade de 7 seguem da prop. univ. de V* @ V.
Suponha que a = v1, ..., v, seja base para V e a* = f1,..., fr. Usando
(4), temos [T]¢ = A

[
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.

Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T = F(Z?ll > aij fi ® wz')'
Logo, o posto de cada elemento de V* ® W pode ser coincide com o posto
da correspondente matriz com relagao as bases a* e  no sentido de (4).

Proposigao 10.2.11

Existe tnico 7 € (V* ® V)* satisfazendo 7(f @ v) = f(v) V f € V*,

v e V. Além disso, se dim(V) <ocoe I': V*®V — Endp(V) é como

na Proposigao 10.2.10, entao 7(I'"Y(T)) = tr(T) V T € Endp(V).
Dem.: A existéncia e unicidade de 7 seguem da prop. univ. de V* @ V.

Suponha que a = v1, ..., v, seja base para V e a* = f1,..., fr. Usando
(4), temos T2 = A= I"YT)=>", > =10 [i ®v;
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Posto via Matrizes e Traco

Sejam o = vy,...,v, uma base de V e f = wy,...,w, uma base de W.
Sejam também o* = fi,..., f, e ' a funcao da Proposigao 10.2.10.

Entdo, I'(f; ® w;)(vk) = dy jw; e, portanto, [I'(f; ® w;)]§ = Ej ;. Assim,
se A = (aj;j) € Mmn(F) e T € Homp(V, W) é dada por [T]§ = A, temos

(4) T = F(Z?ll > aij fi ® wz')'
Logo, o posto de cada elemento de V* ® W pode ser coincide com o posto
da correspondente matriz com relagao as bases a* e  no sentido de (4).

Proposigao 10.2.11

Existe tnico 7 € (V* ® V)* satisfazendo 7(f @ v) = f(v) V f € V*,

v e V. Além disso, se dim(V) <ocoe I': V*®V — Endp(V) é como

na Proposigao 10.2.10, entao 7(I'"Y(T)) = tr(T) V T € Endp(V).
Dem.: A existéncia e unicidade de 7 seguem da prop. univ. de V* @ V.

Suponha que a = v1, ..., v, seja base para V e a* = f1,..., fr. Usando
(4), temos T2 = A= I"YT)=>", > j=1@ij [j ®vi, e, portanto,

T(INT) =3 Y aiy T(fj@vi) = 32,2 a0y fi(vi) = a5 O



