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Dados V' um F-espaco vetorial e um subespaco U, considere a seguinte
relagdo binariaem V: vy ~wvy <& vy —wvy € U. Vejamos que ~
define uma relacao de equivaléncia em V. A reflexividade segue de
0 € U e a simetria de U ser fechado pela multiplicacao por escalar.
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Dados V' um F-espaco vetorial e um subespaco U, considere a seguinte
relagdo binariaem V: vy ~wvy <& vy —wvy € U. Vejamos que ~
define uma relacao de equivaléncia em V. A reflexividade segue de

0 € U e a simetria de U ser fechado pela multiplicacao por escalar.
Para a transitividade, se v{ — vo,v9 — v3 € U, isto é, v1 ~ v9 € vg ~ v3,
entao
V] — V3 = (Ul—’l)g)—l-(vz—’l)g) e U.

Para cada v € V, considere a correspondente classe de equivaléncia:
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Dados V' um F-espaco vetorial e um subespaco U, considere a seguinte
relagdo binariaem V: vy ~wvy <& vy —wvy € U. Vejamos que ~
define uma relacao de equivaléncia em V. A reflexividade segue de

0 € U e a simetria de U ser fechado pela multiplicacao por escalar.
Para a transitividade, se v{ — vo,v9 — v3 € U, isto é, v1 ~ v9 € vg ~ v3,
entao
V] — V3 = (Ul—’l)g)—l-(vz—’l)g) e U.

Para cada v € V, considere a correspondente classe de equivaléncia:

v={veV:v~v}={v+u:uecU}
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Dados V' um F-espaco vetorial e um subespaco U, considere a seguinte
relagdo binariaem V: vy ~wvy <& vy —wvy € U. Vejamos que ~
define uma relacao de equivaléncia em V. A reflexividade segue de

0 € U e a simetria de U ser fechado pela multiplicacao por escalar.
Para a transitividade, se v{ — vo,v9 — v3 € U, isto é, v1 ~ v9 € vg ~ v3,
entao
V] — V3 = (Ul—’l)g)—l-(vz—’l)g) e U.

Para cada v € V, considere a correspondente classe de equivaléncia:

v={veV:v~v}={v+u:uecU}

e defina V={v:veV}
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v~V v~ = vt =i+l e v~ = Ao =M
/ / !/ /
De fato, (v +v2) — (v] +vh) = (v —v]) + (v2 —vh) € U e
(M) — (W) =Av—=2") €eU.



Projecao Canodnica e Transformacgoes Quocientes

A. Moura MMT719 - Quocientes e Prop. Universais



Projecao Canodnica e Transformacgoes Quocientes

Afunggom:V = V/Uv—7

A. Moura MMT719 - Quocientes e Prop. Universais



Projecao Canodnica e Transformacgoes Quocientes

A funcdo 7 : V — V/U,v — U, que é obviamente sobrejetora

A. Moura MMT719 - Quocientes e Prop. Universais



Projecao Canodnica e Transformacgoes Quocientes

A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
é chamada de a projecao canonica de V em V/U.

A. Moura MMT719 - Quocientes e Prop. Universais
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A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
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A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
é chamada de a projecao canonica de V em V/U. Observe que

(1 + Avg) = v1 + vy
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Projecao Canodnica e Transformacgoes Quocientes

A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
é chamada de a projecao canonica de V em V/U. Observe que

(v1 + Avg) = vy + \vg = 7 + A3

A. Moura MMT719 - Quocientes e Prop. Universais



Projecao Canodnica e Transformacgoes Quocientes

A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
é chamada de a projecao canonica de V em V/U. Observe que

m(v1 + Ava) = v + Avg = 1 + Atz = 7(v1) + Am(va).
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A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
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m(v1 + Ava) = v + Avg = 1 + Atz = 7(v1) + Am(va).

Ou seja, 7 € linear.
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A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
é chamada de a projecao canonica de V em V/U. Observe que

m(v1 + Ava) = v + Avg = 1 + Atz = 7(v1) + Am(va).
Ou seja, 7 é linear. Além disso, w(v) = 0 < v € U. Logo,
dim(V) = dim(U) + dim(V/U).
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A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
é chamada de a projecao canonica de V em V/U. Observe que

m(v1 + Ava) = v + Avg = 1 + Atz = 7(v1) + Am(va).
Ou seja, 7 é linear. Além disso, w(v) = 0 < v € U. Logo,
dim(V) = dim(U) + dim(V/U).

De fato, a demonstragao deste fato (Teorema 6.3.6) mostra:

Proposigao 6.6.1

Se [ é base de U
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A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
é chamada de a projecao canonica de V em V/U. Observe que

m(v1 + Ava) = v + Avg = 1 + Atz = 7(v1) + Am(va).
Ou seja, 7 é linear. Além disso, w(v) = 0 < v € U. Logo,
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A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
é chamada de a projecao canonica de V em V/U. Observe que

m(v1 + Ava) = v + Avg = 1 + Atz = 7(v1) + Am(va).
Ou seja, 7 é linear. Além disso, w(v) = 0 < v € U. Logo,
dim(V) = dim(U) + dim(V/U).

De fato, a demonstragao deste fato (Teorema 6.3.6) mostra:

Proposigao 6.6.1

Se 8 é base de U, « é base de V contendo 5 e v = a'\ 3, entao, m(y) é
uma base de V/U.

Proposigao 6.6.2
Suponha que T' € Homp(V, W) e U C N(T).
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Proposigao 6.6.2

Suponha que T' € Homp(V, W) e U C N(T'). Existe tnica
S € Homp (V/U, W) satisfazendo S(v) = T'(v) para todo v € V.
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Projecao Canodnica e Transformacgoes Quocientes

A funcdo 7 : V — V/U,v — v, que é obviamente sobrejetora,
é chamada de a projecao canonica de V em V/U. Observe que

m(v1 + Ava) = v + Avg = 1 + Atz = 7(v1) + Am(va).
Ou seja, 7 é linear. Além disso, w(v) = 0 < v € U. Logo,
dim(V) = dim(U) + dim(V/U).

De fato, a demonstragao deste fato (Teorema 6.3.6) mostra:

Proposigao 6.6.1

Se 8 é base de U, « é base de V contendo 5 e v = a'\ 3, entao, m(y) é
uma base de V/U.

Proposigao 6.6.2

Suponha que T' € Homp(V, W) e U C N(T'). Existe tnica
S € Homp (V/U, W) satisfazendo S(v) = T'(v) para todo v € V.

A transformacao S dada por esta proposi¢ao é chamada de a
transformagao induzida por 7" em V/U.
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Primeiro Teorema do Isomorfismo

Dem. da Proposicao 6.6.2:
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Como U C N(T), se v—" € U, temos T(v —v') = 0. Assim,
TW)=Tw) VveV e

Logo, existe tnica fungao S: V/U - W t.q. S(v) =T(v) Vv e V.

Como S(v1 + \vg) = S(v1 + Ave)
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Primeiro Teorema do Isomorfismo

Dem. da Proposicao 6.6.2:

Como U C N(T), se v—" € U, temos T(v —v') = 0. Assim,
TW)=Tw) VveV e

Logo, existe unica fungao S : V/U - W t.q. S(v) =T(v) Vv e V.

Como S(v7 + A\vz) = S(v1 + Avg) = T'(v1 + Avg) = T(v1) + AT (v2)
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Dem. da Proposicao 6.6.2:

Como U C N(T), se v—" € U, temos T(v —v') = 0. Assim,
TW)=Tw) VveV e

Logo, existe tnica fungao S: V/U - W t.q. S(v) =T(v) Vv e V.

Como S(v1 + Avz) = S(v1 + Avg) = T(v1 + Avg) = T(v1) + AT(v2) =

S(v1) + AS(v2), segue que S é linear. O

Corolario 6.6.3 (Primeiro Teorema do Isomorfismo)

Se U = N(T), a transformagao linear S dada pela Proposigao 6.6.2
induz um isomorfismo entre V/U e Im(T).
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Como S(v1 + Avz) = S(v1 + Avg) = T(v1 + Avg) = T(v1) + AT(v2) =

S(v1) + AS(v2), segue que S é linear. O

Corolario 6.6.3 (Primeiro Teorema do Isomorfismo)

Se U = N(T), a transformagao linear S dada pela Proposigao 6.6.2
induz um isomorfismo entre V/U e Im(T).

Dem.: Considere a transformagao linear R : V/U — Im(T) dada por
R(v) = S(v) = T'(v) para todo v € V. Por definigao, R é sobrejetora.
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Dem. da Proposicao 6.6.2:

Como U C N(T), se v—" € U, temos T(v —v') = 0. Assim,
TW)=Tw) VveV e

Logo, existe tnica fungao S: V/U - W t.q. S(v) =T(v) Vv e V.

Como S(v1 + Avz) = S(v1 + Avg) = T(v1 + Avg) = T(v1) + AT(v2) =

S(v1) + AS(v2), segue que S é linear. O

Corolario 6.6.3 (Primeiro Teorema do Isomorfismo)

Se U = N(T), a transformagao linear S dada pela Proposigao 6.6.2
induz um isomorfismo entre V/U e Im(T).

Dem.: Considere a transformagao linear R : V/U — Im(T) dada por
R(v) = S(v) = T'(v) para todo v € V. Por definicao, R é sobrejetora.
Por outro lado,

R(t)=0 <« T(v)=0
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Dem. da Proposicao 6.6.2:

Como U C N(T), se v—" € U, temos T(v —v') = 0. Assim,
TW)=Tw) VveV e

Logo, existe tnica fungao S: V/U - W t.q. S(v) =T(v) Vv e V.

Como S(v1 + Avz) = S(v1 + Avg) = T(v1 + Avg) = T(v1) + AT(v2) =

S(v1) + AS(v2), segue que S é linear. O

Corolario 6.6.3 (Primeiro Teorema do Isomorfismo)

Se U = N(T), a transformagao linear S dada pela Proposigao 6.6.2
induz um isomorfismo entre V/U e Im(T).

Dem.: Considere a transformagao linear R : V/U — Im(T) dada por
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Por outro lado,

Rw)=0 <& T =0 < velU <& v=0.
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Primeiro Teorema do Isomorfismo

Dem. da Proposicao 6.6.2:

Como U C N(T), se v—" € U, temos T(v —v') = 0. Assim,
TW)=Tw) VveV e

Logo, existe tnica fungao S: V/U - W t.q. S(v) =T(v) Vv e V.

Como S(v1 + Avz) = S(v1 + Avg) = T(v1 + Avg) = T(v1) + AT(v2) =

S(v1) + AS(v2), segue que S é linear. O

Corolario 6.6.3 (Primeiro Teorema do Isomorfismo)

Se U = N(T), a transformagao linear S dada pela Proposigao 6.6.2
induz um isomorfismo entre V/U e Im(T).

Dem.: Considere a transformagao linear R : V/U — Im(T) dada por
R(v) = S(v) = T'(v) para todo v € V. Por definicao, R é sobrejetora.
Por outro lado,

RT)=0 & Tw)=0 < wvelU <« v=0.
Logo, R é injetora. O
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que uma fungao pode satisfazer.
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Considere duas propriedades “funcionais” P; e Ps, isto é, propriedades
que uma fungao pode satisfazer. Dados conjuntos X,U e ¢ € F(X,U)
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Considere duas propriedades “funcionais” P; e Ps, isto é, propriedades
que uma fungao pode satisfazer. Dados conjuntos X,U e ¢ € F(X,U),
diz-se que o par (¢,U) é universal sobre X com respeito a P; e P; se,
para toda funcao com dominio X satisfazendo P;
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Propriedades Univ

Considere duas propriedades “funcionais” P; e Ps, isto é, propriedades
que uma fungao pode satisfazer. Dados conjuntos X,U e ¢ € F(X,U),
diz-se que o par (¢,U) é universal sobre X com respeito a P; e P; se,

para toda funcao com dominio X satisfazendo Pi, digamos ¢ : X — A
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Propriedades Univ

Considere duas propriedades “funcionais” P; e Ps, isto é, propriedades
que uma fungao pode satisfazer. Dados conjuntos X,U e ¢ € F(X,U),
diz-se que o par (¢,U) é universal sobre X com respeito a P; e P; se,
para toda funcao com dominio X satisfazendo Pi, digamos ¢ : X — A,
existir inica funcao 1/; : U — A satisfazendo Py
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Propriedades Universais

Considere duas propriedades “funcionais” P; e Ps, isto é, propriedades
que uma fungao pode satisfazer. Dados conjuntos X,U e ¢ € F(X,U),
diz-se que o par (¢,U) é universal sobre X com respeito a P; e P; se,
para toda funcao com dominio X satisfazendo Pi, digamos ¢ : X — A,
existir inica funcao 1/; : U — A satisfazendo P; tal que

(1) o=
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Propriedades Universais

Considere duas propriedades “funcionais” P; e Ps, isto é, propriedades
que uma fungao pode satisfazer. Dados conjuntos X,U e ¢ € F(X,U),
diz-se que o par (¢,U) é universal sobre X com respeito a P; e P; se,
para toda funcao com dominio X satisfazendo Pi, digamos ¢ : X — A,
existir inica funcao 1/; : U — A satisfazendo P; tal que

(1) Yoo =1
E comum representar a existéncia de 1; satisfazendo (1) pelo seguinte
diagrama é

X —U
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Propriedades Universais

Considere duas propriedades “funcionais” P; e Ps, isto é, propriedades
que uma fungao pode satisfazer. Dados conjuntos X,U e ¢ € F(X,U),
diz-se que o par (¢,U) é universal sobre X com respeito a P; e P; se,
para toda funcao com dominio X satisfazendo Pi, digamos ¢ : X — A,
existir inica funcao 1/; : U — A satisfazendo P; tal que

(1) Yoo =1
E comum representar a existéncia de 1; satisfazendo (1) pelo seguinte
diagrama é

X —U

usualmente chamado de um diagrama comutativo. As propriedades Pj
e P, nao estao representadas na figura.
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Propriedades Universais

Considere duas propriedades “funcionais” P; e Ps, isto é, propriedades
que uma fungao pode satisfazer. Dados conjuntos X,U e ¢ € F(X,U),
diz-se que o par (¢,U) é universal sobre X com respeito a P; e P; se,
para toda funcao com dominio X satisfazendo Pi, digamos ¢ : X — A,
existir inica funcao 1/; : U — A satisfazendo P; tal que

(1) Yoo =1
E comum representar a existéncia de 1; satisfazendo (1) pelo seguinte

diagrama
& X L U

usualmente chamado de um diagrama comutativo. As propriedades P
e P nao estao representadas na figura. A funcéo 1 é frequentemente
chamada de a fungao induzida por ¢ em U (com respeito a Ps).
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a P1 e P2
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Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a P e P se, e sé se, a for base de V.
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.

Reciprocamente
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V.
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a é base de V', dada ¢ : I — W com W um F-espago vetorial (¢ satis-
faz Pp), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz Py) t.q. 1 (v;) = (i) Vi € I, i.e.,
¥ o = 9, mostrando que (r, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =vUJ que é base de V.
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a é base de V', dada ¢ : I — W com W um F-espago vetorial (¢ satis-
faz Pp), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz Py) t.q. 1 (v;) = (i) Vi € I, i.e.,
¥ o = 9, mostrando que (r, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € 9,
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € J, escolha um espago
vetorial V'’ com dim(V') > 1
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € J, escolha um espago
vetorial V'’ com dim(V') >1ey: I — V'
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B=7Ud que é base de V. Se W # {0}, fixe wg € J, escolha um espago
vetorial V'’ com dim(V') > 1 e : I — V'. Tome vy = ¥(wy)
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a € base de V, dada ¢ : I — W com W um F-espaco vetorial (¢ satis-
faz P1), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz P») t.q. ¢(v;) = (i) Vi€ I, ie,
1 o a = 1), mostrando que («, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B=7Ud que é base de V. Se W # {0}, fixe wg € J, escolha um espago
vetorial V'’ com dim(V') > 1e v : I — V'. Tome vy = ¥(wy) e

V1 € V! \ {1}0}.

A. Moura MMT719 - Quocientes e Prop. Universais



Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a é base de V', dada ¢ : I — W com W um F-espago vetorial (¢ satis-
faz Pp), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz Py) t.q. 1 (v;) = (i) Vi € I, i.e.,
¥ o = 9, mostrando que (r, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € J, escolha um espago
vetorial V’ com dim(V’) > 1 e : I — V. Tome vg = th(wp) e

v1 € V' \ {vo}. Finalmente, considere £ € Homp(V, V') dada por

A. Moura MMT719 - Quocientes e Prop. Universais



Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a é base de V', dada ¢ : I — W com W um F-espago vetorial (¢ satis-
faz Pp), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz Py) t.q. 1 (v;) = (i) Vi € I, i.e.,
¥ o = 9, mostrando que (r, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € J, escolha um espago
vetorial V’ com dim(V’) > 1 e : I — V. Tome vg = th(wp) e

v1 € V' \ {vo}. Finalmente, considere £ € Homp(V, V') dada por

§(v) = P(v) Vv e B\ {wo}
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a é base de V', dada ¢ : I — W com W um F-espago vetorial (¢ satis-
faz Pp), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz Py) t.q. 1 (v;) = (i) Vi € I, i.e.,
¥ o = 9, mostrando que (r, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € J, escolha um espago
vetorial V’ com dim(V’) > 1 e : I — V. Tome vg = th(wp) e

v1 € V' \ {vo}. Finalmente, considere £ € Homp(V, V') dada por

() =v(v) VovepB\{w} e &(wo)=1.
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a é base de V', dada ¢ : I — W com W um F-espago vetorial (¢ satis-
faz Pp), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz Py) t.q. 1 (v;) = (i) Vi € I, i.e.,
¥ o = 9, mostrando que (r, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € J, escolha um espago
vetorial V’ com dim(V’) > 1 e : I — V. Tome vg = th(wp) e

v1 € V' \ {vo}. Finalmente, considere £ € Homp(V, V') dada por

~5(U):¢(U)VU€5\{MO} e &(wo) = 1.
Como |y = 1|y

A. Moura MMT719 - Quocientes e Prop. Universais



Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a é base de V', dada ¢ : I — W com W um F-espago vetorial (¢ satis-
faz Pp), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz Py) t.q. 1 (v;) = (i) Vi € I, i.e.,
¥ o = 9, mostrando que (r, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € J, escolha um espago
vetorial V’ com dim(V’) > 1 e : I — V. Tome vg = th(wp) e

v1 € V' \ {vo}. Finalmente, considere £ € Homp(V, V') dada por

() =v(v) VovepB\{w} e &(wo)=1.

Como £, = 1;|7, temos £ o v = ).
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Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a é base de V', dada ¢ : I — W com W um F-espago vetorial (¢ satis-
faz Pp), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz Py) t.q. 1 (v;) = (i) Vi € I, i.e.,
¥ o = 9, mostrando que (r, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € J, escolha um espago
vetorial V’ com dim(V’) > 1 e : I — V. Tome vg = th(wp) e

v1 € V' \ {vo}. Finalmente, considere £ € Homp(V, V') dada por

§) =9((v) VveB\{w} e &(wo) =01
Como £, = 1;|7, temos & o = 1b. Mas & # 1) pois v1 # g

A. Moura MMT719 - Quocientes e Prop. Universais



Base e Universalidade

Suponha que V seja um F-espago vetorial, P; seja “o contradominio é
um [F-espaco vetorial” e P seja “ser linear”.

Dada « : I — V, verifiquemos que («, V') é universal sobre I com respeito
a Pp e Py se, e s6 se, a for base de V. Seja v; = (i) para interpretarmos
a como uma familia (v;);e; em V.

Se a é base de V', dada ¢ : I — W com W um F-espago vetorial (¢ satis-
faz Pp), 3! ¢ € Homp(V, W) (satisfaz Py) t.q. 1 (v;) = (i) Vi € I, i.e.,
¥ o = 9, mostrando que (r, V') é universal.

Reciprocamente, seja U = [a] e escolha W tal que V =U @& W.
Mostremos que W = {0}, i.e., a gera V. Sejam v e § bases de U e W e
B =~UJ que é base de V. Se W # {0}, fixe wp € J, escolha um espago
vetorial V’ com dim(V’) > 1 e : I — V. Tome vg = th(wp) e

v1 € V' \ {vo}. Finalmente, considere £ € Homp(V, V') dada por

Ew)=4d(v) Vve B\ {w} e &w) =01
Como £, = 1;|7, temos & o = 1b. Mas & # ¢ pois v1 # g, contradizendo
a unicidade na definicao de (a, V') ser universal.
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.
1#10
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que 9(ig) # Zaﬂ/}(z) o
i#io
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que 9(ig) # Zaﬂ/}(i) o
B e
Qualquer ¢ € Homp(V,F) = V* deve satisfazer w Vig) Zaﬂ/) v;).

1#£io
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que (i) Zaﬂ/} 7o

5 e
Qualquer ¢ € Homp(V,F) = V* deve satisfazer w Vig) Za”/) v;). Logo,
1#£io
D1 € V* t.q. ¥ oa =, contrariando a universalidade de (o, V). O
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que (i) Zaﬂ/} 7o

5 e
Qualquer ¢ € Homp(V,F) = V* deve satisfazer w Vig) Za”/) v;). Logo,
1#£io
D1 € V* t.q. ¥ oa =, contrariando a universalidade de (o, V). O

Lema 10.1.2 (Lei de Cancelamento)

Suponha que (¢, U) seja universal sobre X com respeito a P; e P»
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que (i) Zaﬂ/} 7o

5 e
Qualquer ¢ € Homp(V,F) = V* deve satisfazer w Vig) Za”/) v;). Logo,
1#£io
D1 € V* t.q. ¥ oa =, contrariando a universalidade de (o, V). O

Lema 10.1.2 (Lei de Cancelamento)

Suponha que (¢, U) seja universal sobre X com respeito a P; e Ps e
que 1,19 € F(U, A) satisfagam Ps.
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que (i) Zaﬂ/} 7o

5 e
Qualquer ¢ € Homp(V,F) = V* deve satisfazer w Vig) Za”/) v;). Logo,
1#£io
D1 € V* t.q. ¥ oa =, contrariando a universalidade de (o, V). O

Lema 10.1.2 (Lei de Cancelamento)

Suponha que (¢, U) seja universal sobre X com respeito a P; e Ps e
que 1,19 € F(U, A) satisfagam P,. Se 1 o ¢ satisfaz P;
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que (i) Zaﬂ/} 7o

5 e
Qualquer ¢ € Homp(V,F) = V* deve satisfazer w Vig) Za”/) v;). Logo,
1#£io
D1 € V* t.q. ¥ oa =, contrariando a universalidade de (o, V). O

Lema 10.1.2 (Lei de Cancelamento)

Suponha que (¢, U) seja universal sobre X com respeito a P; e Ps e
que ¥, € F(U, A) satisfagam P,. Se 1 o ¢ satisfaz P; e coincide
com 1 0 ¢
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que (i) Zaﬂ/} 7o

5 e
Qualquer ¢ € Homp(V,F) = V* deve satisfazer w Vig) Za”/) v;). Logo,
1#£io
D1 € V* t.q. ¥ oa =, contrariando a universalidade de (o, V). O

Lema 10.1.2 (Lei de Cancelamento)

Suponha que (¢, U) seja universal sobre X com respeito a P; e Ps e
que ¥, € F(U, A) satisfagam P,. Se 1 o ¢ satisfaz P; e coincide
com Y3 o ¢, entao Y1 = Y.
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Lei de Cancelamento

Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que (i) Zaﬂ/} 7o

5 e
Qualquer ¢ € Homp(V,F) = V* deve satisfazer w Vig) Za”/) v;). Logo,
1#£io
D1 € V* t.q. ¥ oa =, contrariando a universalidade de (o, V). O

Lema 10.1.2 (Lei de Cancelamento)

Suponha que (¢, U) seja universal sobre X com respeito a P; e Ps e
que ¥, € F(U, A) satisfagam P,. Se 1 o ¢ satisfaz P; e coincide
com 19 0 ¢, entao P = Yo.

Dem.: Seja ) =1 0 ¢
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que ¥, € F(U, A) satisfagam P,. Se 1 o ¢ satisfaz P; e coincide
com Y3 o ¢, entao Y1 = Y.
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Lema 10.1.2 (Lei de Cancelamento)

Suponha que (¢, U) seja universal sobre X com respeito a P; e Ps e
que ¥, € F(U, A) satisfagam P,. Se 1 o ¢ satisfaz P; e coincide
com Y3 o ¢, entao Y1 = Y.

Dem.: Seja 1 = 91 o ¢ que satisfaz P; e considere o diagrama

U X U
NP
A
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que ¥, € F(U, A) satisfagam P,. Se 1 o ¢ satisfaz P; e coincide
com Y3 o ¢, entao Y1 = Y.
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\ J / universalidade de (¢, U) (¢ é tinica)
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1 2

A
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Se a nao fosse 1.i., existiria ig € I tal que v;, = g a;v;.

Escolha v : I — T tal que (i) Zaﬂ/} 7o
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Qualquer ¢ € Homp(V,F) = V* deve satisfazer w Vig) Za”/) v;). Logo,
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Suponha que (¢, U) seja universal sobre X com respeito a P; e Ps e
que ¥, € F(U, A) satisfagam P,. Se 1 o ¢ satisfaz P; e coincide
com Y3 o ¢, entao Y1 = Y.

Dem.: Seja 1 = 91 o ¢ que satisfaz P; e considere o diagrama

U X U A hipbtese Yoo =110 =1 ea

. universalidade de (¢, U) (¢ é tnica)
Y1 P2 implicam que ¥ = ¥y .
L]
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composicoes
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.
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Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a P; e Py
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.

Lema 10.1.3

Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
Py
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Unicidade de Pares Universais a Menos de Isomorfismo

Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.

Lema 10.1.3

Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicgoes.
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Unicidade de Pares Universais a Menos de Isomorfismo

Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.

Lema 10.1.3

Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
f:U=Vitq Y= foo.
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.
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Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.
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f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.

Dem.: Usando as propriedades universais e a hipdtese que ¢ e ¢
satisfazem P, sabemos que existem tnicas ¢ : U -V e ¢p:V = U

satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.

Lema 10.1.3

Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.

Dem.: Usando as propriedades universais e a hipdtese que ¢ e ¢
satisfazem P, sabemos que existem tnicas ¢ : U -V e ¢p:V = U

satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
Assim, (¢oth)og % 1;/,::7(
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satisfazem P, sabemos que existem tnicas ¢ : U -V e ¢p:V = U

satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
Assim, ($ot)o¢ = o (o) % b
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.

Lema 10.1.3
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respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
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f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.
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satisfazem P, sabemos que existem tnicas ¢ : U -V e ¢p:V = U

satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
Assim, ($od)os = fo(fiod) = oy ) J i
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.

Lema 10.1.3

Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.

Dem.: Usando as propriedades universais e a hipdtese que ¢ e ¢
satisfazem P, sabemos que existem tnicas ¢ : U -V e ¢p:V = U
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Unicidade de Pares Universais a Menos de Isomorfismo

Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.

Lema 10.1.3

Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.

Dem.: Usando as propriedades universais e a hipdtese que ¢ e ¢
satisfazem P, sabemos que existem tnicas ¢ : U -V e ¢p:V = U

satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
Assim, ($o))o¢ = po(Yo¢) = poyp = ¢ =Idyop, | ¥ -

e concluimos que ¢ o ¢ = Idy usando a Lei do e
Cancelamento. Vv 7
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.

Lema 10.1.3

Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.

Dem.: Usando as propriedades universais e a hipdtese que ¢ e ¢
satisfazem P, sabemos que existem tnicas ¢ : U -V e ¢p:V = U

satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
Assim, ($o))o¢ = po(Yo¢) = poyp = ¢ =Idyop, | ¥ -

e concluimos que ¢ o ¢ = Idy usando a Lei do e
Cancelamento. Vv 7

Analogamente, (1) o ¢) o) =1 o (do1))
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.
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f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.

Dem.: Usando as propriedades universais e a hipdtese que ¢ e ¢
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respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.
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satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
Assim, ($o))o¢ = po(Yo¢) = poyp = ¢ =Idyop, | ¥ -

e concluimos que ¢ o ¢ = Idy usando a Lei do e
Cancelamento. Vv 7

Analogamente, (0 @) op = o (dot)) =dop=1¢ =Idy o ¢
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.
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Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
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satisfazem P, sabemos que existem tnicas ¢ : U -V e ¢p:V = U

satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
Assim, ($o))o¢ = po(Yo¢) = poyp = ¢ =Idyop, | ¥ -

e concluimos que ¢ o ¢ = Idy usando a Lei do e
Cancelamento. Vv 7

Analogamente, (0 ¢) 0th =1p o (pot)) = o =1 =1Idy o, de onde
segue que Y o ¢ = Idy
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Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.
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Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.

Dem.: Usando as propriedades universais e a hipdtese que ¢ e ¢
satisfazem P, sabemos que existem tnicas ¢ : U -V e ¢p:V = U

satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
Assim, ($o))o¢ = po(Yo¢) = poyp = ¢ =Idyop, | ¥ -

e concluimos que ¢ o ¢ = Idy usando a Lei do e
Cancelamento. Vv 7

Analogamente, (0 ¢) 0th =1p o (pot)) = o¢p=1)=1Idy o, de onde

segue que Y o ¢ = Idy e, portanto, ¢ e 1 sdo inversas uma da outra.
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Unicidade de Pares Universais a Menos de Isomorfismo

Diremos que uma propriedade P é compativel com composigoes se f o g
satisfizer P sempre que f e g forem fungoes componiveis satisfazendo P.

Lema 10.1.3

Suponha que os pares (¢,U) e (1, V) sejam universais sobre X com
respeito a Py e P», que ¢ e v satisfacam P, que Idy e Idy satisfagam
P, e que P, seja compativel com composicoes. Entao, existe tinica
f:U—=>Vtq. ¢=fo¢. Além disso, f é bijetora e satisfaz Ps.

Dem.: Usando as propriedades universais e a hipdtese que ¢ e ¥
satisfazem P, sabemos que existem tnicas 1; :U—=Ve (5 'V =U
satisfazendo P, tais que o ¢ = 1) e po1h = ¢ X ¢ U
Assim, (¢o))od = do(fog) = oty = ¢ = Idyog, % b

e concluimos que ¢ o ¢ = Idy usando a Lei do e
Cancelamento. Vv 7
Analogamente, (12 o qNS) o) =1o (gZN) o)) = Yop=1=Idy o1, de onde
segue que 1; o <f~> = Idy e, portanto, gg e 1/; sao inversas uma da outra.
Logo, basta tomar f = . [
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