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Adjunta de uma Transformagao Linear
Sejam ¢ € B(V),y € B(W) e T € Homy(V, W).
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¢ dita uma adjunta de T a direita com respeito a (¢, 1)) se
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Adjunta de uma Transformagao Linear
Sejam ¢ € B(V),v € B(W) e T € Homp(V,W). Uma funcao S : W — V
¢ dita uma adjunta de T a direita com respeito a (¢, 1)) se

o(v, S(w)) =(T(w),w) V veV, weW.
Se ¢ € Bs(V') e ¢ € Bs(W), esta condigao é equivalente a

o(S(w),v) =¢v(w, Tw)) VveV, weW

e 0 mesmo ocorre se ¢ € By (V) e ¢p € By(W).
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Adjunta de uma Transformagao Linear
Sejam ¢ € B(V),v € B(W) e T € Homp(V,W). Uma funcao S : W — V
¢ dita uma adjunta de T a direita com respeito a (¢, 1)) se

o(v, S(w)) =(T(w),w) V veV, weW.
Se ¢ € Bs(V') e ¢ € Bs(W), esta condigao é equivalente a

o(S(w),v) =¢v(w, Tw)) VveV, weW

e o mesmo ocorre se ¢ € By (V) e 1 € Bo(W). Em geral estas condigoes

sao distintas

A. Moura MMT719 - Operadores Autoadjuntos



Adjunta de uma Transformagao Linear
Sejam ¢ € B(V),v € B(W) e T € Homp(V,W). Uma funcao S : W — V
¢ dita uma adjunta de T a direita com respeito a (¢, 1)) se

d)(v,S(w)) = l/}(T(U),UJ) VoeveV, weW
Se ¢ € Bs(V) e 1p € Bs(W), esta condicao é equivalente a

¢(S(w),v) =v(w,T(w) YV veV, weW
e o mesmo ocorre se ¢ € By (V) e 1 € Bo(W). Em geral estas condigoes
sao distintas e uma fungao S satisfazendo a segunda condi¢ao é dita uma
adjunta de T" & esquerda com respeito a (¢, ).
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Suponha que ¢ é nao degenerada a direita.
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Sejam ¢ € B(V),v € B(W) e T € Homp(V,W). Uma funcao S : W — V
¢ dita uma adjunta de T a direita com respeito a (¢, 1)) se
o(v, S(w)) =(T(w),w) V veV, weW.
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Adjunta de uma Transformagao Linear

Sejam ¢ € B(V),v € B(W) e T € Homp(V,W). Uma funcao S : W — V
¢ dita uma adjunta de T a direita com respeito a (¢, 1)) se
o(v, S(w)) =(T(w),w) V veV, weW.
Se ¢ € Bs(V) e 1p € Bs(W), esta condicao é equivalente a
o(S(w),v) =vY(w,T(v)) YV veV, weW
e o mesmo ocorre se ¢ € By (V) e 1 € Bo(W). Em geral estas condigoes

sao distintas e uma fungao S satisfazendo a segunda condi¢ao é dita uma
adjunta de T" & esquerda com respeito a (¢, ).

Lema 9.6.2

Suponha que ¢ é nao degenerada a direita.

@ Se S é adjunta a direita de T, entao S é linear.
Q@ Se S e S forem adjuntas a direita de T', entao S = Ss.

Denotaremos por T:f a adjunta a direita de T' com respeito a (¢, 1))
quando ela existir e ¢ for nao degenerada a direita.
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Demonstracao do Lema 9.6.2

Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que
S(wy + Awg) — S(wy) — AS(wa) € N(Dqg) V wi,wp € W,AET,
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Demonstracao do Lema 9.6.2

Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que
S(wy + Awg) — S(wy) — AS(wa) € N(Dqg) V wi,wp € W,AET,
ou, equivalentemente,

d(v, S(wy + Awg) — S(wy) — AS(w2)) =0 V v e V,w,we € WA €F.

De fato,
d(v, S(w1 + Awsy)) = (T(v), w1 + Aws)
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Demonstracao do Lema 9.6.2

Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que
S(wy + Awg) — S(wy) — AS(wa) € N(Dqg) V wi,wp € W,AET,
ou, equivalentemente,

d(v, S(wy + Awg) — S(wy) — AS(w2)) =0 V v e V,w,we € WA €F.

De fato,
d(v, S(wy + Awg)) = (T (v), w1 + Awz) = V(T (v),w1) + A\(T'(v), wa)
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Demonstracao do Lema 9.6.2

Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que
S(wy 4+ Awz) — S(wi) — AS(wa) € N(Dy) ¥V wi,wa € W, X €F,
ou, equivalentemente,
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= ¢(v, S(w1)) + Ap(v, S(ws))
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Demonstracao do Lema 9.6.2

Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que
S(wy 4+ Awz) — S(wi) — AS(wa) € N(Dy) ¥V wi,wa € W, X €F,
ou, equivalentemente,
d(v, S(w1 + Awz) — S(wi) = AS(w2)) =0 V v e Vw,wy e W AeF.
De fato,

¢(v, S(wi + Awz)) = (T (v), w1 + Awz) = P(T'(v), w1) + MP(T'(v), w2)
= ¢(v,5(w1)) + Ap(v, S(wz)) = ¢(v, S(w1) + AS(ws)).
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Demonstracao do Lema 9.6.2

Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que
S(wy 4+ Awz) — S(wi) — AS(wa) € N(Dy) ¥V wi,wa € W, X €F,
ou, equivalentemente,
d(v, S(wy + Awg) — S(wy) — AS(w2)) =0 V v e V,w,we € WA €F.
De fato,
d(v, S(wy + Awg)) = (T (v), w1 + Awz) = V(T (v),w1) + A\(T'(v), wa)
= o(v, S(w1)) + Ad(v, S(w2)) = d(v, S(w1) + AS(w2)).

Para mostrar (b), mostremos que S1(w) — Sa2(w) € N(Dy) YV w e W
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Demonstracao do Lema 9.6.2

Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que

S(wy 4+ Awz) — S(wi) — AS(wa) € N(Dy) ¥V wi,wa € W, X €F,
ou, equivalentemente,

d(v, S(w1 + Awz) — S(wi) = AS(w2)) =0 V v e Vw,wy e W AeF.
De fato,
d(v, S(wy + Awg)) = (T (v), w1 + Awz) = V(T (v),w1) + A\(T'(v), wa)
= o(v, S(w1)) + Ad(v, S(w2)) = d(v, S(w1) + AS(w2)).

Para mostrar (b), mostremos que S;(w) — Sz2(w) € N(Dy) ¥V w € W:
¢ (v, S1(w) — S2(w))
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Demonstracao do Lema 9.6.2

Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que
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Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que

S(wy 4+ Awz) — S(wi) — AS(wa) € N(Dy) ¥V wi,wa € W, X €F,
ou, equivalentemente,

d(v, S(wy + Awg) — S(wy) — AS(w2)) =0 V v e V,w,we € WA €F.
De fato,
d(v, S(wy + Awg)) = (T (v), w1 + Awz) = V(T (v),w1) + A\(T'(v), wa)
= o(v, S(w1)) + Ad(v, S(w2)) = d(v, S(w1) + AS(w2)).

Para mostrar (b), mostremos que S;(w) — Sz2(w) € N(Dy) ¥V w € W:

¢(v, S1(w) = Sa(w)) = (v, S1(w)) — ¢(v, Sa(w))
=y(T(v),w) —P(Tw),w)=0V veViweW. O
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Demonstracao do Lema 9.6.2

Como ¢ é nao degenerada a direita, (a) segue se mostrarmos que
S(wy + Awg) — S(wy) — AS(wa) € N(Dqg) V wi,wp € W,AET,
ou, equivalentemente,
d(v, S(w1 + Awz) — S(wi) = AS(w2)) =0 V v e Vw,wy e W AeF.

De fato,
d(v, S(wy + Awg)) = (T (v), w1 + Awz) = V(T (v),w1) + A\(T'(v), wa)
= ¢(v, S(w1)) + Ad(v, S(w2)) = ¢(v, S(w1) + AS(ws)).

Para mostrar (b), mostremos que S;(w) — Sz2(w) € N(Dy) ¥V w € W:

¢(v, S1(w) = Sa(w)) = (v, S1(w)) — ¢(v, Sa(w))
=y(T(v),w) —P(Tw),w)=0V veViweW. O

Exercicio: Se a for base de Ve 8 de W, [TJ]a = [¢]51 (IT13)" [¢].
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Dem.: As hipéteses garantem que D ¢ bijetora.
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Existéncia

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos
considerar

S = D;loTtoDw
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Existéncia

Se dun(V) < 00 e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de T

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos
considerar W -——-S__ s v

S: D;loTtODw le ID;I

W* V*
Tt
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Existéncia

Proposicao 9.6.3

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos

considerar W -——-S__ s v
S: D;loTtODw le ID;I
Verifiquemos que S é adjunta de T'. W* —— V¥
T
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Existéncia

Proposicao 9.6.3

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos

considerar W -——-S__ s v
S: D;loTtODw le ID;I
Verifiquemos que S é adjunta de T'. W* —— V¥
T

Por definicao de Dy, dada f € V*, temos
u=D;'(f) &
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Proposicao 9.6.3

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos

considerar W -——-S__ s v
S: D;loTtODw le ID;I
Verifiquemos que S é adjunta de T'. W* —— V¥
T

Por definicao de Dy, dada f € V*, temos
u:D(gl(f) & fv)=¢(v,u) ¥V velV.
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Existéncia

Proposicao 9.6.3

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos

considerar W -——-S__ s v
S: D;loTtODw le ID;I
Verifiquemos que S é adjunta de T'. W* —— V¥
T

Por definicao de Dy, dada f € V*, temos
u:D(gl(f) & fv)=¢(v,u) ¥V velV.

Ou seja, . .
fw) =, DJH(f) V veV, feV*

A. Moura MMT719 - Operadores Autoadjuntos



Existéncia

Proposicao 9.6.3

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos

considerar W -——-S__ s v
S: D;loTtODw le ID;I
Verifiquemos que S é adjunta de T'. W* —— V¥
T

Por definicao de Dy, dada f € V*, temos
u:D(gl(f) & fv)=¢(v,u) ¥V velV.
Ou seja, . .
f(v) = 60, D3N (f) ¥ vEV, feV™

¢(v, S(w))

Assim,
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Existéncia

Proposicao 9.6.3

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos

considerar W -——-S__ s v
S: D;loTtODw le ID;I
Verifiquemos que S é adjunta de T'. W* —— V¥
T

Por definicao de Dy, dada f € V*, temos
u:D(gl(f) & fv)=¢(v,u) ¥V velV.
Ou seja, . .
f(v) = 60, D3N (f) ¥ vEV, feV™

o0, S(w) = ¢ (v, DFHT(Dy(w)) )

Assim,
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Existéncia

Proposicao 9.6.3

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos

considerar W -——-S__ s v
S: D;loTtODw le ID;I
Verifiquemos que S é adjunta de T'. W* —— V¥
T

Por definicao de Dy, dada f € V*, temos
u:D(gl(f) & fv)=¢(v,u) ¥V velV.
Ou seja, . .
f(v) = 60, D3N (f) ¥ vEV, feV™

6(v,Sw) = ¢ (v, DF T (Dy(w)) ) = (T'(Dy(w))) (v)

Assim,
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Existéncia

Proposicao 9.6.3

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos

considerar W -——-S__ s v
S: D;loTtODw le ID;I
Verifiquemos que S é adjunta de T'. W* —— V¥
T

Por definicao de Dy, dada f € V*, temos
u:D(gl(f) & fv)=¢(v,u) ¥V velV.

Ou seja, . .
fw) =, DJH(f) V veV, feV*

6(v,Sw) = ¢ (v, DF T (Dy(w)) ) = (T'(Dy(w))) (v)
= (Dy(w))(T(v))

Assim,
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Existéncia

Proposicao 9.6.3

Se dim(V) < oo e ¢ é nao degenerada, existe adjunta a direita de 7.

Dem.: As hipéteses garantem que Dy ¢ bijetora. Assim, podemos

considerar W -——-S__ s v
S: D;loTtODw le ID;I
Verifiquemos que S é adjunta de T'. W* —— V¥
T

Por definicao de Dy, dada f € V*, temos
u:D(gl(f) & fv)=¢(v,u) ¥V velV.

Ou seja, . .
fw) =, DJH(f) V veV, feV*

6(v,Sw) = ¢ (v, DF T (Dy(w)) ) = (T'(Dy(w))) (v)
= (Dy(w)(T(®)) = $(T(),w) ¥ veV, weW. [

Assim,
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Algumas Propriedades

Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas.
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Algumas Propriedades

Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:
@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .
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Algumas Propriedades

Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

@ Se T € Homg(V,W) e § € Homg(W,U), vale (SoT)f =T5 0 S¢.
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Algumas Propriedades

Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

Q@ Se T € Homg(V,W) e S € Homg(W,U), vale (S o T)g’ = T$ o Sg’.

@ Se T € Homg(V, W) é invertivel, entdo (T71)} = (7)1,
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Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

Q@ Se T € Homg(V,W) e S € Homg(W,U), vale (S o T)g’ = T$ o Sg’.

@ Se T € Homg(V, W) é invertivel, entdo (T71)} = (7)1,

@ Se T € Homp(V, W), vale (Tf)g =T.
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Algumas Propriedades

Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

Q@ Se T € Homg(V,W) e S € Homg(W,U), vale (S o T)g’ = T$ o Sg’.

@ Se T € Homg(V, W) é invertivel, entdo (T71)} = (7)1,

@ Se T € Homp(V, W), vale (Tf)g =T.

Suponha, dim(V') < 00, ¢ € Bgs(V') é ¢ ndo degenerada e ¥ € Bys(W).
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Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

Q@ Se T € Homg(V,W) e S € Homg(W,U), vale (S o T)g’ = T;f o Sg’.

@ Se T € Homg(V, W) é invertivel, entdo (T71)} = (7)1,

@ Se T € Homp(V, W), vale (Ti’)g =T.

Suponha, dim(V') < 00, ¢ € Bys(V') é ¢ nao degenerada e ¢ € Bys(W).

Q@ Se v é nao degenerada, N (T) = Im(T:f)l‘b.
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Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

Q@ Se T € Homg(V,W) e S € Homg(W,U), vale (S o T)g’ = T;f o Sg’.

@ Se T € Homg(V, W) é invertivel, entdo (T71)} = (7)1,

@ Se T € Homp(V, W), vale (Ti’)g =T.

Suponha, dim(V') < 00, ¢ € Bys(V') é ¢ nao degenerada e ¢ € Bys(W).

Q@ Se 1 é nao degenerada, N (T) = Im(T:f)l‘b. Em particular, T' é

injetora se, e so se, T$ for sobrejetora.
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Algumas Propriedades

Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

Q@ Se T € Homg(V,W) e S € Homg(W,U), vale (S o T)g’ = T;f o Sg’.

@ Se T € Homg(V, W) é invertivel, entdo (T71)} = (7)1,

@ Se T € Homp(V, W), vale (Ti’)g =T.

Suponha, dim(V') < 00, ¢ € Bys(V') é ¢ nao degenerada e ¢ € Bys(W).

Q@ Se 1 é nao degenerada, N (T) = Im(T:f)l‘b. Em particular, T' é

injetora se, e so se, T$ for sobrejetora. Além disso, se N (T) for
nao degenerado, V = N(T) @ Im(Tjj).
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Algumas Propriedades

Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

Q@ Se T € Homg(V,W) e S € Homg(W,U), vale (S o T)g’ = T;f o Sg’.

@ Se T € Homg(V, W) é invertivel, entdo (T71)} = (7)1,

@ Se T € Homp(V, W), vale (Ti’)g =T.

Suponha, dim(V') < 00, ¢ € Bys(V') é ¢ nao degenerada e ¢ € Bys(W).
Q@ Se 1 é nao degenerada, N (T) = Im(T:f)l‘b. Em particular, T' é
injetora se, e so se, T$ for sobrejetora. Além disso, se N (T) for
nao degenerado, V =N (T) & Im(Tjj).
Q@ N(T9) =Im(T)*v.
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Algumas Propriedades

Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W

tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

@ Se T € Homg(V,W) e § € Homg(W,U), vale (SoT)f =T5 0 S¢.

@ Se T € Homg(V, W) é invertivel, entdo (T71)} = (7)1,

@ Se T € Homp(V, W), vale (Ti’)g =T.

Suponha, dim(V') < 00, ¢ € Bys(V') é ¢ nao degenerada e ¢ € Bys(W).

Q@ Se 1 é nao degenerada, N (T) = Im(T:f)l‘b. Em particular, T' é

injetora se, e so se, T$ for sobrejetora. Além disso, se N (T) for
nao degenerado, V =N (T) & Im(Tjj).

(b} /\/’(Tjj)) = Im(T)*+. Assim, se ¢ é ndo degenerada, T$ é injetora
se, e s6 se, T' for sobrejetora.
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Algumas Propriedades

Exercicio: Sejam ¢ € B(V),y € B(W),£ € B(U) e suponha que V e W
tém dimensao finita e ¢ e 1 sejam nao degeneradas. Mostre que:

@ Se S,T € Homp(W,U) e A € F, vale (S + AT){ =S¢ + ATy .

Q@ Se T € Homg(V,W) e S € Homg(W,U), vale (S o T)g’ = T;f o Sg’.

@ Se T € Homg(V, W) é invertivel, entdo (T71)} = (7)1,

@ Se T € Homp(V, W), vale (Ti’)g =T.

Suponha, dim(V') < 00, ¢ € Bys(V') é ¢ nao degenerada e ¢ € Bys(W).
Q@ Se 1 é nao degenerada, N (T) = Im(T:f)l‘b. Em particular, T' é
injetora se, e so se, T$ for sobrejetora. Além disso, se N (T) for
nao degenerado, V =N (T) & Im(Tjj).

(b} /\/’(Tjj)) = Im(T)*+. Assim, se ¢ é ndo degenerada, T$ é injetora
se, e s6 se, T for sobrejetora. Além disso, se dim(W) < co e ambos
We N(T$) forem nao degenerados, W = N(qu) ® Im(T).




Demonstracao do Lema 9.6.5
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Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,
veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
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Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,

veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
Logo,

veENT) = ¢, T2(w) =0V weW,
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Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,
veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.

Logo,
vENT) & ¢ Tiw)=0VY weW,

demonstrando a primeira afirmacgao em (a).
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Sendo ¥ nao degenerada,

veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
Logo,

vENT) & ¢ Tiw)=0VY weW,

demonstrando a primeira afirmacao em (a). A segunda afirmacao segue
da primeira observando que, como ¢ é nao degenerada, para um
subespaco U de V vale: Ut¢ = {0} & U = V.
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Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,

veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
Logo,

vENT) & ¢ Tiw)=0VY weW,

demonstrando a primeira afirmacao em (a). A segunda afirmacao segue
da primeira observando que, como ¢ é nao degenerada, para um
subespaco U de V vale: Ut¢ = {0} & U = V. Para a iiltima afirmacio
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Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,

veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
Logo,

vENT) & ¢ Tiw)=0VY weW,

demonstrando a primeira afirmacao em (a). A segunda afirmacao segue
da primeira observando que, como ¢ é nao degenerada, para um
subespaco U de V vale: Ut¢ = {0} & U = V. Para a tiltima afirmacdo,
sendo N (T) nao degenerado, segue que V = N(T) @ N(T)*¢ pela
Proposigao 9.4.3.
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Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,

veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
Logo,

vENT) & ¢ Tiw)=0VY weW,
demonstrando a primeira afirmacao em (a). A segunda afirmacao segue
da primeira observando que, como ¢ é nao degenerada, para um
subespaco U de V vale: Ut¢ = {0} & U = V. Para a tiltima afirmacdo,
sendo N (T) nao degenerado, segue que V = N(T) @ N(T)*¢ pela
Proposicao 9.4.3. Assim, pela primeira afirmagao

V =N(T) & (Im(T)*)*
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Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,

veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
Logo,

vENT) & ¢ Tiw)=0VY weW,
demonstrando a primeira afirmacao em (a). A segunda afirmacao segue
da primeira observando que, como ¢ é nao degenerada, para um
subespaco U de V vale: Ut¢ = {0} & U = V. Para a tiltima afirmacdo,
sendo N (T) nao degenerado, segue que V = N(T) @ N(T)*¢ pela
Proposicao 9.4.3. Assim, pela primeira afirmagao

V = N(T) & (Im(T))"*)" £ N(T) & Im(T5),

onde * segue da Proposigao 9.4.1(c).
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Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,

veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
Logo,

vENT) & ¢ Tiw)=0VY weW,
demonstrando a primeira afirmacao em (a). A segunda afirmacao segue
da primeira observando que, como ¢ é nao degenerada, para um
subespaco U de V vale: Ut¢ = {0} & U = V. Para a tiltima afirmacdo,
sendo N (T) nao degenerado, segue que V = N(T) @ N(T)*¢ pela
Proposicao 9.4.3. Assim, pela primeira afirmagao

V = N(T) & (Im(T))"*)" £ N(T) & Im(T5),

onde * segue da Proposigao 9.4.1(c). Isso demonstra a parte (a).

A. Moura MMT719 - Operadores Autoadjuntos



Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,

veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
Logo,

vENT) & ¢ Tiw)=0VY weW,
demonstrando a primeira afirmacao em (a). A segunda afirmacao segue
da primeira observando que, como ¢ é nao degenerada, para um
subespaco U de V vale: Ut¢ = {0} & U = V. Para a tiltima afirmacdo,
sendo N (T) nao degenerado, segue que V = N(T) @ N(T)*¢ pela
Proposicao 9.4.3. Assim, pela primeira afirmagao

V = N(T) & (Im(T))"*)" £ N(T) & Im(T5),

onde * segue da Proposigao 9.4.1(c). Isso demonstra a parte (a).
A demonstragao da parte (b) é idéntica e fica de exercicio. O
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Demonstracao do Lema 9.6.5

Sendo ¥ nao degenerada,

veN(T) & Y(T(),w)=0V weW.
Logo,

vENT) & ¢ Tiw)=0VY weW,
demonstrando a primeira afirmacao em (a). A segunda afirmacao segue
da primeira observando que, como ¢ é nao degenerada, para um
subespaco U de V vale: Ut¢ = {0} & U = V. Para a tiltima afirmacdo,
sendo N (T) nao degenerado, segue que V = N(T) @ N(T)*¢ pela
Proposicao 9.4.3. Assim, pela primeira afirmagao

V = N(T) & (Im(T)-¢)* 2 N(T) & Im(T2),
onde * segue da Proposigao 9.4.1(c). Isso demonstra a parte (a).

A demonstragao da parte (b) é idéntica e fica de exercicio. O

O ultimo objetivo é obter uma versao dos teoremas espectrais estudados
na Se¢ao 7.5 no contexto de formas bilineares simétricas.
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Operadores Auto-Adjuntos
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Operadores Auto-Adjuntos
Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V).
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por T°¢.
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a ¢) se T =T
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral
Suponha que F é algebricamente fechado, car(IF) # 2
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Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral
Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢.
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Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito
a ¢ formada por autovetores de T’
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Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito
a ¢ formada por autovetores de 1" se, e somente se, 1" for auto-adjunto.
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta

de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito
a ¢ formada por autovetores de 1" se, e somente se, 1" for auto-adjunto.

Suponha que « seja base ortogonal de V' com repeito a ¢ formada por
autovetores de T’
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é

anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito

a ¢ formada por autovetores de 1" se, e somente se, 1" for auto-adjunto.
Suponha que « seja base ortogonal de V' com repeito a ¢ formada por
autovetores de T, de modo que

[T)o = diag(A1,...,A\n) e [Pla = diag(p,. .., tn).
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta

de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito
a ¢ formada por autovetores de 1" se, e somente se, 1" for auto-adjunto.

Suponha que « seja base ortogonal de V' com repeito a ¢ formada por
autovetores de T, de modo que

[T]o = diag(A1,...,A\n) € [@la = diag(pt, ..., tn)-
Como [T79] = [¢]5" ([T]2)" [¢la
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta

de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito
a ¢ formada por autovetores de 1" se, e somente se, 1" for auto-adjunto.

Suponha que « seja base ortogonal de V' com repeito a ¢ formada por
autovetores de T, de modo que

[T]o = diag(A1,...,A\n) € [@la = diag(pt, ..., tn)-
Como [T9]g = [¢]." ([T]5)" [¢la, segue que [T9]g = [T13
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta

de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito
a ¢ formada por autovetores de 1" se, e somente se, 1" for auto-adjunto.
Suponha que « seja base ortogonal de V' com repeito a ¢ formada por
autovetores de T, de modo que
[T]o = diag(A1,...,A\n) € [@la = diag(pt, ..., tn)-
Como [T7]5 = [¢]5" ([T]2)" [¢la, segue que [T79]g = T3, ie., T¢ =T.

«
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito
a ¢ formada por autovetores de 1" se, e somente se, 1" for auto-adjunto.

Suponha que « seja base ortogonal de V' com repeito a ¢ formada por
autovetores de T, de modo que

[T]o = diag(A1,...,A\n) € [@la = diag(pt, ..., tn)-
Como [T7]5 = [¢]5" ([T]2)" [¢la, segue que [T79]g = T3, ie., T¢ =T.

«

Lema 9.6.6

Suponha que 1" seja autoadjunto com respeito a ¢.
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito
a ¢ formada por autovetores de 1" se, e somente se, 1" for auto-adjunto.

Suponha que « seja base ortogonal de V' com repeito a ¢ formada por
autovetores de T, de modo que

[T]o = diag(A1,...,A\n) € [@la = diag(pt, ..., tn)-
Como [T7]5 = [¢]5" ([T]2)" [¢la, segue que [T79]g = T3, ie., T¢ =T.

«

Lema 9.6.6

Suponha que 1" seja autoadjunto com respeito a ¢.

@ Os auto-espagos de T’ sao mutuamente ortogonais.
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Operadores Auto-Adjuntos

Suponha entao que ¢ € Bs(V) e T' € Endp(V). Denotaremos a adjunta
de T com respeito a (¢, ¢) simplesmente por 7. T ¢ dito auto-adjunto
(com respeito a @) se T? =T, i.e., ¢(T(v),w) = (v, T(w)) V v,w € V.

Teorema Espectral

Suponha que F é algebricamente fechado, car(F) # 2 e que V é
anisotrépico com respeito a ¢. Existe base ortogonal de V' com repeito
a ¢ formada por autovetores de 1" se, e somente se, 1" for auto-adjunto.

Suponha que « seja base ortogonal de V' com repeito a ¢ formada por
autovetores de T, de modo que

[T]o = diag(A1,...,A\n) € [@la = diag(pt, ..., tn)-
Como [T7]5 = [¢]5" ([T]2)" [¢la, segue que [T79]g = T3, ie., T¢ =T.

«

Lema 9.6.6

Suponha que 1" seja autoadjunto com respeito a ¢.

@ Os auto-espagos de T’ sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sewv e V), entdo {v}t¢ é T-invariante.
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Demonstracao do Teorema Espectral
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto.
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para 7.
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para 1. Seja W = [w].
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao

degenerado
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao

degenerado e, portanto, V =W & W'e.
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢

é nao degenerado
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.

Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T.
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.

Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.

Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]

Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido.
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.

Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]

Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor.
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.

Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]

Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor. Para isso, precisamos das teorias de produto
interno e adjunta hermitiana em espagos complexos.
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.

Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]

Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor. Para isso, precisamos das teorias de produto
interno e adjunta hermitiana em espagos complexos. Se V' é C-espago
vetorial
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.

Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]

Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor. Para isso, precisamos das teorias de produto
interno e adjunta hermitiana em espagos complexos. Se V' é C-espago
vetorial, ¢ : V x V — C é dita um p.i. em V se for linear na 1% entrada
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.

Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]

Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor. Para isso, precisamos das teorias de produto
interno e adjunta hermitiana em espagos complexos. Se V' é C-espago
vetorial, ¢ : V x V — C é dita um p.i. em V se for linear na 1 entrada,

o(u,v) = ¢(v,u) V u,veV
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.

Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]

Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor. Para isso, precisamos das teorias de produto
interno e adjunta hermitiana em espagos complexos. Se V' é C-espago
vetorial, ¢ : V x V — C é dita um p.i. em V se for linear na 1 entrada,

d(u,v) = d(v,u) ¥V u,veV e ¢(v,v) €Rsg se v#0.
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.
Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]
Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor. Para isso, precisamos das teorias de produto
interno e adjunta hermitiana em espagos complexos. Se V' é C-espago
vetorial, ¢ : V x V — C é dita um p.i. em V se for linear na 1 entrada,

d(u,v) = d(v,u) ¥V u,veV e ¢(v,v) €Rsg se v#0.
Se a =v1,...,v, é base de V e [¢], = (qb(vj,vi))(i,j)
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Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.
Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]
Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor. Para isso, precisamos das teorias de produto
interno e adjunta hermitiana em espagos complexos. Se V' é C-espago
vetorial, ¢ : V x V — C é dita um p.i. em V se for linear na 1 entrada,

d(u,v) = dp(v,u) ¥V u,v €V e ¢(v,0) ERsg se v#0.
Se a =wy,...,v, é base de V e [¢]a = (¢(vj,v:)) (i), temos
P(u,v) = [v]g [¥a [u]a-



Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.
Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]
Se F =R e ¢ éum p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor. Para isso, precisamos das teorias de produto
interno e adjunta hermitiana em espagos complexos. Se V' é C-espago
vetorial, ¢ : V x V — C é dita um p.i. em V se for linear na 1 entrada,

d(u,v) = d(v,u) ¥V u,veV e ¢(v,v) €Rsg se v#0.
Se a =wy,...,v, é base de V e [¢]a = (¢(vj,v:)) (i), temos

P(u,v) = [v]% [Y]a [u]a- Note que [¢]a = ([¢]a)*



Demonstracao do Teorema Espectral

Suponha que T' é auto-adjunto. Como F é algebricamente fechado, existe
um autovetor w para T'. Seja W = [w]. Como V é anisotrépico, W é nao
degenerado e, portanto, V =W @ W'¢. Como ¢ é nao degenerada, W'¢
é nio degenerado e, pela parte (b) do lema anterior, W+¢ é T-invariante.
Assim, procedendo por inducao na dimensao de V' (que obviamente se
inicia), existe base « de W ortogonal com respeito a ¢ e formada por
autovetores de T'. Logo, = a U {w} é uma base ortogonal de V' com
repeito a ¢ formada por autovetores de 7. ]
Se F =R e ¢ é um p.i. o teorema continua valido. Precisamos garantir
existéncia de autovetor. Para isso, precisamos das teorias de produto
interno e adjunta hermitiana em espagos complexos. Se V' é C-espago
vetorial, ¢ : V x V — C é dita um p.i. em V se for linear na 1 entrada,

d(u,v) = d(v,u) ¥V u,veV e ¢(v,v) €Rsg se v#0.
Se a =wy,...,v, é base de V e [¢]a = (¢(vj,v:)) (i), temos
¢(u,v) = o]}y [W]a [ula. Note que [¢la = ([8]a)" ¢ [¢]s = ([1]a)"[¢]a [1]o.



Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma.
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao e a de existéncia requer um pouco mais de atencao.
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao e a de existéncia requer um pouco mais de atencao.
Alternativamente, ver Proposigao 7.4.9.
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao e a de existéncia requer um pouco mais de atencao.
Alternativamente, ver Proposicao 7.4.9.Além disso,

T8 = [¢la" ((T12)" [9)a
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao e a de existéncia requer um pouco mais de atencao.
Alternativamente, ver Proposicao 7.4.9.Além disso,

798 = [¢la" ([T12)" [9la
Se « é base ortonormal de V' com repeito a ¢ formada por autovetores de
T, temos [T]5 = diag(A1, ..., ) € [@la = 1.
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao e a de existéncia requer um pouco mais de atencao.
Alternativamente, ver Proposicao 7.4.9.Além disso,

798 = [¢la" ([T12)" [9la
Se « é base ortonormal de V' com repeito a ¢ formada por autovetores de

T, temos [T]% = diag(A1,...,An) € [¢p]a = I. Com isso, segue que
[T]a[T?)5 = [T?]3[TTa.

[e%
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao e a de existéncia requer um pouco mais de atencao.
Alternativamente, ver Proposicao 7.4.9.Além disso,

798 = [¢la" ([T12)" [9la
Se « é base ortonormal de V' com repeito a ¢ formada por autovetores de

T, temos [T]% = diag(A1,...,An) € [¢p]a = I. Com isso, segue que
[T]a[T?)5 = [T?]3[TTa.

[e%

T é dito normal se ToT® =T?oT.
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao e a de existéncia requer um pouco mais de atencao.
Alternativamente, ver Proposicao 7.4.9.Além disso,

798 = [¢la" ([T12)" [9la
Se « é base ortonormal de V' com repeito a ¢ formada por autovetores de

T, temos [T]% = diag(A1,...,An) € [¢p]a = I. Com isso, segue que
[T]a[T?)5 = [T?]3[TTa.

[e%

T é dito normal se T o T? = T? o T. Operadores auto-adjuntos sao
normais.
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao e a de existéncia requer um pouco mais de atencao.
Alternativamente, ver Proposicao 7.4.9.Além disso,

798 = [¢la" ([T12)" [9la
Se « é base ortonormal de V' com repeito a ¢ formada por autovetores de

T, temos [T]% = diag(A1,...,An) € [¢p]a = I. Com isso, segue que
[T]a[T?)5 = [T?]3[TTa.

[e%

T é dito normal se T o T? = T? o T. Operadores auto-adjuntos sao
normais.

Teorema Espectral

Se V é um C-espago vetorial e ¢ é produto interno em V'
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Operadores Normais

A defini¢do de adjunta de uma transformacao linear com respeito a
produtos internos dados é a mesma. A verificagao de unicidade requer
pouca modificagao e a de existéncia requer um pouco mais de atencao.
Alternativamente, ver Proposicao 7.4.9.Além disso,

798 = [¢la" ([T12)" [9la
Se « é base ortonormal de V' com repeito a ¢ formada por autovetores de

T, temos [T]% = diag(A1,...,An) € [¢p]a = I. Com isso, segue que
[T]a[T?)5 = [T?]3[TTa.

[e%

T é dito normal se T o T? = T? o T. Operadores auto-adjuntos sao
normais.

Teorema Espectral

Se V é um C-espago vetorial e ¢ é produto interno em V, existe base
ortogonal de V' com respeito a ¢ formada por autovetores de T se, e
somente se, T' for normal.
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Lema 7.5.3

Suponha que 7' seja normal.
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Lema 7.5.3

Suponha que 7' seja normal. B
Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.
Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.
@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
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Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||[v]|? = ¢(v,v)
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos
1T (v) = Xo||?
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Lema 7.5.3

Suponha que 7' seja normal. B
Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.
@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.
Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos
1T (v) = Xof|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T?()) + A [lv]|?
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Estfevendo d(v,w) = (v,w) e |[v]|? = (vi) temos
1T (v) = Xof|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T?()) + A [lv]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT'(v),v) + AP [Jo]®
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Estfevendo d(v,w) = (v,w) e |[v]|? = ¢(ULU) temos
1T (v) = Xof|* = (T?(v), T%(v)) — MT*(v),v) — A, T (v)) + AI? |lo]|?

= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?
= (T(v),T(v)) = A {v,0)
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?
= (T(v),T(v)) = |A* {v,0) = 0.
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v),T(v)) = |A* {v,0) = 0.

Suponha agora que v € V), w € V, e A # p e mostremos que v L w
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v), T(v)) = |A* {v,v) = 0.
Suponha agora que v € V), w € V, e A # u e mostremos que v L w:
AMv,w) = (T'(v),w)
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos
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Suponha agora que v € V), w € V, e A # u e mostremos que v L w:
Mo, w) = (T(v),w) = (v, T%(w))

A. Moura MM719 - Operadores Autoadjuntos



Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v), T(v)) = |A* {v,v) = 0.
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v), T(v)) = |A* {v,v) = 0.
Suponha agora que v € V), w € V, e A # u e mostremos que v L w:
)‘<U>w> = <T(U)aw> = <’UaT¢(w)> = <’U7ﬁw> = [L(U,'LU>.
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v), T(v)) = |A* {v,v) = 0.
Suponha agora que v € V), w € V, e A # u e mostremos que v L w:
)‘<U>w> = <T(U)aw> = <’UaT¢(w)> = <’U7ﬁw> = [L(U,'LU>.
Segue que (A — p){v,w) =0
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v), T(v)) = |A* {v,v) = 0.
Suponha agora que v € V), w € V, e A # u e mostremos que v L w:
)‘<U>w> = <T(U)aw> = <’UaT¢(w)> = <’U7ﬁw> = [L(U,'LU>.
Segue que (A — p) (v, w) = 0 e, portanto, (v, w) = 0.
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v), T(v)) = |A* {v,v) = 0.
Suponha agora que v € V), w € V, e A # u e mostremos que v L w:
)‘<U>w> = <T(U)aw> = <’UaT¢(w)> = <’U7ﬁw> = [L(U,'LU>.
Segue que (A — p) (v, w) = 0 e, portanto, (v, w) = 0.

Finalmente, se w 1 v
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v), T(v)) = |A* {v,v) = 0.
Suponha agora que v € V), w € V, e A # u e mostremos que v L w:
)‘<U>w> = <T(U)aw> = <’UaT¢(w)> = <’U7ﬁw> = [L(U,'LU>.
Segue que (A — p) (v, w) = 0 e, portanto, (v, w) = 0.
Finalmente, se w L v: (T'(w),v) = (w, T?(v))
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v), T(v)) = |A* {v,v) = 0.
Suponha agora que v € V), w € V, e A # u e mostremos que v L w:
)‘<U>w> = <T(U)aw> = <’UaT¢(w)> = <’U7ﬁw> = [L(U,'LU>.
Segue que (A — p) (v, w) = 0 e, portanto, (v, w) = 0.
Finalmente, se w L v: (T(w),v) = (w, T?(v)) = Mw,v) =0
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Demonstracao do T. Espectral para Produtos Internos

Suponha que 7' seja normal.

Q@ SeT(v) =\ wv, entdo T?(v) = X v.

@ Os auto-espacos de T sao mutuamente ortogonais.
Q@ Sew € Vy, entdao {v}+ é T-invariante.

Dem.: Escrevendo ¢(v,w) = (v,w) e ||v]|? = ¢(v,v), temos

1T (0) = Ml|* = (T?(v), T%(v)) = MT?(v),v) = Mo, T%(v)) + [A]* |[o]|?
= (v, (T o T?)(v)) = Mo, T(v)) = XT(v),v) +[AI* [Jo]|?
= (v, (T? o T)(v)) — AMv, Av) = XAw,0) + AP |[o]|?

= (T(v), T(v)) = [A\P* {v,v) = 0.
Suponha agora que v € V), w € V, e A # u e mostremos que v L w:
)‘<U>w> = <T(U)aw> = <’UaT¢(w)> = <’U7ﬁw> = [L(U,'LU>.
Segue que (A — p) (v, w) = 0 e, portanto, (v, w) = 0.
Finalmente, se w L v: (T(w),v) = (w, T*(v)) = Mw,v) =0 = T(w) L v
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.

Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
)\j e C.
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.

Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.

Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.
Seja « uma base ortonormal de V.
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.
Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.
Seja @ uma base ortonormal de V. Considere W = C" e seja 1 o produto
interno usual em W.
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.

Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.

Seja @ uma base ortonormal de V. Considere W = C" e seja 1 o produto
interno usual em W. Considere também o tinico operador linear S em W

que satisfaz [S]g = [T]%, sendo (3 a base candnica.
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.
Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.
Seja @ uma base ortonormal de V. Considere W = C" e seja 1 o produto
interno usual em W. Considere também o tinico operador linear S em W

que satisfaz [S]g = [T]%, sendo (3 a base candnica.

Como T é auto-adjunto
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.
Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.
Seja @ uma base ortonormal de V. Considere W = C" e seja 1 o produto
interno usual em W. Considere também o tinico operador linear S em W

que satisfaz [S]g = [T]%, sendo (3 a base candnica.

Como T é auto-adjunto e « é ortonormal
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.

Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.

Seja @ uma base ortonormal de V. Considere W = C" e seja 1 o produto
interno usual em W. Considere também o tinico operador linear S em W

que satisfaz [S]g = [T]%, sendo (3 a base candnica.

Como T ¢é auto-adjunto e o é ortonormal, vale ([T]9)* = [T]2.
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.

Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.

Seja @ uma base ortonormal de V. Considere W = C" e seja 1 o produto
interno usual em W. Considere também o tinico operador linear S em W

que satisfaz [S]g = [T]%, sendo (3 a base candnica.

Como T é auto-adjunto e « é ortonormal, vale ([T]$)* = [T]%. Entao, por

definicao de S e v, segue que ([S]g)* = [S]g
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definicao de S e 1), segue que ([S]g)* = [S]g Logo, S é auto-adjunto.
Como cr = cg, segue que \; é autovalor de S para todo 1 < j < n.
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.
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Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.

Seja @ uma base ortonormal de V. Considere W = C" e seja 1 o produto
interno usual em W. Considere também o tinico operador linear S em W

que satisfaz [S]g = [T]%, sendo (3 a base candnica.

Como T é auto-adjunto e « é ortonormal, vale ([T]$)* = [T]%. Entao, por

definicao de S e 1), segue que ([S]g)* = [S]g Logo, S é auto-adjunto.
Como cr = cg, segue que \; é autovalor de S para todo 1 < j < n.

Seja A um autovalor de S e w € Wig_xr,) \ {0}
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.
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Como T é auto-adjunto e « é ortonormal, vale ([T]$)* = [T]%. Entao, por

definicao de S e 1), segue que ([S]g)* = [S]g Logo, S é auto-adjunto.
Como cr = cg, segue que \; é autovalor de S para todo 1 < j < n.

Seja A um autovalor de S e w € Wig_xr,,) \ {0}. Sendo S auto-adjunto,
temos
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
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Como T é auto-adjunto e « é ortonormal, vale ([T]$)* = [T]%. Entao, por

definicao de S e 1), segue que ([S]g)* = [S]g Logo, S é auto-adjunto.
Como cr = cg, segue que \; é autovalor de S para todo 1 < j < n.
Seja A um autovalor de S e w € Wig_xr,,) \ {0}. Sendo S auto-adjunto,

temos Mw, w) = (S(w), w)
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.
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Como cr = cg, segue que \; é autovalor de S para todo 1 < j < n.
Seja A um autovalor de S e w € Wig_xr,,) \ {0}. Sendo S auto-adjunto,

temos Mw, w) = (S(w),w) = (w, S(w)) = Mw,w).
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Corolério 7.5.4

Se F =R, T é normal e ¢y fatora em produto de termos de grau 1,
existe base ortogonal de V formada por autovetores de 7.

Lema 7.5.5

Se T' é auto-adjunto, todas as raizes de seu polinémio caracteristico,
visto como elemento de P(C), sao nimeros reais.

Dem.: Visto como elemento de P(C), temos cr(t) = [[7_,(t — A;) com
Aj € C. Porém, \; é autovalor de T' se, e somente se, \; € F.

Seja @ uma base ortonormal de V. Considere W = C" e seja 1 o produto
interno usual em W. Considere também o tinico operador linear S em W

que satisfaz [S]g = [T]%, sendo (3 a base candnica.

Como T é auto-adjunto e « é ortonormal, vale ([T]$)* = [T]%. Entao, por

definicao de S e 1), segue que ([S]g)* = [S]g Logo, S é auto-adjunto.
Como cr = cg, segue que \; é autovalor de S para todo 1 < j < n.

Seja A um autovalor de S e w € Wig_xr,,) \ {0}. Sendo S auto-adjunto,
temos Mw,w) = (S(w),w) = (w, S(w)) = MNw,w).

Assim, A = A, mostrando que \ € R. ]
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