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Contexto, Objetivo e Radicais de Subespacos

Denotaremos por Bs(V) e B, (V') os subespagos de B(V') formados
pelas formas bilineares simétricas e alternadas em V', respectivamente.
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Contexto, Objetivo e Radicais de Subespacos

Denotaremos por Bs(V) e B, (V') os subespagos de B(V') formados
pelas formas bilineares simétricas e alternadas em V', respectivamente.

Defina também Bgs(V) = Bs(V) U Bo(V).
Suporemos que dim (V) < co e que ¢ € Bys(V).
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Contexto, Objetivo e Radicais de Subespacos

Denotaremos por Bs(V) e B, (V') os subespagos de B(V') formados
pelas formas bilineares simétricas e alternadas em V', respectivamente.
Defina também Bgs(V) = Bs(V) U Bo(V).

Suporemos que dim(V) < 0o e que ¢ € Bys(V). Assim, Ly é simétrica
e Toa = a4 para toda familia de vetores o em V.

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Contexto, Objetivo e Radicais de Subespacos
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Suporemos que dim(V) < 0o e que ¢ € Bys(V). Assim, Ly é simétrica
e Toa = a¢ para toda familia de vetores o em V. Escreveremos
apenas L ao invés de L.
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Suporemos que dim(V) < 0o e que ¢ € Bys(V). Assim, Ly é simétrica
e Toa = a¢ para toda familia de vetores o em V. Escreveremos
apenas L ao invés de Ly. O objetivo principal é desenvolver um
procedimento que encontre base a de V' de modo que 4[¢], seja “o mais
simples possivel”.
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procedimento que encontre base a de V' de modo que 4[¢], seja “o mais
simples possivel”. Escreveremos simplesmente [¢], ao invés de 4[d]q.

Um subespago W de V' é dito degenerado (ou singular) com respeito a
¢ se ¢|w for degenerada.
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Denotaremos por Bs(V) e B, (V') os subespagos de B(V') formados
pelas formas bilineares simétricas e alternadas em V', respectivamente.
Defina também Bys(V) = Bs(V) U Bg(V).

Suporemos que dim(V) < 0o e que ¢ € Bys(V). Assim, Ly é simétrica
e Toa = a¢ para toda familia de vetores o em V. Escreveremos
apenas L ao invés de Ly. O objetivo principal é desenvolver um
procedimento que encontre base a de V' de modo que 4[¢], seja “o mais
simples possivel”. Escreveremos simplesmente [¢], ao invés de 4[d]q.

Um subespago W de V' é dito degenerado (ou singular) com respeito a
¢ se ¢|w for degenerada. Defina

rad(W) =W nwt
e note que o posto de ¢l é dim(W) — dim(rad(W)).
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Denotaremos por Bs(V) e B, (V') os subespagos de B(V') formados
pelas formas bilineares simétricas e alternadas em V', respectivamente.
Defina também Bys(V) = Bs(V) U Bg(V).
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procedimento que encontre base a de V' de modo que 4[¢], seja “o mais
simples possivel”. Escreveremos simplesmente [¢], ao invés de 4[d]q.

Um subespago W de V' é dito degenerado (ou singular) com respeito a
¢ se ¢|w for degenerada. Defina

rad(W) =W nwt
e note que o posto de ¢l é dim(W) — dim(rad(WW)). Assim, W é
degenerado se, e somente se, rad(W) # {0}.
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Denotaremos por Bs(V) e B, (V') os subespagos de B(V') formados
pelas formas bilineares simétricas e alternadas em V', respectivamente.
Defina também Bys(V) = Bs(V) U Bg(V).

Suporemos que dim(V) < 0o e que ¢ € Bys(V). Assim, Ly é simétrica
e Toa = a¢ para toda familia de vetores o em V. Escreveremos
apenas L ao invés de Ly. O objetivo principal é desenvolver um
procedimento que encontre base a de V' de modo que 4[¢], seja “o mais
simples possivel”. Escreveremos simplesmente [¢], ao invés de 4[d]q.

Um subespago W de V' é dito degenerado (ou singular) com respeito a
¢ se ¢|w for degenerada. Defina

rad(W) =W nwt
e note que o posto de ¢l é dim(W) — dim(rad(WW)). Assim, W é
degenerado se, e somente se, rad(WW) # {0}. Note também que
(1) V=vView = rad(W)={0}.
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Contexto, Objetivo e Radicais de Subespacos

Denotaremos por Bs(V) e B, (V') os subespagos de B(V') formados
pelas formas bilineares simétricas e alternadas em V', respectivamente.
Defina também Bys(V) = Bs(V) U Bg(V).
Suporemos que dim(V) < 0o e que ¢ € Bys(V). Assim, Ly é simétrica
e Toa = a¢ para toda familia de vetores o em V. Escreveremos
apenas L ao invés de Ly. O objetivo principal é desenvolver um
procedimento que encontre base a de V' de modo que 4[¢], seja “o mais
simples possivel”. Escreveremos simplesmente [¢], ao invés de 4[d]q.
Um subespago W de V' é dito degenerado (ou singular) com respeito a
¢ se ¢|w for degenerada. Defina

rad(W) =W nwt
e note que o posto de ¢l é dim(W) — dim(rad(WW)). Assim, W é
degenerado se, e somente se, rad(WW) # {0}. Note também que
(1) V=vView = rad(W)={0}.
De fato, se w € rad(W), entdo v L w para todo v € V* e w' L w para
todo w’ € W. Portanto, w € V- NW = {0}.



Degenerecéncia de Subespacos

Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.
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Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.
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Q@ V=W +WH se, esomente se, WNW+ ={0}.

Q@ (WHt=w.
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Degenerecéncia de Subespacos

Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.

Q@ dim(V) = dim(W) + dim(W).

V =W + W+ se, e somente se, W N W+ = {0}.

(WHt =w.

rad(W) = rad(W+). Em particular, W é nido degenerado se, e
somente se, W+ também o for.

© 06
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Degenerecéncia de Subespacos

Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.

Q@ dim(V) = dim(W) + dim(W).

V =W + W+ se, e somente se, W N W+ = {0}.

(WHt =w.

rad(W) = rad(W+). Em particular, W é nido degenerado se, e
somente se, W+ também o for.

Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w.

© 06
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Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w. Como todo elemento de W* é a
restricao a W de um elemento de V* (Exc. 9.2.3)
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Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.

Q@ dim(V) = dim(W) + dim(W).

V =W + W+ se, e somente se, W N W+ = {0}.
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rad(W) = rad(W+). Em particular, W é nido degenerado se, e
somente se, W+ também o for.
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Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w. Como todo elemento de W* é a
restricao a W de um elemento de V* (Exc. 9.2.3) e 4D é sobrejetora
(pois ¢ é nao deg.), T é sobrejetora e dim (V) = dim(W*) + dim (N (T))).
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Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w. Como todo elemento de W* é a
restricao a W de um elemento de V* (Exc. 9.2.3) e 4D é sobrejetora
(pois ¢ é nao deg.), T é sobrejetora e dim (V) = dim(W*) + dim (N (T))).

Por outro lado, v € N (T) < ¢(v,w) = 0 para todo w € W.
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Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.
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Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w. Como todo elemento de W* é a
restricao a W de um elemento de V* (Exc. 9.2.3) e 4D é sobrejetora
(pois ¢ é nao deg.), T é sobrejetora e dim (V) = dim(W*) + dim (N (T))).

Por outro lado, v € N (T) < ¢(v,w) = 0 para todo w € W. Ou seja,
N(T) =W+t
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Degenerecéncia de Subespacos

Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.

Q@ dim(V) = dim(W) + dim(W).

V =W + W+ se, e somente se, W N W+ = {0}.

(WHt =w.

rad(W) = rad(W+). Em particular, W é nido degenerado se, e
somente se, W+ também o for.
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Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w. Como todo elemento de W* é a
restricao a W de um elemento de V* (Exc. 9.2.3) e 4D é sobrejetora
(pois ¢ é nao deg.), T é sobrejetora e dim (V) = dim(W*) + dim (N (T))).

Por outro lado, v € N (T) < ¢(v,w) = 0 para todo w € W. Ou seja,
N(T) = W+, o que demonstra (a).
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Degenerecéncia de Subespacos

Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.

Q@ dim(V) = dim(W) + dim(W).

V =W + W+ se, e somente se, W N W+ = {0}.

(WHt =w.

rad(W) = rad(W+). Em particular, W é nido degenerado se, e
somente se, W+ também o for.
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Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w. Como todo elemento de W* é a
restricao a W de um elemento de V* (Exc. 9.2.3) e 4D é sobrejetora
(pois ¢ é nao deg.), T é sobrejetora e dim (V) = dim(W*) + dim (N (T))).

Por outro lado, v € N (T) < ¢(v,w) = 0 para todo w € W. Ou seja,
N(T) =W+, o que demonstra (a). A parte (b) é ébvia da (a).
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Degenerecéncia de Subespacos

Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.

Q@ dim(V) = dim(W) + dim(W).

Q@ V=W +WH se, esomente se, WNW+ ={0}.

Q@ (WHt=w.

Q@ rad(W) = rad(W+). Em particular, W é ndo degenerado se, e
somente se, W+ também o for.

Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w. Como todo elemento de W* é a
restricao a W de um elemento de V* (Exc. 9.2.3) e 4D é sobrejetora
(pois ¢ é nao deg.), T é sobrejetora e dim (V) = dim(W*) + dim (N (T))).

Por outro lado, v € N (T) < ¢(v,w) = 0 para todo w € W. Ou seja,
N(T) =W+, o que demonstra (a). A parte (b) é 6bvia da (a). Como
W C (W)L (mesmo que ¢ seja deg.) e (a)= dim((W+)+) = dim(W)
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Degenerecéncia de Subespacos

Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.

Q@ dim(V) = dim(W) + dim(W).

V =W + W+ se, e somente se, W N W+ = {0}.

(WHt =w.

rad(W) = rad(W+). Em particular, W é nido degenerado se, e
somente se, W+ também o for.
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Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w. Como todo elemento de W* é a
restricao a W de um elemento de V* (Exc. 9.2.3) e 4D é sobrejetora
(pois ¢ é nao deg.), T é sobrejetora e dim (V) = dim(W*) + dim (N (T))).

Por outro lado, v € N (T) < ¢(v,w) = 0 para todo w € W. Ou seja,
N(T) =W+, o que demonstra (a). A parte (b) é 6bvia da (a). Como
W C (W)L (mesmo que ¢ seja deg.) e (a)= dim((W+)+) = dim(W),
(c) segue ja que as dimensoes sao finitas.
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Degenerecéncia de Subespacos

Proposigao 9.4.1

Suponha que ¢ é nao degenerada e seja W um subespago de V.

Q@ dim(V) = dim(W) + dim(W).

Q@ V=W +WH se, esomente se, WNW+ ={0}.

Q@ (WHt=w.

Q@ rad(W) = rad(W+). Em particular, W é ndo degenerado se, e
somente se, W+ também o for.

Dem.: Seja T : V — W*, v — 4,D(v)|w. Como todo elemento de W* é a
restricao a W de um elemento de V* (Exc. 9.2.3) e 4D é sobrejetora
(pois ¢ é nao deg.), T é sobrejetora e dim (V) = dim(W*) + dim (N (T))).
Por outro lado, v € N (T) < ¢(v,w) = 0 para todo w € W. Ou seja,
N(T) =W+, o que demonstra (a). A parte (b) é 6bvia da (a). Como

W C (W)L (mesmo que ¢ seja deg.) e (a)= dim((W+)+) = dim(W),
(c) segue ja que as dimensdes sdo finitas. Finalmente, rad(W+) =
Wtn(WhHt =wtnw =rad(W). O
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ ] sendo « a base canénica.
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja
W = [ea] e veja que V+ =W
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja
W =le] evejaque VI =W e Wt =V
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja
W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
ultima proposi¢ao nao é valida.

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja
W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha.

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando

que a parte (c¢) também falha.
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando

que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([e1]) = {0}
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando

que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([e1]) = {0} e rad(fer]*) = rad([ez]) = [e]
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando

que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([er]) = {0} e rad(fes] ") = rad([e]) = [ea].

Proposigao 9.4.3

Seja W um subespaco de V. Entdo V =W @ W se, e somente se, W
for ndo degenerado.
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando
que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([e1]) = {0} e rad([e1]*) = rad([e2]) = [e2].

Proposigao 9.4.3

Seja W um subespaco de V. Entdo V =W @ W se, e somente se, W
for ndo degenerado.

Dem.: Como rad(W) =W N W+
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando

que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([er]) = {0} e rad(fes] ") = rad([e]) = [ea].

Proposigao 9.4.3

Seja W um subespaco de V. Entdo V =W @ W se, e somente se, W
for ndo degenerado.

Dem.: Como rad(W) =W NW+, se V=W @& W=, segue que
rad(W) = 0.
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando

que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([er]) = {0} e rad(fes] ") = rad([e]) = [ea].

Proposigao 9.4.3

Seja W um subespaco de V. Entdo V =W @ W se, e somente se, W
for ndo degenerado.

Dem.: Como rad(W) =W NW+, se V=W @& W=, segue que
rad(W) = 0. Reciprocamente, sendo W nao degenerado
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando

que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([er]) = {0} e rad(fes] ") = rad([e]) = [ea].

Proposigao 9.4.3

Seja W um subespaco de V. Entdo V =W @ W se, e somente se, W
for ndo degenerado.

Dem.: Como rad(W) =W NW+, se V=W @& W=, segue que
rad(W) = 0. Reciprocamente, sendo W nao degenerado e ¢ := ¢|w
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando

que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([er]) = {0} e rad(fes] ") = rad([e]) = [ea].

Proposigao 9.4.3

Seja W um subespaco de V. Entdo V =W @ W se, e somente se, W
for ndo degenerado.

Dem.: Como rad(W) =W NW+, se V=W @& W=, segue que
rad(W) = 0. Reciprocamente, sendo W nao degenerado e ¢ := ¢|, a
transformacao linear T : V' — W*,v — 4D(v)|w ¢é sobrejetora
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando

que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([er]) = {0} e rad(fes] ") = rad([e]) = [ea].

Proposigao 9.4.3

Seja W um subespaco de V. Entdo V =W @ W se, e somente se, W
for ndo degenerado.

Dem.: Como rad(W) =W NW+, se V=W @& W=, segue que
rad(W) = 0. Reciprocamente, sendo W nao degenerado e ¢ := ¢|, a
transformacao linear 7 : V' — W*,v — 4D(v)|w ¢é sobrejetora, pois
oDlw = D : W — W* que é um isomorfismo.
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Degenerecéncia de Subespacos

Suponha que V = F? e que [¢], = [§ 9] sendo « a base canonica. Seja

W = [ea] e veja que V- = W e W+ = V mostrando que a parte (a) da
tiltima proposicdo ndo é vélida. Como V =V + V%t e VNVL =[e), a
parte (b) também falha. Além disso, ([e1]*)* = [e2]t = V, mostrando
que a parte (c¢) também falha. Finalmente, (d) falha pois

rad([e1]) = {0} e rad([e1]*) = rad([e2]) = [e2].

Proposigao 9.4.3

Seja W um subespaco de V. Entdo V =W @ W se, e somente se, W
for ndo degenerado.

Dem.: Como rad(W) =W NW+, se V=W @& W=, segue que
rad(W) = 0. Reciprocamente, sendo W nao degenerado e ¢ := ¢|, a
transformacao linear 7 : V' — W*,v — 4D(v)|w ¢é sobrejetora, pois
oDlw = D : W — W* que é um isomorfismo. A conclusao agora
segue como na demonstracao das partes (a) e (b) da proposigao
anterior. [
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada.
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada. Um par ordenado (v,w) de vetores de
V' ¢é dito hiperbdlico se ¢(v,w) = —1.
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada. Um par ordenado (v,w) de vetores de
V' é dito hiperbdlico se ¢(v, w) = —1. Neste caso, o subespago por eles
gerado é chamado de um plano hiperbdlico.
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada. Um par ordenado (v,w) de vetores de
V' é dito hiperbdlico se ¢(v, w) = —1. Neste caso, o subespago por eles
gerado é chamado de um plano hiperbdlico. Diremos que V' é um
espaco hiperbdlico se for soma direta de planos hiperbdlicos
mutuamente ortogonais.
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada. Um par ordenado (v,w) de vetores de
V' é dito hiperbdlico se ¢(v, w) = —1. Neste caso, o subespago por eles
gerado é chamado de um plano hiperbdlico. Diremos que V' é um
espaco hiperbdlico se for soma direta de planos hiperbdlicos
mutuamente ortogonais.

Suponha que V seja hiperbdlico
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada. Um par ordenado (v,w) de vetores de
V' é dito hiperbdlico se ¢(v, w) = —1. Neste caso, o subespago por eles
gerado é chamado de um plano hiperbdlico. Diremos que V' é um
espaco hiperbdlico se for soma direta de planos hiperbdlicos
mutuamente ortogonais.

Suponha que V' seja hiperbdlico, digamos V =V, @& --- @ V;;, com V;
um plano hiperbdlico
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada. Um par ordenado (v,w) de vetores de
V' é dito hiperbdlico se ¢(v, w) = —1. Neste caso, o subespago por eles
gerado é chamado de um plano hiperbdlico. Diremos que V' é um
espaco hiperbdlico se for soma direta de planos hiperbdlicos
mutuamente ortogonais.

Suponha que V' seja hiperbdlico, digamos V =V, @& --- @ V;;, com V;
um plano hiperbdlico gerado por vj, w; com (vj,w;) um par hiperbélico
para todo 1 < 7 < m.
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada. Um par ordenado (v,w) de vetores de
V' é dito hiperbdlico se ¢(v, w) = —1. Neste caso, o subespago por eles
gerado é chamado de um plano hiperbdlico. Diremos que V' é um
espaco hiperbdlico se for soma direta de planos hiperbdlicos
mutuamente ortogonais.

Suponha que V' seja hiperbdlico, digamos V =V, @& --- @ V;;, com V;
um plano hiperbdlico gerado por vj, w; com (vj,w;) um par hiperbélico
para todo 1 < 7 < m. Entao, se & = v, w1, ..., Um, Wn
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada. Um par ordenado (v,w) de vetores de
V' é dito hiperbdlico se ¢(v, w) = —1. Neste caso, o subespago por eles
gerado é chamado de um plano hiperbdlico. Diremos que V' é um
espaco hiperbdlico se for soma direta de planos hiperbdlicos
mutuamente ortogonais.

Suponha que V' seja hiperbdlico, digamos V =V, @& --- @ V;;, com V;
um plano hiperbdlico gerado por vj, w; com (vj,w;) um par hiperbélico

para todo 1 < 7 < m. Entao, se & = v1, w1, ..., Un, Wy, temos
(0 0 --- 0]
0o H 0 --- 0
R : 0 -1
[Pla = Hyy := " . : | : com H:[1 0].
_O H—
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Pares Hiperbélicos

Suponha que ¢ seja alternada. Um par ordenado (v,w) de vetores de
V' é dito hiperbdlico se ¢(v, w) = —1. Neste caso, o subespago por eles
gerado é chamado de um plano hiperbdlico. Diremos que V' é um
espaco hiperbdlico se for soma direta de planos hiperbdlicos
mutuamente ortogonais.

Suponha que V' seja hiperbdlico, digamos V =V, @& --- @ V;;, com V;
um plano hiperbdlico gerado por vj, w; com (vj,w;) um par hiperbélico

para todo 1 < 7 < m. Entao, se & = v1, w1, ..., Un, Wy, temos
(0 0 --- 0]
0o H 0 --- 0
R : 0 -1
[Pla = Hyy := . : . : | : com H= [1 0].
[0 - H |

Em particular, ¢ é nao degenerada.
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Bases Hiperbdlicas
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira.
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4
Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que
0 0
=0 1]
Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por

(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V').

com m = pt(¢)/2.
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4
Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que
0 0
=0 1]
Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por

(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}

com m = pt(¢)/2.
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer.
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer. Caso contrario, 3 v,u € V t.q. ¢(v,u) =a com a € F\ {0}.
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer. Caso contrario, 3 v,u € V t.q. ¢(v,u) =a com a € F\ {0}.

Definindo w = —a"tu
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer. Caso contrario, 3 v,u € V t.q. ¢(v,u) =a com a € F\ {0}.
Definindo w = —a~'u, segue que (v,w) é um par hiperbélico.
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer. Caso contrario, 3 v,u € V t.q. ¢(v,u) =a com a € F\ {0}.
Definindo w = —a~'u, segue que (v,w) é um par hiperbélico.

Sejam V; = [v,w] e V' = V-
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer. Caso contrario, 3 v,u € V t.q. ¢(v,u) =a com a € F\ {0}.
Definindo w = —a~'u, segue que (v,w) é um par hiperbélico.

Sejam V; = [v,w] e V' = Vi+. Como V; é ndo degenerado (pois é um
plano hiperbdlico)
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer. Caso contrario, 3 v,u € V t.q. ¢(v,u) =a com a € F\ {0}.
Definindo w = —a~'u, segue que (v,w) é um par hiperbélico.

Sejam V; = [v,w] e V' = Vi+. Como V; é ndo degenerado (pois é um
plano hiperbdlico), segue da Proposicio 9.4.3 que V = V; @ Vi+
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer. Caso contrario, 3 v,u € V t.q. ¢(v,u) =a com a € F\ {0}.
Definindo w = —a~'u, segue que (v,w) é um par hiperbélico.

Sejam V; = [v,w] e V' = Vi+. Como V; é ndo degenerado (pois é um
plano hiperbdlico), segue da Proposigao 9.4.3 que V =V; & VlL e,
como ¢ é nao degenerada
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Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer. Caso contrario, 3 v,u € V t.q. ¢(v,u) =a com a € F\ {0}.
Definindo w = —a~'u, segue que (v,w) é um par hiperbélico.

Sejam V; = [v,w] e V' = Vi+. Como V; é ndo degenerado (pois é um
plano hiperbdlico), segue da Proposigao 9.4.3 que V =V; & VlL e,
como ¢ é nio degenerada, a Proposicao 9.4.1(d) diz que V;- é ndo
degenerado.

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Bases Hiperbolicas

Teorema 9.4.4

Se ¢ € By(V), todo subespago de V' complementar a VL é hiperbélico.
Em particular, existe base o de V' tal que

[0l = [8 ;m] com m. = pi($)/2.

Dem.: A segunda afirmacao é consequéncia imediata da primeira. Por
(1), W é nao degenerado e podemos supor spg que ¢ é nao degenerada.
Procederemos por indugao em dim(V'). Se V' = {0}, nao ha nada para
fazer. Caso contrario, 3 v,u € V t.q. ¢(v,u) =a com a € F\ {0}.
Definindo w = —a~'u, segue que (v,w) é um par hiperbélico.

Sejam V; = [v,w] e V' = Vi+. Como V; é ndo degenerado (pois é um
plano hiperbdlico), segue da Proposigao 9.4.3 que V =V; & VlL e,
como ¢ é nio degenerada, a Proposicao 9.4.1(d) diz que V;- é ndo
degenerado. Logo, por hipdtese de inducao, Vll ¢é hiperbdlico e,
portanto, V também o é. O
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se

U= ($1,$2,$3,$4) Cw = (y17y27 y37y4)a entao
d(v, w) = Tay1 — T1Y2 — 221Ya + 224y1 + 323ys — 3T4Y3.
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Exemplo 9.4.5

Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (21,%2,T3,24) € W = (Y1,Y2,Y3,Y4), entao

(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos

0 -1 0 -2
1 0 0 0
Pa=10 o o 3
2 0 -3 0
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Exemplo 9.4.5

Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (21,%2,T3,24) € W = (Y1,Y2,Y3,Y4), entao
d(v,w) = x2y1 — T1Y2 — 221Y4 + 2T4y1 + 3T3Y4 — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0 -1 0 -2
1 0 0 0
[(ﬁ]cx = 0 0 0 &
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Exemplo 9.4.5

Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (21,%2,T3,24) € W = (Y1,Y2,Y3,Y4), entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0 -1 0 -2
1 0 0 0
[(ﬁ]cx = 0 0 0 &
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbédlico
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = ($1,.’II2,:L‘3,$4) cw = (y17y27 y37y4)a entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0O -1 0 =2
1 0 0 0
[(ﬁ]cx = 0 0 0 &
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —ea).
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (21,%2,T3,24) € W = (Y1,Y2,Y3,Y4), entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0O -1 0 =2
1 0 0 0
[(ﬁ]cx = 0 0 0 &
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —eq). Seja Vi = [e1, ea]
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = ($1,.’II2,:L‘3,$4) cw = (y17y27 y37y4)a entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0O -1 0 =2
1 0 0 0
[(ﬁ]cx = 0 0 0 &
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —eq). Seja Vi = [e1, e2] e encontremos V.
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (21,%2,T3,24) € W = (Y1,Y2,Y3,Y4), entao
d(v,w) = x2y1 — T1Y2 — 221Y4 + 2T4y1 + 3T3Y4 — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos

0 -1 0 -2
1 0 0 0
Pa=10 o o 3
2 0 -3 0

Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —e4). Seja Vi = [e1, ea] e encontremos Vi-. Dado
v = (1,72, 73,74), temos v € V- se, e somente se, v L e; e v L ey
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (1,72,73,74) € w = (Y1, Y2,¥3,Y4), entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0 -1 0 -2
1 0 0 0
Pa=10 o o 3
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —e4). Seja Vi = [e1, ea] e encontremos Vi-. Dado
v = (21, x2,x3,24), temos v € Vf‘ se, e somente se, v | e; e v L e, isto
é, ro+2x4=0ex; =0.
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (1,72,73,74) € w = (Y1, Y2,¥3,Y4), entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0 -1 0 -2
1 0 0 0
Pa=10 o o 3
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —e4). Seja Vi = [e1, ea] e encontremos Vi-. Dado
v = (21, x2,x3,24), temos v € Vf‘ se, e somente se, v | e; e v L e, isto
é, xo + 224 =0 e 21 = 0. Logo, Vit = {(0, —2x4, 73, 24) : 3,74 € F}
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (21,%2,T3,24) € W = (Y1,Y2,Y3,Y4), entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0 -1 0 -2
1 0 0 0
Pa=10 o o 3
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —e4). Seja Vi = [e1, ea] e encontremos Vi-. Dado
v = (21, x2,x3,24), temos v € Vf‘ se, e somente se, v | e; e v L e, isto
é, xo + 224 =0 e 21 = 0. Logo, Vit = {(0, —2x4,23,24) : 73,74 € F} e
e3,u = (0,—2,0,1) foram uma base de V;*.
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (21,%2,T3,24) € W = (Y1,Y2,Y3,Y4), entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0 -1 0 -2
1 0 0 0
Pa=10 o o 3
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —e4). Seja Vi = [e1, ea] e encontremos Vi-. Dado
v = (21, x2,x3,24), temos v € Vf‘ se, e somente se, v | e; e v L e, isto
é, xo + 224 =0 e 21 = 0. Logo, Vit = {(0, —2x4,23,24) : 73,74 € F} e
e3,u = (0,—2,0,1) foram uma base de V;-. Observe que ¢(e3,u) =3
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (21,%2,T3,24) € W = (Y1,Y2,Y3,Y4), entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0 -1 0 -2
1 0 0 0
Pa=10 o o 3
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —e4). Seja Vi = [e1, ea] e encontremos Vi-. Dado
v = (21, x2,x3,24), temos v € Vf‘ se, e somente se, v | e; e v L e, isto
é, xo + 224 =0 e 21 = 0. Logo, Vit = {(0, —2x4,23,24) : 73,74 € F} e
e3,u = (0,—2,0,1) foram uma base de V;-. Observe que ¢(e3,u) =3 e,
portanto, (e3, —u/3) é um par hiperbdlico
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Exemplo 9.4.5
Suponha que F tenha caracteristica zero, V = F* e que, se
v = (21,%2,T3,24) € W = (Y1,Y2,Y3,Y4), entao
(v, w) = T2y1 — T1Y2 — 271Y4 + 224Y1 + 3T3Ys — 3T4Y3.
Sendo « a base canonica, temos
0 -1 0 -2
1 0 0 0
Pa=10 o o 3
2 0 -3 0
Assim, ¢ € B,(V) e queremos encontrar uma base hiperbdlica.
Observe que o par (e1,e2) é um par hiperbdlico, assim como os pares
(e1,e4/2) e (e3/3, —e4). Seja Vi = [e1, ea] e encontremos Vi-. Dado
v = (21, x2,x3,24), temos v € Vf‘ se, e somente se, v | e; e v L e, isto
é, xo + 224 =0 e 21 = 0. Logo, Vit = {(0, —2x4,23,24) : 73,74 € F} e
e3,u = (0,—2,0,1) foram uma base de V;-. Observe que ¢(e3,u) =3 e,
portanto, (e3, —u/3) é um par hiperbdlico e a base e, ea, €3, —u/3 é
uma base hiperbdlica para V' com respeito a ¢.
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Ortogonais
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Bases Ortogonais

Uma base « é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v/ Vv,v' € a,v # 0.
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Uma base « é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v/ Vv,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: ¢(vi,v;) # 0} = pt(o)

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Bases Ortogonais

Uma base « é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v/ Vv,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V
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Bases Ortogonais

Uma base a é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v V v,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V

Se car(F) # 2 e ¢ € Bs(V), existe base ortogonal de V.
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Bases Ortogonais

Uma base a é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v V v,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V

Teorema 9.4.6
Se car(F) # 2 e ¢ € Bs(V), existe base ortogonal de V.

Se car(F) = 2 isso nao é sempre possivel pois B, (V) C Bs(V).
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Bases Ortogonais

Uma base a é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v V v,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V

Se car(F) # 2 e ¢ € Bs(V), existe base ortogonal de V.

Se car(F) = 2 isso nao é sempre possivel pois B, (V) C Bs(V).
Dem.: Se ¢ =0 ou V = {0} nao ha nada a fazer.
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Bases Ortogonais

Uma base a é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v V v,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V

Se car(F) # 2 e ¢ € Bs(V), existe base ortogonal de V.

Se car(F) = 2 isso nao é sempre possivel pois B, (V) C Bs(V).

Dem.: Se ¢ =0 ou V = {0} nao hd nada a fazer. Caso contrério, como
car(F) # 2, temos Bs(V) N By (V) = {0}.
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Bases Ortogonais

Uma base a é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v V v,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V

Se car(F) # 2 e ¢ € Bs(V), existe base ortogonal de V.

Se car(F) = 2 isso nao é sempre possivel pois B, (V) C Bs(V).

Dem.: Se ¢ =0 ou V = {0} nao hd nada a fazer. Caso contrério, como
car(F) # 2, temos Bs(V) N By (V) = {0}. Portanto, ¢ nao é alternada e
existe v1 € V tal que ¢(vy,v1) # 0.
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Bases Ortogonais

Uma base a é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v V v,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V

Se car(F) # 2 e ¢ € Bs(V), existe base ortogonal de V.

Se car(F) = 2 isso nao é sempre possivel pois B, (V) C Bs(V).

Dem.: Se ¢ =0 ou V = {0} nao hd nada a fazer. Caso contrério, como
car(F) # 2, temos Bs(V) N By (V) = {0}. Portanto, ¢ nao é alternada e
existe v1 € V tal que ¢(v1,v1) # 0. Definindo Vi = [v1], segue da
Proposigio 9.4.3 que V = V; @ V-

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Bases Ortogonais

Uma base a é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v V v,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V

Se car(F) # 2 e ¢ € Bs(V), existe base ortogonal de V.

Se car(F) = 2 isso nao é sempre possivel pois B, (V) C Bs(V).

Dem.: Se ¢ =0 ou V = {0} nao ha nada a fazer. Caso contrério, como
car(F) # 2, temos Bs(V) N By (V) = {0}. Portanto, ¢ nao é alternada e
existe v1 € V tal que ¢(v1,v1) # 0. Definindo Vi = [v1], segue da
Proposicao 9.4.3 que V =V & Vﬁ. Como a restricao de ¢ a Vﬁ é
obviamente simétrica
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Bases Ortogonais

Uma base a é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v V v,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V

Se car(F) # 2 e ¢ € Bs(V), existe base ortogonal de V.

Se car(F) = 2 isso nao é sempre possivel pois B, (V) C Bs(V).

Dem.: Se ¢ =0 ou V = {0} nao ha nada a fazer. Caso contrério, como
car(F) # 2, temos Bs(V) N By (V) = {0}. Portanto, ¢ nao é alternada e
existe v1 € V tal que ¢(v1,v1) # 0. Definindo Vi = [v1], segue da
Proposicao 9.4.3 que V =V & Vﬁ. Como a restricao de ¢ a Vﬁ é
obviamente simétrica, podemos proceder por inducao na dimensao para
concluir que existe base ortogonal de Vﬁ com respeito a ¢
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Bases Ortogonais

Uma base a é dita ortogonal (com resp. a ¢) se v L v V v,v' € a,v # 0.
Se a = vy, ...,v, for uma base ortogonal para ¢ € B(V), entao

#{i: p(vi,vi) #0} =pt(¢) e [{vi:1<i<n, (v, v) =0} =V

Se car(F) # 2 e ¢ € Bs(V), existe base ortogonal de V.

Se car(F) = 2 isso nao é sempre possivel pois B, (V) C Bs(V).

Dem.: Se ¢ =0 ou V = {0} nao ha nada a fazer. Caso contrério, como
car(F) # 2, temos Bs(V) N By (V) = {0}. Portanto, ¢ nao é alternada e
existe v1 € V tal que ¢(v1,v1) # 0. Definindo Vi = [v1], segue da
Proposicao 9.4.3 que V =V & Vﬁ. Como a restricao de ¢ a Vﬁ é
obviamente simétrica, podemos proceder por inducao na dimensao para
concluir que existe base ortogonal de Vﬁ com respeito a ¢ que
complementa v; a uma base de V' que é ortogonal com respeito a ¢. [
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dstencia de Base Ortonormal
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dstencia de Base Ortonormal

Seja W um subespaco complementar a V-
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dstencia de Base Ortonormal

Seja W um subespaco complementar a V- e 8 =wy, ... , wp uma base
ortogonal de W com respeito a ¢.

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Existéncia de Base Ortonormal

Seja W um subespaco complementar a V- e 8 =wy, ... , wp uma base
ortogonal de W com respeito a ¢. Suponha que, para todo 1 < i < p,

2

ElaZEF tal que  a; :W
(2] (2
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Existéncia de Base Ortonormal

Seja W um subespaco complementar a V- e 8 =wy, ... , wp uma base
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Assim, tomando v; = a;w;, segue que
d(vi,v;)) =1 paratodo 1<i<p.
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Seja W um subespaco complementar a V- e 8 =wy, ... , wp uma base
ortogonal de W com respeito a ¢. Suponha que, para todo 1 < i < p,
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Assim, tomando v; = a;w;, segue que
d(vi,v;)) =1 paratodo 1<i<p.

Neste caso, se o =y U {v1,...,vp} sendo v uma base de VL, temos

w3

Em particular, se ¢ é nao degenerada, a é uma base ortonormal com
respeito a ¢. Tal normalizagao s é possivel se [F contiver as raizes
quadradas dos elementos ¢(w;, w;).
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Assim, tomando v; = a;w;, segue que
d(vi,v;)) =1 paratodo 1<i<p.

Neste caso, se o =y U {v1,...,vp} sendo v uma base de VL, temos

w3

Em particular, se ¢ é nao degenerada, a é uma base ortonormal com
respeito a ¢. Tal normalizagao s é possivel se [F contiver as raizes
quadradas dos elementos ¢(w;, w;). Se F C R, este pode nao ser o caso
pois podemos ter w € V satisfazendo

d(w,w) < 0.
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Existéncia de Base Ortonormal

Seja W um subespaco complementar a V- e 8 =wy, ... , wp uma base
ortogonal de W com respeito a ¢. Suponha que, para todo 1 < i < p,
2

da;, € F talque af = ——.
' ‘ ¢(wi7 wi)
Assim, tomando v; = a;w;, segue que

d(vi,v;)) =1 paratodo 1<i<p.

Neste caso, se o =y U {v1,...,vp} sendo v uma base de VL, temos

w3

Em particular, se ¢ é nao degenerada, a é uma base ortonormal com
respeito a ¢. Tal normalizagao s é possivel se [F contiver as raizes
quadradas dos elementos ¢(w;, w;). Se F C R, este pode nao ser o caso
pois podemos ter w € V satisfazendo
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Neste caso, podemos escolher a € R tal que a? = ——L
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Seja W um subespaco complementar a V- e 8 =wy, ... , wp uma base
ortogonal de W com respeito a ¢. Suponha que, para todo 1 < i < p,
2

da;, € F talque af = ——.
' ‘ ¢(wi7 wi)
Assim, tomando v; = a;w;, segue que

d(vi,v;)) =1 paratodo 1<i<p.

Neste caso, se o =y U {v1,...,vp} sendo v uma base de VL, temos

w3

Em particular, se ¢ é nao degenerada, a é uma base ortonormal com
respeito a ¢. Tal normalizagao s é possivel se [F contiver as raizes
quadradas dos elementos ¢(w;, w;). Se F C R, este pode nao ser o caso
pois podemos ter w € V satisfazendo

d(w,w) <0.

Neste caso, podemos escolher a € R tal que a® = qﬁ(;ilw) de modo que,

tomando v = aw, temos ¢(v,v) = —1.
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Base de Sylvester Positividade

Isso mostra que, se F =R e p é o posto de ¢
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Isso mostra que, se F =R e p é o posto de ¢, existem 0 < ¢ < p e base
a=wvi,...,v, de V tais que

—1I; 0 0
[‘lﬂa = 0 Ip*i 0
0 0 0
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Isso mostra que, se F =R e p é o posto de ¢, existem 0 < ¢ < p e base
a=wvi,...,v, de V tais que

—1I; 0 0
[‘lﬂa = 0 Ip*i 0
0 0 0

Quando F C R, nos referiremos a uma base deste tipo como uma base de
Sylvester para V' com respeito ¢ (nao é uma terminologia comum).
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Base de Sylvester Positividade

Isso mostra que, se F =R e p é o posto de ¢, existem 0 < ¢ < p e base

=1,...,0, de V tai
o= Uy, de ais que 1, 00
[‘lﬂa: 0 Ip*i 0
0 0 0

Quando F C R, nos referiremos a uma base deste tipo como uma base de
Sylvester para V' com respeito ¢ (nao é uma terminologia comum).
Se F C R, diz-se que ¢ € Bs(V) é semi-definida positiva se

p(v,0) >0V veV(wo¢p>0)

e positiva definida se
d(v,v) >0V veV(wo¢p>0).

Lembre: A € M, (C) é positiva definida se X*AX € Ryg V X € M, 1(C).
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=1,...,0, de V tai
o= Uy, de ais que 1, 00
[‘lﬂa: 0 Ip*i 0
0 0 0

Quando F C R, nos referiremos a uma base deste tipo como uma base de
Sylvester para V' com respeito ¢ (nao é uma terminologia comum).
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d(v,v) >0V veV(wo¢p>0).
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Dada uma base o de V', como ¢ é simétrica se, e s6 se [¢p], for simétrica
(e portanto diagonalizdvel sobre R)
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Dada uma base o de V', como ¢ é simétrica se, e s6 se [¢p], for simétrica
(e portanto diagonalizavel sobre R), segue que ¢ é um produto interno se,
e s6 se, ¢ for definida positiva ou, equivalentemente, [¢], for positiva
definida
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Isso mostra que, se F =R e p é o posto de ¢, existem 0 < ¢ < p e base
a=wvi,...,v, de V tais que

—1I; 0 0
[‘lﬂa = 0 Ip*i 0
0 0 0

Quando F C R, nos referiremos a uma base deste tipo como uma base de
Sylvester para V' com respeito ¢ (nao é uma terminologia comum).

Se F C R, diz-se que ¢ € Bs(V) é semi-definida positiva se
d(v,v) >0V veV(wep>0)
e positiva definida se
d(v,v) >0V veV(wep>0).
Lembre: A € M, (C) é positiva definida se X*AX € Ryg V X € M, 1(C).

Dada uma base o de V', como ¢ é simétrica se, e s6 se [¢p], for simétrica
(e portanto diagonalizavel sobre R), segue que ¢ é um produto interno se,
e s6 se, ¢ for definida positiva ou, equivalentemente, [¢], for positiva

definida (e, portanto, todos seus autovalores sao positivos pelo Teorema
7.1.8).



Indice de uma Forma Bilinear Real

Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
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Defina também

i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.
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Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
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Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também
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Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também

i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.

Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢.
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Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
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i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.

Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero
sign(¢) := pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.
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Indice de uma Forma Bilinear Real

Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também
i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.
Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero
sign(¢) := pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R
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Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
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i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.
Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero
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Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V)
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Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também
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Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero
sign(¢) := pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V) e « = vy, ..., v, uma base
ortogonal para V' com respeito a ¢.
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Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero
sign(¢) := pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V) e « = vy, ..., v, uma base
ortogonal para V' com respeito a ¢. Entao, i(¢) = #{j : ¢(vj,v;) < 0}.
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Indice de uma Forma Bilinear Real

Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também

i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.
Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero

sign(¢) = pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V) e « = vy, ..., v, uma base
ortogonal para V' com respeito a ¢. Entao, i(¢) = #{j : ¢(vj,v;) < 0}.

Dem.: Seja i = #{j : #(vj,v;) < 0}.
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Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também

i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.
Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero

sign(¢) = pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V) e « = vy, ..., v, uma base
ortogonal para V' com respeito a ¢. Entao, i(¢) = #{j : ¢(vj,v;) < 0}.
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Indice de uma Forma Bilinear Real

Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também

i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.
Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero

sign(¢) = pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V) e « = vy, ..., v, uma base
ortogonal para V' com respeito a ¢. Entao, i(¢) = #{j : ¢(vj,v;) < 0}.

Dem.: Seja i = #{j : ¢(vj,vj) < 0}. Evidentemente, i < p = pt(¢).
Suponha, sem perda de generalidade, que ¢(v;,v;) =0se j > p
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Indice de uma Forma Bilinear Real

Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também

i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.
Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero

sign(¢) = pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V) e « = vy, ..., v, uma base
ortogonal para V' com respeito a ¢. Entao, i(¢) = #{j : ¢(vj,v;) < 0}.

Dem.: Seja i = #{j : ¢(vj,vj) < 0}. Evidentemente, i < p = pt(¢).
Suponha, sem perda de generalidade, que ¢(v;,v;) = 0se j > p e que
(b(’l)j,’l}j) < 0 para j <.
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Indice de uma Forma Bilinear Real

Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também

i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.
Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero

sign(¢) = pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V) e « = vy, ..., v, uma base
ortogonal para V' com respeito a ¢. Entao, i(¢) = #{j : ¢(vj,v;) < 0}.

Dem.: Seja i = #{j : ¢(vj,vj) < 0}. Evidentemente, i < p = pt(¢).
Suponha, sem perda de generalidade, que ¢(v;,v;) = 0se j > p e que
P(vj,v;) < 0 para j < i. Sejam W~ = [v1,...,v] e WT = [viq1,...,0p].
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Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também
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Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero

sign(¢) = pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V) e « = vy, ..., v, uma base
ortogonal para V' com respeito a ¢. Entao, i(¢) = #{j : ¢(vj,v;) < 0}.

Dem.: Seja i = #{j : ¢(vj,vj) < 0}. Evidentemente, i < p = pt(¢).
Suponha, sem perda de generalidade, que ¢(v;,v;) = 0se j > p e que
P(vj,v;) < 0 para j < i. Sejam W~ = [v1,...,v] e WT = [viq1,...,0p].
Como ¢|y- < 0, segue que i < i(¢).
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Indice de uma Forma Bilinear Real

Analogamente definem-se os conceitos de ¢ ser (semi-)definida negativa.
Defina também

i(¢) = max{dim(W) : W é subespaco tal que ¢|w < 0}.
Evidentemente, i(¢) < pt(¢), ¢ > 0= i(¢p) =0e ¢ < 0 < i(¢) = dim(V).
Chamaremos i(¢) de o indice de negatividade de ¢. O ntumero

sign(¢) = pt(¢) — 2i(¢)

¢é chamado de a assinatura de ¢.

Teorema 9.4.7 (Lei da Inércia de Sylvester)

Suponha que F C R e sejam ¢ € Bs(V) e « = vy, ..., v, uma base
ortogonal para V' com respeito a ¢. Entao, i(¢) = #{j : ¢(vj,v;) < 0}.

Dem.: Seja i = #{j : ¢(vj,vj) < 0}. Evidentemente, i < p = pt(¢).
Suponha, sem perda de generalidade, que ¢(v;,v;) = 0se j > p e que
P(vj,v;) < 0 para j < i. Sejam W~ = [v1,...,v] e WT = [viq1,...,0p].
Como ¢|y— < 0, segue que ¢ < i(¢). Assim, basta mostrar que

dlw <0 = dim(W) <i.
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Por sua vez, isso segue se mostrarmos que

(2) Plw <0 = wnvtewh) ={o0}.
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Por sua vez, isso segue se mostrarmos que
(2) Plw<0 =  WnV+tewh) =/{0}.
De fato, como V4 = [vp41,..., 0], temos V =W- o Wto Vvt
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Por sua vez, isso segue se mostrarmos que

(2) Plw<0 =  WnV+tewh) =/{0}.
De fato, como V+ = [Upt1s--,0p), temos V=W~ W+ & VL e segue
de (2) que

n > dim(W) 4+ dim(V+Y) + dim(W ) = dim(W) + (n — p) + (p — 9)
=dim(W) +n — 4,
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(2) Plw<0 =  WnV+tewh) =/{0}.
De fato, como V+ = [Upt1s--,0p), temos V=W~ W+ & VL e segue
de (2) que

n > dim(W) 4+ dim(V+Y) + dim(W ) = dim(W) + (n — p) + (p — 9)
=dim(W) +n — 4,

mostrando que dim(W') <.
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Por sua vez, isso segue se mostrarmos que

(2) Plw<0 =  WnV+tewh) =/{0}.
De fato, como V+ = [Upt1s--,0p), temos V=W~ W+ & VL e segue
de (2) que

n > dim(W) 4+ dim(V+Y) + dim(W ) = dim(W) + (n — p) + (p — 9)
=dim(W) +n — 4,

mostrando que dim (W) <i. Para mostrar (2), tome
weWn(Vtewth)

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Por sua vez, isso segue se mostrarmos que

(2) Plw<0 =  WnV+tewh) =/{0}.
De fato, como V+ = [Upt1s--,0p), temos V=W~ W+ & VL e segue
de (2) que

n > dim(W) 4+ dim(V+Y) + dim(W ) = dim(W) + (n — p) + (p — 9)
=dim(W) +n — 4,

mostrando que dim (W) <i. Para mostrar (2), tome
weWn Ve W), digagmos w=u+vcomuecWteveVt
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Por sua vez, isso segue se mostrarmos que

(2) Plw<0 =  WnV+tewh) =/{0}.
De fato, como V+ = [Upt1s--,0p), temos V=W~ W+ & VL e segue
de (2) que

n > dim(W) 4+ dim(V+Y) + dim(W ) = dim(W) + (n — p) + (p — 9)
=dim(W) +n — 4,

mostrando que dim (W) <i. Para mostrar (2), tome
weWn((VteoWwt), digamos w=u-+vcomucWteve Ve eveja

T pww) = o) +26(u.v) + G(o.v)
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Por sua vez, isso segue se mostrarmos que

(2) Plw<0 =  WnV+tewh) =/{0}.
De fato, como V4 = [vp41, ..., 0], temos V=W~ & W+ @ V< e segue
de (2) que

n > dim(W) 4+ dim(V+Y) + dim(W ) = dim(W) + (n — p) + (p — 9)
=dim(W) +n — 4,

mostrando que dim (W) <i. Para mostrar (2), tome
weWn((VteoWwt), digamos w=u-+vcomucWteve Ve eveja

O hww) = ) + 20(u,v) + B, v) = G, ) > 0.
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Por sua vez, isso segue se mostrarmos que

(2) Plw<0 =  WnV+tewh) =/{0}.
De fato, como V4 = [vp41, ..., 0], temos V=W~ & W+ @ V< e segue
de (2) que

n > dim(W) 4+ dim(V+Y) + dim(W ) = dim(W) + (n — p) + (p — 9)
=dim(W) +n — 4,

mostrando que dim (W) <i. Para mostrar (2), tome
weWn((VteoWwt), digamos w=u-+vcomucWteve Ve eveja

T bwiw) = bl w) + 20(u,0) + G(o,v) = Blu,u) > 0
Como ¢|w < 0, segue que w = 0. O
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Formas Quadraticas
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Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.
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Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.

Uma maneira de produzir um tal polinémio é a partir de uma forma
bilinear ¢ € B(V') e uma base o de um [F-espaco vetorial V:
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Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.

Uma maneira de produzir um tal polinémio é a partir de uma forma
bilinear ¢ € B(V') e uma base o de um [F-espaco vetorial V:

Golarseoevma) = [ ool - |

Tn
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Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.

Uma maneira de produzir um tal polinémio é a partir de uma forma
bilinear ¢ € B(V') e uma base o de um [F-espaco vetorial V:

1
ol ) = [ ol ¢ .
Tn
Reciprocamente, dado um polinémio homogéneo de grau 2, digamos

gz, ) = Y i iy,

1<i<j<n

A. Moura MMT719 - Bases Hiperbdlicas e Ortogonais



Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.

Uma maneira de produzir um tal polinémio é a partir de uma forma
bilinear ¢ € B(V') e uma base o de um [F-espaco vetorial V:

1
ol ) = [ ol ¢ .
Tn
Reciprocamente, dado um polinémio homogéneo de grau 2, digamos
gz, ) = Y i iy,
1<i<j<n
escolha matriz A = (a; ;)i<ij<n t.9. @ij+aj;i=¢;V1<i<j<n
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Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.

Uma maneira de produzir um tal polinémio é a partir de uma forma
bilinear ¢ € B(V') e uma base o de um [F-espaco vetorial V:

Golarseoevma) = [ ool - |

Tn
Reciprocamente, dado um polinémio homogéneo de grau 2, digamos
q(w1,...,Tn) = E Cij TiTyj,
1<i<j<n
escolha matriz A = (a;;)1<ij<n t.4. @;j+aji=c¢;V1<i<j<ne
CLZ‘J:CZ"Z‘\V/lSZ'STL
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Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.

Uma maneira de produzir um tal polinémio é a partir de uma forma
bilinear ¢ € B(V') e uma base o de um [F-espaco vetorial V:

Golarseoevma) = [ ool - |

Tn
Reciprocamente, dado um polinémio homogéneo de grau 2, digamos
q(x1,...,xn) = Z Cij Ti%j,
1<i<j<n
escolha matriz A = (a;;)1<ij<n t.4. @;j+aji=c¢;V1<i<j<ne
Qjj = Cij Vi<i<n,e seja (;5 € B(V) t.q. [gf)]a = (ai7j)1§i7j§n.
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Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.

Uma maneira de produzir um tal polinémio é a partir de uma forma
bilinear ¢ € B(V') e uma base o de um [F-espaco vetorial V:
1
ol ) = [ ol ¢ .
Tn
Reciprocamente, dado um polinémio homogéneo de grau 2, digamos
gz, ) = Y i iy,
1<i<j<n
escolha matriz A = (a;;)1<ij<n t.4. @;j+aji=c¢;V1<i<j<ne
ai; =iz V1 <i<n,esea¢e B(V)tq [9la=(aij)i1<ij<n

Veja que, se car(F) # 2, podemos escolher A simétrica
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Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.

Uma maneira de produzir um tal polinémio é a partir de uma forma
bilinear ¢ € B(V') e uma base o de um [F-espaco vetorial V:

Golarseoevma) = [ ool - |

Tn

Reciprocamente, dado um polinémio homogéneo de grau 2, digamos

q(x1,...,xn) = Z Cij Ti%j,

1<i<j<n

escolha matriz A = (a;;)1<ij<n t.4. @;j+aji=c¢;V1<i<j<ne
Qjj = Cij Vi<i<n,e seja (;5 € B(V) t.q. [gf)]a = (ai7j)1§i7j§n.
Veja que, se car(F) # 2, podemos escolher A simétrica: a;; = aj; = ¢;;/2
paratodo 1 <i < j<n.
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Formas Quadraticas

Uma forma quadréatica em n varidveis a valores em F é uma fungao
polinomial proveniente de um polinémio homogéneo de grau 2 com
coeficientes em F.

Uma maneira de produzir um tal polinémio é a partir de uma forma
bilinear ¢ € B(V') e uma base o de um [F-espaco vetorial V:

Golarseoevma) = [ ool - |

Tn

Reciprocamente, dado um polinémio homogéneo de grau 2, digamos

gz, ) = Y i iy,

1<i<j<n

escolha matriz A = (a;;)1<ij<n t.4. @;j+aji=c¢;V1<i<j<ne
ai; =cii V1 <i<n,esea¢e B(V)tq. [¢la = (aij)i<ij<n-
Veja que, se car(F) # 2, podemos escolher A simétrica: a;; = aj; = ¢;;/2
para todo 1 <7 < j < n. Assim, o estudo de formas quadraticas esta
intimamente relacionado ao estudo de formas bilineares simétricas.
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Sistema de Eixos Principais

Objetivo: encontrar mudanga linear de varidveis
(x1,...,2n) < (Y1,...,yn) de modo que

n
a1,y un) = ) bi 47
=1
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Sistema de Eixos Principais

Objetivo: encontrar mudanga linear de varidveis
(x1,...,2n) < (Y1,...,yn) de modo que

n
a1,y un) = ) bi 47
=1

Os eixos do correspondente novo sistema de coordenadas sao
frequentemente chamados de um sistema de eixos principais para q.
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Sistema de Eixos Principais

Objetivo: encontrar mudanga linear de varidveis
(x1,...,2n) < (Y1,...,yn) de modo que

n
a1,y un) = ) bi 47
=1

Os eixos do correspondente novo sistema de coordenadas sao
frequentemente chamados de um sistema de eixos principais para q.

Observe que encontrar tal sistema de eixos é equivalente a encontrar uma
base de F" que seja ortogonal com respeito a correspondente forma
bilinear simétrica.
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Sistema de Eixos Principais

Objetivo: encontrar mudanga linear de varidveis
(x1,...,2n) < (Y1,...,yn) de modo que

n
a1,y un) = ) bi 47
=1

Os eixos do correspondente novo sistema de coordenadas sao
frequentemente chamados de um sistema de eixos principais para q.

Observe que encontrar tal sistema de eixos é equivalente a encontrar uma
base de F" que seja ortogonal com respeito a correspondente forma
bilinear simétrica.

No caso que F = R, em muitos casos é de interesse que esta nova base
seja ortonormal com respeito ao produto interno usual de R".
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Sistema de Eixos Principais

Objetivo: encontrar mudanga linear de varidveis
(x1,...,2n) < (Y1,...,yn) de modo que

n
a1,y un) = ) bi 47
=1

Os eixos do correspondente novo sistema de coordenadas sao
frequentemente chamados de um sistema de eixos principais para q.

Observe que encontrar tal sistema de eixos é equivalente a encontrar uma
base de F" que seja ortogonal com respeito a correspondente forma
bilinear simétrica.

No caso que F = R, em muitos casos é de interesse que esta nova base
seja ortonormal com respeito ao produto interno usual de R". Isto é
possivel devido ao Teorema Espectral (Corolério 7.5.8(b)).
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Sistema de Eixos Principais

Objetivo: encontrar mudanga linear de varidveis
(x1,...,2n) < (Y1,...,yn) de modo que

n
a1,y un) = ) bi 47
=1

Os eixos do correspondente novo sistema de coordenadas sao
frequentemente chamados de um sistema de eixos principais para q.

Observe que encontrar tal sistema de eixos é equivalente a encontrar uma
base de F" que seja ortogonal com respeito a correspondente forma
bilinear simétrica.

No caso que F = R, em muitos casos é de interesse que esta nova base

seja ortonormal com respeito ao produto interno usual de R". Isto é
possivel devido ao Teorema Espectral (Corolério 7.5.8(b)).

Teorema Espectral Real para Matrizes

Uma matriz A € M, (R) é ortogonalmente diagonalizivel se, e somente
se, for simétrica.
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Diagonalizacao Ortogonal
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Diagonalizacao Ortogonal

Lembre que uma matriz P € M, (R) é dita ortogonal se P!P = I
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Diagonalizacao Ortogonal

Lembre que uma matriz P € M, (R) é dita ortogonal se P!P = I e que
A € M,(R) é dita ortogonalmente diagonalizavel se existir P € M, (R)
ortogonal tal que P*AP é diagonal.
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Diagonalizacao Ortogonal

Lembre que uma matriz P € M, (R) é dita ortogonal se P!P = I e que
A € M,(R) é dita ortogonalmente diagonalizavel se existir P € M, (R)
ortogonal tal que P*AP é diagonal.

Exercicio 9.3.2: Se a e §§ sao bases de V, vale [¢]g = (N5 ela[112.
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Diagonalizacao Ortogonal

Lembre que uma matriz P € M, (R) é dita ortogonal se P!P = I e que
A € M,(R) é dita ortogonalmente diagonalizavel se existir P € M, (R)
ortogonal tal que P*AP é diagonal.

Exercicio 9.3.2: Se a e §§ sao bases de V, vale [¢]g = (N5 ela[112.

O conceito de matriz ortogonal estd relacionado ao conceito de operador
linear ortogonal.
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Diagonalizacao Ortogonal

Lembre que uma matriz P € M, (R) é dita ortogonal se P!P = I e que
A € M,(R) é dita ortogonalmente diagonalizavel se existir P € M, (R)
ortogonal tal que P*AP é diagonal.

Exercicio 9.3.2: Se a e §§ sao bases de V, vale [¢]g = (N5 ela[112.

O conceito de matriz ortogonal estd relacionado ao conceito de operador
linear ortogonal. Na Secao 9.5 estudaremos a generalizacao deste
conceito no contexto de formas bilineares simétricas e alternadas.
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Diagonalizacao Ortogonal

Lembre que uma matriz P € M, (R) é dita ortogonal se P!P = I e que
A € M,(R) é dita ortogonalmente diagonalizavel se existir P € M, (R)
ortogonal tal que P*AP é diagonal.

Exercicio 9.3.2: Se a e §§ sao bases de V, vale [¢]g = (N5 ela[112.

O conceito de matriz ortogonal estd relacionado ao conceito de operador
linear ortogonal. Na Secao 9.5 estudaremos a generalizacao deste
conceito no contexto de formas bilineares simétricas e alternadas.

O Teorema Espectral é o ponto culminante da teoria de operadores
auto-adjuntos estudada no Capitulo 7.
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Diagonalizacao Ortogonal

Lembre que uma matriz P € M, (R) é dita ortogonal se P!P = I e que
A € M,(R) é dita ortogonalmente diagonalizavel se existir P € M, (R)
ortogonal tal que P*AP é diagonal.

Exercicio 9.3.2: Se a e §§ sao bases de V, vale [¢]g = (N5 ela[112.

O conceito de matriz ortogonal estd relacionado ao conceito de operador
linear ortogonal. Na Secao 9.5 estudaremos a generalizacao deste
conceito no contexto de formas bilineares simétricas e alternadas.

O Teorema Espectral é o ponto culminante da teoria de operadores
auto-adjuntos estudada no Capitulo 7. Na Secao 9.6 estenderemos esta
teoria ao contexto de formas bilineares simétricas e alternadas.
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