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Funcoes Multilineares

Dados F-espacos vetoriais Vi,..., Vi e W, considere o espago vetorial
.F(Vl X oo XVk,W)

das funcoes definidas em V; X - -+ x Vi, a valores em W. Uma funcao
peF (Vi x - x Vi, W) é dita k-linear se for linear em cada entrada
separadamente. Mais precisamente,

¢(Ul, <oy Vip—1,0 + )‘/U,avio+1) o 'avk) =
¢(U1) vy Vig—1,U, Vjg41, - - - ,Uk) +
A ¢(U17 s 7/Ui0—17vlavio+l7 s ,Uk)

para quaisquer 1 < ig < k,v; € Vj,i # ig,v,v" € Vi, A € F.
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Funcoes Multilineares

Dados F-espacos vetoriais Vi,..., Vi e W, considere o espago vetorial
.F(Vl X oo XVk,W)

das funcoes definidas em V; X - -+ x Vi, a valores em W. Uma funcao
peF (Vi x - x Vi, W) é dita k-linear se for linear em cada entrada
separadamente. Mais precisamente,

¢(Ul, <oy Vip—1,0 + )‘/U,avio+1) o 'avk) =
¢(U1) vy Vig—1,U, Vjg41, - - - ,Uk) +
A ¢(U17 s 7/Ui0—17vlavio+l7 s ,Uk)

para quaisquer 1 < ig < k,v; € Vj,i # ig,v,v" € Vi, A € F.
Denotaremos por
Homk (Vi,..., Vi, W)

o subconjunto de F (V5 X -+ x Vi, W) formados pelas fungoes
k-lineares.
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Funcoes Multilineares

Dados F-espacos vetoriais Vi,..., Vi e W, considere o espago vetorial
.F(Vl X oo ka,W)

das funcoes definidas em V; X - -+ x Vi, a valores em W. Uma funcao
peF (Vi x - x Vi, W) é dita k-linear se for linear em cada entrada
separadamente. Mais precisamente,

gb(”l) <oy Vip—1,0 + )‘/U,avio+1) o 'avk) =
¢(U1) vy Vig—1,U, Vjg41, - - - ,Uk) +
A ¢(U17 s 7/Ui0—17vlavio+l7 s ,Uk)

para quaisquer 1 < ig < k,v; € Vj,i # ig,v,v" € Vi, A € F.

Denotaremos por
Homk (Vi,..., Vi, W)

o subconjunto de F (V5 X -+ x Vi, W) formados pelas fungoes
k-lineares. Nao confundir com Homp (Vi & --- @ Vi, W).
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Exemplos

Exercicio: Mostre que Homfﬁ (Vi,..., Vi, W) é um subespaco vetorial
de F (Vi x - x Vi, W).
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Exemplos

Exercicio: Mostre que Homfﬁ (Vi,..., Vi, W) é um subespaco vetorial
de F (Vi x - x Vi, W).

Se V; =V para todo 1 < ¢ < k, simplificaremos a notacao escrevendo
Hom& (V, W) ao invés de Hom% (V,...,V,W).
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Exemplos

Exercicio: Mostre que Homfﬁ (Vi,..., Vi, W) é um subespaco vetorial
de F (Vi x - x Vi, W).

Se V; =V para todo 1 < ¢ < k, simplificaremos a notacao escrevendo

Hom& (V, W) ao invés de Hom& (V,...,V,W). Se W = F, um elemento
de Homﬁ? (V,F) é chamado de uma forma k-linear em V.
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Exercicio: Mostre que Homfﬁ (Vi,..., Vi, W) é um subespaco vetorial
de F (Vi x - x Vi, W).

Se V; =V para todo 1 < ¢ < k, simplificaremos a notacao escrevendo
Hom& (V, W) ao invés de Hom& (V,...,V,W). Se W = F, um elemento
de Homﬁ? (V,F) é chamado de uma forma k-linear em V. Por exemplo,
se F =R, um produto interno em V' é uma forma bilinear em V, isto é,
um elemento de Hom? (V, R).
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Exemplos

Exercicio: Mostre que Homfﬁ (Vi,..., Vi, W) é um subespaco vetorial
de F (Vi x - x Vi, W).

Se V; =V para todo 1 < ¢ < k, simplificaremos a notacao escrevendo
Hom& (V, W) ao invés de Hom& (V,...,V,W). Se W = F, um elemento
de Homﬁ? (V,F) é chamado de uma forma k-linear em V. Por exemplo,
se F =R, um produto interno em V' é uma forma bilinear em V, isto é,
um elemento de Hom? (V, R).

Se Vi, oo .,Vk = Mk71(F)
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Exemplos

Exercicio: Mostre que Homfﬁ (Vi,..., Vi, W) é um subespaco vetorial
de F (Vi x - x Vi, W).

Se V; =V para todo 1 < ¢ < k, simplificaremos a notacao escrevendo
Hom& (V, W) ao invés de Hom& (V,...,V,W). Se W = F, um elemento
de Homﬁ? (V,F) é chamado de uma forma k-linear em V. Por exemplo,
se F =R, um produto interno em V' é uma forma bilinear em V, isto é,
um elemento de Hom? (V, R).

Se Vi,..., Vi = M1 (F), a fungao
b Vix-x Voo F, (An,...,Ax) s det([As]-|Ax])

¢ uma forma k-linear em Mj, 1 (F).
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V =TF2, W =F* e ¢ € HomZ (V, W) dada por
F

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicagao = ¢é imediata. Reciprocamente
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V =TF2, W =F* e ¢ € HomZ (V, W) dada por
F

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicacao = é imediata. Reciprocamente, Se a; # 0

A. Moura MM719 - Multilinearidade



Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicacao = é imediata. Reciprocamente, Se a; # 0, escolhendo
v1 = (1,a3/a1) e v2 = (a1, az), temos ¢(vi,v2) = (a1,az,as, as).
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicacao = é imediata. Reciprocamente, Se a; # 0, escolhendo
v1 = (1,a3/a1) e v2 = (a1, az), temos ¢(vi,v2) = (a1,az,as, as).
Sea; =0
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicacao = é imediata. Reciprocamente, Se a; # 0, escolhendo
v1 = (1,a3/a1) e v2 = (a1, az), temos ¢(vi,v2) = (a1,az,as, as).
Se a1 = 0, entdo ou ag = 0 ou ag = 0.
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicacao = é imediata. Reciprocamente, Se a; # 0, escolhendo
v1 = (1,a3/a1) e va = (a1, az), temos ¢(v1,ve) = (a1, az,as,as).

Se a1 = 0, entdo ou as = 0 ou ag = 0. No primeiro caso, escolhendo
v1 = (0,1) e v2 = (a3, as), temos ¢(v1,v2) = (a1, a2, as, as)
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por
¢(v1,v2) = (T122, T1Y2, Y172, Y1y2) DPara v1 = (v1,41),v2 = (T2, Y2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicacao = é imediata. Reciprocamente, Se a; # 0, escolhendo
v1 = (1,a3/a1) e va = (a1, az), temos ¢(v1,ve) = (a1, az,as,as).

Se a1 = 0, entdo ou as = 0 ou ag = 0. No primeiro caso, escolhendo
v1 = (0,1) e va = (as,aq), temos ¢(vy,vy) = (a1, az,as,as). No
segundo, escolha v; = (ag,a4) e v9 = (0, 1).
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicacao = é imediata. Reciprocamente, Se a; # 0, escolhendo
v1 = (1,a3/a1) e va = (a1, az), temos ¢(v1,ve) = (a1, az,as,as).

Se a1 = 0, entdo ou as = 0 ou ag = 0. No primeiro caso, escolhendo
v1 = (0,1) e va = (as,aq), temos ¢(vy,vy) = (a1, az,as,as). No
segundo, escolha v; = (ag,a4) e v9 = (0, 1).

Considere entao os vetores w = (2,2,1,1) e w' = (1,0, 1,0).
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicacao = é imediata. Reciprocamente, Se a; # 0, escolhendo
v1 = (1,a3/a1) e va = (a1, az), temos ¢(v1,ve) = (a1, az,as,as).

Se a1 = 0, entdo ou as = 0 ou ag = 0. No primeiro caso, escolhendo
v1 = (0,1) e va = (as,aq), temos ¢(vy,vy) = (a1, az,as,as). No
segundo, escolha v; = (ag,a4) e v9 = (0, 1).

Considere entao os vetores w = (2,2,1,1) e w’ = (1,0, 1,0). Pelo
pardgrafo anterior, w,w’ € Im(¢)
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Nao Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W =TF* e ¢ € Hom? (V, W) dada por

P(v1,v2) = (21272, 1Y2, Y122, Y1y2) para vy = (r1,y1),v2 = (T2,¥2).

Observe que
(a1, a2,a3,a4) € Im(p) & a1a4 = a2a3.

A implicacao = é imediata. Reciprocamente, Se a; # 0, escolhendo
v1 = (1,a3/a1) e va = (a1, az), temos ¢(v1,ve) = (a1, az,as,as).

Se a1 = 0, entdo ou as = 0 ou ag = 0. No primeiro caso, escolhendo
v1 = (0,1) e va = (as,aq), temos ¢(vy,vy) = (a1, az,as,as). No
segundo, escolha v; = (ag,a4) e v9 = (0, 1).

Considere entao os vetores w = (2,2,1,1) e w’ = (1,0, 1,0). Pelo
pardgrafo anterior, w,w’ € Im(¢) e w+w' = (3, 2,2,1) ¢ Im(¢).
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (vij)ier; é base para Vj, 1 < j <k
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Teorema 9.1.3

Se aj = (vi,j)igj ébase para V;, 1 <j <k, I =1 x---x1Ij
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Se aj = (vij)ier; é base para Vj;, 1 <j <k, I =11 x -+ X Iy e (wj)ier é

uma familia num espaco vetorial W
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (vij)ier; é base para Vj;, 1 <j <k, I =11 x -+ X Iy e (wj)ier é

uma familia num espaco vetorial W, 3! ¢ € Homﬁ?(Vl, v, Vi, W) taq.
¢('Ui1,17'--;'Uik,k) = Wi Vi= (il,...,ik) el
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (vij)ier; é base para Vj;, 1 <j <k, I =11 x -+ X Iy e (wj)ier é
uma familia num espaco vetorial W, 3! ¢ € Homf?(vl’ v, Vi, W) taq.
¢('Uz'1,17'--7vik,k) = Wi Vi= (il,...,ik) el.

Proposicao 9.1.4

Sejam Vj,a;,1 < j <k, I eW como no Teorema 9.1.3
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (vij)ier; é base para Vj;, 1 <j <k, I =11 x -+ X Iy e (wj)ier é
uma familia num espaco vetorial W, 3! ¢ € Homf?(vl’ v, Vi, W) taq.
¢('Uz'1,17'--7vik,k) = Wi Vi= (il,...,ik) el.

Proposicao 9.1.4

Sejam Vj, 5,1 < j <k, I e W como no Teorema 9.1.3 e 8 = (ws)ses
uma base de W.
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (vij)ier; é base para Vj;, 1 <j <k, I =11 x -+ X Iy e (wj)ier é
uma familia num espaco vetorial W, 3! ¢ € Homf?(vl’ v, Vi, W) taq.
¢('Uz'1,17'--7vik,k) = Wi Vi= (il,...,ik) el.

Proposicao 9.1.4

Sejam Vj, 5,1 < j <k, I e W como no Teorema 9.1.3 e 8 = (ws)ses
uma base de W. Dado i = (i1,...,%) € I, defina vi = (vi; 1, .., Vi, k)
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (vij)ier; é base para Vj;, 1 <j <k, I =11 x -+ X Iy e (wj)ier é
uma familia num espaco vetorial W, 3! ¢ € Homf?(vl’ v, Vi, W) taq.
¢('Uz'1,17'--7vik,k) = Wi Vi= (il,...,ik) el.

Proposicao 9.1.4

Sejam Vj, 5,1 < j <k, I e W como no Teorema 9.1.3 e 8 = (ws)ses
uma base de W. Dado i = (i1,...,%) € I, defina vi = (vi; 1, .., Vi, k)
e, dado (i,s) e I x S

A. Moura MM719 - Multilinearidade



Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (vij)ier; é base para Vj;, 1 <j <k, I =11 x -+ X Iy e (wj)ier é
uma familia num espaco vetorial W, 3! ¢ € Homf?(vl’ v, Vi, W) taq.
¢('Uz'1,17'--7vik,k) = Wi Vi= (il,...,ik) el.

Proposicao 9.1.4

Sejam Vj, 5,1 < j <k, I e W como no Teorema 9.1.3 e 8 = (ws)ses
uma base de W. Dado i = (i1,...,%) € I, defina vi = (vi; 1, .., Vi, k)
e, dado (i,s) € I x S, seja ¢; 5 € Homﬁ?(Vl, ..oy Vi, W) o elemento
satisfazendo

bi,s(Vir) = 61 ws para todo i'el
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (vij)ier; é base para Vj;, 1 <j <k, I =11 x -+ X Iy e (wj)ier é
uma familia num espaco vetorial W, 3! ¢ € Homf?(vl’ v, Vi, W) taq.
¢('Uz'1,17'--7vik,k) = Wi Vi= (il,...,ik) el.

Proposicao 9.1.4

Sejam Vj, 5,1 < j <k, I e W como no Teorema 9.1.3 e 8 = (ws)ses
uma base de W. Dado i = (i1,...,%) € I, defina vi = (vi; 1, .., Vi, k)
e, dado (i,s) € I x S, seja ¢; 5 € Homﬁ?(Vl, ..oy Vi, W) o elemento
satisfazendo

bi,s(Vir) = 61 ws para todo i'el

Entéo, (¢i,s) i s)erxs ¢ uma familia Li. em Hom§(Vi, ..., Vi, W)
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (vij)ier; é base para Vj;, 1 <j <k, I =11 x -+ X Iy e (wj)ier é
uma familia num espaco vetorial W, 3! ¢ € Homf?(vl’ v, Vi, W) taq.
¢('Uz'1,17'--7vik,k) = Wi Vi= (il,...,ik) el.

Proposicao 9.1.4

Sejam Vj, 5,1 < j <k, I e W como no Teorema 9.1.3 e 8 = (ws)ses
uma base de W. Dado i = (i1,...,%) € I, defina vi = (vi; 1, .., Vi, k)
e, dado (i,s) € I x S, seja ¢; 5 € Homﬁ?(Vl, ..oy Vi, W) o elemento
satisfazendo

bi,s(Vir) = 61 ws para todo i'el
Entdo, (¢i,s) i s)erxs ¢ uma familia Li. em Homg(Vi, ..., Vi, W) e é
uma base se dim(V;) < oo V1< j <k.
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se aj = (’Ui,j)iejj ébasepara V;, 1 <j <k, I =1 x---xIe (w)er é
uma familia num espaco vetorial W, 3! ¢ € Homf?(vl’ v, Vi, W) taq.
¢('Uz'1,17'--7vik,k) = Wi Vi= (il,...,ik) el.

Proposicao 9.1.4

Sejam Vj, 5,1 < j <k, I e W como no Teorema 9.1.3 e 8 = (ws)ses
uma base de W. Dado i = (i1,...,%) € I, defina vi = (vi; 1, .., Vi, k)
e, dado (i,s) € I x S, seja ¢; 5 € Homﬁ?(Vl, ..oy Vi, W) o elemento
satisfazendo

bi,s(Vir) = 61 ws para todo i'el
Entdo, (¢i,s) i s)erxs ¢ uma familia Li. em Homg(Vi, ..., Vi, W) e é
uma base se dim(V}) < oo V 1 < j < k. Neste caso

dim <Homﬂ?(V1,...,Vk,W ) = dim(W Hdlm
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Dem.: Para cada subconjunto finito I' = {~1,...,yn} C I x S,
precisamos mostrar que

(1) a1¢y, +-+ +amgy,, =0

2]
O~
2]
@

ap =+ =am, =0.
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Dem.: Para cada subconjunto finito I' = {~1,...,yn} C I x S,
precisamos mostrar que

(1) a1¢y, +- -+ amopy, =0 s6 se ap =+ =ay =0.

Lembre: ¢;(vy) = 6; ws para todo i’ € I.
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Dem.: Para cada subconjunto finito I' = {~1,...,yn} C I x S,
precisamos mostrar que

(1) a1¢y, +- -+ amopy, =0 s6 se ap =+ =ay =0.
Lembre: ¢;(vy) = 0;y ws para todo i’ € I.

Escreva «; = (i}, s;) e defina
Q={leZ:1<1<m,i =i} para cada 1<j<m.
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Dem.: Para cada subconjunto finito I' = {~1,...,yn} C I x S,
precisamos mostrar que

(1) a1¢y, + -+ Ay, =0 sé se al =+ =a;, =0.
Lembre: ¢;(vy) = 0;y ws para todo i’ € I.
Escreva «; = (i}, s;) e defina

QG={leZ:1<1<m,i=1i;} para cada 1<j<m.
Dados a1, ...,am € F, se ¢ = a1, + -+ amo,,,, temos

¢(vi;) Z a W para todo 1<j<m.
19,
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Dem.: Para cada subconjunto finito I' = {~1,...,yn} C I x S,
precisamos mostrar que

(1) a1¢y, +- -+ amopy, =0 s6 se ap =+ =ay =0.
Lembre: ¢;(vy) = 0;y ws para todo i’ € I.
Escreva v; = (ij, s;) e defina

QG={leZ:1<1<m,i=1i;} para cada 1<j<m.
Dados a1, ...,am € F, se ¢ = a1, + -+ amo,,,, temos

¢(vi;) Z a W para todo 1<j<m.
19,

Veja que, como v, # vy se l # 1
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Dem.: Para cada subconjunto finito I' = {~1,...,yn} C I x S,
precisamos mostrar que

(1) a1¢y, + -+ Ay, =0 sé se al =+ =a;, =0.
Lembre: ¢;(vy) = 0;y ws para todo i’ € I.
Escreva v; = (ij, s;) e defina

Q={leZ:1<1<m,i =i} para cada 1<j<m.
Dados a1, ...,am € F, se ¢ = a1, + -+ amo,,,, temos

¢(vi;) Z ap Ws, para todo 1<j<m.
e

Veja que, como ~y; # yp se l # U e ij = ip se [,I' € Q;, devemos ter
si# sy paratodo [,I'eQ;, 1#1.

Assim, a familia (ws, )icq; ¢ uma subfamilia de 3 e, portanto, é 1.i..
Logo, ¢(vi,;) = 0 s6 se a; = 0 para todo [ € €2;. Variando j, (1) segue.
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Suponha agora que dim(V}) < oo V1 < j < k e, portanto, I é finito.
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Suponha agora que dim(V}) < oo V1 < j < k e, portanto, I é finito.
Dada ¢ € Homﬂ?(Vl, ..oy, Vi, W), precisamos encontrar familia de
escalares (a)yerxs tal que ay # 0 para finitos valores de v e

o= Z a'yfbw-

yeIXS
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Suponha agora que dim(V}) < oo V1 < j < k e, portanto, I é finito.
Dada ¢ € Homﬂ?(Vl, ..oy, Vi, W), precisamos encontrar familia de
escalares (a)yerxs tal que ay # 0 para finitos valores de v e
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Y aypy | (vi)= ) aydy(vi)

yEIXS y=(i,s):
ses

A. Moura MM719 - Multilinearidade



Suponha agora que dim(V}) < oo V1 < j < k e, portanto, I é finito.
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Suponha agora que dim(V}) < oo V1 < j < k e, portanto, I é finito.
Dada ¢ € Homﬂ?(Vl, ..oy, Vi, W), precisamos encontrar familia de
escalares (a)yerxs tal que ay # 0 para finitos valores de v e

o= Z a'yfbw-

yeIXS

Para definir tal familia, veja que, para cada i € I, existe familia de
escalares (ajs)scs com a; s 7 0 para finitos valores de s e

vi) = Z ai sWs.

sesS
Fica assim definida familia de escalares (a),ecrxs €, como I ¢ finito,
a~ # 0 para finitos valores de . Além disso, para cada i € I, temos

Z Ay hy (vi) = Z afygb'y vi) Zalsws: o(vi),
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completando a demonstracao.
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