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Funções Multilineares

Dados F-espaços vetoriais V1, . . . , Vk e W , considere o espaço vetorial

F (V1 × · · · × Vk,W )

das funções definidas em V1 × · · · × Vk a valores em W . Uma função
φ ∈ F (V1 × · · · × Vk,W ) é dita k-linear se for linear em cada entrada
separadamente. Mais precisamente,

φ(v1, . . . , vi0−1, v + λv′,vi0+1, . . . , vk) =

φ(v1, . . . , vi0−1, v, vi0+1, . . . , vk) +

λ φ(v1, . . . , vi0−1, v
′, vi0+1, . . . , vk)

para quaisquer 1 ≤ i0 ≤ k, vi ∈ Vi, i 6= i0, v, v
′ ∈ Vi0 , λ ∈ F.

Denotaremos por
Homk

F (V1, . . . , Vk,W )

o subconjunto de F (V1 × · · · × Vk,W ) formados pelas funções
k-lineares. Não confundir com HomF (V1 ⊕ · · · ⊕ Vk,W ).
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Exemplos

Exerćıcio: Mostre que Homk
F (V1, . . . , Vk,W ) é um subespaço vetorial

de F (V1 × · · · × Vk,W ).

Se Vi = V para todo 1 ≤ i ≤ k, simplificaremos a notação escrevendo
Homk

F (V,W ) ao invés de Homk
F (V, . . . , V,W ). Se W = F, um elemento

de Homk
F (V,F) é chamado de uma forma k-linear em V . Por exemplo,

se F = R, um produto interno em V é uma forma bilinear em V , isto é,
um elemento de Hom2

F (V,R).

Se V1, . . . , Vk = Mk,1(F), a função

φ : V1 × · · · × Vk → F, (A1, . . . , Ak) 7→ det([A1| · · · |Ak])

é uma forma k-linear em Mk,1(F).
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Exerćıcio: Mostre que Homk
F (V1, . . . , Vk,W ) é um subespaço vetorial
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Não Fechamento da Imagem

Considere V = F2, W = F4 e φ ∈ Hom2
F (V,W ) dada por

φ(v1, v2) = (x1x2, x1y2, y1x2, y1y2) para v1 = (x1, y1), v2 = (x2, y2).

Observe que

(a1, a2, a3, a4) ∈ Im(φ) ⇔ a1a4 = a2a3.

A implicação ⇒ é imediata. Reciprocamente, Se a1 6= 0, escolhendo
v1 = (1, a3/a1) e v2 = (a1, a2), temos φ(v1, v2) = (a1, a2, a3, a4).
Se a1 = 0, então ou a2 = 0 ou a3 = 0. No primeiro caso, escolhendo
v1 = (0, 1) e v2 = (a3, a4), temos φ(v1, v2) = (a1, a2, a3, a4). No
segundo, escolha v1 = (a2, a4) e v2 = (0, 1).

Considere então os vetores w = (2, 2, 1, 1) e w′ = (1, 0, 1, 0). Pelo
parágrafo anterior, w,w′ ∈ Im(φ) e w + w′ = (3, 2, 2, 1) /∈ Im(φ).
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Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3

Se αj = (vi,j)i∈Ij é base para Vj , 1 ≤ j ≤ k, I = I1× · · · × Ik e (wi)i∈I é

uma famı́lia num espaço vetorial W , ∃ ! φ ∈ Homk
F(V1, . . . , Vk,W ) t.q.

φ(vi1,1, . . . , vik,k) = wi ∀ i = (i1, . . . , ik) ∈ I.

Proposição 9.1.4

Sejam Vj , αj , 1 ≤ j ≤ k, I e W como no Teorema 9.1.3 e β = (ws)s∈S
uma base de W . Dado i = (i1, . . . , ik) ∈ I, defina vi = (vi1,1, . . . , vik,k)
e, dado (i, s) ∈ I × S, seja φi,s ∈ Homk

F(V1, . . . , Vk,W ) o elemento
satisfazendo

φi,s(vi′) = δi,i′ ws para todo i′ ∈ I.

Então, (φi,s)(i,s)∈I×S é uma famı́lia l.i. em Homk
F(V1, . . . , Vk,W ) e é

uma base se dim(Vj) <∞ ∀ 1 ≤ j ≤ k. Neste caso,

dim
(

Homk
F(V1, . . . , Vk,W )

)
= dim(W )

k∏
j=1

dim(Vj).
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Então, (φi,s)(i,s)∈I×S é uma famı́lia l.i. em Homk
F(V1, . . . , Vk,W ) e é
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uma base se dim(Vj) <∞ ∀ 1 ≤ j ≤ k. Neste caso,

dim
(

Homk
F(V1, . . . , Vk,W )

)
= dim(W )

k∏
j=1

dim(Vj).

A. Moura MM719 - Multilinearidade



Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3
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uma base se dim(Vj) <∞ ∀ 1 ≤ j ≤ k. Neste caso,

dim
(

Homk
F(V1, . . . , Vk,W )

)
= dim(W )

k∏
j=1

dim(Vj).

A. Moura MM719 - Multilinearidade



Bases e Multilinearidade

Teorema 9.1.3
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Dem.: Para cada subconjunto finito Γ = {γ1, . . . , γm} ⊆ I × S,
precisamos mostrar que

(1) a1φγ1 + · · ·+ amφγm = 0 só se a1 = · · · = am = 0.

Lembre: φi,s(vi′) = δi,i′ ws para todo i′ ∈ I.

Escreva γj = (ij , sj) e defina

Ωj = {l ∈ Z : 1 ≤ l ≤ m, il = ij} para cada 1 ≤ j ≤ m.

Dados a1, . . . , am ∈ F, se φ = a1φγ1 + · · ·+ amφγm , temos

φ(vij ) =
∑
l∈Ωj

al wsl para todo 1 ≤ j ≤ m.

Veja que, como γl 6= γl′ se l 6= l′ e il = il′ se l, l′ ∈ Ωj , devemos ter

sl 6= sl′ para todo l, l′ ∈ Ωj , l 6= l′.

Assim, a famı́lia (wsl)l∈Ωj
é uma subfamı́lia de β e, portanto, é l.i..

Logo, φ(vij ) = 0 só se al = 0 para todo l ∈ Ωj . Variando j, (1) segue.
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Lembre: φi,s(vi′) = δi,i′ ws para todo i′ ∈ I.

Escreva γj = (ij , sj) e defina

Ωj = {l ∈ Z : 1 ≤ l ≤ m, il = ij} para cada 1 ≤ j ≤ m.

Dados a1, . . . , am ∈ F, se φ = a1φγ1 + · · ·+ amφγm , temos

φ(vij ) =
∑
l∈Ωj

al wsl para todo 1 ≤ j ≤ m.

Veja que, como γl 6= γl′ se l 6= l′ e il = il′ se l, l′ ∈ Ωj

, devemos ter

sl 6= sl′ para todo l, l′ ∈ Ωj , l 6= l′.

Assim, a famı́lia (wsl)l∈Ωj
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é uma subfamı́lia de β e, portanto, é l.i..

Logo, φ(vij ) = 0 só se al = 0 para todo l ∈ Ωj . Variando j, (1) segue.

A. Moura MM719 - Multilinearidade



Dem.: Para cada subconjunto finito Γ = {γ1, . . . , γm} ⊆ I × S,
precisamos mostrar que

(1) a1φγ1 + · · ·+ amφγm = 0 só se a1 = · · · = am = 0.
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Suponha agora que dim(Vj) <∞ ∀ 1 ≤ j ≤ k e, portanto, I é finito.

Dada φ ∈ Homk
F(V1, . . . , Vk,W ), precisamos encontrar famı́lia de

escalares (aγ)γ∈I×S tal que aγ 6= 0 para finitos valores de γ e

φ =
∑

γ∈I×S
aγφγ .

Para definir tal famı́lia, veja que, para cada i ∈ I, existe famı́lia de
escalares (ai,s)s∈S com ai,s 6= 0 para finitos valores de s e

φ(vi) =
∑
s∈S

ai,sws.

Fica assim definida famı́lia de escalares (aγ)γ∈I×S e, como I é finito,
aγ 6= 0 para finitos valores de γ. Além disso, para cada i ∈ I, temos ∑

γ∈I×S
aγφγ

 (vi) =
∑

γ=(i,s):
s∈S

aγφγ(vi) =
∑
s∈S

ai,sws = φ(vi),

completando a demonstração.
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Dada φ ∈ Homk

F(V1, . . . , Vk,W ), precisamos encontrar famı́lia de
escalares (aγ)γ∈I×S tal que aγ 6= 0 para finitos valores de γ e

φ =
∑

γ∈I×S
aγφγ .

Para definir tal famı́lia, veja que, para cada i ∈ I, existe famı́lia de
escalares (ai,s)s∈S com ai,s 6= 0 para finitos valores de s e

φ(vi) =
∑
s∈S

ai,sws.

Fica assim definida famı́lia de escalares (aγ)γ∈I×S e, como I é finito,
aγ 6= 0 para finitos valores de γ. Além disso, para cada i ∈ I, temos ∑

γ∈I×S
aγφγ

 (vi) =
∑

γ=(i,s):
s∈S

aγφγ(vi) =
∑
s∈S

ai,sws = φ(vi),

completando a demonstração.
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