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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que m,(t) = (t — \)* para algum k € Zx

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.
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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.

Considere wj = (T'— M)’ (v)
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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.

Considere wj = (T'— M) (v), f = wo, ..., wWk—1
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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.

Considere wj = (T'— M)’ (v), f = wo, ..., wk—1 € note que wy, =0

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.

Considere wj = (T'— AI)’(v), f = wo, ..., wr_1 € note que wy, =0 e
My, = (t = A\)*™J para j < k.
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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.
Considere w; = (T — AI)?(v), B = wy, ..., w1 € note que wy, =0 e

My, = (t — A)¥=7 para j < k. Em particular, 8 é Li. e, portanto, base
de Cr(v).
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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.

Considere w; = (T — AI)?(v), B = wy, ..., w1 € note que wy, =0 e
My, = (t — A)¥=7 para j < k. Em particular, 8 é Li. e, portanto, base
de COr(v). Além disso, T'(w;) = Awj + wjt1
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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.

Considere w; = (T — AI)?(v), B = wy, ..., w1 € note que wy, =0 e
My, = (t — A)¥=7 para j < k. Em particular, 8 é Li. e, portanto, base
de Cr(v). Além disso, T'(w;) = Awj + wj41 e, portanto,

A 0 --- ... 0] onde S € Endp(Cr(v)) é

1 N 0 0| dado por S(w) = T(w)
SI5 = () o= |0 e i)

) 0

0 1 A
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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.

Considere w; = (T — AI)?(v), B = wy, ..., w1 € note que wy, =0 e
My, = (t — A)¥=7 para j < k. Em particular, 8 é Li. e, portanto, base
de Cr(v). Além disso, T'(w;) = Awj + wj41 e, portanto,

A 0 --- ... 0] onde S € Endp(Cr(v)) é
1 N 0 0| dado por S(w) = T(w)
8 o ... . .| Yw e COp(v). A matriz
[STg = Jr(A) := 0 ' ’ 7 Jk(N) é dita um bloco de
: . . 0| Jordan de tamanho k e au-

0 -~ -~ 1 Al tovalor \.
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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.

Considere w; = (T — AI)?(v), B = wy, ..., w1 € note que wy, =0 e
My, = (t — A)¥=7 para j < k. Em particular, 8 é Li. e, portanto, base
de Cr(v). Além disso, T'(w;) = Awj + wj41 e, portanto,

A 0 --- ... 0] onde S € Endp(Cr(v)) é
1 N 0 0| dado por S(w) = T(w)
V w € Cr(v). A matriz
Jr(A) é dita um bloco de
: . - 0| Jordan de tamanho k e au-
0 -~ -~ 1 A| tovalor \

(15 = Je(N) = |0

Ja uma sequéncia como f é dita um T-ciclo de Jordan de comprimento
k e autovalor A.
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Blocos e Ciclos de Jordan

Suponha que my,(t) = (¢t — \)¥ para algum k € Z>q e lembre que Cr(v)
é T-invariante e dim(Cr(v)) = k.

Considere w; = (T — AI)?(v), B = wy, ..., w1 € note que wy, =0 e
My, = (t — A)¥=7 para j < k. Em particular, 8 é Li. e, portanto, base
de Cr(v). Além disso, T'(w;) = Awj + wj41 e, portanto,

A 0 -« ... 0] onde S € Endp(Cr(v)) é
1 N 0 0| dado por S(w) = T(w)

s o V w € Cr(v). A matriz
[STg = Jr(A) := 0 Jr(A) é dita um bloco de
: . - 0| Jordan de tamanho k e au-
0 -~ -~ 1 A| tovalor \

Ja uma sequéncia como f é dita um T-ciclo de Jordan de comprimento
k e autovalor A. Uma base formada por uniao de T-ciclos de Jordan é
dita uma base de Jordan (com respeito a T').
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Decomposicao de Jordan
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Decomposicao de Jordan

Se 8 é base de Jordan de V' com respeito a 1" com [ T-ciclos, temos

Jiy(A1) 0 0
0
715 = .
0 0 Jy(N)
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Decomposicao de Jordan

Se 8 é base de Jordan de V' com respeito a 1" com [ T-ciclos, temos

Jiy(A1) 0 0
0
715 = : .
0 0 Jy(N)

Teorema da Decomposigao de Jordan (TDJ)

Existe base de Jordan com respeito a 1" para V se, e sé se, os fatores
primos de mp tem grau 1.
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Decomposicao de Jordan

Se 8 é base de Jordan de V' com respeito a 1" com [ T-ciclos, temos

Jiy(A1) 0 0
0
715 = .
0 0 Jy(N)

Teorema da Decomposigao de Jordan (TDJ)

Existe base de Jordan com respeito a 1" para V se, e sé se, os fatores
primos de m7 tem grau 1. Em quaisquer duas bases de Jordan de V'
com respeito a T’
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Decomposicao de Jordan

Se 8 é base de Jordan de V' com respeito a 1" com [ T-ciclos, temos

Jiy(A1) 0 0
0
715 = .
0 0 Jy(N)

Teorema da Decomposigao de Jordan (TDJ)

Existe base de Jordan com respeito a 1" para V se, e sé se, os fatores
primos de m7 tem grau 1. Em quaisquer duas bases de Jordan de V'
com respeito a T', a quantidade de T-ciclos de Jordan de comprimento
k e autovalor A coincidem quaisquer que sejam A e k.
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Decomposicao de Jordan

Se 8 é base de Jordan de V' com respeito a 1" com [ T-ciclos, temos

Jiy(A1) 0 0
o .. Forma Canonica
B P de Jordan de T'.
0 - 0 Jy(N)

Teorema da Decomposigao de Jordan (TDJ)

Existe base de Jordan com respeito a 1" para V se, e sé se, os fatores
primos de m7 tem grau 1. Em quaisquer duas bases de Jordan de V'
com respeito a T', a quantidade de T-ciclos de Jordan de comprimento
k e autovalor A coincidem quaisquer que sejam A e k.
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Decomposicao de Jordan

Se 8 é base de Jordan de V' com respeito a 1" com [ T-ciclos, temos

Jey (M) 0 =0
8 o . Forma Canonica
[T]ﬁ - Lo de Jordan de T
0 = 0 Jg(N)

Teorema da Decomposigao de Jordan (TDJ)

Existe base de Jordan com respeito a 1" para V se, e sé se, os fatores
primos de m7 tem grau 1. Em quaisquer duas bases de Jordan de V'
com respeito a T', a quantidade de T-ciclos de Jordan de comprimento
k e autovalor A coincidem quaisquer que sejam A e k.

Se os subespagos T-primarios de V forem T-ciclicos e escolhermos um
gerador para cada T'-ciclo
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Decomposicao de Jordan

Se 8 é base de Jordan de V' com respeito a 1" com [ T-ciclos, temos

Jey (M) 0 =0
8 o . Forma Canonica
[T]ﬁ - Lo de Jordan de T
0 = 0 Jg(N)

Teorema da Decomposigao de Jordan (TDJ)

Existe base de Jordan com respeito a 1" para V se, e sé se, os fatores
primos de m7 tem grau 1. Em quaisquer duas bases de Jordan de V'
com respeito a T', a quantidade de T-ciclos de Jordan de comprimento
k e autovalor A coincidem quaisquer que sejam A e k.

Se os subespagos T-primarios de V forem T-ciclicos e escolhermos um
gerador para cada T-ciclo, o TDP junto com a pégina anterior nos diz
como encontrar uma base de Jordan.
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Decomposicao de Jordan

Se 8 é base de Jordan de V' com respeito a 1" com [ T-ciclos, temos

Jey (M) 0 =0
8 o . Forma Canonica
[T]ﬁ - Lo de Jordan de T
0 = 0 Jg(N)

Teorema da Decomposigao de Jordan (TDJ)

Existe base de Jordan com respeito a 1" para V se, e sé se, os fatores
primos de m7 tem grau 1. Em quaisquer duas bases de Jordan de V'
com respeito a T', a quantidade de T-ciclos de Jordan de comprimento
k e autovalor A coincidem quaisquer que sejam A e k.

Se os subespagos T-primarios de V forem T-ciclicos e escolhermos um
gerador para cada T-ciclo, o TDP junto com a pégina anterior nos diz
como encontrar uma base de Jordan.

O que fazer se algum subespaco T-primario nao for T-ciclico?
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Decomposicao de Jordan

Se 8 é base de Jordan de V' com respeito a 1" com [ T-ciclos, temos

Jey (M) 0 =0
8 o . Forma Canonica
[T]ﬁ - Lo de Jordan de T
0 = 0 Jg(N)

Teorema da Decomposigao de Jordan (TDJ)

Existe base de Jordan com respeito a 1" para V se, e sé se, os fatores
primos de mp tem grau 1. Em quaisquer duas bases de Jordan de V'
com respeito a T', a quantidade de T-ciclos de Jordan de comprimento
k e autovalor A coincidem quaisquer que sejam A e k.

Se os subespagos T-primarios de V forem T-ciclicos e escolhermos um
gerador para cada T-ciclo, o TDP junto com a pégina anterior nos diz
como encontrar uma base de Jordan.

O que fazer se algum subespaco T-primario nao for T-ciclico?

O que fazer se algum fator primo de my tiver grau maior que 17
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Teorema da Decomposicao Ciclic
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 e v1,...,vm € V\ {0} t.q. V =@}, Cr(v))
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,v, € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1Mo, V1 <G <m.
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1My, V1< 5 <m. Se ug,...,u €V \ {0} satisfazem
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1My, V1< 5 <m. Se ug,...,u €V \ {0} satisfazem
V= @é’:l Cr(uj) e my,  |my; V1 <5<
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1Mo, V1< j <m. Se ug,...,up €V \ {0} satisfazem

V= @é’:l Cr(uj) e my,  |my; V1 <5 <1, entdo [ =m e my, = my,
V1<j<m.
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1Mo, V1< j <m. Se ug,...,up €V \ {0} satisfazem

V= @é’:l Cr(uj) e my,  |my; V1 <5 <1, entdo [ =m e my, = my,
V1<j<m.

Os polinomios m,,, sao chamados de os fatores invariantes de T
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1Mo, V1< j <m. Se ug,...,up €V \ {0} satisfazem

V= @é’:l Cr(uj) e my,  |my; V1 <5 <1, entdo [ =m e my, = my,
V1<j<m.

Os polinomios m,,, sao chamados de os fatores invariantes de T

Lembre que se m,(t) = t* — Zf;é a;t!, entao €r(v) = vo, ..., V1 com
v; = T7(v) é base de Cr(v).
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1Mo, V1< j <m. Se ug,...,up €V \ {0} satisfazem

V= @é’:l Cr(uj) e my,  |my; V1 <5 <1, entdo [ =m e my, = my,
V1<j<m.

Os polinomios m,,, sao chamados de os fatores invariantes de T

Lembre que se m,(t) = t* — Zf;é a;t!, entao €r(v) = vo, ..., V1 com

v; = T7(v) é base de Cr(v). Se S é o operador induzido por T em
Cr(v)
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1Mo, V1< j <m. Se ug,...,up €V \ {0} satisfazem

V= @é’:l Cr(uj) e my,  |my; V1 <5 <1, entdo [ =m e my, = my,
V1<j<m.

Os polinomios m,,, sao chamados de os fatores invariantes de T

Lembre que se m,(t) = t* — Zf;é a;t’, entdo €r(v) = vo, ..., vk_1 com
v; = T7(v) é base de Cr(v). Se S é o operador induzido por T em
Cr(v), temos 0 -+ --- 0 ap |

1 - aj

r(v) _
Slezw) = |0
0
0 0 1 api
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1Mo, V1< j <m. Se ug,...,up €V \ {0} satisfazem

V= @é’:l Cr(uj) e my,  |my; V1 <5 <1, entdo [ =m e my, = my,
V1<j<m.

Os polinomios m,,, sao chamados de os fatores invariantes de T

Lembre que se m,(t) = t* — Zf;é a;t’, entdo €r(v) = vo, ..., vk_1 com
vj =T7(v) é base de Cr(v). Se S é o operador induzido por 7' em
Cr(v), temos 0O -+ -+ 0 ap

1 - aj

) Esta matriz é chamada
[S](g:;(v) =lo *-. . : de a matriz de Frobenius
do polinémio m,,.
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1My, V1< 5 <m. Se ug,...,u €V \ {0} satisfazem

V= @é’:l Cr(uj) e my,  |my; V1 <5 <1, entdo [ =m e my, = my,
V1<j<m.

Os polinomios m,,, sao chamados de os fatores invariantes de T

Lembre que se m,(t) = t* — Zf;é a;t’, entdo €r(v) = vo, ..., vk_1 com
vj =T7(v) é base de Cr(v). Se S é o operador induzido por 7' em
Cr(v), temos 0O -+ -+ 0 ap

1 - aj

) Esta matriz é chamada
v . . . .
[S](g:;(v) =lo *-. . : de a matriz de Frobenius
do polinémio m,,.
(companion matrix)
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Teorema da Decomposicao Ciclica (TDC)

Existem m € Z>1 € v1,...,vn € V\ {0} t.q. V=@, Cr(v)) e
My, 1My, V1< 5 <m. Se ug,...,u €V \ {0} satisfazem

V= @;:1 Cr(uj) e my,  |my; V1 <5 <1, entdo [ =m e my, = my,
V1<j<m.

Os polinomios m,,, sao chamados de os fatores invariantes de T

Lembre que se m,(t) = t* — Zf;é a;t’, entdo €r(v) = vo, ..., vk_1 com
v; = T7(v) é base de Cr(v). Se S é o operador induzido por T em
Cr(v), temos 0 -+ --- 0 ap |
L - Esta matriz é chamada
%7 (v) . . . . . .
[S](gT(v) =10 . . : de a matriz de Frobenius

Do, ) _ do polinémio m,,.
6 .. 0' 1 ak;1 (companion matrix)

Uma base formada por uniao de conjuntos da forma %7 (v) é dita uma
base racional (ou de Frobenius) de V' com respeito a 7.
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que m7 = my, .
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar.
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w;j ECT(Uj),l <j7<mtq w=wy+ -+ wy.
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(wj) = 0 Vj.
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(w;) = 0 V5. Mas w; € Cp(vj) = my, (T)(wj) =0
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(w;) = 0 Vj. Mas w; € Cr(vj) = my,(T)(w;) = 0 e a conclusao
segue pois My, M.y, Vj.
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(w;) = 0 Vj. Mas w; € Cr(vj) = my,(T)(w;) = 0 e a conclusao
segue pois My, M.y, Vj.

Exercicio: Se V = 'gle, V; é T-invariante Vj e T} ¢ induzido por T'

] =
. m
em Vj, mostre que ¢ = szl cr;-
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,

basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos

w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que

My, (T)(w;) = 0 Vj. Mas w; € Cr(vj) = my,(T)(w;) = 0 e a conclusao

segue pois My, M.y, Vj.

Exercicio: Se V = % Vj, Vj é T-invariante Vj e T} ¢ induzido por T'
J=1

em V;, mostre que cr = [[/; 1.

Consequentemente cr é o produto dos fatores invariantes.
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(w;) = 0 Vj. Mas w; € Cr(vj) = my,(T)(w;) = 0 e a conclusao
segue pois My, M.y, Vj.

P m , . . . /. .
Exercicio: Se V = @ Vj;, V; é T-invariante Vj e T} é induzido por T’
j=1
m
em Vj, mostre que ¢ = szl cr;-

Consequentemente cp é o produto dos fatores invariantes. Além disso,
se T possui FCJ
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(w;) = 0 Vj. Mas w; € Cr(vj) = my,(T)(w;) = 0 e a conclusao
segue pois My, M.y, Vj.

P m , . . . /. .
Exercicio: Se V = @ Vj;, V; é T-invariante Vj e T} é induzido por T’
j=1
m
em Vj, mostre que ¢ = szl cr;-

Consequentemente cp é o produto dos fatores invariantes. Além disso,
se T" possui FCJ, seus autovalores distintos sao Aj,1 < j <1
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(w;) = 0 Vj. Mas w; € Cr(vj) = my,(T)(w;) = 0 e a conclusao
segue pois My, M.y, Vj.

Exercicio: Se V = 'gle, V; é T-invariante Vj e T} ¢ induzido por T'

] =
. m
em Vj, mostre que ¢ = szl cr;-

Consequentemente cp é o produto dos fatores invariantes. Além disso,
se T" possui FCJ, seus autovalores distintos sao A\j,1 < j <[, e k; éa
soma dos tamanhos dos blocos com autovalor A;
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(w;) = 0 Vj. Mas w; € Cr(vj) = my,(T)(w;) = 0 e a conclusao
segue pois My, M.y, Vj.

Exercicio: Se V = 'gle, V; é T-invariante Vj e T} ¢ induzido por T'

] =
. m
em Vj, mostre que ¢ = szl cr;-

Consequentemente cp é o produto dos fatores invariantes. Além disso,
se T" possui FCJ, seus autovalores distintos sao A\j,1 < j <[, e k; éa
soma dos tamanhos dos blocos com autovalor \;, temos

er = [Tjy (t = X)M.
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(w;) = 0 Vj. Mas w; € Cr(vj) = my,(T)(w;) = 0 e a conclusao
segue pois My, M.y, Vj.
Exercicio: Se V = % Vj, Vj é T-invariante Vj e T} ¢ induzido por T'
j=1

em V;, mostre que cr = [[/; 1.
Consequentemente cp é o produto dos fatores invariantes. Além disso,
se T" possui FCJ, seus autovalores distintos sao A\j,1 < j <[, e k; éa
soma dos tamanhos dos blocos com autovalor \;, temos

1 )
cr = Hj:l(t =)
A quantidade de blocos de Jordan com autovalor A é igual a
dlm(‘/}/,)\)
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Bases Ciclicas e os Polinomios Minimo e Caracteristico

Note que mp = m,,. De fato, j& sabemos que m,, |mr e, portanto,
basta mostrar que m,, € Ar. Pelo TDC, dado w € V, existem unicos
w; € Cr(vj),1 <j<mt.q w=w+--+ wy. Basta mostrar que
My, (T)(w;) = 0 Vj. Mas w; € Cr(vj) = my,(T)(w;) = 0 e a conclusao
segue pois My, M.y, Vj.

Exercicio: Se V = % Vj, Vj é T-invariante Vj e T} ¢ induzido por T'
j=1

em V;, mostre que cr = [[/; 1.
Consequentemente cp é o produto dos fatores invariantes. Além disso,
se T" possui FCJ, seus autovalores distintos sao A\j,1 < j <[, e k; éa
soma dos tamanhos dos blocos com autovalor \;, temos

1 )
cr = Hj:l(t =)
A quantidade de blocos de Jordan com autovalor A é igual a
dim(V;_y). O exercicio 8.2.4 diz como calcular a quantidade de blocos
de cada tamanho sabendo-se dim(V(,_yyx) V k.
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan?
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos, m; a quantidade de blocos com
autovalor \;
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos, m; a quantidade de blocos com
autovalor \j e m = max{m; : 1 < j <lI}.
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos, m; a quantidade de blocos com
autovalor \j e m = max{m; : 1 < j <I}. Sejam vj1,--- ,vjm; vetores
que inciam T-ciclos de Jordan com autovalor \; de uma base de
Jordan
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos, m; a quantidade de blocos com
autovalor \j e m = max{m; : 1 < j <I}. Sejam vj1,--- ,vjm; vetores
que inciam T-ciclos de Jordan com autovalor \; de uma base de
Jordan e suponha que estejam ordenados de modo que my; ., |[m., ;-
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos, m; a quantidade de blocos com
autovalor \j e m = max{m; : 1 < j <I}. Sejam vj1,--- ,vjm; vetores
que inciam T-ciclos de Jordan com autovalor \; de uma base de
Jordan e suponha que estejam ordenados de modo que 1y, ., |my,;,. Se
m; < i < m, defina vj; = 0.
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos, m; a quantidade de blocos com
autovalor \j e m = max{m; : 1 < j <I}. Sejam vj1,--- ,vjm; vetores
que inciam T-ciclos de Jordan com autovalor \; de uma base de
Jordan e suponha que estejam ordenados de modo que 1y, ., |my,;,. Se
m; < i < m, defina vj; = 0. Defina também

vi = V1 + -+
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos, m; a quantidade de blocos com
autovalor \j e m = max{m; : 1 < j <I}. Sejam vj1,--- ,vjm; vetores
que inciam T-ciclos de Jordan com autovalor \; de uma base de
Jordan e suponha que estejam ordenados de modo que 1y, ., |my,;,. Se
m; < i < m, defina vj; = 0. Defina também

vi = V1 + -+

, . m .
Exercicio: V = & Cr(v;) e my,, |my, V1 <i<m.
1=1
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos, m; a quantidade de blocos com
autovalor \j e m = max{m; : 1 < j <I}. Sejam vj1,--- ,vjm; vetores
que inciam T-ciclos de Jordan com autovalor \; de uma base de
Jordan e suponha que estejam ordenados de modo que 1y, ., |my,;,. Se
m; < i < m, defina vj; = 0. Defina também

vi = V1 + -+

rd . m .

Exercicio: V = -EBlcT(Ui) e My, q My, V1 <d <.
1=

Exercicio: Reverta o processo, isto é, descreva como encontrar a FCJ

a partir da FCR, se exisitr FCJ.
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Relacao entre a Decomposicao Ciclica e de Jordan

Exercicio: Se S é operador induzido por 7" em V,>°,, mostre que uma
base de Frobenius com respeito a .S — Al é uma base de Jordan com
respeito a S (compare com (8.2.16) e (8.2.17) do texto).

Como obter uma base racional a partir de uma base de Jordan? Sejam
Aj, 1 < j <1, os autovalores distintos, m; a quantidade de blocos com
autovalor \j e m = max{m; : 1 < j <I}. Sejam vj1,--- ,vjm; vetores
que inciam T-ciclos de Jordan com autovalor \; de uma base de
Jordan e suponha que estejam ordenados de modo que 1y, ., |my,;,. Se
m; < i < m, defina vj; = 0. Defina também

vi = V1 + -+

rd . m .

Exercicio: V = -EBlcT(Ui) e My, q My, V1 <d <.
1=

Exercicio: Reverta o processo, isto é, descreva como encontrar a FCJ

a partir da FCR, se exisitr FCJ.

Tentem fazer o Exercicio 8.3.1.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatoria.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,z,y).
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,7,y). Se a = ey, e, €3,

00
temos [T]% = [El)) 0 8} que ja é um bloco de Jordan.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,7,y). Se a = ey, e, €3,

000 ey :
temos [T]% = [(1) 0 8} que ja é um bloco de Jordan. Assim, e; pode ser

escolhido como vetor inicial do unico ciclo.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,7,y). Se a = ey, e, €3,
temos [T]% = [El)) § §} que ja é um bloco de Jordan. Assim, e; pode ser

escolhido como vetor inicial do 1inico ciclo. Note que v = e; + €5
também pode ser escolhido como vetor inicial e o ciclo correspondente
serd 0 = v, eg + eg, e3.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,7,y). Se a = ey, e, €3,
temos [T]% = [El)) § §} que ja é um bloco de Jordan. Assim, e; pode ser
escolhido como vetor inicial do 1inico ciclo. Note que v = e; + €5
também pode ser escolhido como vetor inicial e o ciclo correspondente
serd 8 = v, es + es, e3. Qualquer vetor cuja coordenada x seja nao nula
pode ser escolhido como vetor inicial.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,7,y). Se a = ey, e, €3,

temos [T]% = [El)) § §} que ja é um bloco de Jordan. Assim, e; pode ser
escolhido como vetor inicial do 1inico ciclo. Note que v = e; + €5
também pode ser escolhido como vetor inicial e o ciclo correspondente
serd 8 = v, es + es, e3. Qualquer vetor cuja coordenada x seja nao nula
pode ser escolhido como vetor inicial. Porém, se a coordenada x é 0 o
vetor nao pode ser escolhido como vetor inicial.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,7,y). Se a = ey, e, €3,

000 ey :
temos [T]% = [(1) 0 8} que ja é um bloco de Jordan. Assim, e; pode ser

escolhido como vetor inicial do 1inico ciclo. Note que v = e; + €5
também pode ser escolhido como vetor inicial e o ciclo correspondente
serd 8 = v, es + es, e3. Qualquer vetor cuja coordenada x seja nao nula
pode ser escolhido como vetor inicial. Porém, se a coordenada x é 0 o
vetor nao pode ser escolhido como vetor inicial. De fato, se w é um tal
vetor, ¢7(w) tem no maximo 2 vetores e o vetor final é miltiplo de e.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,7,y). Se a = ey, e, €3,

000 ey :
temos [T]% = [(1) 0 8} que ja é um bloco de Jordan. Assim, e; pode ser

escolhido como vetor inicial do 1inico ciclo. Note que v = e; + €5
também pode ser escolhido como vetor inicial e o ciclo correspondente
serd 8 = v, es + es, e3. Qualquer vetor cuja coordenada x seja nao nula
pode ser escolhido como vetor inicial. Porém, se a coordenada x é 0 o
vetor nao pode ser escolhido como vetor inicial. De fato, se w é um tal
vetor, ¢7(w) tem no maximo 2 vetores e o vetor final é miltiplo de e.
Para justificar estas afirmacoes, encontre bases para V; e V.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,7,y). Se a = ey, e, €3,

000 ey :
temos [T]% = [(1) 0 8} que ja é um bloco de Jordan. Assim, e; pode ser

escolhido como vetor inicial do 1inico ciclo. Note que v = e; + €5
também pode ser escolhido como vetor inicial e o ciclo correspondente
serd 8 = v, es + es, e3. Qualquer vetor cuja coordenada x seja nao nula
pode ser escolhido como vetor inicial. Porém, se a coordenada x é 0 o
vetor nao pode ser escolhido como vetor inicial. De fato, se w é um tal
vetor, ¢7(w) tem no maximo 2 vetores e o vetor final é miltiplo de e.
Para justificar estas afirmacoes, encontre bases para V; e V.

Isso mostra que nao existe subespaco T-invariante W satisfazendo

RS = CT(’U)) o W.
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Como Escolher os Vetores Iniciais dos Ciclos?

Tanto bases de Jordan como de Frobenius sao formadas por uniao de
ciclos. Cada ciclo tem seu vetor inicial e a tarefa mais dificil é saber
como encontrar vetores que servem como vetores iniciais. Comecemos
com um exemplo mostrando que essa escolha nao pode ser aleatéria.

Considere T : R?* — R3 dado por T(z,y, z) = (0,7,y). Se a = ey, e, €3,

000 ey :
temos [T]% = [(1) 0 8} que ja é um bloco de Jordan. Assim, e; pode ser

escolhido como vetor inicial do 1inico ciclo. Note que v = e; + €5
também pode ser escolhido como vetor inicial e o ciclo correspondente
serd 8 = v, es + es, e3. Qualquer vetor cuja coordenada x seja nao nula
pode ser escolhido como vetor inicial. Porém, se a coordenada x é 0 o
vetor nao pode ser escolhido como vetor inicial. De fato, se w é um tal
vetor, ¢7(w) tem no maximo 2 vetores e o vetor final é miltiplo de e.
Para justificar estas afirmacoes, encontre bases para V; e V.

Isso mostra que nao existe subespaco T-invariante W satisfazendo

R3 = Cp(w) @ W. Ou seja, Cr(w) ndo admite subespaco
complementar T-invariante!
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Subespacos T-admissiveis
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher

vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(v1) N Cr(v2) = {0}
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito

como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante.
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante. Isso motiva a seguinte definigao.
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante. Isso motiva a seguinte definigao.

Um subespago T-invariante W de V' é dito T-admissivel se existir
subespaco T-invariante W' tal que V. =W @ W’.
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante. Isso motiva a seguinte definigao.

Um subespago T-invariante W de V' é dito T-admissivel se existir
subespaco T-invariante W' tal que V. =W @ W’.

Note que V e {0} sao T-admissiveis.
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante. Isso motiva a seguinte definigao.

Um subespago T-invariante W de V' é dito T-admissivel se existir
subespaco T-invariante W' tal que V. =W @ W’.

Note que V e {0} sao T-admissiveis. Se V for T-ciclico e v satisfaz
my = mr
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante. Isso motiva a seguinte definigao.

Um subespago T-invariante W de V' é dito T-admissivel se existir
subespaco T-invariante W' tal que V. =W @ W’.

Note que V e {0} sao T-admissiveis. Se V for T-ciclico e v satisfaz

my, = mr, entdo V = Cp(v) e encontramos uma decomposi¢ao como
no TDC.
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante. Isso motiva a seguinte definigao.

Um subespago T-invariante W de V' é dito T-admissivel se existir
subespaco T-invariante W' tal que V. =W @ W’.

Note que V e {0} sao T-admissiveis. Se V for T-ciclico e v satisfaz
my, = mr, entdo V = Cp(v) e encontramos uma decomposi¢ao como
no TDC. Em particular, o TDC é 6bvio se dim(V') = 1.
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante. Isso motiva a seguinte definigao.

Um subespago T-invariante W de V' é dito T-admissivel se existir
subespaco T-invariante W' tal que V. =W @ W’.

Note que V e {0} sao T-admissiveis. Se V for T-ciclico e v satisfaz
my, = mr, entdo V = Cp(v) e encontramos uma decomposi¢ao como
no TDC. Em particular, o TDC é 6bvio se dim(V') = 1. Assim, para
demonstrar a existéncia de uma decomposi¢ao em soma direta de
ciclos, podemos supor que V nao é T-ciclico
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante. Isso motiva a seguinte definigao.

Um subespago T-invariante W de V' é dito T-admissivel se existir
subespaco T-invariante W' tal que V. =W @ W’.

Note que V e {0} sao T-admissiveis. Se V for T-ciclico e v satisfaz
my, = mr, entdo V = Cp(v) e encontramos uma decomposi¢ao como
no TDC. Em particular, o TDC é 6bvio se dim(V') = 1. Assim, para
demonstrar a existéncia de uma decomposi¢ao em soma direta de
ciclos, podemos supor que V nao é T-ciclico e mostrar que existe
subespago T-ciclico W que é T-admissivel.
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Subespacos T-admissiveis

A primeira tarefa para encontrar uma base de Frobenius é escolher
vetor v; tal que Cp(v1) admita subespa¢o complementar que pode ser
escrito como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante.

A seguir, precisamos encontrar vy tal que Cr(vi) N Cr(ve) = {0} e
Cr(v1) ® Cr(v2) admita subespago complementar que pode ser escrito
como soma direta de ciclos e, portanto, T-invariante. E assim por
diante. Isso motiva a seguinte definigao.

Um subespago T-invariante W de V' é dito T-admissivel se existir
subespaco T-invariante W' tal que V. =W @ W’.

Note que V e {0} sao T-admissiveis. Se V for T-ciclico e v satisfaz
my, = mr, entdo V = Cp(v) e encontramos uma decomposi¢ao como
no TDC. Em particular, o TDC é 6bvio se dim(V') = 1. Assim, para
demonstrar a existéncia de uma decomposi¢ao em soma direta de
ciclos, podemos supor que V nao é T-ciclico e mostrar que existe
subespaco T-ciclico W que é T-admissivel. Por HI, o TDC vale para
W e W', completando a demonstragao.
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel.
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao.
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta é a filosofia da demonstragao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta é a filosofia da demonstragao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.

Dado um subespago T-invariante W
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.

Dado um subespago T-invariante W, o conjunto
Gro(W) ={p € P(F) : p(T)(v) € W}
é chamado de o T-condutor de v em W.
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.

Dado um subespago T-invariante W, o conjunto
Gro(W) ={p € P(F) : p(T)(v) € W}
é chamado de o T-condutor de v em W.

Note que ¢71.,({0}) = Ar :={p € P(F) : p(T)(v) = 0}
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.

Dado um subespago T-invariante W, o conjunto
Gro(W) ={p € P(F) : p(T)(v) € W}

é chamado de o T-condutor de v em W.

Note que @1, ({0}) = Az, = {p € P(F) : p(T)(v) = 0} e

Aty C C10(W).
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.

Dado um subespago T-invariante W, o conjunto
Gro(W) ={p € P(F) : p(T)(v) € W}
é chamado de o T-condutor de v em W.

Note que @, ({0}) = Ary == {p € P(F) : p(T)(v) = 0} ¢
Ar .y C Crp(W).

Exercicio (8.1.7): m, divide todo elemento de Ar,.
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.

Dado um subespago T-invariante W, o conjunto
Gro(W) ={p € P(F) : p(T)(v) € W}
é chamado de o T-condutor de v em W.

Note que @, ({0}) = Ary == {p € P(F) : p(T)(v) = 0} ¢
Ar .y C Crp(W).

Exercicio (8.1.7): m, divide todo elemento de Ar,.

Exercicio: 3! polinémio monico que divide todo elemento de 67, (W).
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.

Dado um subespago T-invariante W, o conjunto
Gro(W) ={p € P(F) : p(T)(v) € W}
é chamado de o T-condutor de v em W.

Note que @, ({0}) = Ary == {p € P(F) : p(T)(v) = 0} ¢
Ar .y C Crp(W).

Exercicio (8.1.7): m, divide todo elemento de Ar,.

Exercicio: 3! polinémio monico que divide todo elemento de 67, (W).
Este polinomio serd denotado por ¢, .
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.

Dado um subespago T-invariante W, o conjunto
Gro(W) ={p € P(F) : p(T)(v) € W}
é chamado de o T-condutor de v em W.

Note que @, ({0}) = Ary == {p € P(F) : p(T)(v) = 0} ¢
Ar .y C Crp(W).

Exercicio (8.1.7): m, divide todo elemento de Ar,.

Exercicio: 3! polinémio monico que divide todo elemento de 67, (W).
Este polinomio serd denotado por ¢, .

Segue que ¢, w|c, wr se W C W e, portanto, ¢, w|my .
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O Conceito de Condutor

Porém, queremos uma decomposicao com a propriedade de ser a mais
curta possivel. Por isso, precisamos ser ainda mais cuidadosos, mas
esta € a filosofia da demonstracao. O passo crucial é a Proposicao 8.2.5
e o conceito crucial no processo de escolha dos vetores iniciais é o
conceito de condutor que passamos a explicar.

Dado um subespago T-invariante W, o conjunto
Gro(W) ={p € P(F) : p(T)(v) € W}

é chamado de o T-condutor de v em W.

Note que @1, ({0}) = Az, = {p € P(F) : p(T)(v) = 0} e

Aty C C10(W).

Exercicio (8.1.7): m, divide todo elemento de Ar,.

Exercicio: 3! polinémio monico que divide todo elemento de 67, (W).
Este polinomio serd denotado por ¢, .

Segue que ¢, w|c, wr se W C W e, portanto, ¢, w|m, . Além disso,
cow =1lseveW.
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.

Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que
W + CT(U) =We CT(’U/)
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.

Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que
W+ Cr(v) =W & Cr(v') e, além disso, my = ¢, w.
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.
Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que

W+ Cr(v) =W & Cr(v') e, além disso, my = ¢, w.
@ W +Cr(v) é T-admissivel se
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5
Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.
Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que
W+ Cr(v) =W & Cr(v') e, além disso, my = ¢, w.
@ W +Cr(v) é T-admissivel se v € V satisfaz Cr(v) N W = {0}
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.

Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que
W+ Cr(v) =W & Cr(v') e, além disso, my = ¢, w.

@ W +Cr(v) é T-admissivel se v € V satisfaz Cr(v) "W = {0} e
gr(m,) = max{gr(m,) : u € V,Cp(u) NW = {0}}.
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.

Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que
W+ Cr(v) =W & Cr(v') e, além disso, my = ¢, w.

@ W +Cr(v) é T-admissivel se v € V satisfaz Cr(v) "W = {0} e
gr(m,) = max{gr(m,) : u € V,Cp(u) NW = {0}}.

Lema 8.2.6

Seja v um vetor como na parte (b) da Proposigao 8.2.5.
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.

Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que
W+ Cr(v) =W & Cr(v') e, além disso, my = ¢, w.

@ W +Cr(v) é T-admissivel se v € V satisfaz Cr(v) "W = {0} e
gr(m,) = max{gr(m,) : u € V,Cp(u) NW = {0}}.

Seja v um vetor como na parte (b) da Proposigao 8.2.5. Entao, para
todo vetor u € V satisfazendo Cr(u) N (W & Cr(v)) = {0}
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.

Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que
W+ Cr(v) =W & Cr(v') e, além disso, my = ¢, w.

@ W +Cr(v) é T-admissivel se v € V satisfaz Cr(v) "W = {0} e
gr(m,) = max{gr(m,) : u € V,Cp(u) NW = {0}}.

Seja v um vetor como na parte (b) da Proposigao 8.2.5. Entao, para
todo vetor u € V satisfazendo Cr(u) N(W @& Cr(v)) = {0}, vale my,|m,.
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.

Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que
W+ Cr(v) =W & Cr(v') e, além disso, my = ¢, w.

@ W +Cr(v) é T-admissivel se v € V satisfaz Cr(v) "W = {0} e
gr(m,) = max{gr(m,) : u € V,Cp(u) NW = {0}}.

Lema 8.2.6

Seja v um vetor como na parte (b) da Proposigao 8.2.5. Entao, para
todo vetor u € V satisfazendo Cr(u) N(W @& Cr(v)) = {0}, vale my,|m,.

Para demonstrar a Prop., precisaremos da seguinte caracterizagao
técnica do conceito de T-admissibilidade em termos do de condutor.
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Escolhendo os Vetores Iniciais dos Ciclos

Proposigao 8.2.5

Seja W um subespaco préprio e T-admissivel de V.

Q@ Para todov € V\ W, existe v/ € V tal que
W+ Cr(v) =W & Cr(v') e, além disso, my = ¢, w.

@ W +Cr(v) é T-admissivel se v € V satisfaz Cr(v) "W = {0} e
gr(m,) = max{gr(m,) : u € V,Cp(u) NW = {0}}.

Lema 8.2.6

Seja v um vetor como na parte (b) da Proposigao 8.2.5. Entao, para
todo vetor u € V satisfazendo Cr(u) N(W @& Cr(v)) = {0}, vale my,|m,.

Para demonstrar a Prop., precisaremos da seguinte caracterizagao
técnica do conceito de T-admissibilidade em termos do de condutor.

Se W é T-invariante, entao W é T-admissivel se, e s6 se, para todo
veVefeCr,(W), existir w € W satisfazendo f(T)(w) = f(T)(v).
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Mais Observacoes Técnicas
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € & ,(W).
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.

Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ap,.
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que my,|c, w
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que m,|c, w, de onde segue que

My = Cy -
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que m,|c, w, de onde segue que

my = ¢y, w. Reciprocamente, se m, = ¢, w
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que m,|c, w, de onde segue que

my = ¢y, w. Reciprocamente, se m, = ¢, w, segue que f(T)(v) € W se,
esése, f(T)(v)=0
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que m,|c, w, de onde segue que

my = ¢y, w. Reciprocamente, se m, = ¢, w, segue que f(T)(v) € W se,
e s6 se, f(T)(v) =0, mostrando que Cr(v) N W = {0}. O
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que m,|c, w, de onde segue que

my = ¢y, w. Reciprocamente, se m, = ¢, w, segue que f(T)(v) € W se,
e s6 se, f(T)(v) =0, mostrando que Cr(v) N W = {0}. O

Lema 8.2.4

Seja W um subespaco T-invariante de V' e suponha que u,v € V'
satisfazem v —u € W.
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que m,|c, w, de onde segue que

my = ¢y, w. Reciprocamente, se m, = ¢, w, segue que f(T)(v) € W se,
e s6 se, f(T)(v) =0, mostrando que Cr(v) N W = {0}. O

Lema 8.2.4

Seja W um subespaco T-invariante de V' e suponha que u,v € V'
satisfazem v —u € W. Entao, €71,(W) = €r.(W).
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que m,|c, w, de onde segue que

my = ¢y, w. Reciprocamente, se m, = ¢, w, segue que f(T)(v) € W se,
e s6 se, f(T)(v) =0, mostrando que Cr(v) N W = {0}. O

Lema 8.2.4

Seja W um subespaco T-invariante de V' e suponha que u,v € V'
satisfazem v —u € W. Entao, €71,(W) = €r.(W).

Dem.: Sejaw =v —u
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que m,|c, w, de onde segue que

my = ¢y, w. Reciprocamente, se m, = ¢, w, segue que f(T)(v) € W se,
e s6 se, f(T)(v) =0, mostrando que Cr(v) N W = {0}. O

Lema 8.2.4
Seja W um subespaco T-invariante de V' e suponha que u,v € V'
satisfazem v —u € W. Entao, €71,(W) = €r.(W).

Dem.: Seja w = v — u e note que

(M) (w) = f(T)(u) = f(T)(w) € W para todo f € P(F).
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Mais Observacoes Técnicas

Lema 8.2.1

Dado v € V, temos Cr(v) N W = {0} se, e somente se, m, = ¢, w.
Dem.: Suponha que Cr(v) N W = {0} e tome f € ¢1,(W). Entao
f(T)(v) € Cp(v) N W = {0}, mostrando que f € Ar,. Em particular,
tomando f = ¢, w, concluimos que m,|c, w, de onde segue que

my = ¢y, w. Reciprocamente, se m, = ¢, w, segue que f(T)(v) € W se,
e s6 se, f(T)(v) =0, mostrando que Cr(v) N W = {0}. O

Lema 8.2.4
Seja W um subespaco T-invariante de V' e suponha que u,v € V'
satisfazem v —u € W. Entao, €71,(W) = €r.(W).
Dem.: Seja w = v — u e note que

F(T)(v) = F(T)(u) = F(T)(w) €W paratodo f € P(F).
Logo, f € €r.(W) se, e somente se, f € Gr,,(W). O
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Dem. da Prop. 8.2.5
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = cow (T)(w)

)
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
vV =v—w.

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W +Cr(v) =W + CT(’U/)
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere

v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos

W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, c, w = cyr.w
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,
cw w(T) (V") = cow(T)(v —w) = 0.
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,
cw w(T) (V") = cow(T)(v —w) = 0.

Logo, Cy', W € .ATyvl
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,
cw w(T) (V") = cow(T)(v —w) = 0.

Logo, cy.w € Ay = Cor v = My
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,
Cv/,W(T) (Ul) = CU,W(T) (U - w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,
Cv/,W(T) (Ul) = CU,W(T) (U - w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}

(b) Seja W' =W + Cr(v).
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,
Cv/,W(T) (Ul) = CU,W(T) (U - w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}

(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer.
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,

cw w(T) (V") = cow(T)(v —w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer. Caso
contrério, tome u € V' \ W’
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,

cw w(T) (V") = cow(T)(v —w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer. Caso
contrério, tome u € V'\ W’ e sejam w € W e p € P(F) tais que
(1) cuw (T)(u) = w + p(T)(v).
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,
cw w(T) (V") = cow(T)(v —w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer. Caso
contrério, tome u € V'\ W’ e sejam w € W e p € P(F) tais que
(1) cuw (T)(u) = w +p(T)(v).
Mostraremos que
(2)  cuwrlp e w = cy,w(T)(w') para algum w’ € W.
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,
cw w(T) (V") = cow(T)(v —w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer. Caso
contrério, tome u € V'\ W’ e sejam w € W e p € P(F) tais que
(1) cuw (T)(u) = w +p(T)(v).
Mostraremos que
(2)  cuwrlp e w = cy,w(T)(w') para algum w’ € W.

Supondo que isto é vélido
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,

cw w(T) (V") = cow(T)(v —w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer. Caso
contrério, tome u € V'\ W’ e sejam w € W e p € P(F) tais que
(1) cuw (T)(u) = w +p(T)(v).
Mostraremos que
(2)  cuwrlp e w = cy,w(T)(w') para algum w’ € W.
Supondo que isto é valido, tomando ¢ € P(F) tal que p = qc, w~
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,

Cv/,W(T) (Ul) = CU,W(T) (U - w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer. Caso
contrério, tome u € V'\ W’ e sejam w € W e p € P(F) tais que
(1) cuw (T)(u) = w +p(T)(v).
Mostraremos que
(2)  cuwrlp e w = cy,w(T)(w') para algum w’ € W.
Supondo que isto é valido, tomando ¢ € P(F) tal que p = qc, ' e
w”" =w' 4+ q(T)(v) e W
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,

Cv/,W(T) (Ul) = CU,W(T) (U - w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer. Caso
contrério, tome u € V'\ W’ e sejam w € W e p € P(F) tais que
(1) cuw (T)(u) = w +p(T)(v).
Mostraremos que
(2)  cuwrlp e w = cy,w(T)(w') para algum w’ € W.
Supondo que isto é valido, tomando ¢ € P(F) tal que p = qc, ' e
w” =w' + q(T)(v) € W, temos

cuw (T)(u) = cuw (T)(W') + cow (T)(a(T)(v))
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,

Cv/,W(T) (Ul) = CU,W(T) (U - w) = 0.
Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer. Caso
contrério, tome u € V'\ W’ e sejam w € W e p € P(F) tais que
(1) cuw (T)(u) = w +p(T)(v).
Mostraremos que
(2)  cuwrlp e w = cy,w(T)(w') para algum w’ € W.
Supondo que isto é valido, tomando ¢ € P(F) tal que p = qc, ' e
w” =w' + q(T)(v) € W, temos

cuw (T)(u) = cuw (T)(w') + cuw (T)(@(T)(v) = cuw (T)(w")
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Dem. da Prop. 8.2.5

(a) Seja w € W satisfazendo ¢, w(T')(v) = c,,w(T)(w) e considere
v/ =v —w. Como W,Cr(v) e Cp(v') sdo T-invariantes, temos
W + Cp(v) = W+ Cp(v') e precisamos mostrar que W N Crp(v') = {0}.
Do Lema 8.2.4, ¢, w = ¢y w e, além disso,
Cv/,W(T) (Ul) = CU,W(T) (U - w) = 0.

Logo, cyr.w € Apw = ¢y v = my. Pelo Lema 8.2.1, Cr(v)NW = {0}
(b) Seja W =W + Cp(v). Se W =V, ndo hd nada a fazer. Caso
contrério, tome u € V'\ W’ e sejam w € W e p € P(F) tais que
(1) cuw (T)(u) = w + p(T)(v).
Mostraremos que
(2)  cuwrlp e w = cy,w(T)(w') para algum w’ € W.
Supondo que isto é valido, tomando ¢ € P(F) tal que p = qc, ' e
w” =w' + q(T)(v) € W, temos

cuw (T)(u) = ey (T)(w') + cuw (T)(@(T)(v) = cuw (T)(w"),
mostrando que W’ ¢ T-admissivel.
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢,
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) e V\W
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cu W’ = Cy/ W'~
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(mv) > gr(cu’,W)
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) = gr(cww) e

cuw(T) (') = ey (T)(u — q(T)(v)) = ey (T)(u) — (p(T) = r(T))(v)

C w4 p(T) W) ~ (p(T) — r(T))(v) = w+r(T)(v).
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) = gr(cww) e

cuw(T) () = o (T) (u — q(T)(v)) =y (T)(u) — (p(T) = r(T))(v)

2wt p(T)(0) ~ (P(T) — +(T))(v) =w +r(T)(w).
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) = gr(cww) e

Cu,W’(T)(u/) = (7z1.1\"(1‘)((‘ - (]<1>(1>) - (711.11'/(T><(’> - <1)(1) - '<1>)<(>

D o+ p(T) (v) — ((T) — +(T))(v) =w + r(T) ().

Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y .w = hey wr
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) = gr(cww) e

Cu,W’(T)(u/) = (7z1.1\"(1‘)((‘ - (]<1>(1>) - (711.11'/(T><(’> - <1)(1) - '<1>)<(>

D o+ p(T) (v) — ((T) — +(T))(v) =w + r(T) ().

Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = hew wr = heywr.
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) > gr(cww) e

CU,W/(T)(U/) =cuw (T)(u—q(T)(v)) = cyw (T)(u) — (p(T) — r(T))(v)
2w+ p(1) (W) — (p(T) — (T))(v) =w + r(T)(w).

Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,

cww (T)(u) = h(T)(cuw (T(W)) = M(T)(w + r(T)(v)),
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(mv) > gr(cu’,W) €
CU,W/(T)(U/) =cuw (T)(u—q(T)(v)) = cyw (T)(u) — (p(T) — r(T))(v)
2w+ p(T)(0) — (p(T) — +(T))(v) =0 + r(T)(v).
Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,
cwrw (T)(W') = M(T)(cyw (T (W) = MT)(w +r(T)(v)),
mostrando que hr € €7 ,(W).
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) > gr(cww) e
CU,W/(T)(U/) =cuw (T)(u—q(T)(v)) = cyw (T)(u) — (p(T) — r(T))(v)
2w+ p(T)(0) — (P(T) — (1)) (v) =w + r(T)(w).
Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,
cuwrw(T) (') = MT)(cow (T(') = MT)(w +r(T)(v)),
mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que

gr(h) + gr(r)
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) > gr(cww) e
CU,W/(T)(U/) =cuw (T)(u—q(T)(v)) = cyw (T)(u) — (p(T) — r(T))(v)
2w+ p(T)(0) — (P(T) — (1)) (v) =w + r(T)(w).
Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,
cuwrw(T) (') = MT)(cow (T(') = MT)(w +r(T)(v)),
mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que

gr(h) + gr(r) = gr(co,w)
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) > gr(cww) e
CU,W/(T)(U/) =cuw (T)(u—q(T)(v)) = cyw (T)(u) — (p(T) — r(T))(v)
2w+ p(T)(0) — (P(T) — (1)) (v) =w + r(T)(w).
Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,
cuwrw(T) (') = MT)(cow (T(') = MT)(w +r(T)(v)),
mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que

gr(h) + gr(r) = gr(co,w) = gr(my)
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.

Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos

Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) = gr(cww) e

Cu,W’(T)(u/) = (7z1.1\"(1‘)((‘ - (]<1>(1>) - (711.11'/(T><(’> - <1)(1) - '<1>)<(>

(1) .

2wt p(T)(0) — ((T) — r(T))(v) =w +(T)(v).

Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,
cuwrw(T) (') = MT)(cow (T(') = MT)(w +r(T)(v)),

mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que

gr(h) + gx(r) > gr(eow) = gr(my) > gr(cww)
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.

Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos

Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) = gr(cww) e

Cu,W’(T)(u/) = (7z1.1\"(1‘)((‘ - (]<1>(1>) - (711.11'/(T><(’> - <1)(1) - '<1>)<(>

(1) .

2wt p(T)(0) — ((T) — r(T))(v) =w +(T)(v).

Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,
cuwrw(T) (') = MT)(cow (T(') = MT)(w +r(T)(v)),

mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que

ex(h) + gr(r) > grlcow) = gx(ma) > gr(caw) = gr(h) + grlcam)
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) > grcww) e

CU,W/(T)(U/) =cuw (T)(u—q(T)(v)) = cyw (T)(u) — (p(T) — r(T))(v)
2w+ p(T)(0) — (p(T) — +(T))(v) =0 + r(T)(v).

Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,

cww (T) (') = W(T)(cyw (T (1)) = M(T)(w + r(T)(v)),
mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que

(3)
gr(h) +gr(r) = gr(co,w) = gr(mv) = gr(cw,w) = gr(h) + gr(cu,w’)
e, portanto, gr(r) > gr(c, w), gerando uma contradigao.
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) > gr(cww) e
CU,W/(T)(U/) =cuw (T)(u—q(T)(v)) = cyw (T)(u) — (p(T) — r(T))(v)
2w+ p(T)(0) — (P(T) — (1)) (v) =w + r(T)(w).
Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,
cuwrw(T) (') = MT)(cow (T(') = MT)(w +r(T)(v)),
mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que
®3)
gr(h) +gr(r) = gr(co,w) = gr(me) = gr(cw,w) = gr(h) + gr(cu,wr)

e, portanto, gr(r) > gr(c, w), gerando uma contradigao. Assim,
mostramos a primeira afirmacao em (2).
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,
(3) gr(my) = gr(cww) e
Cu,W’(T)(u/) = (7z1.1\"(1‘)((‘ - (]<1>(1>) - (711.11'/(T><(’> - <1)(1) - '<1>)<(>
(1) .
2wt p(T)(0) — ((T) — r(T))(v) =w +(T)(v).
Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,
cuwrw(T) (') = MT)(cow (T(') = MT)(w +r(T)(v)),
mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que
®3)
gr(h) + gr(r) > gr(cv,W) = gr(mv) > gr(cu’,W) = gr(h) + gr(cu,W’)

e, portanto, gr(r) > gr(c, w), gerando uma contradigao. Assim,
mostramos a primeira afirmagao em (2). A segunda agora segue pois

e (T)(W) =w+r(T)(v) =w e W,
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,
(3) gr(my) = gr(cww) e
Cu,W’(T)(u/) = (7z1.1\"(1‘)((‘ - (]<1>(1>) - (711.11'/(T><(’> - <1)(1) - '<1>)<(>
(1) .
2wt p(T)(0) — ((T) — r(T))(v) =w +(T)(v).
Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,
cuwrw(T) (') = MT)(cow (T(') = MT)(w +r(T)(v)),
mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que
®3)
gr(h) + gr(r) > gr(cv,W) = gr(mv) > gr(cu’,W) = gr(h) + gr(cu,W’)

e, portanto, gr(r) > gr(c, w), gerando uma contradigao. Assim,
mostramos a primeira afirmagao em (2). A segunda agora segue pois

o (1)) = w4+ r(T)(v) = w € W,
mostrando que ¢, w+ € Cr (W).
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Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) = gr(cww) e

Cu,W’(T)(ul> = (711.1\"(1‘)((1 - (]<T>(['>) - (711.\1'/(1‘)01) - <1)(1) - "<T))<(‘>

2w+ p(1) (W) — (p(T) — (T))(v) =w + r(T)(w).

Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,

cww (T) (') = W(T)(cyw (T (1)) = M(T)(w + r(T)(v)),
mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que

@)
gr(h) +gr(r) = gr(cow) = gr(my) = gr(cw,w) = gr(h) + gr(cu,w)
e, portanto, gr(r) > gr(c, w), gerando uma contradigao. Assim,
mostramos a primeira afirmagao em (2). A segunda agora segue pois

o ()W) = w+ 1(T)(0) = w € W,
mostrando que ¢,y € €7, (W). Sendo W T-adm., 3w’ € W t.q.
cu,w (T) (W) = eyw(T)(u')



Para mostrar (2), escreva a divisao de p por ¢, w: p = qeywr + 7.
Seja v’ =u—q(T)(v) € V\ W e note que, pelo Lema 8.2.4, temos
Cuw' = Gy . Além disso, pela parte (a) e escolha de v,

(3) gr(my) = gr(cww) e

Cu,W’(T)(ul> = (711.1\"(1‘)((1 - (]<T>(['>) - (711.\1'/(1‘)01) - <1)(1) - "<T))<(‘>

2w+ p(1) (W) — (p(T) — (T))(v) =w + r(T)(w).

Por outro lado, 3 h € P(F) t.q. ¢y w = heyw wr = heywr. Assim,

cww (T) (') = W(T)(cyw (T (1)) = M(T)(w + r(T)(v)),
mostrando que hr € €7,(W). Se fosse r # 0, seguiria que

@)
gr(h) +gr(r) = gr(cow) = gr(my) = gr(cw,w) = gr(h) + gr(cu,w)
e, portanto, gr(r) > gr(c, w), gerando uma contradigao. Assim,
mostramos a primeira afirmagao em (2). A segunda agora segue pois

o ()W) = w+ 1(T)(0) = w € W,
mostrando que ¢,y € €7, (W). Sendo W T-adm., 3w’ € W t.q.
cuw (T)(w') = cyw (T)(u) = w. O
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Exist

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V'
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W' :=37", Or(v;) é direta
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W' :=37", Cp(v;) é diretae V=W o W’
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,
Q@ My, |my, V1< j<m.
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,
Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por inducao em k := dim(V') — dim(W) > 1.

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,
Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por indugao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é
imediato da Proposicao 8.2.5(a).
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,
Q@ My, |my, V1< j<m.
Dem.: Por indugao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é

imediato da Proposicao 8.2.5(a). Neste caso, m =1 e v; = v/ dado pela
Proposigao 8.2.5(a) é um autovetor.
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,

Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por indugao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é
imediato da Proposicao 8.2.5(a). Neste caso, m =1 e v; = v/ dado pela

Proposigao 8.2.5(a) é um autovetor. Suponha que k > 1 e, por hipdtese
de inducao

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,
Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por indugao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é
imediato da Proposicao 8.2.5(a). Neste caso, m =1 e v; = v/ dado pela
Proposigao 8.2.5(a) é um autovetor. Suponha que k > 1 e, por hipdtese

de inducao, que o teorema seja valido para qualquer subespaco
T-admissivel U de V satisfazendo dim(V') — dim(U) < k.
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,
Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por inducao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é
imediato da Proposicao 8.2.5(a). Neste caso, m =1 e v; = v/ dado pela
Proposigao 8.2.5(a) é um autovetor. Suponha que k > 1 e, por hipdtese
de inducao, que o teorema seja valido para qualquer subespaco
T-admissivel U de V satisfazendo dim(V') — dim(U) < k. Escolha v;
como na Proposicao 8.2.5(b)
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,
Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por inducao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é
imediato da Proposicao 8.2.5(a). Neste caso, m =1 e v; = v/ dado pela
Proposigao 8.2.5(a) é um autovetor. Suponha que k > 1 e, por hipdtese
de inducao, que o teorema seja valido para qualquer subespaco
T-admissivel U de V satisfazendo dim(V') — dim(U) < k. Escolha v;
como na Proposicao 8.2.5(b) (que existe pela Proposigao 8.2.5(a))
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,

Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por inducao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é
imediato da Proposicao 8.2.5(a). Neste caso, m =1 e v; = v/ dado pela
Proposigao 8.2.5(a) é um autovetor. Suponha que k > 1 e, por hipdtese
de inducao, que o teorema seja valido para qualquer subespaco
T-admissivel U de V satisfazendo dim(V') — dim(U) < k. Escolha v;
como na Proposigao 8.2.5(b) (que existe pela Proposigao 8.2.5(a)) e
seja U =W & Cr(v;)

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,

Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por inducao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é
imediato da Proposicao 8.2.5(a). Neste caso, m =1 e v; = v/ dado pela
Proposigao 8.2.5(a) é um autovetor. Suponha que k > 1 e, por hipdtese
de inducao, que o teorema seja valido para qualquer subespaco
T-admissivel U de V satisfazendo dim(V') — dim(U) < k. Escolha v;
como na Proposigao 8.2.5(b) (que existe pela Proposigao 8.2.5(a)) e
seja U = W @ Cp(v1) que satisfaz a hip6tese de indugao.
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,
Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por inducao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é
imediato da Proposicao 8.2.5(a). Neste caso, m =1 e v; = v/ dado pela
Proposigao 8.2.5(a) é um autovetor. Suponha que k > 1 e, por hipdtese
de inducao, que o teorema seja valido para qualquer subespaco
T-admissivel U de V satisfazendo dim(V') — dim(U) < k. Escolha v;
como na Proposigao 8.2.5(b) (que existe pela Proposigao 8.2.5(a)) e
seja U = W @ Cp(v1) que satisfaz a hipétese de inducao. Logo, existem
vetores vy, ..., Uy t.q. V=U @ Cp(va) @ -+ @ Cr(vy,) e

My, Mo, V2 <5 <m.
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Dem. do TDC - Existeéncia

TDC - Versao “mais forte” - Existéncia

Se W é subespaco préprio e T-admissivel de V, existem m € Zx>; e
V1,..., Uy, € V\ {0} satisfazendo

@ Asoma W':=37", Cr(v;) é diretae V=WoW,
Q@ My, |my, V1< j<m.

Dem.: Por inducao em k := dim(V) —dim(W) > 1. Se k=1, é
imediato da Proposicao 8.2.5(a). Neste caso, m =1 e v; = v/ dado pela
Proposigao 8.2.5(a) é um autovetor. Suponha que k > 1 e, por hipdtese
de inducao, que o teorema seja valido para qualquer subespaco
T-admissivel U de V satisfazendo dim(V') — dim(U) < k. Escolha v;
como na Proposigao 8.2.5(b) (que existe pela Proposigao 8.2.5(a)) e
seja U = W @ Cp(v1) que satisfaz a hipétese de inducao. Logo, existem
vetores vy, ..., Uy t.q. V=U @ Cp(va) @ -+ @ Cr(vy,) e

My, |Me; V2 < j <m. O Lema 8.2.6 garante que 1y, |1, . O
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m, € mg(,).

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,

my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) =0
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7).
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0.
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7
Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v).
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
SloT=ToS™!
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

() (T)(®) = mu(T)(S~1(w))
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (1) (v) = ma(T) (S~ (u) = S (mu(T)(w))
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (T)(v) = mu(T) (S~ (u) = S~ (mu(T)(u)) = 0. O
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (T)(v) = mu(T) (S~ (u) = S~ (mu(T)(u)) = 0. O

Lema 8.2.8
Se feP(F),veV
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (T)(v) = mu(T) (S~ (u) = S~ (mu(T)(u)) = 0. O

Lema 8.2.8
Se f e P(F),veV,u= f(T)(v)
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (T)(v) = mu(T) (S~ (u) = S~ (mu(T)(u)) = 0. O

Lema 8.2.8
Se f € P(F),v € V,u= f(T)(v) e p = mde(f, m,)
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (T)(v) = mu(T) (S~ (u) = S~ (mu(T)(u)) = 0. O

Lema 8.2.8
Se f € P(F),v e V,u= f(T)(v) e p=mdc(f,my), vale m, = p my,.
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S™loT =T085"1, temos

M) (T)(v) = mu(T) (S (u) = S~ (my(T)(u)) = 0. O
Lema 8.2.8
Se f € P(F),v e V,u= f(T)(v) e p=mdc(f,my), vale m, = p my,.

Dem.: Spg, podemos supor que V = Cp(v)
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (T)(v) = mu(T) (S~ (u) = S~ (mu(T)(u)) = 0. O

Lema 8.2.8
Se f € P(F),v e V,u= f(T)(v) e p=mdc(f,my), vale m, = p my,.

Dem.: Spg, podemos supor que V = Cp(v) (caso contrario, aplique o
argumento a seguir ao operador 7" induzido por T em Cp(v)).
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (T)(v) = mu(T) (S~ (u) = S~ (mu(T)(u)) = 0. O

Lema 8.2.8
Se f € P(F),v e V,u= f(T)(v) e p=mdc(f,my), vale m, = p my,.

Dem.: Spg, podemos supor que V = Cp(v) (caso contrario, aplique o
argumento a seguir ao operador 7" induzido por T em Cp(v)).
Suponha primeiro que f e m, sejam relativamente primos
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S™loT =T085"1, temos

M) (T)(v) = mu(T) (S (u) = S~ (my(T)(u)) = 0. O
Lema 8.2.8
Se f € P(F),v e V,u= f(T)(v) e p=mdc(f,my), vale m, = p my,.
Dem.: Spg, podemos supor que V = Cp(v) (caso contrario, aplique o

argumento a seguir ao operador 7" induzido por T em Cp(v)).
Suponha primeiro que f e m, sejam relativamente primos e mostremos

que My, = My.
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S™loT =T085"1, temos

M) (T)(v) = mu(T)(S™H () = S™Hmu(T)(w)) = 0. O
Lema 8.2.8
Se f € P(F),v e V,u= f(T)(v) e p=mdc(f,my), vale m, = p my,.
Dem.: Spg, podemos supor que V = Cp(v) (caso contrario, aplique o
argumento a seguir ao operador 7" induzido por T em Cp(v)).

Suponha primeiro que f e m, sejam relativamente primos e mostremos
que my, =my. Se S = f(T'), entdo SoT =T 0o S
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (T)(v) = mu(T)(S™H () = S™Hmu(T)(w)) = 0. O
Lema 8.2.8
Se f € P(F),v e V,u= f(T)(v) e p=mdc(f,my), vale m, = p my,.
Dem.: Spg, podemos supor que V = Cp(v) (caso contrario, aplique o
argumento a seguir ao operador 7" induzido por T em Cp(v)).
Suponha primeiro que f e m, sejam relativamente primos e mostremos
que my = my. Se S = f(T), entdao SoT =T o S e segue do Lema 8.1.6
que S ¢é bijetora (pois dim(V') < 00).
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Polinomio Minimo da Imagem de um Vetor

Lema 8.2.7

Sejam S, T € Endp(V') e suponha que S seja invertivel e SoT =T o S.
Entao, mr g(,) = mr,, para todo v € V.

Dem.: Simplificando, escrevamos m,, e mg,). Por um lado,
my(T)(S(v)) = S(my(T)(v)) = 0, mostrando que mg,|m, (Exercicio
8.1.7). Resta mostrar que mg,)(T)(v) = 0. Seja u = S(v). Como
S loT =T0S8"! temos

M) (T)(v) = mu(T)(S™H () = S™Hmu(T)(w)) = 0. O
Lema 8.2.8
Se f € P(F),v e V,u= f(T)(v) e p=mdc(f,my), vale m, = p my,.
Dem.: Spg, podemos supor que V = Cp(v) (caso contrario, aplique o
argumento a seguir ao operador 7" induzido por T em Cp(v)).
Suponha primeiro que f e m, sejam relativamente primos e mostremos

que my, =my. Se S = f(T'), entdo SoT =T o S e segue do Lema 8.1.6
que S é bijetora (pois dim(V) < 00). A conclusao segue do Lema 8.2.7.
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Suponha agora que f seja primo.
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior.
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f,m,)
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e

precisamos mostrar que m,, = g com g = %
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (9./)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (9./)(T)(v) = my(T)(v) = 0,

mostrando que my,|g.
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).

Mas veja que

(muf)(T)(v) = mu(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).

Mas veja que
(muf)(T)(v) = mu(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

mostrando que my,|my, f
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(muf)(T)(v) = mu(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,
mostrando que mv]mu f e, portanto,
gr(my) < gr(my) + gr(f),

gerando uma contradicao.
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(muf)(T)(v) = mu(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,
mostrando que mv]mu f e, portanto,
gr(my) < gr(my) + gr(f),

gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(M f)(T)(v) = ma(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

mostrando que mv]mu f e, portanto,

gr(my) < gr(my) + gr(f),
gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
Suponha gr(f) > 1
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(M f)(T)(v) = ma(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

mostrando que mv]mu f e, portanto,

gr(my) < gr(my) + gr(f),
gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
Suponha gr(f) > 1 e sejam h um fator irredutivel de f
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(M f)(T)(v) = ma(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

mostrando que mv]mu f e, portanto,

gr(my) < gr(my) + gr(f),
gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
Suponha gr(f) > 1 e sejam h um fator irredutivel de f, g € P(F) tal

que hg = f
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(M f)(T)(v) = ma(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

mostrando que mv]mu f e, portanto,

gr(my) < gr(my) + gr(f),
gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
Suponha gr(f) > 1 e sejam h um fator irredutivel de f, g € P(F) tal

que hg = f,u' = g(T)(v),
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(M f)(T)(v) = ma(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

mostrando que mv]mu f e, portanto,

gr(my) < gr(my) + gr(f),
gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
Suponha gr(f) > 1 e sejam h um fator irredutivel de f, g € P(F) tal

que hg = f,u' = g(T)(v),q = mdc(g, m,)
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(M f)(T)(v) = ma(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

mostrando que mv]mu f e, portanto,

gr(my) < gr(my) + gr(f),
gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
Suponha gr(f) > 1 e sejam h um fator irredutivel de f, g € P(F) tal
que hg = f,u' = g(T)(v),q = mdc(g, my) e 7 = mde(h, my).
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(M f)(T)(v) = ma(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

mostrando que mv]mu f e, portanto,

gr(my) < gr(my) + gr(f),
gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
Suponha gr(f) > 1 e sejam h um fator irredutivel de f, g € P(F) tal
que hg = f,u' = g(T)(v),q = mde(g,m,) e r = mde(h, m,). Note que
u=h(T)).
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(M f)(T)(v) = ma(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,

mostrando que mv]mu f e, portanto,

gr(my) < gr(my) + gr(f),
gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
Suponha gr(f) > 1 e sejam h um fator irredutivel de f, g € P(F) tal
que hg = f,u' = g(T)(v),q = mde(g,m,) e r = mde(h, m,). Note que
u = h(T)(u'). Por hipdtese de indugao, temos

My = q My e My =T My
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Suponha agora que f seja primo. Se f nao dividir m,, mdc(f, m,) =1
e voltamos ao caso anterior. Caso contrario, f = mdc(f, m,) e
precisamos mostrar que m, = g com g = % Por um lado,

9(T)(u) = g(T)(f(T)(v)) = (gf)(T)(v) = my(T)(v) = 0,
mostrando que my|g. Se fosse m,, # g, terfamos
gr(mu) < gr(g) = gr(my) — gr(f).
Mas veja que
(muf)(T)(v) = mu(T)(f(T)(v)) = mu(T)(u) = 0,
mostrando que mv]'mu f e, portanto,
gr(my) < gr(my) + gr(f),

gerando uma contradicao.

Procedamos por indugao em gr(f) > 1, que comega pelo caso anterior.
Suponha gr(f) > 1 e sejam h um fator irredutivel de f, g € P(F) tal
que hg = f,u' = g(T)(v),q = mde(g,m,) e r = mde(h, m,). Note que
u = h(T)(u'). Por hipdtese de indugao, temos

My = q My e My =T My
As propriedades de mdc implicam que g r = p. []
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Dem. do TDC - Unicidade
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unic

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V'
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam

@ Assomas W':=37"", Cr(v;) e W= 2321 Cr(u;) sao diretas
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam

@ Assomas W':=37"", Cr(v;) e W= Zz-:l Cr(u;) sao diretas;
Q@ V=WoW =WoW”

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam

@ Assomas W':=37"", Cr(v;) e W= Zz-:l Cr(u;) sao diretas;
Q@ V=WoW =WaoeW"
Q My My, V1< j<m,emy,,  |my, V1<j5 <l
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam

@ Assomas W':=37"", Cr(v;) e W= Zz-:l Cr(u;) sao diretas;
Q@ V=WoW =WaoeW"
Q My My, V1< j<m,emy,,  |my, V1<j5 <l

Entaol=me My; = My, para todo 1 < j < m.
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam

@ Assomas W':=37"", Cr(v;) e W= Zz-:l Cr(u;) sao diretas;
Q@ V=WoW =WaoeW"
Q My My, V1< j<m,emy,,  |my, V1<j5 <l

Entaol=me My; = My, para todo 1 < j < m.

Dem.: Suponha m <
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam

@ Assomas W':=37"", Cr(v;) e W= Zz-:l Cr(u;) sao diretas;
Q@ V=WoW =WaoeW"
Q My My, V1< j<m,emy,,  |my, V1<j5 <l

Entaol=me My; = My, para todo 1 < j < m.

Dem.: Suponha m <[ e note que | = m segue se mostrarmos

(4) My = My,

para todo 1<j57<m.

J
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam

@ Assomas W':=37"", Cr(v;) e W= Zz-:l Cr(u;) sao diretas;
Q@ V=WoW =WaoeW"
Q My My, V1< j<m,emy,,  |my, V1<j5 <l

Entaol=me My; = My, para todo 1 < j < m.

Dem.: Suponha m <[ e note que | = m segue se mostrarmos
(4) My,

De fato, essas igualdades implicam que

pry mUJ

para todo 1<j57<m.

J

dim(V) = dim(W) + _ dim(Cr(v;))

=1
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam

@ Assomas W':=37"", Cr(v;) e W= Zz-:l Cr(u;) sao diretas;
Q@ V=WoW =WaoeW"
Q My My, V1< j<m,emy,,  |my, V1<j5 <l

Entaol=me My; = My, para todo 1 < j < m.

Dem.: Suponha m <[ e note que | = m segue se mostrarmos
(4) My,

De fato, essas igualdades implicam que

= My, para todo 1<j57<m.

J J

dim(V) = dim(W) + ) dim(Cr(v))) = dim(W) + > _ dim(Cr(u;)),

=1 i=1
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Dem. do TDC - Unicidade

TDC - Versao “mais forte” - Unicidade

Seja W subespago proprio e T-admissivel de V' e suponha que
V1, .oy Um € V\{0} e ug,...,u; € V'\ {0} satisfacam

@ Assomas W':=37"", Cr(v;) e W= 2321 Cr(u;) sao diretas;
Q@ V=WoW =WaoeW"
Q My My, V1< j<m,emy,,  |my, V1<j5 <l

Entaol=me My; = My, para todo 1 < j < m.

Dem.: Suponha m <[ e note que | = m segue se mostrarmos
(4) My,

De fato, essas igualdades implicam que

pry mUJ

para todo 1<j57<m.

J

dim(V) = dim(W) + ) dim(Cr(v))) = dim(W) + > _ dim(Cr(u;)),

=1 =1
J J
e, portanto, nao pode haver mais parcelas na segunda decomposicao.
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Para mostrar (4), considere S; = m, (T),1 < j <m.
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

Sl(W) = Sl(W) S Sl(CT(Ul)) ©---D S1(CT(UZ)).
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

Sl(W) = Sl(W) S Sl(CT(Ul)) ©---D S1(CT(UZ)).
Assim, my, (T)(u1) =0
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

Sl(W) = Sl(W) S Sl(CT(Ul)) ©---D S1(CT(UZ)).

Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, [my, .
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

S1 (W) =51(W) @ S1(Cr(u1)) @ --- & S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |y,
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my,, [my,, e, portanto, my, = my,.
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada.
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada. Caso contrério, aplique S = m,,(7") para obter

SQ(W) D SQ(CT(Ul)) = SQ(W) D SQ(CT(U1)) DD SQ(CT(UZ)).
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada. Caso contrério, aplique S = m,,(7") para obter

SQ(W) D SQ(CT(Ul)) = SQ(W) D SQ(CT(Ul)) DD SQ(CT(UZ)).
Como f(T)(Cr(v)) =Cr(f(T)(v))V f € P(F),v eV (Exer. 8.1.10)
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada. Caso contrério, aplique S = m,,(7") para obter

SQ(W) D SQ(CT(Ul)) = SQ(W) D SQ(CT(Ul)) DD SQ(CT(UZ)).
Como f(T)(Cr(v)) =Cr(f(T)(v)) ¥V f € P(F),v € V (Exer. 8.1.10),
So(W) @ Cr(S2(v1)) = S2(W) & Cr(S2(u1)) & -+ - & O (Sa2(wr)).
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter
SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).

Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada. Caso contrério, aplique S = m,,(7") para obter

SQ(W) ) SQ(CT(Ul)) = SQ(W) ) SQ(CT(Ul)) - D SQ(CT(UZ)).
Como f(T)(Cr(v)) =Cr(f(T)(v)) ¥V f € P(F),v € V (Exer. 8.1.10),

So(W) @ Cr(S2(v1)) = S2(W) © Cr(Sa2(u1)) ® - - ® Cr(S2(w)).

mvl
mv2

Pelo Lema 8.2.8, mg,(,,) =
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada. Caso contrério, aplique S = m,,(7") para obter

SQ(W) D SQ(CT(Ul)) = SQ(W) D SQ(CT(Ul)) DD SQ(CT(UZ)).
Como f(T)(Cr(v)) =Cr(f(T)(v)) ¥V f € P(F),v € V (Exer. 8.1.10),
So(W) @ Cr(S2(v1)) = S2(W) & Cr(S2(u1)) & -+ - & O (Sa2(wr)).

Pelo Lema 8.2.8, mg,(,,) = Moy — Mg

Myy Muy
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada. Caso contrério, aplique S = m,,(7") para obter

SQ(W) D SQ(CT(Ul)) = SQ(W) D SQ(CT(Ul)) DD SQ(CT(UZ)).
Como f(T)(Cr(v)) =Cr(f(T)(v)) ¥V f € P(F),v € V (Exer. 8.1.10),
So(W) @ Cr(S2(v1)) = S2(W) & Cr(S2(u1)) & -+ - & O (Sa2(wr)).

Pelo Lema 8.2.8, Mg, ) = jit = 1 = mg, ).
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter
SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada. Caso contrério, aplique S = m,,(7") para obter
SQ(W) ) SQ(CT(Ul)) = SQ(W) ) SQ(CT(Ul)) - D SQ(CT(UZ)).
Como f(T)(Cr(v)) =Cr(f(T)(v)) ¥V f € P(F),v € V (Exer. 8.1.10),
S2(W) ® Cr(S2(v1)) = S2(W) @ Cr(S2(u1)) @ -+ - & Cp(Sz(wr)).
My Muy

Pelo Lema 8.2.8, mg,(,,) = Ty = s
dim(C7(S2(v1))) = dim(Cr(S2(w1)))

M8y (uy)- 10O,
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter

SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).
Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada. Caso contrério, aplique S = m,,(7") para obter

SQ(W) D SQ(CT(Ul)) = SQ(W) D SQ(CT(Ul)) DD SQ(CT(UZ)).
Como f(T)(Cr(v)) =Cr(f(T)(v)) ¥V f € P(F),v € V (Exer. 8.1.10),
So(W) @ Cr(S2(v1)) = S2(W) & Cr(S2(u1)) & -+ - & O (Sa2(wr)).

Moyy Muy

Pelo Lema 8.2.8, mg,(,,) = Ty = s
dim(C7(S2(v1))) = dim(Cr(S2(w1)))
e CT(SQ(UJ)) = {O} V] > 2.
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Para mostrar (4), considere S; = m,,(T),1 < j <m. Aplique S; a
ambas as decomposicoes para obter
SIW) =81 (W)@ S1(Cr(ur)) @ - ® S1(Cr(w)).

Assim, my, (T)(u1) = 0, mostrando que my,, |m,,. Analogamente,
concluimos que my, |my,, e, portanto, m,, = m,,. Se m =1, (4) fica
demonstrada. Caso contrério, aplique S = m,,(7") para obter

SQ(W) ) SQ(CT(Ul)) = SQ(W) ) SQ(CT(U1)) - D SQ(CT(UZ)).
Como f(T)(Cr(v)) =Cr(f(T)(v)) ¥V f € P(F),v € V (Exer. 8.1.10),

So(W) @ Cr(S2(v1)) = S2(W) © Cr(Sa2(u1)) ® - - ® Cr(S2(w)).

Pelo Lema 8.2.8, mg,(,,) = Moy My

mv2 mv2

dim(CT(SQ(Ul))) = dlm(CT(S2(u1)))
e Cr(S2(uj)) = {0} V j > 2. Assim, m, (T)(u2) = Sa(u2) =0,

mostrando que My, |m,,. Analogamente, concluimos que my,, |, e,

M8y (uy)- 10O,

portanto, my, = My,.

Procedendo recursivamente usando os demais Sj, (4) é verificada. [
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obtenha uma decomposicao de cada V; como no TDC:
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Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).
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Considere a decomposicao T-primariade V, V=V ®--- PV, e
obtenha uma decomposicao de cada V; como no TDC:
Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).

- k .
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TDP + TDC = TDJ

Considere a decomposicao T-primariade V, V=V ®--- PV, e
obtenha uma decomposicao de cada V; como no TDC:
Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).

- k .
Entao, m,, ; = p;"’

fator primo de mqy.

com k;1 > --- > k;y,, sendo p; o correspondente

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



TDP + TDC = TDJ

Considere a decomposicao T-primariade V, V=V ®--- PV, e
obtenha uma decomposicao de cada V; como no TDC:
Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).

- ki i
Entao, My, ; = p;”’ com ki1 > --- > ki, sendo p; o correspondente

fator primo de my. Segue que

m
V= @ @ CT(UZ'J')

i=1 j=1
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Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).

- ki i
Entao, My, ; = D; 7 com ki1 > --- > k;y,, sendo p; o correspondente
fator primo de my. Segue que

V=DDry)
i=1 j=1

Se p; =t — \; V 4, para cada v; ;, construa o correspondente T-ciclo de
Jordan como na primeira pagina
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Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).
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TDP + TDC = TDJ

Considere a decomposicao T-primariade V, V=V ®--- PV, e
obtenha uma decomposicao de cada V; como no TDC:
Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).

- ki i
Entao, My, ; = p;”’ com ki1 > --- > ki, sendo p; o correspondente

fator primo de my. Segue que
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Jordan como na primeira pagina ~ _#Z; ;. Assim, # = U;; #; ; é base
de Jordan de V com respeito a T'.
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Considere a decomposicao T-primariade V, V=V ®--- PV, e
obtenha uma decomposicao de cada V; como no TDC:
Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).
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Entao, My, ; = p;”’ com ki1 > --- > ki, sendo p; o correspondente

fator primo de my. Segue que l
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V= @ @ CT(UZ'J')
i=1 j=1
Se p; =t — \; V 4, para cada v; ;, construa o correspondente T-ciclo de
Jordan como na primeira pagina ~ _#Z; ;. Assim, # = U;; #; ; é base
de Jordan de V com respeito a T'.

Reciprocamente, supondo que existe base de Jordan com respeito a T
para V

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



TDP + TDC = TDJ

Considere a decomposicao T-primariade V, V=V ®--- PV, e
obtenha uma decomposicao de cada V; como no TDC:
Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).

- ki i
Entao, My, ; = p;”’ com ki1 > --- > ki, sendo p; o correspondente

fator primo de my. Segue que l
m i
V= @ @ CT(UZ'J')
i=1 j=1
Se p; =t — \; V 4, para cada v; ;, construa o correspondente T-ciclo de
Jordan como na primeira pagina ~ _#Z; ;. Assim, # = U;; #; ; é base
de Jordan de V com respeito a T'.

Reciprocamente, supondo que existe base de Jordan com respeito a T
para V e utilizando uma tal base para calcular cr, conclui-se que

gr(p;) =1Vi.
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TDP + TDC = TDJ

Considere a decomposicao T-primariade V, V=V ®--- PV, e
obtenha uma decomposicao de cada V; como no TDC:
Vi=Cr(vip)® - ®Cr(viy,).

- ki i
Entao, My, ; = p;”’ com ki1 > --- > ki, sendo p; o correspondente

fator primo de my. Segue que l
m i
V= @ @ CT(UZ'J')
i=1 j=1
Se p; =t — \; V 4, para cada v; ;, construa o correspondente T-ciclo de
Jordan como na primeira pagina ~ _#Z; ;. Assim, # = U;; #; ; é base
de Jordan de V com respeito a T'.

Reciprocamente, supondo que existe base de Jordan com respeito a T
para V e utilizando uma tal base para calcular cr, conclui-se que

gr(p;) =1Vi.

Estude a demonstracao da Proposicao 8.2.11.
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Dados operadores S, T € Endp(V), diz-se que S e T sao semelhantes se
existirem bases a e 8 de V tais que
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Semelhanca,

Dados operadores S, T € Endp(V), diz-se que S e T sao semelhantes se
existirem bases a e 8 de V tais que [S]S = [T}g

«
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existirem bases a e 8 de V tais que [S]$ = [T }g (E relacdo de equiv..)

«

A. Moura MMT719 - Bases Ciclicas



Semelhanca,

Dados operadores S, T € Endp(V), diz-se que S e T sao semelhantes se
«

existirem bases a e § de V tais que [S]¢ = [T }g (E relacdo de equiv..)

«

Teorema

S e T sao semelhantes se, e somente se, possuirem a mesma FCR.
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Semelhanca,

Dados operadores S, T € Endp(V), diz-se que S e T sao semelhantes se
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S e T sao semelhantes se, e somente se, possuirem a mesma FCR. Se T’
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Dadas matrizes A, B € M, (FF)
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Dados operadores S, T € Endp(V), diz-se que S e T sao semelhantes se

existirem bases a e § de V tais que [S]¢ = [T }g (E relacdo de equiv..)
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S e T sao semelhantes se, e somente se, possuirem a mesma FCR. Se T’
possuir FCJ, entao S ~ T se, e sé se, possuir a mesma FCJ de T

Dadas matrizes A, B € M,,(F), A e B sao ditas semelhantes sobre F se
existirem 7' € Endp(F™) e bases a e § de F" tais que

A=[T)5eB =T
Assim, podemos definir FCR e FCJ de uma matriz como sendo a
correspondente FC de T
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correspondente FC de T'. Equivalentemente, A ~ B sobre F se

3 Pe M,(F) tq B=PAP™L.
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correspondente FC de T'. Equivalentemente, A ~ B sobre F se

3 Pe M,(F) tq B=PAP™L.
Se K é subcorpo de F
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«

Teorema

S e T sao semelhantes se, e somente se, possuirem a mesma FCR. Se T’
possuir FCJ, entao S ~ T se, e sé se, possuir a mesma FCJ de T

Dadas matrizes A, B € M,,(F), A e B sao ditas semelhantes sobre F se
existirem 7' € Endp(F™) e bases a e § de F" tais que

A=[T)5eB =T
Assim, podemos definir FCR e FCJ de uma matriz como sendo a
correspondente FC de T'. Equivalentemente, A ~ B sobre F se

3 Pe M,(F) tq B=PAP™L.

Se K é subcorpo de F, pode ser que A e B sejam semelhantes sobre T,
mas nao sobre K.
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Dados operadores S, T € Endp(V), diz-se que S e T sao semelhantes se

existirem bases a e § de V tais que [S]¢ = [T }g (E relacdo de equiv..)

«

Teorema

S e T sao semelhantes se, e somente se, possuirem a mesma FCR. Se T’
possuir FCJ, entao S ~ T se, e sé se, possuir a mesma FCJ de T

Dadas matrizes A, B € M,,(F), A e B sao ditas semelhantes sobre F se
existirem 7' € Endp(F™) e bases a e § de F" tais que

A=[T)5eB =T
Assim, podemos definir FCR e FCJ de uma matriz como sendo a
correspondente FC de T'. Equivalentemente, A ~ B sobre F se

3 Pe M,(F) tq B=PAP™L.

Se K é subcorpo de F, pode ser que A e B sejam semelhantes sobre T,

mas nao sobre K.
Exercicio: Sejam A, B € M, (K) C M, (F). Determine se é V ou F: A
e B sdo semelhantes sobre K se, e s6 se, o forem sobre F.
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