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distintos de my em P(F).
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todos os elementos de Az. (chamado de polinémio minimo de 7T')

Teorema da Decomposi¢ao Primaria (TDP)

Suponha que Ap # {0} e sejam py, ..., py, os fatores irredutiveis
distintos de mp em P(F). Se k; é a multiplicidade de p; em mr, temos
1 m

Os polinémios p?j sao chamados de fatores primarios (fp) de T e V x; é
P;
dito um subespago T-primério de V.
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Diagonalizacao e Subespacos Invariantes
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)\i 7& )\j se ¢ 75]

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Diagonalizacao e Subespacos Invariantes

Se V.="P(F) e T é o operador f(t)— tf(t), Ar = {0}. (Ex. 8.1.5)
Se Ar = {0}, define-se mp = 0. Segue que V = V.

Corolério

T é diagonalizavel se, e sé se, seus fatores primarios tiverem grau 1.

Dem. de <: Se os fp tiverem grau 1, temos mr = [/, (¢t — A;) com
Ai # Ajse i # j, e o TDP diz que V' ¢ soma de autoespacos:
V=Vix® - &Vi,

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Diagonalizacao e Subespacos Invariantes

Se V.="P(F) e T é o operador f(t)— tf(t), Ar = {0}. (Ex. 8.1.5)
Se Ar = {0}, define-se mp = 0. Segue que V = V.

Corolario

T é diagonalizavel se, e sé se, seus fatores primarios tiverem grau 1.

Dem. de <: Se os fp tiverem grau 1, temos mr = [/, (¢t — A;) com
Ai # Ajse i # j, e o TDP diz que V' ¢ soma de autoespacos:
V=Vix®& &V,

Um subespaco W de V' é dito T-invariante se T'(W) C W.

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Diagonalizacao e Subespacos Invariantes

Se V.="P(F) e T é o operador f(t)— tf(t), Ar = {0}. (Ex. 8.1.5)
Se Ar = {0}, define-se mp = 0. Segue que V = V.

Corolario

T é diagonalizavel se, e sé se, seus fatores primarios tiverem grau 1.

Dem. de <: Se os fp tiverem grau 1, temos mr = [/, (¢t — A;) com
Ai # Ajse i # j, e o TDP diz que V' ¢ soma de autoespacos:
V=Vix®& &V,

Um subespaco W de V' é dito T-invariante se T'(W) C W.
Em particular, a restricao de 7" a W induz um operador linear em W
dado por w — T'(w) para todo w € W.

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Diagonalizacao e Subespacos Invariantes

Se V.="P(F) e T é o operador f(t)— tf(t), Ar = {0}. (Ex. 8.1.5)
Se Ap = {0}, define-se mp = 0. Segue que V = V..

Corolario

T é diagonalizavel se, e sé se, seus fatores primarios tiverem grau 1.

Dem. de <: Se os fp tiverem grau 1, temos mr = [/, (¢t — A;) com
Ai # Ajse i # j, e o TDP diz que V' ¢ soma de autoespacos:
V=Vix®& &V,

Um subespaco W de V' é dito T-invariante se T'(W) C W.
Em particular, a restricao de 7" a W induz um operador linear em W
dado por w — T'(w) para todo w € W.

Lema 8.1.1
Se S € Endp(V) satisfaz SoT =T o S, Vg é T-invariante.

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Diagonalizacao e Subespacos Invariantes

Se V.="P(F) e T é o operador f(t)— tf(t), Ar = {0}. (Ex. 8.1.5)
Se Ap = {0}, define-se mp = 0. Segue que V = V..

Corolario
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V=Vix®& &V,

Um subespaco W de V' é dito T-invariante se T'(W) C W.
Em particular, a restricao de 7" a W induz um operador linear em W
dado por w — T'(w) para todo w € W.

Lema 8.1.1
Se S € Endp(V) satisfaz SoT =T o S, Vg é T-invariante.
Em particular, V}, é T-invariante para todo p € P(F).

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Priméria




Generalizando a Nocao de Autoespaco

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Priméria



Generalizando a Nocao de Autoespaco
Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}.

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Priméria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vg para quaisquer f,p € P(F).

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Priméria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,

Vir © Vi para qualquer k> 0.

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Priméria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,

Vir © Vi para qualquer k> 0.

oo L
v = U v
k>0
é um subespaco (7-invariante) de V.

Isso implica que o conjunto

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Priméria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,

Vir © Vi para qualquer k> 0.

v = U v
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V;° é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Isso implica que o conjunto

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Priméria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,

Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto

V= U Vik
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [ed]

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Priméria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,

Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto

V= U Vik
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,

Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto

V= U Vik
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).
Além disso, se f € P(F)ept f

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,

Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto

V= U Vik
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).
Além disso, se f € P(F) e pt f, temos V; = {0}.

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,

Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto

V= U Vik
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.
Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).

Além disso, se f € P(F) e pt f, temos V; = {0}. De fato, se f =pg+r
é a divisao de f por p

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,

Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto

V= U Vik
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.
Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).

Além disso, se f € P(F) e pt f, temos V; = {0}. De fato, se f =pg+r
é a divisao de f por p, temos r € F\ {0}

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,
Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto
v = U
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).
Além disso, se f € P(F) e pt f, temos V; = {0}. De fato, se f =pg+r
é a divisao de f por p, temos r € F\ {0} e
F(T)(x,y) = ¢(T)(T(2,y)) + r(z,y)

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,
Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto
v = U
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).
Além disso, se f € P(F) e pt f, temos V; = {0}. De fato, se f =pg+r
é a divisao de f por p, temos r € F\ {0} e
F(T)(z,y) = ¢(T)(T(2,y)) + r(z,y)= o(T)(y,0) + r(z,y)

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,
Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto
v = U
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).
Além disso, se f € P(F) e pt f, temos V; = {0}. De fato, se f =pg+r
é a divisao de f por p, temos r € F\ {0} e
F(T)(x,y) = ¢(T)(T(2,y)) + r(z,y)= ¢(T)(y,0) + r(z,y)
=(g0y+rz, ry)

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,
Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto
v = U
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).
Além disso, se f € P(F) e pt f, temos V; = {0}. De fato, se f =pg+r
é a divisao de f por p, temos r € F\ {0} e
F(T)(x,y) = ¢(T)(T(2,y)) + r(z,y)= ¢(T)(y,0) + r(z,y)
= (q(O)y+rz, ry) L f(T)(z,y) = (0,0)

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,
Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto
v = U
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).
Além disso, se f € P(F) e pt f, temos V; = {0}. De fato, se f =pg+r
é a divisao de f por p, temos r € F\ {0} e
F(T)(x,y) = ¢(T)(T(2,y)) + r(z,y)= ¢(T)(y,0) + r(z,y)
= (q(Oy +re, ry) B (D))= (0,0 0=y
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Generalizando a Nocao de Autoespaco

Objetivo — descrever o conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}. Observe que
(1) Vo € Vip para quaisquer f,p € P(F).
Em particular,
Vir © Vi para qualquer k> 0.
Isso implica que o conjunto
v = U
k>0
é um subespaco (T-invariante) de V. Para p(t) =t — A com A € F, o

espago V@ é chamado de autoespago generalizado associado a A.

Se T : F? — F? ¢ dado por T(z,y) = (y,0) e p(t) = t temos
Vo = Vr = [e1] e Ve = F?  (pois T? = 0).
Além disso, se f € P(F) e pt f, temos V; = {0}. De fato, se f =pg+r
é a divisao de f por p, temos r € F\ {0} e
F(T)(x,y) = ¢(T)(T(2,y)) + r(z,y)= ¢(T)(y,0) + r(z,y)
= (g +re, ry) B (D))= (0,0) & 0=y=2.
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dsténcia do Polinomio Minimo
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0}, gr(p) = k} > 0.
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0}, gr(p) = k} > 0.
Tome f,p € Ap com gr(p) = m.
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0}, gr(p) = k} > 0.
Tome f,p € Ap com gr(p) = m. Escreva a divisao de f por p:
f=ap+r (gr(r) <m).
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0}, gr(p) = k} > 0.
Tome f,p € Ap com gr(p) = m. Escreva a divisao de f por p:
f=qp+r (gr(r) <m). Note que r = f —qp € Ar
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0},gr(p) = k} > 0.

Tome f,p € Ap com gr(p) = m. Escreva a divisao de f por p:
f=qp+r (gr(r) <m). Note que r = f —gp € Ar

e, pela minimalidade de m, devemos ter » = 0 mostrando que p|f.
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0},gr(p) = k} > 0.

Tome f,p € Ap com gr(p) = m. Escreva a divisao de f por p:
f=qp+r (gr(r) <m). Note que r = f —gp € Ar

e, pela minimalidade de m, devemos ter r = 0 mostrando que p|f.
Segue que qualquer polindmio nao constante de grau minimo em Ap
divide qualquer polinémio de Arp.
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0},gr(p) = k} > 0.

Tome f,p € Ap com gr(p) = m. Escreva a divisao de f por p:
f=qp+r (gr(r) <m). Note que r = f —gp € Ar

e, pela minimalidade de m, devemos ter r = 0 mostrando que p|f.
Segue que qualquer polinémio nao constante de grau minimo em Ap
divide qualquer polinémio de A7. Um polindémio divide outro com o
mesmo grau apenas se for multiplo escalar do outro. O
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0},gr(p) = k} > 0.

Tome f,p € Ap com gr(p) = m. Escreva a divisao de f por p:
f=qp+r (gr(r) <m). Note que r = f —gp € Ar

e, pela minimalidade de m, devemos ter r = 0 mostrando que p|f.

Segue que qualquer polinémio nao constante de grau minimo em Ap
divide qualquer polinémio de A7. Um polindémio divide outro com o
mesmo grau apenas se for multiplo escalar do outro. O

A descricao do conjunto {p € P(F) : V,, # {0}}
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0},gr(p) = k} > 0.

Tome f,p € Ap com gr(p) = m. Escreva a divisao de f por p:
f=qp+r (gr(r) <m). Note que r = f —gp € Ar

e, pela minimalidade de m, devemos ter » = 0 mostrando que p|f.
Segue que qualquer polinémio nao constante de grau minimo em Ap
divide qualquer polinémio de A7. Um polindémio divide outro com o
mesmo grau apenas se for multiplo escalar do outro. O

A descricao do conjunto {p € P(F) : V,, # {0}} segue de:

Proposigao 8.1.7
Se Ar # {0} e p € P(F) é irredutivel, V,, # {0} se, e somente se, p|mr.
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Existéncia do Polinomio Minimo

Se Ar # {0},3 ! polinémio ménico que divide todo elemento de Arp.

Dem.: Seja m = min{k : 3 p € Ar \ {0},gr(p) = k} > 0.

Tome f,p € Ap com gr(p) = m. Escreva a divisao de f por p:
f=qp+r (gr(r) <m). Note que r = f —gp € Ar

e, pela minimalidade de m, devemos ter » = 0 mostrando que p|f.

Segue que qualquer polinémio nao constante de grau minimo em Ap
divide qualquer polinémio de A7. Um polindémio divide outro com o
mesmo grau apenas se for multiplo escalar do outro. O

A descricao do conjunto {p € P(F) : V,, # {0}} segue de:

Proposigao 8.1.7
Se Ar # {0} e p € P(F) é irredutivel, V,, # {0} se, e somente se, p|mr.

Lema 8.1.6
Se mdc(f, g) = 1, a restricao de f(7T') a V; é injetora.
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Demonstracao da Prop. 8.1.7
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p, q € P(F) tais que pf + qg = 1.
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v=(p(T)f(T)+ q(T)g(T))(v)
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v=(p(T)f(T) +q(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))
ja que g(T')(v) = 0.
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v=(p(T)f(T) +q(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))
ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v = (p(T)f(T) + ¢(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))

ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O

Dem. da Prop.:
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v=(p(T)f(T) +q(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))
ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O

Dem. da Prop.: Suponha que p|mz e V, = {0}, isto é, p(T")(u) # 0
para todo u € V' \ {0}.
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v=(p(T)f(T) +q(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))
ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O

Dem. da Prop.: Suponha que p|mz e V, = {0}, isto é, p(T")(u) # 0
para todo u € V'\ {0}. Considere f = "I
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v = (p(T)f(T) + ¢(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))

ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O

Dem. da Prop.: Suponha que p|mz e V, = {0}, isto é, p(T")(u) # 0
para todo u € V'\ {0}. Considere f = "I e observe que

0=mp(T)(v)
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v = (p(T)f(T) + ¢(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))

ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O

Dem. da Prop.: Suponha que p|mz e V, = {0}, isto é, p(T")(u) # 0
para todo u € V'\ {0}. Considere f = "I e observe que

0=mp(T)(v) =p(T)(f(T)(v)) para qualquer veV
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v = (p(T)f(T) + ¢(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))

ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O

Dem. da Prop.: Suponha que p|mz e V, = {0}, isto é, p(T")(u) # 0
para todo u € V'\ {0}. Considere f = "I e observe que

0=mp(T)(v) =p(T)(f(T)(v)) para qualquer veV

Como p(T)(f(T)(v)) # 0se f(T)(v) # 0, segue que f € A, gerando
uma contradi¢ao pois gr(f) < gr(mr).
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v=(p(T)f(T) +q(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))
ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O

Dem. da Prop.: Suponha que p|mz e V, = {0}, isto é, p(T")(u) # 0
para todo u € V'\ {0}. Considere f = "I e observe que

0=mp(T)(v) =p(T)(f(T)(v)) para qualquer veV

Como p(T)(f(T)(v)) # 0se f(T)(v) # 0, segue que f € A, gerando
uma contradi¢ao pois gr(f) < gr(mr).

Reciprocamente, se p { mr, entdao mdc(p, mr) = 1 (pois p é irredutivel)
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v=(p(T)f(T) +q(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))
ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O

Dem. da Prop.: Suponha que p|mz e V, = {0}, isto é, p(T")(u) # 0
para todo u € V'\ {0}. Considere f = "I e observe que

0=mp(T)(v) =p(T)(f(T)(v)) para qualquer veV

Como p(T)(f(T)(v)) # 0se f(T)(v) # 0, segue que f € A, gerando
uma contradi¢ao pois gr(f) < gr(mr).

Reciprocamente, se p { mr, entdao mdc(p, mr) = 1 (pois p é irredutivel)
e segue do Lema que a restrigdo de mr(T) a V), é injetora.
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Demonstracao da Prop. 8.1.7

Dem. do Lema: Sejam p,q € P(F) tais que pf + qg = 1. Entao, para
todo v € V, temos

v=(p(T)f(T) +q(T)g(T))(v) = p(T)(f(T)(v))
ja que g(T')(v) = 0. Segue que a restri¢do de p(T') o f(T') a V, é a
funcao identidade, de onde segue o lema. O

Dem. da Prop.: Suponha que p|mz e V, = {0}, isto é, p(T")(u) # 0
para todo u € V'\ {0}. Considere f = "I e observe que

0=mp(T)(v) =p(T)(f(T)(v)) para qualquer veV

Como p(T)(f(T)(v)) # 0se f(T)(v) # 0, segue que f € A, gerando
uma contradi¢ao pois gr(f) < gr(mr).

Reciprocamente, se p { mr, entdao mdc(p, mr) = 1 (pois p é irredutivel)
e segue do Lema que a restri¢do de mp(T') a V,, € injetora. Como
mp(T') = 0, concluimos que V,, = {0}.
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Dimensao Finita - Como calcular mr
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.
Dem.: Se T' =0, entdao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.

Dem.: Se T' =0, entdao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.

Suponha entdo que T # 0 e lembre que dim(Endp(V)) = n?.
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.

Dem.: Se T'= 0, entao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.
Suponha entdo que T # 0 e lembre que dim(Endp(V)) = n?.

Logo, a familia (T%),—o n2 é Ld..
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.

Dem.: Se T'= 0, entao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.
Suponha entdo que T # 0 e lembre que dim(Endp(V)) = n?.
Logo, a familia (T%),—o n2 é Ld..

Como a subfamilia formada por 79 = Idy é 1.i.
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.

Dem.: Se T'= 0, entao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.
Suponha entdo que T # 0 e lembre que dim(Endgp(V)) = n?.
Logo, a familia (T%),—o n2 é Ld..

Como a subfamilia formada por T° =1dy é Li., existe 1 <m <n

minimo tal que a subfamilia (Tk)kzo,”_7m seja 1.d..

2
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.

Dem.: Se T' =0, entdao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.
Suponha entdo que T # 0 e lembre que dim(Endp(V)) = n?.
Logo, a familia (T%),—o n2 é Ld..

Como a subfamilia formada por T° =1dy é Li., existe 1 <m <n
minimo tal que a subfamilia (Tk)kzo,”_7m seja 1.d..

Sejam entao ag,...,am—1 € F tais que

2

T™ = aoldy + - - + apm T4
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.

Dem.: Se T' =0, entdao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.
Suponha entdo que T # 0 e lembre que dim(Endp(V)) = n?.
Logo, a familia (T%),—o n2 é Ld..

Como a subfamilia formada por T° =1dy é Li., existe 1 <m <n
minimo tal que a subfamilia (Tk)kzo,”_7m seja 1.d..

Sejam entao ag,...,am—1 € F tais que

2

m—1
T" =apldy 4 -+ am1T™ e f(t)=t"— Z apt”.
k=0
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.

Dem.: Se T' =0, entdao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.
Suponha entdo que T # 0 e lembre que dim(Endp(V)) = n?.
Logo, a familia (T%),—o n2 é Ld..

Como a subfamilia formada por T° =1dy é Li., existe 1 <m <n
minimo tal que a subfamilia (Tk)kzo,”_7m seja 1.d..

Sejam entao ag,...,am—1 € F tais que

2

m—1
T" =apldy 4 -+ am1T™ e f(t)=t"— Z apt”.
k=0

Segue que f(T') =0 e, portanto, f € Ap \ {0}. O
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.

Dem.: Se T' =0, entdao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.
Suponha entdo que T # 0 e lembre que dim(Endp(V)) = n?.
Logo, a familia (T%),—o n2 é Ld..

Como a subfamilia formada por T° =1dy é Li., existe 1 <m <n
minimo tal que a subfamilia (Tk)kzo,”_7m seja 1.d..

Sejam entao ag,...,am—1 € F tais que

2

m—1
T" =apldy 4 -+ am1T™ e f(t)=t"— Z apt”.
k=0

Segue que f(T') =0 e, portanto, f € Ap \ {0}. O

Exercicio: Mostre que my = f sendo f como na demonstracao.
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Dimensao Finita - Como calcular mr

Se dim(V') = n é finita, Ar # {0}.

Dem.: Se T' =0, entdao Ar = {p € P(F) : p(0) = 0} # {0}.
Suponha entdo que T # 0 e lembre que dim(Endp(V)) = n?.
Logo, a familia (T%),—o n2 é Ld..

Como a subfamilia formada por T° =1dy é Li., existe 1 < m < n?
minimo tal que a subfamilia (Tk)kzo,”_7m seja 1.d..

Sejam entao ag,...,am—1 € F tais que
m—1
T" =apldy 4 -+ am1T™ e f(t)=t"— Z apt”.
k=0
Segue que f(T') =0 e, portanto, f € Ap \ {0}. O

Exercicio: Mostre que mp = f sendo f como na demonstracao. Como
usar este fato e representacoes matriciais de T' para calcular mp?
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Subespagcos Ciclicos
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores
_ _ _ 7k
vo=v,01 =T (v),...,0p =T"(v),...
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores
vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores
vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notagao: €7°(v) = (vg)k>0
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores
vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €7°(v) = (vk)k>0, €1 (V) = V0, V1, ..., Um—1.
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores

vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €5°(v) = (vk)k>0, €7 (v) = vo, V1, ..., Um—1. Defina
Cr(v) = [€7°(v)] subespago T-ciclico gerado por v

Se dim (V') ¢é finita, existe m > 0 minimo tal que €' (v) é L.d..

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria
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Dado v € V, considere a sequéncia de vetores

vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €5°(v) = (vk)k>0, €7 (v) = vo, V1, ..., Um—1. Defina
Cr(v) = [€7°(v)] subespago T-ciclico gerado por v

Se dim(V') ¢é finita, existe m > 0 minimo tal que €} **(v) é 1.d.. Note
que m > 1se v # 0.
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores

vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €5°(v) = (vk)k>0, €7 (v) = vo, V1, ..., Um—1. Defina
Cr(v) = [€7°(v)] subespago T-ciclico gerado por v

Se dim(V') ¢é finita, existe m > 0 minimo tal que €} **(v) é 1.d.. Note
que m > 1 se v # 0. Em particular, €7 (v) := €7*(v) é base de Cr(v) e
U € combinacao linear dos vetores L.i. vg, ..., Um—1

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores

vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €5°(v) = (vk)k>0, €7 (v) = vo, V1, ..., Um—1. Defina
Cr(v) = [€7°(v)] subespago T-ciclico gerado por v

Se dim(V') ¢é finita, existe m > 0 minimo tal que €} **(v) é 1.d.. Note
que m > 1 se v # 0. Em particular, €7 (v) := €7*(v) é base de Cr(v) e

U € combinacao linear dos vetores l.i. vg,...,vm—1, digamos
m—1
k
Um = AoV + *+ + + Gm_1Um_1 = g arT"(v).
k=0
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores

vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €5°(v) = (vk)k>0, €7 (v) = vo, V1, ..., Um—1. Defina
Cr(v) = [€7°(v)] subespago T-ciclico gerado por v

Se dim(V') ¢é finita, existe m > 0 minimo tal que €} **(v) é 1.d.. Note
que m > 1 se v # 0. Em particular, €7 (v) := €7*(v) é base de Cr(v) e

U € combinacao linear dos vetores l.i. vg,...,vm—1, digamos
m—1
Um = Qo + - + G 1Vm_1 = E aka(v).
. 1 k=0
Definindo myg4(t) = t™ — ap1t™ " — - — a1t — ag
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores

vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €5°(v) = (vk)k>0, €7 (v) = vo, V1, ..., Um—1. Defina
Cr(v) = [€7°(v)] subespago T-ciclico gerado por v

Se dim(V) é finita, existe m > 0 minimo tal que € (v) é 1.d.. Note
que m > 1 se v # 0. Em particular, €7 (v) := 67" (v) é base de Cr(v) e

vy, € combinacao linear dos vetores l.i. vg,...,vm—1, digamos
m—1
U = AoV + * * + + Qm—1Um—1 = E aka(v).
. 1 k=0
Definindo mq,(t) = t™ — ap—1t™"" — -+ — a1t — ap,

(polinémio minimo de v com respeito a 7T')
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores

vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €5°(v) = (vk)k>0, €7 (v) = vo, V1, ..., Um—1. Defina
Cr(v) = [€7°(v)] subespago T-ciclico gerado por v

Se dim(V') ¢é finita, existe m > 0 minimo tal que €} **(v) é 1.d.. Note
que m > 1 se v # 0. Em particular, €7 (v) := €7*(v) é base de Cr(v) e

U € combinacao linear dos vetores l.i. vg,...,vm—1, digamos
m—1
Um = Qo + - + G 1Vm_1 = Z aka(v).
. 1 k=0
Definindo mq4(t) = t™ — ap—1t™" " — -+ — a1t — ao,
temos m—1
mr,(T) (v Z aka
k=0

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores

vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €5°(v) = (vk)k>0, €7 (v) = vo, V1, ..., Um—1. Defina
Cr(v) = [€7°(v)] subespago T-ciclico gerado por v

Se dim(V') ¢é finita, existe m > 0 minimo tal que €} **(v) é 1.d.. Note
que m > 1 se v # 0. Em particular, €7 (v) := €7*(v) é base de Cr(v) e

U € combinacao linear dos vetores l.i. vg,...,vm—1, digamos
m—1
Um = Qo + - + G 1Vm_1 = Z aka(v).
. 1 k=0
Definindo mq4(t) = t™ — ap—1t™" " — -+ — a1t — ao,
temos m—1
mr,(T) (v Z aka
k=0

mostrando que v € Vi .
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Subespagcos Ciclicos

Dado v € V, considere a sequéncia de vetores

vg =v,v1 = T(v),...,v = T*(v),... chamada T-ciclo gerado por v.
Notacao: €5°(v) = (vk)k>0, €7 (v) = vo, V1, ..., Um—1. Defina
Cr(v) = [€7°(v)] subespago T-ciclico gerado por v

Se dim(V') ¢é finita, existe m > 0 minimo tal que €} **(v) é 1.d.. Note
que m > 1 se v # 0. Em particular, €7 (v) := €7*(v) é base de Cr(v) e

U € combinacao linear dos vetores l.i. vg,...,vm—1, digamos

m—1
Um = Qo + - + G 1Vm_1 = Z aka(v).
. 1 k=0

Definindo mq4(t) = t™ — ap—1t™" " — -+ — a1t — ao,

temos m—
k(o

mr,(T) (v Z apT"( 0,

mostrando que v € V. . Como VmT,U T invariante, segue que
CT(U) g VmT,v'
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Para todo v € V', my,|mrp.
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Subespacos Ciclicos e Divisores de mp

Simplificando a notagao: m, ao invés de mr,,.

Proposicao

Para todo v € V', my,|mrp.

Dem.: Sendo V,,, T-invariante, podemos considerar o operador
induzido

S: Vi, = Vin,, v T(v).
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Subespacos Ciclicos e Divisores de mp

Simplificando a notagao: m, ao invés de mr,,.

Proposicao

Para todo v € V', my,|mrp.

Dem.: Sendo V,,, T-invariante, podemos considerar o operador
induzido

S: Vi, = Vin,, v T(v).

Note que m, € Ag
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Simplificando a notagao: m, ao invés de mr,,.

Proposicao

Para todo v € V', my,|mrp.

Dem.: Sendo V,,, T-invariante, podemos considerar o operador
induzido

S: Vi, = Vin,, v T(v).

Note que m, € Ag e, portanto, mg|m,.
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Subespacos Ciclicos e Divisores de mp

Simplificando a notagao: m, ao invés de mr,,.

Proposicao

Para todo v € V', my,|mrp.

Dem.: Sendo V,,, T-invariante, podemos considerar o operador
induzido

S: Vi, = Vin,, v T(v).

Note que m, € Ag e, portanto, mg|m,.
De fato, m, = mg pois, se fosse gr(mg) = m’ < m, seguiria que
Vg, - - - , Uy Seria l.d.
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Subespacos Ciclicos e Divisores de mp

Simplificando a notagao: m, ao invés de mr,,.

Proposicao

Para todo v € V', my,|mrp.

Dem.: Sendo V,,, T-invariante, podemos considerar o operador
induzido

S: Vi, = Vin,, v T(v).

Note que m, € Ag e, portanto, mg|m,.
De fato, m, = mg pois, se fosse gr(mg) = m’ < m, seguiria que
Vg, - - - , Uy Seria l.d., contradizendo a minimalidade de m.
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Subespacos Ciclicos e Divisores de mp

Simplificando a notagao: m, ao invés de mr,,.

Proposicao

Para todo v € V', my,|mrp.

Dem.: Sendo V,,, T-invariante, podemos considerar o operador
induzido

S: Vi, = Vin,, v T(v).

Note que m, € Ag e, portanto, mg|m,.

De fato, m, = mg pois, se fosse gr(mg) = m’ < m, seguiria que

Vg, - - - , Uy Seria l.d., contradizendo a minimalidade de m.

A proposicao segue pois, obviamente mp € Ag. [
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Subespacos Ciclicos e Divisores de mp

Simplificando a notagao: m, ao invés de mr,,.

Proposicao

Para todo v € V', my,|mrp.

Dem.: Sendo V,,, T-invariante, podemos considerar o operador
induzido

S: Vi, = Vin,, v T(v).

Note que m, € Ag e, portanto, mg|m,.

De fato, m, = mg pois, se fosse gr(mg) = m’ < m, seguiria que

Vg, - - - , Uy Seria l.d., contradizendo a minimalidade de m.

A proposicao segue pois, obviamente mp € Ag. [

Estudar Exemplo 8.1.10.
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Pausa

Este é um momento ideal para uma pausa no desenvolvimento da
teoria.

O material estudado ja fornece ao aluno informacao suficiente para
trabalhar nos exercicios 8.1.1 a 8.1.13. E fortemente recomendével que
isso seja feito antes de prosseguir com a teoria. Os demais exercicios da
Secao 8.1 dependem da nocao de polinémio caracteristico, que é o
ponto culminante da préxima sequéncia de slides.

Para as préximas demonstragoes, é crucial que o aluno esteja
confortavel com as nogoes de soma direta e correspondentes projecoes.
Assim, recomenda-se revisar a Secdo 5.3 bem como os Exercicios 6.3.6
e 6.3.7.
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11

Se p1,...,pm € P(F) s@o dois a dois relativamente primos
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11

Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11

Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome vj € Ve \ {0},1 < j <m.
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11

Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome v; € V¢ \ {0},1 < j < m. Objetivo: mostrar que
Viye-yUm é Li..
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11

Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome v; € V¢ \ {0},1 < j < m. Objetivo: mostrar que
V1,...,Um € Li.. Faremos por inducao em m que obviamente comeca
quando m = 1.
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11

Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome v; € V¢ \ {0},1 < j < m. Objetivo: mostrar que

V1, ..., Uy € 1i.. Faremos por indugdo em m que obviamente comeca
quando m = 1. Suponha entdo que aq,...,a,, € F satisfazem

a1v1 + - -+ + amvm = 0 e, por hip. de indugao, que v1,...,vy—1 seja Li..
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11
Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome v; € V¢ \ {0},1 < j < m. Objetivo: mostrar que

V1, ..., Uy € 1i.. Faremos por indugdo em m que obviamente comeca
quando m = 1. Suponha entdo que aq,...,a,, € F satisfazem

a1v1 + - -+ + amvm = 0 e, por hip. de indugao, que v1,...,vy—1 seja Li..
Para cada 1 < j < m, escolha k; tal que pfj (T)(vj) =0
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11
Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome v; € V¢ \ {0},1 < j < m. Objetivo: mostrar que

V1, ..., Uy € 1i.. Faremos por indugdo em m que obviamente comeca
quando m = 1. Suponha entdo que aq,...,a,, € F satisfazem

a1v1 + - -+ + amvm = 0 e, por hip. de indugao, que v1,...,vy—1 seja Li..
Para cada 1 < j < m, escolha k; tal que pfj (T)(vj) = 0, considere

m—1 )
p= 1] »;
j=1
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11
Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome v; € V¢ \ {0},1 < j < m. Objetivo: mostrar que

V1, ..., Uy € 1i.. Faremos por indugdo em m que obviamente comeca
quando m = 1. Suponha entdo que aq,...,a,, € F satisfazem

a1v1 + - -+ + amvm = 0 e, por hip. de indugao, que v1,...,vy—1 seja Li..
Para cada 1 < j < m, escolha k; tal que pfj (T)(vj) = 0, considere

m—1
_ k;
p=11»
i=1
e observe que

0=p(T)(a1v1 + - + amvm) = amd(T)(vm).
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11
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Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome v; € V¢ \ {0},1 < j < m. Objetivo: mostrar que
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p(T)(vm) # 0



Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11
Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome v; € V¢ \ {0},1 < j < m. Objetivo: mostrar que

V1, ..., Uy € 1i.. Faremos por indugdo em m que obviamente comeca
quando m = 1. Suponha entdo que aq,...,a,, € F satisfazem

a1v1 + - -+ + amvm = 0 e, por hip. de indugao, que v1,...,vy—1 seja Li..
Para cada 1 < j < m, escolha k; tal que pfj (T)(vj) = 0, considere

m—1
_ k;
p=11»
i=1
e observe que

0=p(T)(a1v1 + - + amvm) = amd(T)(vm).

Como a restrigao de p?j (T) a V;)km é injetora para j # m, segue que
p(T)(vm) # 0 e, portanto, a,, = 0.
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Coprimalidade = Soma Direta

Proposigao 8.1.11
Se p1,...,pm € P(F) sdo dois a dois relativamente primos, a soma
Voo + -+ V2 é direta.

Dem.: Tome v; € V¢ \ {0},1 < j < m. Objetivo: mostrar que

V1, ..., Uy € 1i.. Faremos por indugdo em m que obviamente comeca
quando m = 1. Suponha entdo que aq,...,a,, € F satisfazem

a1v1 + - -+ + amvm = 0 e, por hip. de indugao, que v1,...,vy—1 seja Li..
Para cada 1 < j < m, escolha k; tal que pfj (T)(vj) = 0, considere

m—1
_ k;
p=11»
i=1
e observe que

0=p(T)(a1v1 + - + amvm) = amd(T)(vm).

Como a restrigao de p?j (T) a V;)km é injetora para j # m, segue que
p(T)(vm) # 0 e, portanto, a,, = 0. A hipdtese de indugao agora
implica que a; = 0 para todo j.

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Decompondo V/

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2.
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, C V.
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, g2 € P(F) t.q. g1f1 + g2f2 = 1 e defina h; = g; f;
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7" em V7.
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAs
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAs, PP+ P, = Idvf
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAg, P1+P2=Idvf e

PiPy = g1(5) f1(8)92(S) f2(S) = 91(5)g2(5) f1(S) f2(S) = 0 = R Pr.
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAg, P1+P2=Idvf e

PiPy = g1(5) f1(8)92(S) f2(S) = 91(5)g2(5) f1(S) f2(S) = 0 = R Pr.

Em particular, P? = P; — PiP; = P; se {i,j} = {1,2}
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAg, P1+P2=Idvf e

PiPy = g1(5) f1(8)92(S) f2(S) = 91(5)g2(5) f1(S) f2(S) = 0 = R Pr.

Em particular, P? = P; — PiP; = Pj se {i,j} = {1,2} e Im(P;) C V.
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAg, P1+P2=Idvf e

PiPy = g1(5) f1(8)92(S) f2(S) = 91(5)g2(5) f1(S) f2(S) = 0 = R Pr.

Em particular, P? = P; — PiP; = Pj se {i,j} = {1,2} e Im(P;) C V.
Pelo Exercicio 6.3.7, Vi = Im(P) & Im(P)
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAg, P1+P2=Idvf e

PiPy = g1(5) f1(8)92(S) f2(S) = 91(5)g2(5) f1(S) f2(S) = 0 = R Pr.

Em particular, P? = P; — PiP; = Pj se {i,j} = {1,2} e Im(P;) C V.
Pelo Exercicio 6.3.7, Vi = Im(P) ® Im(P1) C Vy, @ Vy,
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=fi- fm Entdo, V; =V @--- @ V.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAg, P1+P2=Idvf e

PiPy = g1(5) f1(8)92(S) f2(S) = 91(5)g2(5) f1(S) f2(S) = 0 = R Pr.

Em particular, P? = P; — PiP; = Pj se {i,j} = {1,2} e Im(P;) C V.
Pelo Exercicio 6.3.7, Vi = Im(P) @ Im(P1) C Vi @ Vy, C V7. O
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Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=/fi- fm. Entao, Vf :Vf1 @--'@me.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAg, P1+P2=Idvf e

PiPy = g1(5) f1(8)92(S) f2(S) = 91(5)g2(5) f1(S) f2(S) = 0 = R Pr.

Em particular, P? = P; — PiP; = Pj se {i,j} = {1,2} e Im(P;) C V.
Pelo Exercicio 6.3.7, Vi = Im(P) @ Im(P1) C Vi @ Vy, C V7. O

O TDP segue desta proposi¢ao com f; = pfj pois V = V.

A. Moura MM719 - Decomposicdo Priméria



Decompondo V/

Proposigao 8.1.12

Sejam f1,..., fm € P(F) dois a dois relativamente primos e
f=/fi- fm. Entao, Vf :Vf1 @--'@me.

Dem.: Faremos para m = 2. O caso geral segue por indugdo em m.
Segue de (1) que Vy, + V3, € V¢, Acabamos de ver que a soma ¢ direta.

Sejam g1, 92 € P(F) t.q. g1f1 + g2fo =1 e defina h; =g;f; e
P; = hj(S), sendo S o operador linear induzido por 7' em V. Entao
feAg, P1+P2=Idvf e

PiPy = g1(5) f1(8)92(S) f2(S) = 91(5)g2(5) f1(S) f2(S) = 0 = R Pr.

Em particular, P? = P; — PiP; = Pj se {i,j} = {1,2} e Im(P;) C V.
Pelo Exercicio 6.3.7, Vi = Im(P) @ Im(P1) C Vi @ Vy, C V7. O
O TDP segue desta proposi¢ao com f; = pfj pois V = V.

Estudar o Exemplo 8.1.15



Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

Proposigao 8.1.17
Se p € P(F) é irredutivel e dim(V}) ¢é finita, existem [ > 0 e
v1,...,U € Vj, tais que V, = Cp(v1) @ --- @ Cr(v).
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

Proposigao 8.1.17
Se p € P(F) é irredutivel e dim(V}) ¢é finita, existem [ > 0 e
v1,...,U € Vj, tais que V, = Cp(v1) @ --- @ Cr(v).

O principal Teorema da Secao 8.2 (Teorema da Decomposicao Ciclica)
¢ uma forte generalizagao desta proposicao.
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

Proposigao 8.1.17
Se p € P(F) é irredutivel e dim(V}) ¢é finita, existem [ > 0 e
v1,...,U € Vj, tais que V, = Cp(v1) @ --- @ Cr(v).

O principal Teorema da Secao 8.2 (Teorema da Decomposicao Ciclica)
¢ uma forte generalizagao desta proposicao.

Lema 8.1.16

Se p € P(F) é irredutivel e u,v € V satisfazem m,, = m, =p
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

Proposigao 8.1.17

Se p € P(F) é irredutivel e dim(V}) ¢é finita, existem [ > 0 e
v1,...,U € Vj, tais que V, = Cp(v1) @ --- @ Cr(v).

O principal Teorema da Secao 8.2 (Teorema da Decomposicao Ciclica)
¢ uma forte generalizagao desta proposicao.
Lema 8.1.16

Se p € P(F) é irredutivel e u,v € V satisfazem m,, = m, = p,
exatamente uma das duas opgoes ocorre:
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

Proposigao 8.1.17
Se p € P(F) é irredutivel e dim(V}) ¢é finita, existem [ > 0 e
v1,...,U € Vj, tais que V, = Cp(v1) @ --- @ Cr(v).

O principal Teorema da Secao 8.2 (Teorema da Decomposicao Ciclica)
¢ uma forte generalizagao desta proposicao.

Lema 8.1.16

Se p € P(F) é irredutivel e u,v € V satisfazem m,, = m, = p,
exatamente uma das duas opgoes ocorre:

CT(U) = CT(U)
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

Proposigao 8.1.17
Se p € P(F) é irredutivel e dim(V}) ¢é finita, existem [ > 0 e
v1,...,U € Vj, tais que V, = Cp(v1) @ --- @ Cr(v).

O principal Teorema da Secao 8.2 (Teorema da Decomposicao Ciclica)
¢ uma forte generalizagao desta proposicao.

Lema 8.1.16

Se p € P(F) é irredutivel e u,v € V satisfazem m,, = m, = p,
exatamente uma das duas opgoes ocorre:

Cr(u) =Cr(v) ou Cr(u)nCr(v)={0}.
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

Proposigao 8.1.17
Se p € P(F) é irredutivel e dim(V}) ¢é finita, existem [ > 0 e
v1,...,U € Vj, tais que V, = Cp(v1) @ --- @ Cr(v).

O principal Teorema da Secao 8.2 (Teorema da Decomposicao Ciclica)
¢ uma forte generalizagao desta proposicao.

Lema 8.1.16

Se p € P(F) é irredutivel e u,v € V satisfazem m,, = m, = p,
exatamente uma das duas opgoes ocorre:

Cr(u) =Cr(v) ou Cr(u)nCr(v)={0}.

Dem. do Lema: Exercicio.
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

Proposigao 8.1.17
Se p € P(F) é irredutivel e dim(V}) ¢é finita, existem [ > 0 e
v1,...,U € Vj, tais que V, = Cp(v1) @ --- @ Cr(v).

O principal Teorema da Secao 8.2 (Teorema da Decomposicao Ciclica)
¢ uma forte generalizagao desta proposicao.

Lema 8.1.16

Se p € P(F) é irredutivel e u,v € V satisfazem m,, = m, = p,
exatamente uma das duas opgoes ocorre:

Cr(u) =Cr(v) ou Cr(u)nCr(v)={0}.

Dem. do Lema: Exercicio.

Exercicio (8.1.10): Mostre que Cr(v) = {p(T)(v) : p € P(F)}.
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

Proposigao 8.1.17
Se p € P(F) é irredutivel e dim(V}) ¢é finita, existem [ > 0 e
v1,...,U € Vj, tais que V, = Cp(v1) @ --- @ Cr(v).

O principal Teorema da Secao 8.2 (Teorema da Decomposicao Ciclica)
¢ uma forte generalizagao desta proposicao.

Lema 8.1.16

Se p € P(F) é irredutivel e u,v € V satisfazem m,, = m, = p,
exatamente uma das duas opgoes ocorre:

Cr(u) =Cr(v) ou Cr(u)nCr(v)={0}.

Dem. do Lema: Exercicio.
Exercicio (8.1.10): Mostre que Cr(v) = {p(T)(v) : p € P(F)}.

Um subespago W é dito T-ciclico se W = Cp(v) para algum v € V.
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V,) < co = existem [ >0 e vy,...,v € V}, t.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V,) < co = existem [ >0 e vy,...,v € V}, t.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).
Dem.: Suponha que tenhamos encontrado vetores v1,

.U € Vp, t.q.
a soma Cp(v1) + - -+ Cp(vg) seja direta.
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V},) < co = existem [ > 0 e vy,

RN V] vat.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).

Dem.: Suponha que tenhamos encontrado vetores v1,...,v; € Vj, t.q.
a soma Cp(v1) + - - - + Cr(vk) seja direta. Mostraremos que

(*) Cr(v) N (Cr(v1) + -+ + Cr(vr)) = {0}
para todo v e V,\ Cr(v1) + -+ Cr(vk).
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V,) < co = existem [ >0 e vy,...,v € V}, t.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).

Dem.: Suponha que tenhamos encontrado vetores v1,...,v; € Vj, t.q.
a soma Cp(v1) + - - - + Cr(vk) seja direta. Mostraremos que
(*) Cr(v) N (Cr(v1) + -+ + Cr(vg)) = {0}

para todo v e V,\ Cr(v1) + -+ Cr(vk).

Supondo que isto é verdade, como dim(V}) é finita, fica claro como
escolher tal sequéncia de vetores comegando com v1 € V), arbitrério.
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V,) < co = existem [ >0 e vy,...,v € V}, t.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).

Dem.: Suponha que tenhamos encontrado vetores v1,...,v; € Vj, t.q.
a soma Cp(v1) + - - - + Cr(vk) seja direta. Mostraremos que

(*) Cr(v) N (Cr(v1) + -+ + Cr(vr)) = {0}
para todo v e V,\ Cr(v1) + -+ Cr(vk).

Supondo que isto é verdade, como dim(V}) é finita, fica claro como
escolher tal sequéncia de vetores comegando com v1 € V), arbitrério.

Para demonstrar (*), suponha que w € Cr(v) N (Cr(vi)+---+ Cr(vk))
seja nao nulo.
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V,) < co = existem [ >0 e vy,...,v € V}, t.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).

Dem.: Suponha que tenhamos encontrado vetores v1,...,v; € Vj, t.q.
a soma Cp(v1) + - - - + Cr(vk) seja direta. Mostraremos que

(*) Cr(v) N (Cr(v1) + -+ + Cr(vr)) = {0}
para todo v e V,\ Cr(v1) + -+ Cr(vk).

Supondo que isto é verdade, como dim(V}) é finita, fica claro como
escolher tal sequéncia de vetores comegando com v1 € V), arbitrério.

Para demonstrar (*), suponha que w € Cr(v) N (Cr(vi)+---+ Cr(vk))
seja nao nulo. Entao, existem w; € Cr(vj) t.q. w = w + -+ - + wy.
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V,) < co = existem [ >0 e vy,...,v € V}, t.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).

Dem.: Suponha que tenhamos encontrado vetores v1,...,v; € Vj, t.q.
a soma Cp(v1) + - - - + Cr(vk) seja direta. Mostraremos que
(*) Cr(v) N (Cr(v1) + -+ + Cr(vg)) = {0}

para todo v e V,\ Cr(v1) + -+ Cr(vk).
Supondo que isto é verdade, como dim(V}) é finita, fica claro como
escolher tal sequéncia de vetores comegando com v1 € V), arbitrério.
Para demonstrar (*), suponha que w € Cr(v) N (Cr(vi)+---+ Cr(vk))
seja nao nulo. Entao, existem w; € Cr(vj) t.q. w = w + -+ - + wy.
Pelo lema anterior, Cr(w) = Cr(v) e, portanto, existe f € P(F) tal
que v = f(T)(w) (Exercicio 8.1.10).

A. Moura MMT719 - Decomposicdo Primaéria



Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V,) < co = existem [ >0 e vy,...,v € V}, t.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).

Dem.: Suponha que tenhamos encontrado vetores v1,...,v; € Vj, t.q.
a soma Cp(v1) + - - - + Cr(vk) seja direta. Mostraremos que

(*) Cr(v) N (Cr(v1) + -+ + Cr(vr)) = {0}
para todo v e V,\ Cr(v1) + -+ Cr(vk).

Supondo que isto é verdade, como dim(V}) é finita, fica claro como
escolher tal sequéncia de vetores comegando com v1 € V), arbitrério.
Para demonstrar (*), suponha que w € Cr(v) N (Cr(vi)+---+ Cr(vk))
seja nao nulo. Entao, existem w; € Cr(vj) t.q. w = w + -+ - + wy.
Pelo lema anterior, Cr(w) = Cr(v) e, portanto, existe f € P(F) tal
que v = f(T)(w) (Exercicio 8.1.10). Mas entao,

v=f(T)(w)+ -+ f(T)(wk)
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V,) < co = existem [ >0 e vy,...,v € V}, t.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).

Dem.: Suponha que tenhamos encontrado vetores v1,...,v; € Vj, t.q.
a soma Cp(v1) + - - - + Cr(vk) seja direta. Mostraremos que

(*) Cr(v) N (Cr(v1) + -+ + Cr(vr)) = {0}
para todo v e V,\ Cr(v1) + -+ Cr(vk).

Supondo que isto é verdade, como dim(V}) é finita, fica claro como
escolher tal sequéncia de vetores comegando com v1 € V), arbitrério.
Para demonstrar (*), suponha que w € Cr(v) N (Cr(vi)+---+ Cr(vk))
seja nao nulo. Entao, existem w; € Cr(vj) t.q. w = w + -+ - + wy.
Pelo lema anterior, Cr(w) = Cr(v) e, portanto, existe f € P(F) tal
que v = f(T)(w) (Exercicio 8.1.10). Mas entao,

v=f(T)(w1)+ -+ f(T)(wy) € Cr(v1) + - + Cr(vy),
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Quebras em Soma de Subespacos Ciclicos

p irredutivel e dim(V,) < co = existem [ >0 e vy,...,v € V}, t.q.
Vo = Cr(v) @@ Cr(v).

Dem.: Suponha que tenhamos encontrado vetores v1,...,v; € Vj, t.q.
a soma Cp(v1) + - - - + Cr(vk) seja direta. Mostraremos que

(*) Cr(v) N (Cr(v1) + -+ + Cr(vr)) = {0}
para todo v e V,\ Cr(v1) + -+ Cr(vk).

Supondo que isto é verdade, como dim(V}) é finita, fica claro como
escolher tal sequéncia de vetores comegando com v1 € V), arbitrério.

Para demonstrar (*), suponha que w € Cr(v) N (Cr(vi)+---+ Cr(vk))
seja nao nulo. Entao, existem w; € Cr(vj) t.q. w = w + -+ - + wy.
Pelo lema anterior, Cr(w) = Cr(v) e, portanto, existe f € P(F) tal
que v = f(T)(w) (Exercicio 8.1.10). Mas entao,

v=f(T)(w1) + -+ f(T)(wr) € Cp(v1) + -+ 4 Cp(vg),
contradizendo nossa hipdtese sobre v. ]
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Subespacos Primarios e o Grau do seu Polindmio Primo
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Subespacos Primarios e o Grau do seu Polindmio Primo

Proposicao 8.1.18
Se p € P(F) é irredutivel e dim(V*) é finita
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Subespacos Primarios e o Grau do seu Polindmio Primo

Proposicao 8.1.18
Se p € P(IF) é irredutivel e dim(V;®) é finita, gr(p)| dim(V;°).
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Subespacos Primarios e o Grau do seu Polindmio Primo

Proposicao 8.1.18
Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além
disso, dim (V)

> min{k : V;° =
ap) o TV
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Subespacos Primarios e o Grau do seu Polindmio Primo

Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além

disso, dim (V)
gr(p)

valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }
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Subespacos Primarios e o Grau do seu Polindmio Primo

Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além

disso, dim (V)
gr(p)

valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V;* = V. }.
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Subespacos Primarios e o Grau do seu Polindmio Primo

Proposicao 8.1.18
Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além
disso, dim (V)

gr(p)
valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
Ve é T-ciclico.
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Proposicao 8.1.18
Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além
disso, dim (V)

gr(p)
valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p".
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Proposicao 8.1.18
Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além
disso, dim (V)

gr(p)
valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p™. Além disso, se v satisfaz V>° = Cr(v), segue que
my = mg = p".
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Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além
disso, dim (V)

gr(p)
valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p™. Além disso, se v satisfaz V>° = Cr(v), segue que
my =mg = p™. Como dim(Cr(v)) = gr(m,) = m gr(p)
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Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além
disso, dim (V)

gr(p)
valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p™. Além disso, se v satisfaz V>° = Cr(v), segue que
my =mg = p™. Como dim(Cr(v)) = gr(m,) =m gr(p) = O.
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Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além

disso, dim (V)
gr(p)

valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p™. Além disso, se v satisfaz V>° = Cr(v), segue que
my =mg = p™. Como dim(Cr(v)) = gr(m,) =m gr(p) = O.
Agora procedemos por indugdo em n = dim(V;®).
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Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além

disso, dim (V)
gr(p)

valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p™. Além disso, se v satisfaz V>° = Cr(v), segue que
my =mg = p™. Como dim(Cr(v)) = gr(m,) =m gr(p) = O.
Agora procedemos por indugao em n = dim(V,®). Para n =1 é claro.
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Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além

disso, dim (V)
gr(p)

valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p™. Além disso, se v satisfaz V>° = Cr(v), segue que
my =mg = p™. Como dim(Cr(v)) = gr(m,) =m gr(p) = O.
Agora procedemos por indugao em n = dim(V,®). Para n =1 é claro.
Suponha n > 1 e enunciemos a hip. de indugao precisamente:
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Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além

disso, dim (V)
gr(p)

valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p™. Além disso, se v satisfaz V>° = Cr(v), segue que
my =mg = p™. Como dim(Cr(v)) = gr(m,) =m gr(p) = O.
Agora procedemos por indugao em n = dim(V,®). Para n =1 é claro.
Suponha n > 1 e enunciemos a hip. de indugao precisamente:

Se S é um operador linear num espacgo vetorial W t.q. dim(W;’(os)) <n
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Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além

disso, dim (V)
gr(p)

valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p™. Além disso, se v satisfaz V>° = Cr(v), segue que
my =mg = p™. Como dim(Cr(v)) = gr(m,) =m gr(p) = O.

Agora procedemos por indugao em n = dim(V,®). Para n =1 é claro.
Suponha n > 1 e enunciemos a hip. de indugao precisamente:

Se S é um operador linear num espacgo vetorial W t.q. dim(WO(OS)) < n,

p
. - dim (W %,) _ o
gr(p)| dim(Wig)) e o) > min{k : Wg) = Wy}
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Proposicao 8.1.18

Se p € P(FF) é irredutivel e dim(V;*) é finita, gr(p)| dim(V*°). Além

disso, dim (V)
gr(p)

valendo a igualdade se, e somente se, V,>° for T-ciclico.

> min{k : V;° = Vi }

Dem.: Defina m = min{k : V7 = V. }. Comecemos com o caso que
V2 é T-ciclico. Seja S o operador induzido por T em V>° = Vpm e
note que mg = p™. Além disso, se v satisfaz V>° = Cr(v), segue que
my =mg = p™. Como dim(Cr(v)) = gr(m,) =m gr(p) = O.

Agora procedemos por indugao em n = dim(V,®). Para n =1 é claro.
Suponha n > 1 e enunciemos a hip. de indugao precisamente:

Se S é um operador linear num espacgo vetorial W t.q. dim(WO(OS)) < n,

p
. - dim (W %,) _ o
gr(p)| dim(Wig)) e o) > min{k : Wg) = Wy}

Para m = 1, o caso ciclico junto com a Prop. 8.1.17 completam a dem.
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Se m > 1, considere W = V;m—1
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Se m > 1, considere W = Vm—1 que é um subespaco T-invariante
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V.
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Subespacos Primarios e o Grau do seu Polindmio Primo

Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
préprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por 7" em W
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e

note que W = W;FS) = Vpm-1.
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e
note que W = W;FS) = Vm-1. Logo a hip. de indugao nos diz que

dim (W)

gr(p)| dim(W) o >m — 1.
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e

note que W = W;FS) = Vm-1. Logo a hip. de indugao nos diz que

) dim(W)
gr(p)| dim(W —_—
)l dim(V) ¢ S
Por fim, seja R o operador em V> induzido por p" YT = p(T)™ L.

>m — 1.
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e

note que W = W;FS) = Vm-1. Logo a hip. de indugao nos diz que

gx(p)] dim (W) dgmg)v)

Por fim, seja R o operador em V> induzido por p" YT = p(T)™ L.
Observe que W = N (R).

>m — 1.
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e

note que W = W;FS) = Vm-1. Logo a hip. de indugao nos diz que

. dim(W)
gr(p)| dim(W —_—
)l dim(V) ¢ S
Por fim, seja R o operador em V> induzido por p" YT = p(T)™ L.
Observe que W = N(R). Pelo Teorema 6.3.6,

dim(V;°) = dim(W) + dim(Im(R)).

>m — 1.
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e

note que W = W;FS) = Vm-1. Logo a hip. de indugao nos diz que

) dim(W)
gr(p)| dim (W) W
Por fim, seja R o operador em V> induzido por p" YT = p(T)™ L.
Observe que W = N(R). Pelo Teorema 6.3.6,
dim(V;°) = dim(W) + dim(Im(R)).
Logo, nos resta mostrar que gr(p)| dim(Im(R)).

>m — 1.
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e

note que W = W;FS) = Vm-1. Logo a hip. de indugao nos diz que

) dim(W)
gr(p)| dim(W —_—
)l dim(w) o S

Por fim, seja R o operador em V> induzido por p" YT = p(T)™ L.
Observe que W = N(R). Pelo Teorema 6.3.6,

dim(V;°) = dim(W) + dim(Im(R)).
Logo, nos resta mostrar que gr(p)| dim(Im(R)). Note que Im(R) é
T-invariante pois, se w = R(v) com v € V*, como RoT =T o R, vale

T(w) = T(R(v)) = R(T(v)) € Im(R).

>m — 1.
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e
note que W = W, = Vym-1. Logo a hip. de inducao nos diz que

p(S) p dim (1)

im
gr(p)| dim(W —_—
@) dim() e S

Por fim, seja R o operador em V> induzido por p" YT = p(T)™ L.
Observe que W = N(R). Pelo Teorema 6.3.6,

dim(V;°) = dim(W) + dim(Im(R)).

Logo, nos resta mostrar que gr(p)| dim(Im(R)). Note que Im(R) é
T-invariante pois, se w = R(v) com v € V*, como RoT =T o R, vale
T(w) =T(R(v)) = R(T(v)) € Im(R).

Além disso, Im(R) C 'V,

>m — 1.
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e
note que W = W;FS) = Vm-1. Logo a hip. de indugao nos diz que
) dim(W)
gr(p)| dim(W —_—
@) dim() e S

Por fim, seja R o operador em V> induzido por p" YT = p(T)™ L.
Observe que W = N(R). Pelo Teorema 6.3.6,

dim(V;°) = dim(W) + dim(Im(R)).

Logo, nos resta mostrar que gr(p)| dim(Im(R)). Note que Im(R) é
T-invariante pois, se w = R(v) com v € V*, como RoT =T o R, vale
T(w) =T(R(v)) = R(T(v)) € Im(R).

Além disso, Im(R) C V,, pois, se v € V°, p(T)(R(v)) = p™(T)(v) = 0.

>m — 1.
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Se m > 1, considere W = V-1 que é um subespaco T-invariante,
proprio e nao trivial de V. Seja S o operador induzido por T"em W e

note que W = W;FS) =V,

gr(p)| dim(W)

m-1. Logo a hip. de indugao nos diz que
dim (W)
gr(p)
Por fim, seja R o operador em V> induzido por p" YT = p(T)™ L.

Observe que W = N(R). Pelo Teorema 6.3.6,
dim(V;°) = dim(W) + dim(Im(R)).

Logo, nos resta mostrar que gr(p)| dim(Im(R)). Note que Im(R) é
T-invariante pois, se w = R(v) com v € V*, como RoT =T o R, vale
T(w) =T(R(v)) = R(T(v)) € Im(R).

Além disso, Im(R) C V,, pois, se v € V°, p(T)(R(v)) = p™(T)(v) = 0.
Assim, pode-se concluir a demonstracao usando-se hipétese de inducao
com I'm(R) no lugar de W. O

>m — 1.
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Polinomio Caracteristico

Se dim (V) = n é finita e p?j, 1 < j < m, sao os fatores primdrios de T,

segue que m no
gr(mr) = k; gr(p;) < Zdlm(‘/p@) =n.
j=1 j=1 J

ois
P kj = mm{kz . V;);g = V;);;-H}.
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Polinomio Caracteristico

Se dim (V) = n é finita e p?j, 1 < j < m, sao os fatores primdrios de T,

segue que m no
gr(mr) = k; gr(p;) < Zdlm(‘/p@) =n.
j=1 j=1 J

ois
P kj = mm{kz . V;);g = V;);;-H}.

Considere o numero inteiro :
dim (V' +; )

p]
nj=—2" >,
! gr(p;) !
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Polinomio Caracteristico

Se dim (V) = n é finita e p?j, 1 < j < m, sao os fatores primdrios de T,

segue que m no
gr(mr) = k; gr(p;) < Zdlm(‘/p@) =n.
j=1 j=1 J

ois
P kj = mm{kz . V;);g = V;);;-H}.

Considere o numero inteiro :
dim (V' +; )

p]
nj=—2" >,
! gr(p;) !

e defina LI

C = Hp]

T i
i=1
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Polinomio Caracteristico

Se dim (V) = n é finita e p?j, 1 < j < m, sao os fatores primdrios de T,

segue que m m
gr(mr) = k; gr(p;) < Zdim(‘/p@) =n.
j=1 j=1 J

pois .
kj = mm{kz . V;);g = V;);;-H}.

Considere o numero inteiro :
dim (V' +; )

p]
nj=—2" >,
! gr(p;) !

m
— "
‘r = Hpj :
j=1

Este polinomio é chamado de o polinomio caracteristico de T'.

e defina
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Polinomio Caracteristico

Se dim (V) = n é finita e p?j, 1 < j < m, sao os fatores primdrios de T,

segue que m m
gr(mr) = k; gr(p;) < Zdim(‘/p@) =n.
j=1 j=1 J

pois .
kj = mm{kz . V;);g = V;);;-H}.

Considere o numero inteiro :
dim (V' +; )

p]
nj=—2" >,
! gr(p;) !

m
"
er =1]»
j=1
Este polinomio é chamado de o polinomio caracteristico de T'.
Por definigao, gr(cr) =n e cr € Ar

e defina
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Polinomio Caracteristico

Se dim (V) = n é finita e p?j, 1 < j < m, sao os fatores primdrios de T,

segue que m m
gr(mr) = k; gr(p;) < Zdim(‘/p@) =n.
j=1 j=1 J

pois .
kj = mm{kz . V;);g = V;);;-H}.

Considere o numero inteiro :
dim (V' +; )

p]
nj=—2" >,
! gr(p;) !

m
cr = H p?].

j=1
Este polinomio é chamado de o polinomio caracteristico de T'.
Por definigao, gr(cr) =n e ep € Ar (Teor. de Cayley-Hamilton!).

e defina
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Polinomio Caracteristico

Se dim (V) = n é finita e p?j, 1 < j < m, sao os fatores primdrios de T,

segue que m m
gr(mr) = k; gr(p;) < Zdim(‘/p@) =n.
j=1 j=1 J

pois .
kj = mm{kz . V;);g = V;);;-H}.

Considere o numero inteiro :
dim (V' +; )

p]
ni—=———>—>%k:
’ gr(pj) !

m
=11
T = p;”-
Jj=1
Este polinomio é chamado de o polinomio caracteristico de T'.

Por definigao, gr(cr) =n e ep € Ar (Teor. de Cayley-Hamilton!).
Chame de T} o operador induzido por T em V &, e note que
p .

m J
cr — H CT]- .
7=1
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Determinante, Traco e Calculo de ¢z e mp
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Determinante, Traco e Calculo de ¢z e mp

Sejam ¢ € F,1 < k < n, tais que

_tn+z tnk
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Determinante, Traco e Calculo de ¢z e mp

Sejam ¢ € F,1 < k < n, tais que
n
er(t) =t"+ ) (—1)fep t"7F
k=1

e defina det(T") = ¢, e tr(T') = ¢;.
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Determinante, Traco e Calculo de ¢z e mp

Sejam ¢ € F,1 < k < n, tais que
n
er(t) =t"+ ) (—1)fep t"7F
k=1

e defina det(T") = ¢, e tr(T') = ¢;.
Veremos que det(7") = det([T]%) para toda base a de V/
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Determinante, Traco e Calculo de ¢z e mp

Sejam ¢ € F,1 < k < n, tais que
n
er(t) =t"+ ) (—1)fep t"7F
k=1

e defina det(T") = ¢, e tr(T') = ¢;.
Veremos que det(7") = det([T]%) para toda base a de V' e

() cr(t) = det([T]g — tI).
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Determinante, Traco e Calculo de ¢z e mp
Sejam ¢ € F,1 < k < n, tais que
n
er(t) =t"+ ) (—1)fep t"7F
k=1

e defina det(T") = ¢, e tr(T') = ¢;.
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(*) cr(t) = det([T]g — tI).

Ganhamos assim um novo método para encontrar mr:

@ Calcule cr via (*) e encontre seus fatores irredutiveis, digamos

P1,---,Pm- Seja n; a multiplicidade de p; na fatoracao de cr.
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Sejam ¢ € F,1 < k < n, tais que
er(t) =t"+ ) (—1)fep t"7F
k=1
e defina det(T") = ¢, e tr(T') = ¢;.
Veremos que det(7") = det([T]%) para toda base a de V' e
(*) cr(t) = det([T]g — ¢I).

Ganhamos assim um novo método para encontrar mr:

@ Calcule cr via (*) e encontre seus fatores irredutiveis, digamos
P1,---,Pm- Seja n; a multiplicidade de p; na fatoracao de cr.
@ Seja A=[T]% e, dado k = (ki,...,km) € (Z>0)™ com k; < nj,
. om Kk
seja pr = [[72, ;"
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Sejam ¢ € F,1 < k < n, tais que
n
er(t) =t"+ ) (—1)fep t"7F
k=1

e defina det(T") = ¢, e tr(T') = ¢;.
Veremos que det(7") = det([T]%) para toda base a de V' e

*) er(t) = det([T]S — t1).
Ganhamos assim um novo método para encontrar mr:

@ Calcule cr via (*) e encontre seus fatores irredutiveis, digamos
P1,---,Pm- Seja n; a multiplicidade de p; na fatoracao de cr.

@ Seja A=[T]% e, dado k = (ki,...,km) € (Z>0)™ com k; < nj,
seja pg = HT:1 pfj. Entre todos os polinomios da forma pg t.q.
Pr(A) =0
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Determinante, Traco e Calculo de ¢z e mp

Sejam ¢ € F,1 < k < n, tais que
n
er(t) =t"+ ) (—1)fep t"7F
k=1
e defina det(T") = ¢, e tr(T') = ¢;.
Veremos que det(7") = det([T]%) para toda base a de V' e
(*) cr(t) = det([T]g — tI).
Ganhamos assim um novo método para encontrar mr:

@ Calcule cr via (*) e encontre seus fatores irredutiveis, digamos
P1,---,Pm- Seja n; a multiplicidade de p; na fatoracao de cr.

@ Seja A=[T]% e, dado k = (ki,...,km) € (Z>0)™ com k; < nj,
seja pg = HT:1 pfj. Entre todos os polinomios da forma pg t.q.
pr(A) = 0, aquele que tiver minimo k; para todo j é mp. Para
calcular cada k; minimo, pode-se calcular a sequéncia de nicleos
V,, C V;)? C..-C Vl');,j = Vp;bjﬂ.
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