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Vetores - Intuicao

Tarefa: Definir de maneira abstrata o conceito de “vetor”.

Intuicao: “operacdes com setas”

Ax S :/ A um “escalar” e @ — —1—/:/

Duas operagoes “algébricas”: soma de setas (resultando em seta) e
multiplicacao de seta por escalar (resultando em seta).

Mas o que sdo setas (vetores) e escalares (“ntimeros”)?

Algumas defini¢bes dizem que vetores sdo objetos “geométricos” com 3
caracteristicas: magnitude, direcao e sentido.

Mas o que significa “magnitude”, “direcao” e “sentido”?

De fato, vetores podem ser usados para definir (coincidéncia de)
direcao, enquanto magnitude e mais ainda sentido s6 sao definiveis
quando trabalhamos com conjuntos “especiais” de ntimeros.
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Uma operagao bindria * num conjunto A é uma funcao x: A x A — A.
Notagao: *(a,b) <> a *b.
Possiveis propriedades:

@ Associatividade: (axb)xc=ax* (bxc)V a,b,c € A.

@ Existéncia de elemento neutro: 3 e € A satisfazendo
axe=a=ax*eV a€ A. (necessariamente uinico)

@ Invertibilidade: Para todoa € A,3b€ Atal queaxb=e¢=bxa.
(necessariamente tnico se * é associativa)
@ Comutatividade: a*b=bx*xa V a,b € A.
Um grupo abeliano é um par (A, +) sendo + uma operacao binéria no
conjunto A satisfazendo todas as propriedades acima.
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Uma operacao bindria * num conjunto A é uma funcao *: A x A — A.

Notagao: *(a,b) <> a *b.
Possiveis propriedades:

@ Associatividade: (axb)xc=ax* (bxc)V a,b,c € A.
© Existéncia de elemento neutro: 3 e € A satisfazendo
axe=a=ax*eV a€ A. (necessariamente uinico)

@ Invertibilidade: Para todoa € A,3b€ Atal queaxb=e¢=bxa.
(necessariamente tnico se * é associativa)

@ Comutatividade: a*b=bx*xa V a,b € A.
Um grupo abeliano é um par (A, +) sendo + uma operacao binéria no

conjunto A satisfazendo todas as propriedades acima.
Notagao: 0 para o neutro e —a para o inverso de a.
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Definicao

Um corpo é uma terna (F,+,-) sendo + e - operacoes binarias no
conjunto F (chamadas soma e multiplicagao) satisfazendo:

@ (F,+) é um grupo abeliano
(com neutro chamado 0 e —z denotando o inverso de = por +);

@ - ¢ associativa, comutativa e (F \ {0},-) é grupo abeliano
(com neutro chamado 1 e z~! denotando o inverso de z por -);

@ Distributividade: (z+vy)-z2=(z-2)+ (y-2)Vz,y,2 €F
Exemplos: Q,R,C,Qli] = {a+ bi:a,be Q}.

Com frequéncia denotaremos por F* o conjunto F \ {0}.

Corpos serao os conjuntos de “escalares” que consideraremos.
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Definigao
Um espago vetorial sobre um corpo F (ou um F-espago vetorial) é uma
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Definigao
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Definigao

Um espago vetorial sobre um corpo F (ou um F-espago vetorial) é uma
terna (V,+,-) sendo + uma operagao bindriaem Ve - :Fx V — V|
(A, v) = X - v, (chamada multiplicagdo por escalar) satisfazendo:
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Um espago vetorial sobre um corpo F (ou um F-espago vetorial) é uma

terna (V,+,-) sendo + uma operagao bindriaem Ve - :Fx V — V|
(A, v) = X - v, (chamada multiplicagdo por escalar) satisfazendo:

@ (V,+) é um grupo abeliano
(com neutro chamado 0 e —v denotando o inverso de v);

@ - é associativa: (A-p)-v=A-(u-v)VApeFveV;

@ Distributividade 1: (A+pu) - v=AN-v)+ (n-v) YV \,p e F,v e V;
Q@ Distributividade 2: A+ (v4+w)=(A-v)+(A-w) VA€ F,v,weV;
© Neutralidade do 1 para a mult. por escalar: 1-v=v Vv e V.

V =F" com as operagoes A - (z1,...,%n) == (A T1,...,A-Tp) €

(1, s xn) + (Y1, -5 Yn) = (T1+ Y1, -+ s Ty + Yn)
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Fabrica de Exemplos

Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # 0,
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Espacos Vetoriais - Mais Exemplos

Fabrica de Exemplos

Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # (3, considere o
conjunto V' = F(I, W) das fungdes de I em W.
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Espacos Vetoriais - Mais Exemplos

Fabrica de Exemplos

Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # (3, considere o
conjunto V' = F(I, W) das fungoes de I em W. As seguintes operagoes
completam os dados para que V se torne um [F-espago vetorial:

(f+9)
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Fabrica de Exemplos

Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # (3, considere o
conjunto V' = F(I, W) das fungoes de I em W. As seguintes operagoes
completam os dados para que V se torne um [F-espago vetorial:
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Fabrica de Exemplos

Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # (3, considere o
conjunto V' = F(I, W) das fungoes de I em W. As seguintes operagoes
completam os dados para que V se torne um [F-espago vetorial:

(f+9)(0) == f() +9(@) e (A-f)@):=A-(f(d)) VfgeViel
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Fabrica de Exemplos

Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # (3, considere o
conjunto V' = F(I, W) das fungoes de I em W. As seguintes operagoes
completam os dados para que V se torne um [F-espago vetorial:

(f+9)(0) == f() +9(@) e (A-f)@):=A-(f(d)) VfgeViel

O exemplo anterior é “recuperado” com I ={1,...,n} e W =F.
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Espacos Vetoriais - Mais Exemplos

Fabrica de Exemplos

Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # (3, considere o
conjunto V' = F(I, W) das fungoes de I em W. As seguintes operagoes
completam os dados para que V se torne um [F-espago vetorial:

(f+9)(0) == f() +9(@) e (A-f)@):=A-(f(d)) VfgeViel

O exemplo anterior é “recuperado” com I ={1,...,n} e W =F.
O conjunto de matrizes M, ,,(IF) se torna um espago vetorial com
I={1,....m}x{l,...,n} e W=F.
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Espacos Vetoriais - Mais Exemplos

Fabrica de Exemplos
Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # (3, considere o

conjunto V' = F(I, W) das fungoes de I em W. As seguintes operagoes
completam os dados para que V se torne um [F-espago vetorial:

(f+9)@):=f@)+9@) e A-f)E):=A-(f) VSfigeViel

O exemplo anterior é “recuperado” com I ={1,...,n} e W =F.

O conjunto de matrizes M, ,,(IF) se torna um espago vetorial com
I={1,....m}x{l,...,n} e W=F.

Subespacos
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Um subconjunto W # () do espago vetorial V é dito um subespaco se

QO w +wy €WV wy,wy €W (fechamento pela soma)
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Espacos Vetoriais - Mais Exemplos

Fabrica de Exemplos
Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # (3, considere o

conjunto V' = F(I, W) das fungoes de I em W. As seguintes operagoes
completam os dados para que V se torne um [F-espago vetorial:

(f+9)@):=f@)+9@) e A-f)E):=A-(f) VSfigeViel

O exemplo anterior é “recuperado” com I ={1,...,n} e W =F.

O conjunto de matrizes M, ,,(IF) se torna um espago vetorial com
I={1,....m}x{l,...,n} e W=F.

Subespacos

Um subconjunto W # () do espago vetorial V é dito um subespaco se
QO w +wy €WV wy,wy €W (fechamento pela soma);
Q@ \w e W VA eF,we W (invaridncia pela mult. por escalar).
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Espacos Vetoriais - Mais Exemplos

Fabrica de Exemplos
Dado um F-espago vetorial W e um conjunto I # (3, considere o

conjunto V' = F(I, W) das fungoes de I em W. As seguintes operagoes
completam os dados para que V se torne um [F-espago vetorial:

(f+9)@):=f@)+9@) e A-f)E):=A-(f) VSfigeViel

O exemplo anterior é “recuperado” com I ={1,...,n} e W =F.

O conjunto de matrizes M, ,,(IF) se torna um espago vetorial com
I={1,....m}x{l,...,n} e W=F.

Subespacos

Um subconjunto W # () do espago vetorial V é dito um subespaco se
QO w +wy €WV wy,wy €W (fechamento pela soma);
Q@ \w e W VA eF,we W (invaridncia pela mult. por escalar).

Subespacos se tornam espacos vetoriais via restricao das operagoes.
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear

Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear

Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por «
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear

Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por « (é o menor subespago de V' contendo «).
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear

Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por « (é o menor subespago de V' contendo «).

Diz-se que a gera V se V = [a].
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear

Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por « (é o menor subespago de V' contendo «).

Diz-se que a gera V se V = [a].

Diz-se que « é linearmente independente (1.i.) se v ¢ [a\ v] Vv € a
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear

Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por « (é o menor subespago de V' contendo «).

Diz-se que a gera V se V = [a].
Diz-se que « é linearmente independente (1i.) se v ¢ [a\v]| Vv € «
(nenhum vetor de a é combinagao linear dos demais).
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Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por « (é o menor subespago de V' contendo «).

Diz-se que a gera V se V = [a].
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(nenhum vetor de a é combinagao linear dos demais).
Caso contrério, o dita linearmente dependente (1.d.).
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear

Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por « (é o menor subespago de V' contendo «).

Diz-se que a gera V se V = [a].
Diz-se que « é linearmente independente (1i.) se v ¢ [a\v]| Vv € «

(nenhum vetor de a é combinagao linear dos demais).
Caso contrério, « dita linearmente dependente (1.d.).

Diz-se que « é uma base de V se for 1.i. e gerar V.
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear

Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por « (é o menor subespago de V' contendo «).

Diz-se que a gera V se V = [a].
Diz-se que « é linearmente independente (1i.) se v ¢ [a\v]| Vv € «

(nenhum vetor de a é combinagao linear dos demais).
Caso contrério, « dita linearmente dependente (1.d.).

Diz-se que « é uma base de V se for l.i. e gerar V.

Teorema

Todo espaco vetorial contém uma base e quaisquer duas bases possuem
a mesma cardinalidade.
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Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por « (é o menor subespago de V' contendo «).

Diz-se que a gera V se V = [a].
Diz-se que « é linearmente independente (1i.) se v ¢ [a\v]| Vv € «

(nenhum vetor de a é combinagao linear dos demais).
Caso contrério, « dita linearmente dependente (1.d.).

Diz-se que « é uma base de V se for l.i. e gerar V.

Teorema
Todo espaco vetorial contém uma base e quaisquer duas bases possuem
a mesma cardinalidade.

A dimensao de V (dim(V')) ¢ a cardinalidade de suas bases.
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Combinagoes Lineares (c.l.) e Dependéncia Linear

Dada familia de vetores «, uma c.l. de vetores em « é uma soma
TV + o+ Ty, com m € Z>g, x; € F, v; € a.

O conjunto de tais c.l., denotado por [a], é chamado de o subespago
gerado por « (é o menor subespago de V' contendo «).

Diz-se que a gera V se V = [a].
Diz-se que « é linearmente independente (1i.) se v ¢ [a\v]| Vv € «

(nenhum vetor de a é combinagao linear dos demais).
Caso contrério, « dita linearmente dependente (1.d.).

Diz-se que « é uma base de V se for l.i. e gerar V.

Teorema
Todo espaco vetorial contém uma base e quaisquer duas bases possuem
a mesma cardinalidade.

A dimensao de V (dim(V')) ¢ a cardinalidade de suas bases.

A demonstracao geral deste teorema néao é feita em MA327.
Estudar na Segao 5.5 do livro.

A. Moura MMT719 - Revisdao Espagos Vetoriais



Somas de Subespacgos

A. Moura MMT719 - Revisdao Espagos Vetoriais



Somas de Subespacgos

Se (V;)ier € familia de subespacos de V', define-se sua soma como o

subespaco
>
i€l
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Somas de Subespacgos

Se (V;)ier € familia de subespacos de V', define-se sua soma como o

subespaco Z v U v

icl el
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Somas de Subespacgos

Se (V;)ier € familia de subespacos de V', define-se sua soma como o

subespaco Z v U v

icl el

Tal soma ¢é dita direta se
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Somas de Subespacgos

Se (V;)ier € familia de subespacos de V', define-se sua soma como o

subespaco Z v U v

icl el

Tal soma ¢é dita direta se

V}ﬂ Z Vi ={0} paratodo jelI.
i€\{5}
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Somas de Subespacgos

Se (V;)ier € familia de subespacos de V', define-se sua soma como o

subespaco Z v U v

icl el

Tal soma ¢é dita direta se

V}ﬂ Z Vi ={0} paratodo jelI.
i€\{5}
A notagao @ V; indica que ) V; é direta.
i€l il
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Somas de Subespacgos

Se (V;)ier € familia de subespacos de V', define-se sua soma como o

subespaco Z v U v

icl el

Tal soma ¢é dita direta se

V}ﬂ Z Vi ={0} paratodo jelI.
iel\{j}
A notagao @ V; indica que ) V; é direta.
i€l iel
Proposigao

> Vi é direta se, e somente se, para todo v € ) V;, existirem tnicos
il iel
m € Zxo,ij € I, ev;; €V, 1 <j<m,t.q v=uv; + -+,
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Somas de Subespacgos

e (V;)ier é familia de subespagos de V', define-se sua soma como o

subespago

Svi- |Un

icl il
Tal soma ¢é dita direta se

V}ﬂ Z Vi ={0} paratodo jelI.
i€I\{j}
A notagao @ V; indica que ) V; é direta.
icl icl

> Vi é direta se, e somente se, para todo v € ) V;, existirem tnicos
il el
m € Zxo,ij € I, ev;; €V, 1 <j<m,t.q v=uv; + -+,

Proposigao

Sejam « = (v;)ier uma familia em V' e V; = [v;].
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e (V;)ier é familia de subespagos de V', define-se sua soma como o
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icl el
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Somas de Subespacgos

e (V;)ier é familia de subespagos de V', define-se sua soma como o

subespago

Svi- |Un

icl il
Tal soma ¢é dita direta se

V}ﬂ Z Vi ={0} paratodo jelI.
i€I\{j}
A notagao @ V; indica que ) V; é direta.
icl icl

> Vi é direta se, e somente se, para todo v € ) V;, existirem tnicos
il el
m € Zxo,ij € I, ev;; €V, 1 <j<m,t.q v=uv; + -+,

Proposigao

Sejam « = (v;)ier uma familia em V' e V; = [v;]. Entao, « é Li. se, e
somente se, v; #= 0 Vi € [
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Somas de Subespacgos

e (V;)ier é familia de subespagos de V', define-se sua soma como o

subespago

Svi- |Un

icl il
Tal soma ¢é dita direta se

V}ﬂ Z Vi ={0} paratodo jelI.
i€I\{j}
A notagao @ V; indica que ) V; é direta.
icl icl

> Vi é direta se, e somente se, para todo v € ) V;, existirem tnicos
il el
m € Zxo,ij € I, ev;; €V, 1 <j<m,t.q v=uv; + -+,

Proposigao

Sejam « = (v;)ier uma familia em V' e V; = [v;]. Entao, « é Li. se, e
somente se, v; # 0 Vi € I e Y V; for direta.
el
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Coordenadas

Dado um vetor v € V, veja que [v] = { v : A € F}
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Coordenadas

Dado um vetor v € V, veja que [v] = {Av : A € F}, o que motiva a
notagao Fv ao invés de [v].
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Coordenadas

Dado um vetor v € V, veja que [v] = {Av : A € F}, o que motiva a
notagao Fv ao invés de [v].

Uma familia « = (v;)icr é base de V se, e sé se, V = P Fv; e v; # 0 Vi.
i€l
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Coordenadas

Dado um vetor v € V, veja que [v] = {Av : A € F}, o que motiva a
notagao Fv ao invés de [v].

Corolério

Uma familia « = (v;)icr é base de V se, e sé se, V = P Fv; e v; # 0 Vi.
el

Neste caso, para cada v € V| existe tnica familia de escalares (z;);er,

com x; # 0 para finitos valores de I, tal que

W= E TiV;.

i€l
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Coordenadas

Dado um vetor v € V, veja que [v] = {Av : A € F}, o que motiva a
notagao Fv ao invés de [v].

Corolério

Uma familia « = (v;)icr é base de V se, e sé se, V = P Fv; e v; # 0 Vi.
el
Neste caso, para cada v € V| existe tnica familia de escalares (z;);er,
com x; # 0 para finitos valores de I, tal que
W= Z TiV;.
el
Esta familia de escalares, denotada por [v],, é dita a familia de
coordenadas de v com respeito a a.
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Coordenadas

Dado um vetor v € V, veja que [v] = {Av : A € F}, o que motiva a
notagao Fv ao invés de [v].

Corolério

Uma familia « = (v;)icr é base de V se, e sé se, V = P Fv; e v; # 0 Vi.
el
Neste caso, para cada v € V| existe tnica familia de escalares (z;);er,
com x; # 0 para finitos valores de I, tal que
W= E TiV;.
el
Esta familia de escalares, denotada por [v],, é dita a familia de
coordenadas de v com respeito a a.
O escalar x; é chamado de a coordenada v na direcao de v; com
respeito a a.
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Coordenadas

Dado um vetor v € V, veja que [v] = {Av : A € F}, o que motiva a
notagao Fv ao invés de [v].

Corolério

Uma familia « = (v;)icr é base de V se, e sé se, V = P Fv; e v; # 0 Vi.
el
Neste caso, para cada v € V| existe tnica familia de escalares (z;);er,
com x; # 0 para finitos valores de I, tal que
W= E TiV;.
el
Esta familia de escalares, denotada por [v],, é dita a familia de
coordenadas de v com respeito a a.
O escalar x; é chamado de a coordenada v na direcao de v; com
respeito a a.

|
Se I ={1,...,n}, costuma-se identificar [v], com a matriz { : } )

Tn
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Mais Detalhes

Fizemos uma rapida revisao dos conceitos mais importantes da teoria
bésica espacos vetoriais. Nenhum aspecto computacional pratico foi
abordado aqui e outros detalhes relevantes nao foram mencionados. O
aluno deve ler as seguintes segoes do texto base (e procurar visoes
alternativas em outros livros) para suprir essas lacunas:

@ Segoes 1.4, 1.6 e 1.7 (operagoes bindrias e corpos).

e Capitulo 5 (demais conceitos). Uma comparagao com as segoes

3.1, 3.2 € 3.3 (GA) deve elucidar véarias dividas também.

Aconselho visitar os exercicios do Capitulo 5 para diagnosticar seu
entendimento. Dificuldade operacional para resolver exercicios € indicio
de baixa absorcao da teoria. A identificacao de tal dificuldade reforga a
necessidade de revisar a correspondente secao tedrica com atencao
especial ao manuseio dos conceitos na resolugao dos exemplos. Lembre:
exemplos sdo exercicios resolvidos!
Aqueles que estiverem se sentindo confortdvel com esta parte da teoria
devem por isso a prova fazendo os seguintes exercicio tedricos: 5.2.5,
5.3.4, 5.3.5, 5.4.8, 5.4.18, todos da secao 5.5.
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