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1. (1,5pt) Sejam m,n € Z com n > 0. Mostre que existe tnico (¢,r) € Z x Z satisfazendo

0<r<n e m=qn+r.

Mostremos primeiro a unicidade. Assim, suponha que (q,7) e (¢/,7’) satisfazem a propri-
edade requerida e, sem perda de generalidade, que ' > r. Segue que

qgn+r=q¢n+r" e portanto, (¢q—¢)n=1r"—r>0.

Mas, como ' <ner >0, segue que ' —r < n —r <n. Como todo miltiplo positivo de
n é estritamente maior que ou igual a n e ' — r é multiplo ndo negativo de n como visto
acima, segue que 1’ —r = 0, isto é, v’ = r. Mas entao, (¢ — ¢')n = 0 e, como n # 0, segue
que ¢’ = q.

Para mostrar a existéncia, mostremos primeiro para m > 0 que existe (q,7) € N? satis-
fazendo a propriedade requerida. Isso sera feito por inducao em m. Para m = 0, basta
ver que o par (0,0) satisfaz a propriedade: 0 = On + 0. Agora, suponha que m = gn + r,
por hipétese de inducao, e analisemos o que acontece com m + 1. Suponha primeiro que
r <n — 1. Neste caso temos

m+l=(n+r)+1=qgn+(r+1) e r+1<n.

Portanto, o par (q,7 + 1) € N? satisfaz a propriedade com respeito a m + 1. Por outro
lado, se r =n — 1, temos

m+l=(@n+r)+1l=gq+((n—1)+1)=(¢+1)n

e, portanto, o par (¢ + 1,0) € N? satisfaz a propriedade.
Finalmente, se m < 0, temos m = —k = (—1)k para algum k£ > 0. Se (¢,r) é o par tal
que k = ng + r, segue que
m = (—q)n —r.
Se r = 0, concluimos que o par (—gq,0) satisfaz a propriedade com respeito a m. Se

r > 0, considere " = n —r < n. Como n > r, também temos r’ > 0. Além disso, como
r=mn—1', temos

m=(=g)n—r = (~q)n—(n—1') = (=g = \n +

e, portanto, o par (—qg — 1,n — r) satisfaz a propriedade.

2. Uma loja vende cartoes de presente nos valores de 3 e 5 reais.

(a) (1,5pt) Mostre que qualquer valor inteiro maior ou igual a 8 reais pode ser formado
utilizado-se tais cartoes.

(b) (1pt) Encontre a quantidade minima de cartoes de 3 reais que a loja precisa ter para
formar qualquer valor entre 8 e 1000 reais, supondo que ela possua 200 cartoes de 5
reais.

(a) Precisamos mostrar que, se m > 8, existem a,b € N tais que m = 3a + 5b.

Pelo exercicio 1 com n = 5, dado m > 0, existe (¢,7) € N? com r < 5 tal que m = 5q+r.
Para cada possibilidade de r, procedamos por inducao em q. O caso base em cada
possibilidade corresponde a gy = min{k € N : 5k +r > 8} (o minimo existe pelo Principio
da Boa Ordem).



r = 0: Neste caso, todos os valores, inclusive os menores que 8, podem ser formados
utilizando apenas cartoes de 5. Em outras palavras, se m = 5q, basta escolher a = 0 e
b = q. Todavia, como para 0 < k < 2 temos 5k +0<8e 5-2+ 0 =10 > §, segue que o
caso base para r =0 é gy = 2 que corresponde a m = 10.

r = 1. Consideremos os nimeros da forma 5k + 1 com k € N. Como para 0 < k < 2
temos bk +1 <8 e 5-2+1 =11 > &, segue que o caso base parar =1 ¢é ¢y = 2 que
corresponde a m = 11. Para m = 11 podemos escolher a =2 e b =2 pois 11 =3-2+5-1.

r = 2: Consideremos os nimeros da forma 5k + 2 com k € N. Como para 0 < k < 2
temos 5k +2 < 8 e 5-2+ 2 =12 > 8, segue que o caso base parar = 2 é ¢y = 2 que
corresponde a m = 12. Para m = 12 podemos escolher a =4 e b =0 pois 12 =3-4+5-0.

r = 3: Consideremos os nimeros da forma 5k + 3 com k£ € N. Como para k = 0 temos
5k+3<8eb-143 =28, segue que o caso base para r = 3 é gy = 1 que corresponde a
m = 8. Para m = 8 podemos escolher a =1eb=1pois8=3-1+5-1.

1 = 4: Consideremos os ntimeros da forma 5k + 4 com k € N. Como para k = 0 temos
S5k+4<8eb-14+4=9, segue que o caso base para r = 4 é gy = 1 que corresponde a
m = 9. Para m = 9 podemos escolher a =3 e b=0pois9=3-3+5-0.

Assim, completamos a demonstracao do caso base para cada possibilidade de r. O passo
indutivo serd o mesmo para todas as possibilidades. Entao, suponha, por hipdtese de
inducao que, para um certo ¢ > qg, existam a,b € N tais que 5q +r = 3a + 5b. Segue que

5(¢+1)+r=(5g+r)+5=(3a+5b)+5=3a+50b+1),

demonstrando a tese de inducao.

(b) Como 5-200 = 1000, segue que qualquer valor entre 8 e 1000 pode ser formado desde
que tenhamos suficientes cartoes de 3 disponiveis.

Segue do passo indutivo da parte (a) que podemos formar 5(q+ 1) 4+ r adicionando-se um
cartao de 5 e mantendo a quantidade utilizada de cartoes de 3. Portanto, a quantidade
minima de cartoes de 3 necesséarios em cada possibilidade de r ¢é igual a do correspondente
caso base.

Na anédlise destes casos na parte (a), conseguimos formar todos os valores utilizando, no
maximo, 4 cartoes de 3. Logo, se a loja tiver pelo menos 4 cartoes de 3, todos os valores
poderao ser obtidos.

Lembre que sé precisamos de 4 cartoes de 3 no caso m = 12. Assim, resta mostrar que
nao é possivel obter 12 com menos cartoes de 3. Em outras palavras, precisamos mostrar
que se a,b € N satisfazem 12 = 3a + 5b, necessariamente devemos ter a > 4. De fato,

12=3a+5b < 12—-3a=5b < 3(4—a)=>5b.

Como 5b > 0, as regras de sinais para a multiplicagao implicam que 4 — a > 0, isto é,
a > 4. E|

3. Dado um conjunto finito A com #A =n > 2, considere X = {(a,b) € A x A:a # b}.

(a) (1,5pt) Considere a fungao 7 : X — A dada por 7(a,b) = b. Calcule #7'({a}) para
cada a € A e use o resultado para mostrar que #X = n(n — 1).

(b) (0,5pt) Mostre que a relagao binaria em X dada por (a,b) ~ (c,d) se {a,b} = {c,d}
¢ uma relagao de equivaléncia.

LA parte (a) seria resolvida mais rapidamente se usdssemos o exercicio 1 com n = 3 ao invés de 5. Porém,
a parte (b) necessita da anélise dos casos base com n = 5 e, por isso, foi feita essa escolha.
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(c¢) (1,5pt) Sejam Y o conjunto cujos elementos sao as classes de equivaléncia da relagao

do item (b) ¢ Z = {B € P(A): #B = 2}. Mostre que #Y = #7 = "1,
(a) Por definigao de pré-imagem,

{a}) ={(z,y) € X : w(z,y) = a} ={(z,y) € X : y = a}.

Entao, por definicao de X, segue que

{a}) = {(z,a) € A? : x # a}.

Assim, para cada a € A, temos uma fungao f, : A\ {a} — 7 '({a}) dada por f(z) =
(z,a). Vejamos que f, é bijetora. Considere g, : 7~ *({a}) — A\{a} dada por g,(z,a) = x
e veja que

fa(ga(waa» = fa<x) = ($7a) € ga(fa(x)) = ga(maa) =

para todo z € A\ {a}. Logo, g, ¢ inversa de f,. Portanto, #7 ' ({a}) = #(A\ {a}). Por
sua vez, como A = {a} 0 (A\ {a}), segue que

n=#A=1+#(A\{a})
e, portanto, #(A\ {a}) =n — 1.

Como visto em aula, a familia (771 ({a}))aca ¢ uma familia de conjuntos disjuntos e

X = U7r ({a}).

a€A

Assim, segue do principio aditivo de contagem que

#X = #r ' ({a}) =Y (n—1)=n(n-1).

a€A acA

(b) Reflexividade: Se (¢,d) = (a,b), evidentemente {c,d} = {a,b} e, portanto, (¢,d) ~
(a,b).
Simetria: Se (a,b) ~ (¢, d), isto é, {a,b} = {c,d}, evidentemente, {c,d} = {a,b} e,
portanto, (¢, d) ~ (a,b).
Transitividade: Suponha (a,b) ~ (¢, d) e (¢,d) ~ (e, f), isto é, {a,b} = {c,d} e {¢,d} =
{e, f}. Logo, {a,b} = {e, f}, mostrando que (a,b) ~ (e, f).
(c) Denote por [a, b] a classe de equivaléncia de (a,b). Vejamos que [a, b] = {(a,b), (b,a)}.
De fato,

(r,y) €la,b] & (z,y) ~(a,b) & {z,y} ={a,b}.
Mas isso quer dizer que, ou x = a, e portanto y = b, ou x = b, e portanto y = a. Ou seja,
(z,y) = (a,b) ou (z,y) = (b,a). Como cada y € Y é da forma [a,b] para alguma escolha
de a # b, segue que

Hy =2 para todo yey.

Considere a funcao ¢ : X — Y dada por ¢ (a,b) = [a,b], que é sobrejetora por defini¢ao
de Y. Entao,

X=Jv'({y}) e portanto, #X = Hu ' ({y}).

yey yey

Mas
“{y}) ={(a,b) € X : ¢(a,0) =y} = {(a,b) € X : [a,b] = y}.
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Ou seja, v '({y}) = y, olhando y como subconjunto de X, ao invés de como elemento de
Y. Portanto,

n(n—1)=#X =Y #'({y}) =D 2=#V -2

yey yey
Assim, #Y =n(n —1)/2.

Finalmente, mostremos que existe funcao bijetora f : Z — Y. De fato, dado B € Z,
temos B = {a, b} para alguma escolha de a,b € A com a # b. Defina f(B) = [a,b]. Em
particular, f é sobrejetora. A funcdo g : Y — Z dada por ¢([a,b]) = {a,b} é claramente
a inversa de f.

. (1pt) Considere a sequéncia (ay,),en de nimeros naturais dada por a,, = 6n?. Mostre que

Zan =m(m+1)(2m+ 1) para todo ~ m > 1.
n=1

Procedamos por inducao em m. Para m = 1, o somatoério é simplesmente a; = 6. Por
outro lado,
mm+1)2m+1)=1-(14+1)-(2-1+1)=2-3=6.

Agora, suponha que a igualdade valha para algum m > 1. Precisamos mostrar a tese de
inducao que é

mz: an = (m+1)(m+2)(2m +3) = (m + 1)(2m* + Tm + 6).

n=1

De fato,

ni ap = <zm: an> ta, ™ (m(m+1)(2m + 1)) +6(m +1)°

n=1

=(m+1)(m@2m+1)+6(m+1)) = (m+1)(2m?* + Tm + 6),

como queriamos mostrar.

. (1,5pt) Dados conjuntos A, B, C, determine se a seguinte afirmagao é verdadeira ou falsa:
C'\ (B\ A) é a uniao disjunta dos conjuntos AN BNC e C\ B.

E verdadeira. Para ver que os conjuntos AN BN C e C'\ B sao disjuntos, isto é,

(AnBNC)N(C\ B) =10,

basta observar que, se z € B, entao z ¢ C'\ B.

Mostremos que C'\ (B\ A) = (AN BN C)U(C\ B) seguindo o gabarito da P1. Para
isso, precisamos verificar que

C\(B\A) C(AnBNC)U(C\ B) e (ANBNC)U(C\B)CC\(B\A). (1)
Comece lembrando que, dados conjuntos X e Y, temos
reX\Y & zeXexé¢V. (2)

Logo,
r¢X\Y & xé¢XouzxeV. (3)
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Mostremos a primeira das inclusdes em (I)). Dado z € C'\ (B '\ A), segue de (2)) com
X=CeY =B\Aque
reC e x¢B\A

Agora, usando , concluimos que

reC e (x ¢ B ou, caso contréario, z € A).
Isso é o mesmo que dizer que

(xeCex¢B) ou (reCexe ANDB).

No primeiro caso temos x € C'\ B, enquanto no segundo, x € AN BN C.
Agora, mostremos a segunda das inclusées em (I)). Dado z € (ANBNC)U(C\ B), temos

(reAjxeBexe() ou (xeCex¢B).

Em ambos os casos, z € C. Além disso, temos = € A (primeiro caso) ou x ¢ B (segundo
caso) e, portanto, segue de que z ¢ B\ A. Assim, concluimos que

rel e r ¢ B\ A.

Novamente usando (2) com X = C e Y = B\ A, concluimos que z € C'\ (B \ A) como

queriamos mostrar.



