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A nocao intuitiva de reta estd associada a “constancia de direcao”.
Vetores foram os objetos usados para definir coincidéncia de diregao.
Assim, a seguinte definicdo para o conceito de reta é natural:

Dados um ponto p € F" e um vetor v € F™\ {0}, a reta na diregao de v
passando por p é o conjunto {q € F" : ﬁ = \v para algum \ € F}.

/ Notagao: R(p,v). Diz-se que v é vetor dire-

P / tor e p é ponto base desta descricao da reta.
v/ ’ A mesma reta pode ser descrita utilizando-
/ p se outros pontos-base ou outros vetores di-

retores (na mesma dire¢ao de v).

Duas retas sao ditas paralelas se seus vetores
diretores tiverem a mesma diregao.

@ A intersecao de duas retas paralelas distintas é vazia.

Q@ A intersecao de quaisquer duas retas distintas contém no
maximo um ponto.
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Dado x = (z1,...,2y) € v = (v1,...,Vy), temos
R(x,v) = {(x1 +tvy , zo+tvy, ... , xp+tv,): t €F}.
Em outras palavras, y = (y1,...,¥yn) ¢ um ponto em R(x,v) se, e somente

se, existir ¢t € F tal que
() yj=x;+tv; Vji=1,...,n.
Essa familia de expressoes é dita uma equagao paramétrica para R(x,v).

Descreve as componentes dos pontos de R(x,v) a partir do parametro t.

Considere v = (1,2),w = (—=1,1),p = (1,1) e ¢ = (—1,0) em RZ.

Encontremos R(p,v) N R(q,w). Usando as equagdes paramétricas,

temos que (x,y) € R(p,v) N R(q,w) < 3 parametros ¢, s tais que
1+t=—-1—5s Resolvendo o sistema chega-se que t = —1 = s. Logo,
14+2% =5 o ponto (0, —1) é o tinico ponto em R(p,v) N R(q, w).

Retas distintas que se intersectam sao ditas concorrentes. Retas nao
paralelas que nao se intersectam sao ditas reversas.
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Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um
vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pg,v).
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Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um
vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se

re-escreve Ccomo — bt
(z,y)) eER & ° To+O g

Yy = yo — at,
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Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um
vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se
re-escreve Como

(r,y) e R < T = xo + b, t €T,
Yy =yo — at,
de onde segue que
(1) b(y — yo) = —a(z — xo).
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Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um

vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se

re-escreve como _ bt
(r,y) e R < =T + O,

Y = Yo — at,

de onde segue que

(1) b(y — yo) = —a(z — o).

Note que, como v # 0, temos a # 0 ou b # 0.

teT,
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Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um

vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se

re-escreve como _ bt
(r,y) e R < T = @ + 0,

Y =yo —at,

de onde segue que

(1) b(y —yo) = —alz — o).

Note que, como v # 0, temos a 7# 0 ou b # 0. No caso que b # 0, isto é, R

nao é paralela ao eixo-y

teT,

MA141 - Invertibilidade de Matrizes



Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um

vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se

re-escreve como _ bt
(r,y) e R < =T + O,

Y = yo — at,

de onde segue que

(1) by — o) = —a(@ — 20).
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Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um

vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se

re-escreve como _ bt
(r,y) e R < =T + O,

Y = yo — at,

de onde segue que

(1) by — o) = —a(@ — 20).

Note que, como v # 0, temos a 7# 0 ou b # 0. No caso que b # 0, isto é, R

nao é paralela ao eixo-y, podemos escrever (1) como

teT,

a
?/:yo—g(x—xo)

Neste caso, o nimero —a/b é chamado de coeficiente angular da reta R.

MA141 - Invertibilidade de Matrizes



Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um

vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se

re-escreve como _ bt
(r,y) e R < =T + O,

Y = yo — at,

de onde segue que

(1) by — o) = —a(@ — 20).

Note que, como v # 0, temos a 7# 0 ou b # 0. No caso que b # 0, isto é, R

nao é paralela ao eixo-y, podemos escrever (1) como

teT,

a
?/:yo—g(x—xo)

Neste caso, o nimero —a/b é chamado de coeficiente angular da reta R.
Chamando de m o coeficiente angular, a relacdo passa a ser escrita como

y = yo + m(x — xp).
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Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um

vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se

re-escreve como _ bt
(r,y) e R < =T + O,

Y = yo — at,

de onde segue que

(1) by — o) = —a(@ — 20).

Note que, como v # 0, temos a 7# 0 ou b # 0. No caso que b # 0, isto é, R

nao é paralela ao eixo-y, podemos escrever (1) como

teT,

a
?/:yo—g(x—xo)

Neste caso, o nimero —a/b é chamado de coeficiente angular da reta R.
Chamando de m o coeficiente angular, a relacdo passa a ser escrita como
y = yo + m(x — xp).

Se R é paralela ao eixo-y, define-se o coeficiente angular como sendo oo.
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Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um

vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se

re-escreve como _ bt
(r,y) e R < =T + O,

Y = yo — at,

de onde segue que

(1) by — o) = —a(@ — 20).

Note que, como v # 0, temos a 7# 0 ou b # 0. No caso que b # 0, isto é, R

nao é paralela ao eixo-y, podemos escrever (1) como

teT,

a
?/:yo—g(x—xo)

Neste caso, o nimero —a/b é chamado de coeficiente angular da reta R.
Chamando de m o coeficiente angular, a relacdo passa a ser escrita como
y = yo + m(x — xp).

Se R é paralela ao eixo-y, define-se o coeficiente angular como sendo oo.

Outras formas tteis de re-escrever (1):
a(x — x0) +b(y —yo) =0
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Retas no Plano

Estudemos o caso particular n = 2. Dados um ponto pg = (zg,yp) € um

vetor v = (b, —a), consideremos a reta R = R(pp,v). Neste caso () se

re-escreve como _ bt
(r,y) e R < =T + O,

Y = yo — at,

de onde segue que

(1) by — o) = —a(@ — 20).

Note que, como v # 0, temos a 7# 0 ou b # 0. No caso que b # 0, isto é, R

nao é paralela ao eixo-y, podemos escrever (1) como

teT,

yzyo—%(x—wo)

Neste caso, o nimero —a/b é chamado de coeficiente angular da reta R.
Chamando de m o coeficiente angular, a relacdo passa a ser escrita como
Yy =yo + m(x — xp).

Se R é paralela ao eixo-y, define-se o coeficiente angular como sendo oo.

Outras formas tteis de re-escrever (1):
a(x —x0) + by —y0) =0 e ar+by=c com c¢=axg+ byo.
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Retas no Espaco

Estudemos o caso particular n = 3.
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Retas no Espaco

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao uma reta
R = R(po,v) com pg = (x0, Y0, 20) € v = (a,b, c).
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Retas no Espaco

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao uma reta
R = R(po,v) com pg = (x0, Y0, 20) € v = (a,b,c). Neste caso (x) se

re-escreve cOIo T =30 + at,

(x,y,2) ER & y=yo+bt, teT,
z = z9+ ct,
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Retas no Espaco

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao uma reta
R = R(po,v) com pg = (x0, Y0, 20) € v = (a,b,c). Neste caso (x) se

re-escreve cOIo T =30 + at,

(x,y,2) ER & y=yo+bt, teT,

de onde segue que z =2z +ct,

(2) a(y—wyo) = bz —z0), c(y—yo)=0b(z—20), a(z—2)=c(x—m0).
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Retas no Espaco

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao uma reta

R = R(po,v) com pg = (x0, Y0, 20) € v = (a,b,c). Neste caso (x) se

re-escreve cOIo T =30 + at,

(x,y,2) ER & y=yo+bt, teT,

de onde segue que z =2z +ct,

(2) a(y—wyo) = bz —z0), c(y—yo)=0b(z—20), a(z—2)=c(x—m0).

Procedendo como antes, vemos que R é o conjunto solucao do sistema

br — ay = d d = bxo — ayo,
(3) cy — bz = e com e = cyog — bz,
cr — az = g g = cxo — az.
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Retas no Espaco

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao uma reta
R = R(po,v) com pg = (x0, Y0, 20) € v = (a,b,c). Neste caso (x) se
re-escreve como © =z + at,
(x,y,2) ER & y=yo+bt, teT,

de onde segue que z =2z +ct,
(2) aly—wo) = bz —z0), c(y—yo)=0b(z—2), a(z—2)=c(x—mp).

Procedendo como antes, vemos que R é o conjunto solucao do sistema

bxr — ay = d d = bxg — ayo,
(3) cy — bz = e com e = cyog — bz,

cx — az = g g = cxg — az.
Se a,b,c # 0
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Retas no Espaco

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao uma reta
R = R(po,v) com pg = (x0, Y0, 20) € v = (a,b,c). Neste caso (x) se
re-escreve como © =z + at,
(x,y,2) ER & y=yo+bt, teT,

de onde segue que z =2z +ct,
(2) aly—wo) = bz —z0), c(y—yo)=0b(z—2), a(z—2)=c(x—mp).

Procedendo como antes, vemos que R é o conjunto solucao do sistema

br — ay = d d = bxo — ayo,
(3) cy — bz = e com e = cyog — bz,
cr — az = g g = cxo — az.

Se a,b, ¢ # 0, podemos re-escrever (2) como
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Retas no Espaco

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao uma reta

R = R(po,v) com pg = (x0, Y0, 20) € v = (a,b,c). Neste caso (x) se

re-escreve cOIo T =30 + at,

(x,y,2) ER & y=yo+bt, teT,

de onde segue que z =2z +ct,

(2) a(y—wyo) = bz —z0), c(y—yo)=0b(z—20), a(z—2)=c(x—m0).

Procedendo como antes, vemos que R é o conjunto solucao do sistema

bxr — ay = d d = bxg — ayo,
(3) cy — bz = e com e = cyo — bzp,
cr — az = g g = cxo — azo.
Se a,b, ¢ # 0, podemos re-escrever (2) como
T—To Y—Yo _ =2 %0
4 = pr—
(4) - - P
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Retas no Espaco

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao uma reta
R = R(po,v) com pg = (x0, Y0, 20) € v = (a,b,c). Neste caso (x) se
re-escreve como © =z + at,

(x,y,2) ER & y=yo+bt, teT,

de onde segue que z =2z +ct,
(2) aly—wo) = bz —z0), c(y—yo)=0b(z—2), a(z—2)=c(x—mp).

Procedendo como antes, vemos que R é o conjunto solucao do sistema

br — ay = d d = bxo — ayo,
(3) cy — bz = e com e = cyog — bz,
cr — az = g g = cxo — az.

Se a,b, ¢ # 0, podemos re-escrever (2) como
T—%o Y~ % _z2— %
4 = = s
(4) a b c
que é por vezes chamada de equacio simétrica da reta em IF3.
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(x,Xy).
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

%y := {p € R" : Xp = AXy para algum X € [0,1]}

MA141 - Invertibilidade de Matrizes



Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.

y
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.

y
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.
y

X Z

Um tridngulo é a uniao de 3 segmentos de reta Xy UXz U zy, sendo X, y,z
3 pontos distintos.
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.
y

X Z

Um tridngulo é a uniao de 3 segmentos de reta Xy UXz U zy, sendo X, y,z
3 pontos distintos.

Segmentos de retas sao ditos paralelos se as retas que os contém o forem.

MA141 - Invertibilidade de Matrizes



Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.
y

X Z

Um tridngulo é a uniao de 3 segmentos de reta Xy UXz U zy, sendo X, y,z
3 pontos distintos.

Segmentos de retas sao ditos paralelos se as retas que os contém o forem.

Um paralelogramo
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.

Y, b2 P3

X z P1 D4

Um tridngulo é a uniao de 3 segmentos de reta Xy UXz U zy, sendo X, y,z
3 pontos distintos.

Segmentos de retas sao ditos paralelos se as retas que os contém o forem.

Um paralelogramo
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.

Y, b2 P3

X z P1 D4

Um tridngulo é a uniao de 3 segmentos de reta Xy UXz U zy, sendo X, y,z
3 pontos distintos.

Segmentos de retas sao ditos paralelos se as retas que os contém o forem.

Um paralelogramo é a uniao de 4 segmentos p1p2 U P2p3 U P3pa U Pap1,
determinados por 4 pontos distintos, de modo que existam exatamente
dois pares de segmentos paralelos.
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.

Y, b2 P3

X z P1 D4

Um tridngulo é a uniao de 3 segmentos de reta Xy UXz U zy, sendo X, y,z
3 pontos distintos.

Segmentos de retas sao ditos paralelos se as retas que os contém o forem.

Um paralelogramo é a uniao de 4 segmentos p1p2 U P2p3 U P3pa U Pap1,
determinados por 4 pontos distintos, de modo que existam exatamente
dois pares de segmentos paralelos.

Exercicio: Defina o que é um poligono.
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Segmentos de Retas e Figuras Geométricas

Dado pontos x,y € R™ distintos, o segmento de reta que eles determinam
é um subconjunto da reta R(X,)(_}>7). Mais precisamente,

Xy = {pGR”:@:)\@ para algum \ € [0, 1]} = yx.

Y, b2 P3

X z P1 D4

Um tridngulo é a uniao de 3 segmentos de reta Xy UXz U zy, sendo X, y,z
3 pontos distintos.

Segmentos de retas sao ditos paralelos se as retas que os contém o forem.

Um paralelogramo é a uniao de 4 segmentos p1p2 U P2p3 U P3pa U Pap1,
determinados por 4 pontos distintos, de modo que existam exatamente
dois pares de segmentos paralelos.

Exercicio: Defina o que é um poligono. E um paralelepipedo?

MA141 - Invertibilidade de Matrizes



Planos
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Planos

Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
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Planos

Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.

Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com

{( T1+t1v1 Flowy , T2 +11v2 +tows , ..., Ty + L1, + 2wy, ) 1t1,t0 € F}
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
{( x1 + t1v1 +towr , T2 +t1va+tows ..., Tp+tiv, +towy, ) :t1,ty € F}.
Equagoes paramétricas: y = (y1,...,yn) € P(x,v,w) < Ft1,t3 € F t.q.
(%) Yy =x; +tivj+tow; Vi=1,...,n
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
{( x1 + t1v1 +towr , T2 +t1va+tows ..., Tp+tiv, +towy, ) :t1,ty € F}.
Equagoes paramétricas: y = (y1,...,yn) € P(x,v,w) < Ft1,t3 € F t.q.
(%) yi =z +tvj+tw; Vi=1,...,n
O conjunto {v,w} é chamado de um conjunto de vetores diretores para o
plano P(x, v, w).
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
{( x1 + t1v1 +towr , T2 +t1va+tows ..., Tp+tiv, +towy, ) :t1,ty € F}.
Equagoes paramétricas: y = (y1,...,yn) € P(x,v,w) < Ft1,t3 € F t.q.
(%) Yy =x; +tivj+tow; Vi=1,...,n
O conjunto {v,w} é chamado de um conjunto de vetores diretores para o
plano P(x,v,w). Observe que o plano z;z; é o plano P(0, e;, e;).

MA141 - Invertibilidade de Matrizes



Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
{( x1 + t1v1 +towr , T2 +t1va+tows ..., Tp+tiv, +towy, ) :t1,ty € F}.
Equagoes paramétricas: y = (y1,...,yn) € P(x,v,w) < Ft1,t3 € F t.q.
(%) yi =z +tvj+tw; Vi=1,...,n
O conjunto {v,w} é chamado de um conjunto de vetores diretores para o

plano P(x,v,w). Observe que o plano z;z; é o plano P(0, e;, e;).

Sejam x =0,y = (0,—1,1), v1 = (1,0,1),w; = (0,1,1),v3 = (1,1,0) e
ws = (—1,0,1) € R?
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
{( x1 + t1v1 +towr , T2 +t1va+tows ..., Tp+tiv, +towy, ) :t1,ty € F}.
Equagoes paramétricas: y = (y1,...,yn) € P(x,v,w) < Ft1,t3 € F t.q.
(%) yi =z +tvj+tw; Vi=1,...,n
O conjunto {v,w} é chamado de um conjunto de vetores diretores para o

plano P(x,v,w). Observe que o plano z;z; é o plano P(0, e;, e;).

Sejam x =0, y = (0,—1,1), v; = (1,0,1),w; = (0,1,1),v3 = (1,1,0) e
Wy = (—1,0, 1) € R3, P1 = P(X, Ul,wl),PQ = P(y,'l}g,'wg).
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
{( x1 + t1v1 +towr , T2 +t1va+tows ..., Tp+tiv, +towy, ) :t1,ty € F}.
Equagoes paramétricas: y = (y1,...,yn) € P(x,v,w) < Ft1,t3 € F t.q.
(%) yi =z +tvj+tw; Vi=1,...,n
O conjunto {v,w} é chamado de um conjunto de vetores diretores para o

plano P(x,v,w). Observe que o plano z;z; é o plano P(0, e;, e;).

Sejam x =0, y = (0,—1,1), v; = (1,0,1),w; = (0,1,1),v3 = (1,1,0) e
we = (—1,0,1) € R3, P, = P(x,v1,w1), P» = P(y,v2,wz). Encontrar
PN Ps.
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
{( x1 + t1v1 +towr , T2 +t1va+tows ..., Tp+tiv, +towy, ) :t1,ty € F}.
Equagoes paramétricas: y = (y1,...,yn) € P(x,v,w) < Ft1,t3 € F t.q.
(%) yi =z +tvj+tw; Vi=1,...,n
O conjunto {v,w} é chamado de um conjunto de vetores diretores para o

plano P(x,v,w). Observe que o plano z;z; é o plano P(0, e;, e;).

Sejam x =0,y = (0,—1,1), v1 = (1,0,1),w; = (0,1,1),v3 = (1,1,0) e
we = (—1,0,1) € R3, P, = P(x,v1,w1), P» = P(y,v2,wz). Encontrar
Py N Py. Sabemos que (z,y,2) € PPN Py < 3 ty,t9,51,52 € R tais que

r =11, y=to, z=11 + 12
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
{( x1 + t1v1 +towr , T2 +t1va+tows ..., Tp+tiv, +towy, ) :t1,ty € F}.
Equagoes paramétricas: y = (y1,...,yn) € P(x,v,w) < Ft1,t3 € F t.q.
(%) yi =z +tvj+tw; Vi=1,...,n
O conjunto {v,w} é chamado de um conjunto de vetores diretores para o

plano P(x,v,w). Observe que o plano z;z; é o plano P(0, e;, e;).

Sejam x =0, y = (0,—1,1), v; = (1,0,1),w; = (0,1,1),v3 = (1,1,0) e
we = (—1,0,1) € R3, P, = P(x,v1,w1), P» = P(y,v2,wz). Encontrar

Py N Py. Sabemos que (z,y,2) € PPN Py < 3 ty,t9,51,52 € R tais que
r=t, y=to, 2=1t1+t2 € x=5 —52, y=—14s51, z2=1+4 s9.
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Dados um ponto x e dois vetores com direcoes distintas v e w, define-se o
plano contendo x gerado por v e w como sendo o conjunto

P(x,v,w) = {y € F" : 3\, € F tais que Xy = \v + pw}.
Se x = (z1,...,xy),v = (V1,...,0y) € w = (w1,...,w,), isso coincide com
{( x1 + t1v1 +towr , T2 +t1va+tows ..., Tp+tiv, +towy, ) :t1,ty € F}.
Equagoes paramétricas: y = (y1,...,yn) € P(x,v,w) < Ft1,t3 € F t.q.
(%) yi =z +tvj+tw; Vi=1,...,n
O conjunto {v,w} é chamado de um conjunto de vetores diretores para o

plano P(x,v,w). Observe que o plano z;z; é o plano P(0, e;, e;).

Sejam x =0, y = (0,—1,1), v; = (1,0,1),w; = (0,1,1),v3 = (1,1,0) e
we = (—1,0,1) € R3, P, = P(x,v1,w1), P» = P(y,v2,wz). Encontrar

Py N Py. Sabemos que (z,y,2) € PPN Py < 3 ty,t9,51,52 € R tais que
r=t, y=to, 2=1t1+t2 € x=5 —52, y=—14s51, z2=1+4 s9.

Assim, temos um sistema linear nas varidveis t1, ta, S1 € So.
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(z,y,2) € PPN Py & 3,9, 51,52 € R tais que
r=1t, y=ty, 2=1t1+ts € =8 —82, y=—1+51, z2=1+4 s3.
Assim, temos um sistema linear nas variaveis ti,ts, s1 € So:

t1 = S81 — S2

o =—-1+s;

t1 +to =14 s9
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(z,y,2) € PPN Py & 3,9, 51,52 € R tais que
r=1t, y=ty, 2=1t1+ts € =8 —82, y=—1+51, z2=1+4 s3.

Assim, temos um sistema linear nas variaveis ti,ts, s1 € So:

t1 = 81 — S9 t1 = 81 — S92
to = —1+ s — to = —1+ 51
t1+ta =1+ s9 281 — 89— 1 =1+ 39
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(z,y,2) € PPN Py & 3,9, 51,52 € R tais que
r=1t, y=ty, 2=1t1+ts € =8 —82, y=—1+51, z2=1+4 s3.

Assim, temos um sistema linear nas variaveis ti,ts, s1 € So:

t1281—82 t1:81—52 t1:1
to = —1+ s — to = —1+ s — to = S9
t1+ta =1+ s9 281 — 89— 1 =1+ 39 s1 =89+ 1
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(z,y,2) € PPN Py & 3,9, 51,52 € R tais que

r=1t, y=ty, 2=1t1+ts € =8 —82, y=—1+51, z2=1+4 s3.
Assim, temos um sistema linear nas variaveis ti,ts, s1 € So:
t1 = s1 — $2 t1 =51 — s2

t1 =1
to = —1+ s — to = —1+ s — to = S9
t1+ta =1+ s9 281 — 89— 1 =1+ 39 s1 =89+ 1

Logo, temos tunica varidvel livre (s2).
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(z,y,2) € PPN Py & 3,9, 51,52 € R tais que
r=1t, y=ty, 2=1t1+ts € =8 —82, y=—1+51, z2=1+4 s3.

Assim, temos um sistema linear nas variaveis ti,ts, s1 € So:

t1281—82 t1:81—52 t1:1
to = —1+ s — to = —1+ s — to = S9
t1+ta =1+ s9 281 — 89— 1 =1+ 39 s1 =89+ 1

Logo, temos tunica varidvel livre (s2).

Substituindo a solugao em qualquer uma das duas equagoes
paramétricas

MA141 - Invertibilidade de Matrizes



(z,y,2) € PPN Py & 3,9, 51,52 € R tais que
r=1t, y=ty, 2=1t1+ts € =8 —82, y=—1+51, z2=1+4 s3.

Assim, temos um sistema linear nas variaveis ti,ts, s1 € So:

t1281—82 t1:81—52 t1:1
to = —1+ s — to = —1+ s — to = S9
t1+ta =1+ s9 281 — 89— 1 =1+ 39 s1 =89+ 1

Logo, temos tunica varidvel livre (s2).

Substituindo a solugao em qualquer uma das duas equagoes
paramétricas vemos que

PlﬂPQZ{(l, S92 1+82)152€R}
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(z,y,2) € PPN Py & 3,9, 51,52 € R tais que
r=1t, y=ty, 2=1t1+ts € =8 —82, y=—1+51, z2=1+4 s3.

Assim, temos um sistema linear nas variaveis ti,ts, s1 € So:

t1281—82 t1:81—52 t1:1
to = —1+ s — to = —1+ s — to = S9
t1+ta =1+ s9 281 — 89— 1 =1+ 39 s1 =89+ 1

Logo, temos tunica varidvel livre (s2).

Substituindo a solugao em qualquer uma das duas equagoes
paramétricas vemos que

PiNnP,={(1, s2, 14 s2):52 € R} = R(p,v)
com p = (1,0,1) e v = (0,1,1).
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3.
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano
P = P(po,v,w) com pg = (w0, Yo, 20),v = (v1,v2,v3) € w = (w1, w2, w3).
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano
P = P(po,v,w) com pg = (w0, Yo, 20),v = (v1,v2,v3) € w = (w1, w2, w3).
Por defini¢ao, p = (z,y,2) € P < 3 «, 5 € F satisfazendo

(5) Pob = av + fuw.
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano

P = P(po,v,w) com pg = (w0, Yo, 20),v = (v1,v2,v3) € w = (w1, w2, w3).
Por defini¢ao, p = (z,y,2) € P < 3 «, 5 € F satisfazendo

(5) ﬁ = av + fw.

Lembre que [ﬁ = (x — 20,y — 0,2 — 20)
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano
P = P(po,v,w) com py = (%0, Yo, 20), v = (v1,v2,v3) € w = (w1, w2, w3).
Por defini¢ao, p = (z,y,2) € P < 3 «, 5 € F satisfazendo
(5) pob = av + Bu.
Lembre que pop = (x — xo,y — Yo, 2 — 20) € considere a matriz
(% V2 V3
A= w1 w2 w3
r—%0 Y—Y =z — %0-

MA141 - Invertibilidade de Matrizes



Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano
P = P(po,v,w) com po = (Z0, Yo 20), v = (v1,v2,v3) € w = (w1, w2, w3).
Por defini¢ao, p = (z,y,2) € P < 3 «, 5 € F satisfazendo
(5) Pob = aw + Sfw.
Lembre que pop = (x — xo,y — Yo, 2 — 20) € considere a matriz
(% V2 V3
A= w1 wo w3
r—%0 Y—Y =z — %0-

Note que (5) diz que substituindo L3(A) por L3(A) — aLi(A) — BL2(A)
obteremos uma matriz cuja terceira linha é nula.
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano
P = P(po,v,w) com po = (Z0, Yo 20), v = (v1,v2,v3) € w = (w1, w2, w3).
Por defini¢ao, p = (z,y,2) € P < 3 «, 5 € F satisfazendo
(5) Pob = aw + Sfw.
Lembre que pop = (x — xo,y — Yo, 2 — 20) € considere a matriz
(% V2 V3
A= w1 wo w3
r—%0 Y—Y =z — %0-

Note que (5) diz que substituindo L3(A) por L3(A) — aLi(A) — BL2(A)
obteremos uma matriz cuja terceira linha é nula. Este passo de escalona-
mento nao altera o determinante.
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano
P = P(po,v,w) com py = (20, Y0 20), v = (v1,v2,v3) € w = (w1, wa, w3).
Por defini¢ao, p = (z,y,2) € P < 3 «, 5 € F satisfazendo
(5) Pob = aw + Sfw.
Lembre que pop = (x — xo,y — Yo, 2 — 20) € considere a matriz
(% V2 V3
A= w1 wo w3
r—%0 Y—Y =z — %0-
Note que (5) diz que substituindo L3(A) por L3(A) — aLi(A) — BL2(A)
obteremos uma matriz cuja terceira linha é nula. Este passo de escalona-
mento nao altera o determinante. Logo, det(A) =0
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano
P = P(po,v,w) com py = (%0, Yo, 20), v = (v1,v2,v3) € w = (w1, w2, w3).
Por defini¢ao, p = (z,y,2) € P < 3 «, 5 € F satisfazendo
(5) ﬁ = av + fw.
Lembre que pop = (x — xo,y — Yo, 2 — 20) € considere a matriz
(% V2 V3
A= w1 w2 w3
r—%0 Y—Y =z — %0-

Note que (5) diz que substituindo L3(A) por L3(A) — aLi(A) — BL2(A)
obteremos uma matriz cuja terceira linha é nula. Este passo de escalona-
mento nao altera o determinante. Logo, det(A) = 0, isto é,
(6) a(z — o) +b(y — yo) + (2 — 20) =0
com a = Vw3 — v3wsa, b= V3w — VW3 € C = V1w — VW1.
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano
P = P(po,v,w) com py = (20, Y0 20), v = (v1,v2,v3) € w = (w1, wa, w3).
Por defini¢ao, p = (z,y,2) € P < 3 «, 5 € F satisfazendo
(5) Pob = aw + Sfw.
Lembre que pop = (x — xo,y — Yo, 2 — 20) € considere a matriz
(% V2 V3
A= w1 wo w3
r—%0 Y—Y =z — %0-

Note que (5) diz que substituindo L3(A) por L3(A) — aLi(A) — BL2(A)
obteremos uma matriz cuja terceira linha é nula. Este passo de escalona-
mento nao altera o determinante. Logo, det(A) = 0, isto é,
(6) a(z — o) +b(y — yo) + (2 — 20) =0
com a = Vw3 — v3wsa, b= V3w — VW3 € C = V1w — VW1. Como v e w
nao tem a mesma diregao, u = (a, b, c) # 0.
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Planos no Espaco - Equagao Geral e Vetor Normal

Estudemos o caso particular n = 3. Consideremos entao um plano
P = P(po,v,w) com py = (20, Y0 20), v = (v1,v2,v3) € w = (w1, wa, w3).
Por defini¢ao, p = (z,y,2) € P < 3 «, 5 € F satisfazendo
(5) Pob = aw + Sfw.
Lembre que pop = (x — xo,y — Yo, 2 — 20) € considere a matriz
(% V2 V3
A= w1 wo w3
r—%0 Y—Y =z — %0-

Note que (5) diz que substituindo L3(A) por L3(A) — aLi(A) — BL2(A)
obteremos uma matriz cuja terceira linha é nula. Este passo de escalona-
mento nao altera o determinante. Logo, det(A) = 0, isto é,
(6) a(z — o) +b(y — yo) + (2 — 20) =0
com a = Vw3 — v3wsa, b= V3w — VW3 € C = V1w — VW1. Como v e w
nao tem a mesma diregao, u = (a, b, c) # 0. Equivalentemente,
(7) ar+by+cz=d com d=axy+ byy+ czo.
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Planos no Espaco -
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Planos no Espaco - E

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3
com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,-1,0).
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Planos no Espaco - E

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3
com x = (1,-2,3), v = (0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7)
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14+b-(-2)+c¢-3=1
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14+b-(-2)+c¢-3=1

Portanto, 2z + 2y + z = 1 é uma equagao como procurada
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14b-(-2)+c¢-3=1

Portanto, 2z + 2y + z = 1 é uma equagao como procurada e

u=(2,2,1) é um vetor normal a este plano.
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14b-(-2)+c¢-3=1

Portanto, 2z + 2y + z = 1 é uma equagao como procurada e

u=(2,2,1) é um vetor normal a este plano.

Encontremos um conjunto diretor para o plano P C R? dado pela
equagao T + 2y —z =4
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14b-(-2)+c¢-3=1

Portanto, 2z + 2y + z = 1 é uma equagao como procurada e

u=(2,2,1) é um vetor normal a este plano.

Encontremos um conjunto diretor para o plano P C R? dado pela
equagao x + 2y — z = 4, assim como um ponto x € P.
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14b-(-2)+c¢-3=1

Portanto, 2z + 2y + z = 1 é uma equagao como procurada e

u=(2,2,1) é um vetor normal a este plano.

Encontremos um conjunto diretor para o plano P C R? dado pela
equagao x + 2y — z = 4, assim como um ponto x € P. Temos

P={(z—2y+4,y, 2):y,z€R}
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14b-(-2)+c¢-3=1

Portanto, 2z + 2y + z = 1 é uma equagao como procurada e

u=(2,2,1) é um vetor normal a este plano.

Encontremos um conjunto diretor para o plano P C R? dado pela
equagao x + 2y — z = 4, assim como um ponto x € P. Temos
P={(z—2y+4,y, 2):y,z€R}
={(4,0,0) + y(—2,1,0) + 2(1,0,1) : y, z € R}.
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14b-(-2)+c¢-3=1

Portanto, 2z + 2y + z = 1 é uma equagao como procurada e

u=(2,2,1) é um vetor normal a este plano.

Encontremos um conjunto diretor para o plano P C R? dado pela
equagao x + 2y — z = 4, assim como um ponto x € P. Temos
P={(z—2y+4,y, 2):y,z€R}
={(4,0,0) + y(—2,1,0) + 2(1,0,1) : y, z € R}.
Portanto, x = (4,0,0) € P
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14b-(-2)+c¢-3=1

Portanto, 2z + 2y + z = 1 é uma equagao como procurada e

u=(2,2,1) é um vetor normal a este plano.

Encontremos um conjunto diretor para o plano P C R? dado pela
equagao x + 2y — z = 4, assim como um ponto x € P. Temos

P={(z2-2y+4,y, 2):y,2€R}
= {(4,0,0) + y(—2,1,0) 4 2(1,0,1) : y, 2 € R}.

Portanto, x = (4,0,0) € P e os vetores v = (—2,1,0),w = (1,0,1)
foram um conjunto diretor.
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Planos no Espaco - Exemplos

Encontremos equacdo linear cujo conjunto solucdo é P(x,v,w) C R3

com x = (1,-2,3), v =(0,1,2) e w = (1,—1,0). Usando (7), temos

a=10-2-(-1)=2, b=2-1-0-0=2, c=0-(-1)—1-1=1,
e d=a-14b-(-2)+c¢-3=1

Portanto, 2z + 2y + z = 1 é uma equagao como procurada e

u=(2,2,1) é um vetor normal a este plano.

Encontremos um conjunto diretor para o plano P C R? dado pela
equagao x + 2y — z = 4, assim como um ponto x € P. Temos
P={(z2-2y+4,y, 2):y,2€R}
= {(4,0,0) +(~2,1,0) + 2(1,0,1) : g, 2 € R}.
Portanto, x = (4,0,0) € P e os vetores v = (—2,1,0),w = (1,0,1)
foram um conjunto diretor.

Exercicio: Mostre que duas retas nao paralelas contidas num mesmo
plano se intersectam.
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