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estudar objetos geométricos classicos.

Intuigao: “operacoes com setas”

A —/ A um “escalar” e = —— +/_/

Duas operagoes “algébricas”: soma de setas (resultando em seta) e
multiplicacao de seta por escalar (resultando em seta).

Mas o que sdo setas (vetores) e escalares (“ntimeros”)?

Algumas defini¢oes dizem que vetores sao objetos “geométricos” com 3
caracteristicas: magnitude, direcao e sentido.

Mas o que significa “magnitude”, “direcao” e “sentido”?

De fato, vetores podem ser usados para definir (coincidéncia de)
direcao, enquanto magnitude e mais ainda sentido s6 sao definiveis
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espaco cartesiano, dependendo do contexto.
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espaco cartesiano, dependendo do contexto.

No contexto vetorial, as componentes sao mais

yr =~ usualmente chamadas de coordenadas.

O contexto vetorial s6 acontece quando pensamos
em F" equipado com as operagcoes:

O I

A (1,29, ) == (A2, A xa, . ATy

(1, yxn) + Wiy ooy yn) = (@1 + Y1, oo, T + Yn)
y ‘ Note que (F", +) é grupo abeliano. Além disso:
/\ Av+w) = (M) + (Aw) VA eF,v,weF
xl“”f A+ p)v=(Av)+ (pv) V A\, p e F,v e F™;

| Apv) = Ao ¥ A\, p e Foo e B
Também vale: \v =0 & ouA=0ouwv=0.

y%fff
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Pontos vs Vetores - Notacoes Variadas

Para auxilar na contextualizacao, usaremos tipografia diferente para falar
de um elemento de F" quando estamos interpretando como ponto ou
como vetor: u,v,w para vetores e X,y,z,p para pontos.

Muitos textos costumam representar pontos pelas letras A, B, C, .. ..
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Pontos vs Vetores - Notacoes Variadas

Para auxilar na contextualizacao, usaremos tipografia diferente para falar
de um elemento de F" quando estamos interpretando como ponto ou
como vetor: u,v,w para vetores e X,y,z,p para pontos.

Muitos textos costumam representar pontos pelas letras A, B, C, .. ..

E comum textos que escrevem A(aq,...,a,) ao invés de A = (ai,...,a,).
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Pontos vs Vetores - Notacoes Variadas

Para auxilar na contextualizacao, usaremos tipografia diferente para falar
de um elemento de F" quando estamos interpretando como ponto ou
como vetor: u,v,w para vetores e X,y,z,p para pontos.

Muitos textos costumam representar pontos pelas letras A, B, C, .. ..

E comum textos que escrevem A(aq,...,a,) ao invés de A = (ai,...,a,).

Também é comum a notagao ﬁ para denotar o vetor
(by —ay,...,bp —a,) com A= (a,...,an)e B=(by...,by).
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Pontos vs Vetores - Notacoes Variadas

Para auxilar na contextualizacao, usaremos tipografia diferente para falar
de um elemento de F" quando estamos interpretando como ponto ou
como vetor: u,v,w para vetores e X,y,z,p para pontos.

Muitos textos costumam representar pontos pelas letras A, B, C, .. ..
E comum textos que escrevem A(ai,...,a,) ao invés de A = (ay,...,a,).
Também é comum a notagao ﬁ para denotar o vetor

(by —ay,...,bp —a,) com A= (a,...,an)e B=(by...,by).

As vezes o simbolo ﬁ é usado para denotar a “translagao” deste vetor
até o ponto A.

‘B
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como vetor: u,v,w para vetores e X,y,z,p para pontos.
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Pontos vs Vetores - Notacoes Variadas

Para auxilar na contextualizacao, usaremos tipografia diferente para falar
de um elemento de F" quando estamos interpretando como ponto ou
como vetor: u,v,w para vetores e X,y,z,p para pontos.

Muitos textos costumam representar pontos pelas letras A, B, C, .. ..

E comum textos que escrevem A(aq,...,a,) ao invés de A = (ai,...,a,).

Também é comum a notagao ﬁ para denotar o vetor
(by —ay,...,bp —a,) com A= (a,...,an)e B=(by...,by).

As vezes o simbolo A§ é usado para denotar a “translagao” deste vetor

até o ponto A. .
P Dado 1 < j < n, considere o vetor

e; =(0,0,...,0,1,0,...,0)
com o 1 sendo a j-ésima coordenada.
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Pontos vs Vetores - Notacoes Variadas

Para auxilar na contextualizacao, usaremos tipografia diferente para falar
de um elemento de F" quando estamos interpretando como ponto ou
como vetor: u,v,w para vetores e X,y,z,p para pontos.

Muitos textos costumam representar pontos pelas letras A, B, C, .. ..

E comum textos que escrevem A(aq,...,a,) ao invés de A = (ai,...,a,).

Também é comum a notagao ﬁ para denotar o vetor
(by —ay,...,bp —a,) com A= (a,...,an)e B=(by...,by).

As vezes o simbolo A§ é usado para denotar a “translagao” deste vetor

até o ponto A. .
P Dado 1 < j < n, considere o vetor

B ¢ =(0,0,...,0,1,0,...,0)
com o 1 sendo a j-ésima coordenada.

A Observe que, se v = (a1, as,...,a,), entao
\ v=aie1 + azes + -+ + anen.
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Sobre Definicées de Vetor
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Sobre Definicées de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
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Sobre Definicées de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
e Os vetores representam as grandezas vetoriais e indicam seu mdédulo,
direcao e sentido.
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Sobre Definicées de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
e Os vetores representam as grandezas vetoriais e indicam seu mdédulo,
direcao e sentido.

@ Vetores sao segmentos de retas usados para representar alguma
grandeza vetorial. Vetor é um segmento de reta orientado que
apresenta médulo (tamanho), dire¢ao e sentido.
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Definicoes de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
e Os vetores representam as grandezas vetoriais e indicam seu mdédulo,
direcao e sentido.

@ Vetores sao segmentos de retas usados para representar alguma
grandeza vetorial. Vetor é um segmento de reta orientado que
apresenta médulo (tamanho), dire¢ao e sentido.

definir vetor!
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Sobre Definicées de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
e Os vetores representam as grandezas vetoriais e indicam seu mdédulo,
direcao e sentido.

@ Vetores sao segmentos de retas usados para representar alguma
grandeza vetorial. Vetor é um segmento de reta orientado que
apresenta médulo (tamanho), dire¢ao e sentido.

definir vetor!

Dois vetores v, w # 0 tem a mesma direcao se w = \v p/ algum \ € F.
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Sobre Definicées de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
e Os vetores representam as grandezas vetoriais e indicam seu mdédulo,
direcao e sentido.

@ Vetores sao segmentos de retas usados para representar alguma
grandeza vetorial. Vetor é um segmento de reta orientado que
apresenta médulo (tamanho), dire¢ao e sentido.

definir vetor!
Dois vetores v, w # 0 tem a mesma direcao se w = \v p/ algum \ € F.

Acabamos de definir a no¢ao de (coincidéncia) de diregao
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s de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
e Os vetores representam as grandezas vetoriais e indicam seu mdédulo,
direcao e sentido.

@ Vetores sao segmentos de retas usados para representar alguma
grandeza vetorial. Vetor é um segmento de reta orientado que
apresenta médulo (tamanho), dire¢ao e sentido.

definir vetor!
Dois vetores v, w # 0 tem a mesma direcao se w = \v p/ algum \ € F.

Acabamos de definir a no¢ao de (coincidéncia) de diregao a partir da
nocao de vetor em espagos cartesianos.
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Sobre Definicées de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
e Os vetores representam as grandezas vetoriais e indicam seu mdédulo,
direcao e sentido.

@ Vetores sao segmentos de retas usados para representar alguma
grandeza vetorial. Vetor é um segmento de reta orientado que
apresenta médulo (tamanho), dire¢ao e sentido.

definir vetor!
Dois vetores v, w # 0 tem a mesma direcao se w = \v p/ algum \ € F.

Acabamos de definir a no¢ao de (coincidéncia) de diregao a partir da
nocao de vetor em espagos cartesianos. Note que a definicao faz uso
apenas da operagao de multiplicagao por escalar.

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Sobre Definicées de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
e Os vetores representam as grandezas vetoriais e indicam seu mdédulo,
direcao e sentido.

@ Vetores sao segmentos de retas usados para representar alguma
grandeza vetorial. Vetor é um segmento de reta orientado que
apresenta médulo (tamanho), dire¢ao e sentido.

definir vetor!
Dois vetores v, w # 0 tem a mesma direcao se w = \v p/ algum \ € F.

Acabamos de definir a no¢ao de (coincidéncia) de diregao a partir da
nocao de vetor em espagos cartesianos. Note que a definicao faz uso
apenas da operagao de multiplicagao por escalar.

Também definiremos sentido, comprimento (norma, médulo, magnitude)
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Sobre Definicées de Vetor

E muito comum textos darem o seguinte tipo de resposta para a
pergunta “O que é um vetor?”.
e Os vetores representam as grandezas vetoriais e indicam seu mdédulo,
direcao e sentido.

@ Vetores sao segmentos de retas usados para representar alguma
grandeza vetorial. Vetor é um segmento de reta orientado que
apresenta médulo (tamanho), dire¢ao e sentido.

definir vetor!
Dois vetores v, w # 0 tem a mesma direcao se w = \v p/ algum \ € F.

Acabamos de definir a no¢ao de (coincidéncia) de diregao a partir da
nocao de vetor em espagos cartesianos. Note que a definicao faz uso
apenas da operagao de multiplicagao por escalar.

Também definiremos sentido, comprimento (norma, médulo, magnitude)
e angulo.
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Sentido? Comprimento? Angulo?
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocéo de sentido s6 faz sentido @
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado.
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nogao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nocgao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer,
mas ¢é definivel para varios subcorpos de C
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nocgao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer,
mas é definivel para varios subcorpos de C, incluindo C, R, Q.
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nocgao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer,
mas é definivel para varios subcorpos de C, incluindo C, R, Q.

A nogao de angulo esté relacionada a diferenga de diregao (ou sentido).

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nocgao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer,
mas é definivel para varios subcorpos de C, incluindo C, R, Q.

A nogao de angulo esté relacionada a diferenga de diregao (ou sentido).
Existem versoes qualitativas e versdes quantitativas para a definigao.
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nocgao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer,
mas é definivel para varios subcorpos de C, incluindo C, R, Q.

A nogao de angulo esté relacionada a diferenga de diregao (ou sentido).
Existem versoes qualitativas e versdes quantitativas para a definigao.
Versoes quantitativas se propoe a medir a diferenga de diregao (ou
sentido) de alguma maneira.
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nocgao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer,
mas é definivel para varios subcorpos de C, incluindo C, R, Q.

A nogao de angulo esté relacionada a diferenga de diregao (ou sentido).
Existem versoes qualitativas e versdes quantitativas para a definigao.
Versoes quantitativas se propoe a medir a diferenga de diregao (ou
sentido) de alguma maneira. Exemplos: radianos, graus
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nocgao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer,
mas é definivel para varios subcorpos de C, incluindo C, R, Q.

A nogao de angulo esté relacionada a diferenga de diregao (ou sentido).
Existem versoes qualitativas e versdes quantitativas para a definigao.
Versoes quantitativas se propoe a medir a diferenga de diregao (ou
sentido) de alguma maneira. Exemplos: radianos, graus, cosseno...
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nocgao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer,
mas é definivel para varios subcorpos de C, incluindo C, R, Q.

A nogao de angulo esté relacionada a diferenga de diregao (ou sentido).
Existem versoes qualitativas e versdes quantitativas para a definigao.
Versoes quantitativas se propoe a medir a diferenga de diregao (ou
sentido) de alguma maneira. Exemplos: radianos, graus, cosseno...

Estudaremos versao quantitativa no caso IF = R.
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Sentido? Comprimento? Angulo?

A nocao de sentido s6 faz sentido @ se F possuir uma propriedade
extra: ser totalmente ordenado. Por exemplo, F =R ou F = Q.

Se w = A\v para algum A < 0, diz-se que v, w tem sentidos opostos.

A nocgao de comprimento também nao é definivel para corpos quaisquer,
mas é definivel para varios subcorpos de C, incluindo C, R, Q.

A nogao de angulo esté relacionada a diferenga de diregao (ou sentido).
Existem versoes qualitativas e versdes quantitativas para a definigao.
Versoes quantitativas se propoe a medir a diferenga de diregao (ou
sentido) de alguma maneira. Exemplos: radianos, graus, cosseno...

Estudaremos versao quantitativa no caso IF = R.

De agora em diante, F = R.
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Produto Interno (ou Escalar)
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (z1,22,...,%n) € W = (Y1,Y2,- -, Yn)
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina

(1) (v,w) = T1Y1 + T2y2 + + + TpYn.
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina
(1) (v,w) = 21Y1 + T2y2 + -+ + TnYn.

Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um
nimero a cada par de vetores através da férmula (1).
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina
(1) (v,w) = 21Y1 + T2y2 + -+ + TnYn.

Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um
nimero a cada par de vetores através da férmula (1).

Observe que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina
(1) (v, W) = T1Y1 + T2y + - - + TnYn.

Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um
numero a cada par de vetores através da férmula (1).

Observe que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:

(PI1) (simetria): (v, w) = (w,v) V v,w € R™.
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina
(1) (v, W) = T1Y1 + Tay2 + -+ + TnYn-
Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um
nimero a cada par de vetores através da férmula (1).
Observe que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:
(PI1) (simetria): (v, w) = (w,v) V v,w € R™.
(PI2) (distributividade): (u + v, w) = (u, w) + (v,w) ¥V u,v,w € R".

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina
(1) (v,w) = T1Y1 + T2y2 + - + TpYn.
Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um
nimero a cada par de vetores através da férmula (1).
Observe que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:
(PI1) (simetria): (v, w) = (w,v) V v,w € R™.
(PI2) (distributividade): (u + v, w) = (u, w) + (v,w) ¥V u,v,w € R".
(PI3) (associatividade): (Av,w) = Av,w) V v,w € R", X\ € R.
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina
(1) (v,w) = T1Y1 + T2Y2 + - + TnYn.

Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um
nimero a cada par de vetores através da férmula (1).

Observe que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:
(PI1) (simetria): (v, w) = (w,v) V v,w € R™.

(PI2) (distributividade): (u + v, w) = (u, w) + (v,w) ¥V u,v,w € R".
(PI3) (associatividade): (Av,w) = Av,w) V v,w € R", X\ € R.

(P14) (

positividade): (v,v) > 0 para qualquer v € R™ v # 0.
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina
(1) (v,w) = T1Y1 + T2y2 + - + TpYn.

Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um
nimero a cada par de vetores através da férmula (1).

Observe que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:
(PI1) (simetria): (v, w) = (w,v) V v,w € R™.
(PI2) (distributividade): (u + v, w) = (u, w) + (v,w) ¥V u,v,w € R".
(PI3) (associatividade): (Av,w) = Av,w) V v,w € R", X\ € R.

(PI4) (positividade): (v,v) > 0 para qualquer v € R", v # 0.

As seguintes propriedades sdo consequéncias das anteriores:
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina

(1) (v,w) = T1Y1 + T2Y2 + - + TnYn.

Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um

nimero a cada par de vetores através da férmula (1).

Observe que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:

(PI1) (simetria): (v, w) = (w,v) V v,w € R™.

(PI2) (distributividade): (u + v, w) = (u, w) + (v,w) ¥V u,v,w € R".

(PI3) (associatividade): (Av,w) = Av,w) V v,w € R", X\ € R.

(PI4) (positividade): (v,v) > 0 para qualquer v € R", v # 0.
As seguintes propriedades sdo consequéncias das anteriores:

(PI5) (u,v+w) = (u,v) + (u,w) ¥ u,v,w € R™.
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina

(1) (v,w) = T1Y1 + T2Y2 + - + TnYn.

Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um

nimero a cada par de vetores através da férmula (1).

Observe que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:

(PI1) (simetria): (v, w) = (w,v) V v,w € R™.

(PI2) (distributividade): (u + v, w) = (u, w) + (v,w) ¥V u,v,w € R".

(PI3) (associatividade): (Av,w) = Av,w) V v,w € R", X\ € R.

(PI4) (positividade): (v,v) > 0 para qualquer v € R", v # 0.
As seguintes propriedades sdo consequéncias das anteriores:

(PI5) (u,v+w) = (u,v) + (u,w) ¥ u,v,w € R™.

(PI6) (v, \w) = A{v,w) ¥V v,w € R", A € R.
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Produto Interno (ou Escalar)

Dados dois vetores v = (21, 22,...,Ty) € W = (Y1,Y2, .- ., Yn), defina

(1) (v,w) = T1Y1 + T2Y2 + - + TnYn.

Assim, o produto interno é uma funcao R™ x R” — R que associa um

nimero a cada par de vetores através da férmula (1).

Observe que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:

(PI1) (simetria): (v, w) = (w,v) V v,w € R™.

(PI2) (distributividade): (u + v, w) = (u, w) + (v,w) ¥V u,v,w € R".

(PI3) (associatividade): (Av,w) = Av,w) V v,w € R", X\ € R.

(PI4) (positividade): (v,v) > 0 para qualquer v € R", v # 0.
As seguintes propriedades sdo consequéncias das anteriores:

(PI5) (u,v+w) = (u,v) + (u,w) ¥ u,v,w € R™.

(PI6) (v, \w) = A{v,w) ¥V v,w € R", A € R.

Muitos textos usam a notagao v-w ao invés de (v, w).
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Produto Interno - Usando as Propriedades
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Produto Interno - Usando as Propriedades

Iterando estas propriedades, obtemos a seguinte.
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Produto Interno - Usando as Propriedades

Iterando estas propriedades, obtemos a seguinte. Se

V= Av1 + Aav2 + -+ AU,

para alguma escolha de m > 1,\; e R,v; e R", 5 =1,...,m
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Produto Interno - Usando as Propriedades

Iterando estas propriedades, obtemos a seguinte. Se

v = A1+ A2 + -+ A
para alguma escolha de m > 1,\; € R,v; € R", 5 =1,...,m, entao

(v, w) = Z)\j (vj, w).
j=1
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Produto Interno - Usando as Propriedades

Iterando estas propriedades, obtemos a seguinte. Se

v = A1+ A2 + -+ A
para alguma escolha de m > 1,\; € R,v; € R", 5 =1,...,m, entao
m
(v, w) = Z)\j (vj, w).
j=1

Expressao similar é obtida se w se escreve como soma de outros vetores.
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Produto Interno - Usando as Propriedades

Iterando estas propriedades, obtemos a seguinte. Se

U= A101 + A2 + -+ + AU
para alguma escolha de m > 1,\; € R,v; € R", 5 =1,...,m, entao
m
(v,w) = Aj (vj,w).
j=1
Expressao similar é obtida se w se escreve como soma de outros vetores.

Considere os vetores
v=1(1,0,2),w; = (0,1,—2),wy = (1,—1,1), w3 = wy + 2ws.
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Produto Interno - Usando as Propriedades

Iterando estas propriedades, obtemos a seguinte. Se
U= A101 + A2 + -+ + AU

para alguma escolha de m > 1,\; € R,v; € R", 5 =1,

(v, w) = Z)\j (vj, w).
j=1

Expressao similar é obtida se w se escreve como soma de outros vetores

..., m, entao

Considere os vetores
v=(1,0,2),w; = (0,1,—-2),ws = (1,—1,1), w3 = wy + 2wy. Temos

(vyw) =1-040-142-(-2) = —4,
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Produto Interno - Usando as Propriedades

Iterando estas propriedades, obtemos a seguinte. Se
U= A101 + A2 + -+ + AU

para alguma escolha de m > 1,\; € R,v; € R", 5 =1,

(v, w) = Z)\j (vj, w).
j=1

Expressao similar é obtida se w se escreve como soma de outros vetores.

..., m, entao

Considere os vetores

v=(1,0,2),w; = (0,1,—-2),ws = (1,—1,1), w3 = wy + 2wy. Temos

(v,w)) =1-040-142-(=2) = -4, (v,wa) =1-140-(—=1)+2-1=3,
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Produto Interno - Usando as Propriedades

Iterando estas propriedades, obtemos a seguinte. Se
U= A101 + A2 + -+ + AU

para alguma escolha de m > 1,\; € R,v; € R", 5 =1,

(v, w) = Z)\j (vj, w).
j=1

Expressao similar é obtida se w se escreve como soma de outros vetores.

..., m, entao

Considere os vetores
v=(1,0,2),w; = (0,1,—-2),ws = (1,—1,1), w3 = wy + 2wy. Temos

(v,w)) =1-040-142-(=2) = -4, (v,wa) =1-140-(—=1)+2-1=3,

(v,w3) = (v,w1) + 2(v,way) = -4+ 6 = 2.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v, w)? = (v, \v)?
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \Ww)? = \? (v, v)?
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A% (v,0)? = (v,v) (v, \v)
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A\ (v,0)? = (v,v) (\v, W) = (v,0) (w,w).
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A\ (v,0)? = (v,v) (\v, W) = (v,0) (w,w).

Suponha agora que os dois vetores tenham diregoes distintas
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A\ (v,0)? = (v,v) (\v, W) = (v,0) (w,w).

Suponha agora que os dois vetores tenham direcoes distintas, isto é,
wF# Y AeR
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A\ (v,0)? = (v,v) (\v, W) = (v,0) (w,w).

Suponha agora que os dois vetores tenham direcoes distintas, isto é,
w# Av ¥V A € R. Em particular, w — Av # 0 e, portanto,

(w—Av, w—Av) > 0.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A\ (v,0)? = (v,v) (\v, W) = (v,0) (w,w).

Suponha agora que os dois vetores tenham direcoes distintas, isto é,
w# Av ¥V A € R. Em particular, w — Av # 0 e, portanto,

(w—Av, w—Av) > 0.
Por outro lado, (w — Av , w — A\v) = (w, w) — 2X (v, w) + A2 (v, v).
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A\ (v,0)? = (v,v) (\v, W) = (v,0) (w,w).
Suponha agora que os dois vetores tenham direcoes distintas, isto é,
w# Av ¥V A € R. Em particular, w — Av # 0 e, portanto,

(w—Av, w—Av) > 0.
Por outro lado, (w — Av , w — A\v) = (w, w) — 2X (v, w) + A2 (v, v).

Escolhendo )\ = 21;15;
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A\ (v,0)? = (v,v) (\v, W) = (v,0) (w,w).

Suponha agora que os dois vetores tenham direcoes distintas, isto é,
w# Av ¥V A € R. Em particular, w — Av # 0 e, portanto,

(w—Av, w—Av) > 0.
Por outro lado, (w — Av , w — A\v) = (w, w) — 2X (v, w) + A2 (v, v).

Escolhendo \ = 21;15; a 1ltima expressao se torna
(v, w)*

(v,v)

(w—M, w— ) = (w,w) —
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A\ (v,0)? = (v,v) (\v, W) = (v,0) (w,w).

Suponha agora que os dois vetores tenham direcoes distintas, isto é,
w# Av ¥V A € R. Em particular, w — Av # 0 e, portanto,

(w—Av, w—Av) > 0.
Por outro lado, (w — Av , w — A\v) = (w, w) — 2X (v, w) + A2 (v, v).

Escolhendo \ = 21;15; a 1ltima expressao se torna

_ (v, w)”
(w—M, w— ) = (w,w) TR
Portanto, (w,w) — % >0
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz

Para quaiquer dois vetores v, w € R" vale (v, w)? < (v,v) (w,w).

Dem.: A igualdade é 6bvia se um dos dois vetores for nulo. Entao,
suponha que sejam ambos nao nulos. Considere primeiro o caso que
ambos tenham a mesma diregao, digamos w = Av. Neste caso temos

(v,w)? = (v, \w)? = A\ (v,0)? = (v,v) (\v, W) = (v,0) (w,w).

Suponha agora que os dois vetores tenham direcoes distintas, isto é,
w# Av ¥V A € R. Em particular, w — Av # 0 e, portanto,

(w—Av, w—Av) > 0.
Por outro lado, (w — Av , w — A\v) = (w, w) — 2X (v, w) + A2 (v, v).

Escolhendo \ = 21;15; a 1ltima expressao se torna

(v, w)?
(w—M, w— ) = (w,w) — :
2 (0.0]
Portanto, (w,w) — <z)1’]u;>> > 0, de onde o resultado desejado segue. O
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (z1,z2,...,z,) € R" é

definido como
”UH:\/W: x%+$%+...+x%.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento
., xy) ER™E

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (1, 2,

definido como - 5
”UH: <v,v>: x1+x2+...+x%.

Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento
xn) €R™ €

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (21,2, ...,

definido como
”UH:\/W: x%+$%+...+x%.

Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.
Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento
xn) €R™ €

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (21,2, ...,
definido como

o] = V/(v,v) = /o] + 25 + - + 22.

Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.
Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:
@ [[Av]| = [A] [[v]l;
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento
xn) €R™ €

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (21,2, ...,

definido como
o]l = V{v,v) = yJaf + 23 + - + 2.

Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.
Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:

@ [[Avfl = [A] vl
@ |jv|]| =0s6sev=0;
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento
xn) €R™ €

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (21,2, ...,

definido como
o]l = V{v,v) = yJaf + 23 + - + 2.

Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.
Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:
@ [|Av]| = [A] [[v]l; @ v+ w| < vl + [Jw].
@ |jv|]| =0s6sev=0; (Desigualdade Triangular)
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento
xn) €R™ €

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (21,2, ...,

definido como
o]l = V{v,v) = yJaf + 23 + - + 2.

Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.
Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:
@ [|Av]| = [A] [[v]l; @ v+ w| < vl + [Jw].
@ |jv|]| =0s6sev=0; (Desigualdade Triangular)

Dem.: As propriedades (i) e (ii) s@o facilmente verificadas.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento
xn) €R™ €

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (21,2, ...,

definido como
o]l = V{v,v) = yJaf + 23 + - + 2.

Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.
Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:
@ [|Av]| = [A] [[v]l; @ v+ w| < vl + [Jw].
@ |jv|]| =0s6sev=0; (Desigualdade Triangular)

Dem.: As propriedades (i) e (ii) s@o facilmente verificadas. Note que
lo +w||? = [[o]]* + 2 (v, w) + [[w]®
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (z1,z2,...,z,) € R" é
definido como

loll = V/{v,v) = \/ai + 25 + - + a7
Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.

Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:
@ Xl = Al vl @ v+ w| < o] + [lwll
@ |jv|]| =0s6sev=0; (Desigualdade Triangular)
Dem.: As propriedades (i) e (ii) s@o facilmente verificadas. Note que
[v+wl? = [[ol* + 2 (v, w) + [|w]®
e que a Desigualdade de Cauchy-Shwarz pode ser re-escrita como
(%) (v, w)| < [Jo]| [w]]-
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (z1,z2,...,z,) € R" é
definido como

loll = V/{v,v) = \/ai + 25 + - + a7
Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.

Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:
@ Xl = Al vl @ v+ w| < o] + [lwll
@ |jv|]| =0s6sev=0; (Desigualdade Triangular)
Dem.: As propriedades (i) e (ii) s@o facilmente verificadas. Note que
[v+wl? = [[ol* + 2 (v, w) + [|w]®
e que a Desigualdade de Cauchy-Shwarz pode ser re-escrita como
(%) (v, w)| < [Jo]| [w]]-

Como (v, w) < [{(v,w)]
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (z1,z2,...,z,) € R" é
definido como

loll = V/{v,v) = \/ai + 25 + - + a7
Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.

Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:
@ [|Av]| = [A] [[v]l; @ v+ w| < vl + [Jw].
@ |jv|]| =0s6sev=0; (Desigualdade Triangular)

Dem.: As propriedades (i) e (ii) s@o facilmente verificadas. Note que
lv +wlf* = [|v]* +2 (v, ) + Jw]|?

e que a Desigualdade de Cauchy-Shwarz pode ser re-escrita como

(%) (v, w)| < o]l [Jwl]].

Como (v,w) < |(v,w)|, segue que

lot+wl® < [lol*+2 (v, w)|+w]®
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (z1,z2,...,z,) € R" é
definido como

loll = V/{v,v) = \/ai + 25 + - + a7
Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.

Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:
@ [|Av]| = [A] [[v]l; @ v+ w| < vl + [Jw].
@ |jv|]| =0s6sev=0; (Desigualdade Triangular)

Dem.: As propriedades (i) e (ii) s@o facilmente verificadas. Note que
lv +wlf* = [|v]* +2 (v, ) + Jw]|?

e que a Desigualdade de Cauchy-Shwarz pode ser re-escrita como

(%) (v, w)| < o]l [Jwl]].

Como (v,w) < |(v,w)|, segue que

lotwl® < llol*+2 [{v, w)+w]* < [lol*+2 ]| [w]+]lw]?
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Comprimento

O comprimento (ou norma) de um vetor v = (z1,z2,...,z,) € R" é
definido como

loll = V/{v,v) = \/ai + 25 + - + a7
Em particular, ||e;|| = 1 para todo j =1,...,n.

Vetores de norma igual a 1 sao chamados de vetores unitarios.

Para quaisquer vetores v,w € R™ e A € R valem:
@ [|Av]| = [A] [[v]l; @ v+ w| < vl + [Jw].
@ |jv|]| =0s6sev=0; (Desigualdade Triangular)

Dem.: As propriedades (i) e (ii) s@o facilmente verificadas. Note que
lv +wlf* = [|v]* +2 (v, ) + Jw]|?

e que a Desigualdade de Cauchy-Shwarz pode ser re-escrita como

(%) (v, w)| < o]l [Jwl]].

Como (v,w) < |(v,w)|, segue que

lotwl® < flol*+2 (v, w)+w]* < lol*+2 o]l [wl+[w]® = (lol+lw])*.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

¢ : (R"\{0}) x (R"\ {0}) =R dada por ¢(v,w)= (v, w)

vl flwl
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = Toll Tl

(v, w)

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao
e : (R"\{0}) x (R"\ {0}) - R dada por ¢(v,w)= m

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.

Observe que p(v,w) = ¢(w,v),
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao
e : (R"\{0}) x (R"\ {0}) - R dada por ¢(v,w)= m

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.

Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v QO(’U, _w) = 90(_1}’ U})
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao
e : (R"\{0}) x (R"\ {0}) - R dada por ¢(v,w)= m

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.

Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v QO(’U, _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vvw)
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao
e : (R"\{0}) x (R"\ {0}) - R dada por ¢(v,w)= m

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.

Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v QO(’U, _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vvw) e
(A, pw) = p(v,w) ¥V A, p € Rsyp.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = Toll Tl

(v, w)

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.

Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v QO(’U, _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vvw) e
(A, pw) = p(v,w) ¥V A, p € Rsyp.

Ou seja, ¢ depende apenas dos sentidos dos vetores.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = Toll Tl

(v, w)

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.
Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v QO(’U, _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vvw) e
(v, pw) = p(v,w) ¥ A p € Rxo.

Ou seja, ¢ depende apenas dos sentidos dos vetores. Isso diz que ¢ é uma
medicao quantitativa da diferenca de sentidos dos vetores v e w.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = Toll Tl

(v, w)

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.
Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v 90(1}7 _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vaw) e
(v, pw) = p(v,w) ¥ A p € Rxo.

Ou seja, ¢ depende apenas dos sentidos dos vetores. Isso diz que ¢ é uma
medicao quantitativa da diferenca de sentidos dos vetores v e w. Temos

o(v,v) =1
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = Toll Tl

(v, w)

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.
Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v 90(1}7 _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vaw) e
(v, pw) = p(v,w) ¥ A p € Rxo.

Ou seja, ¢ depende apenas dos sentidos dos vetores. Isso diz que ¢ é uma
medicao quantitativa da diferenca de sentidos dos vetores v e w. Temos

o(v,v) =1 e  pv,—v)=-1
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = Toll Tl

(v, w)

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.
Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v 90(1}7 _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vaw) e
(v, pw) = p(v,w) ¥ A p € Rxo.

Ou seja, ¢ depende apenas dos sentidos dos vetores. Isso diz que ¢ é uma
medicao quantitativa da diferenca de sentidos dos vetores v e w. Temos

o(v,v) =1 e  pv,—v)=-1

Portanto, o valor 1 indica vetores no mesmo sentido
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = Toll Tl

(v, w)

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.
Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v 90(1}7 _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vaw) e
(v, pw) = p(v,w) ¥ A p € Rxo.

Ou seja, ¢ depende apenas dos sentidos dos vetores. Isso diz que ¢ é uma
medicao quantitativa da diferenca de sentidos dos vetores v e w. Temos

o(v,v) =1 e o(v,—v) = —1.
Portanto, o valor 1 indica vetores no mesmo sentido enquanto —1 indica
vetores na mesma direcao, mas com sentidos opostos.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = m

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.
Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v 90(1}7 _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vaw) e
(v, pw) = p(v,w) ¥ A p € Rxo.

Ou seja, ¢ depende apenas dos sentidos dos vetores. Isso diz que ¢ é uma
medicao quantitativa da diferenca de sentidos dos vetores v e w. Temos

o(v,v) =1 e o(v,—v) = —1.
Portanto, o valor 1 indica vetores no mesmo sentido enquanto —1 indica
vetores na mesma direcao, mas com sentidos opostos.

Observe ainda que (*) pode ser reescrita como
-1 <¢(v,w) <1
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = Toll Tl

(v, w)

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.
Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v 90(1}7 _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vaw) e
(v, pw) = p(v,w) ¥ A p € Rxo.

Ou seja, ¢ depende apenas dos sentidos dos vetores. Isso diz que ¢ é uma
medicao quantitativa da diferenca de sentidos dos vetores v e w. Temos

o(v,v) =1 e o(v,—v) = —1.
Portanto, o valor 1 indica vetores no mesmo sentido enquanto —1 indica
vetores na mesma direcao, mas com sentidos opostos.

Observe ainda que (*) pode ser reescrita como
-1 <¢(v,w) <1

e que |p(v,w)| < 1se v e w tem diregoes diferentes.
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Desigualdade de Cauchy-Shwarz ~~ Medida de Angulo

Considere a fungao

p: (R"\{0}) x (R"\ {0}) = R dada por ¢(v, w) = Toll Tl

(v, w)

Assim, ¢ associa um numero real a cada par de vetores nao nulos.
Observe que so(vvw) = QO(U}, U)v QO(’U, _w) = 90(_1}’ U}) = _w(vvw) e
(v, pw) = p(v,w) ¥ A p € Rxo.

Ou seja, ¢ depende apenas dos sentidos dos vetores. Isso diz que ¢ é uma
medicao quantitativa da diferenca de sentidos dos vetores v e w. Temos

o(v,v) =1 e o(v,—v) = —1.
Portanto, o valor 1 indica vetores no mesmo sentido enquanto —1 indica
vetores na mesma direcao, mas com sentidos opostos.

Observe ainda que (*) pode ser reescrita como (v, w) é chamado
—1<pv,w) <1 de o cosseno do
angulo formado

e que |p(v,w)| < 1se v e w tem diregoes diferentes.
pelos vetores v e w.
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Ortogonalidade
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se ¢(v, w) = 0.
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)

Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)

Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

p(v,w) = T
[oll flwl]
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)

Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[oll flwl]
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)

Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:

(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[oll flwl]

S

w'\ 9
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)

Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:

(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[oll flwl]

S

w'\ 9

Se u=(0,1)

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)

Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:

(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[oll flewl]

S

w'\ 9

Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v, u)
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[oll flewl]
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)

S

Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
o(v,w) = fow) 1
5=

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v, w € R™
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)

S

Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
o(v,w) = fow) 1
5=

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v, w € R™, temos v L w
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)

S

Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
o(v,w) = fow) 1
5=

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?

Dem.: Temos ||v + w||? = (v +w,v + w)
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w_\s

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?

Dem.: Temos ||v + w|]* = (v + w,v + w) = ||[v]|* + 2{v, w) + ||w]?.
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?

Dem.: Temos ||[v + w|? = (v +w,v + w) = ||v]|? + 2(v, w) + ||w]|?.
Portanto, [lv +w|? = [[v[|* + [Jw[? < (v,w)=0. O
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?
Dem.: Temos ||[v + w|? = (v +w,v + w) = ||v]|? + 2(v, w) + ||w]|?.
Portanto, |lv+w|? = |[v|* + |w|? <& (v,w)=0. O

Dados v, w € R™ w # 0, considere u = ﬁfjn”z) w.
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?
Dem.: Temos ||[v + w|? = (v +w,v + w) = ||v]|? + 2(v, w) + ||w]|?.
Portanto, |lv+w|? = |[v|* + |w|? <& (v,w)=0. O
(v,w)

Dados v, w € R™ w # 0, considere u = Tz & Observe que

(v — u, Aw)
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?
Dem.: Temos ||[v + w|? = (v +w,v + w) = ||v]|? + 2(v, w) + ||w]|?.
Portanto, |lv+w|? = |[v|* + |w|? <& (v,w)=0. O
(v,w)

Dados v, w € R™ w # 0, considere u = Tz & Observe que

(v —u, \w) = Mo, w) — A(W w, w)
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?
Dem.: Temos ||[v + w|? = (v +w,v + w) = ||v]|? + 2(v, w) + ||w]|?.
Portanto, |lv+w|? = |[v|* + |w|? <& (v,w)=0. O
(v,w)

Dados v, w € R™ w # 0, considere u = Tz & Observe que

(v —u, \w) = Mo, w) — A(W w,w) = AMv,w) — AW(w,w)
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?
Dem.: Temos ||[v + w|? = (v +w,v + w) = ||v]|? + 2(v, w) + ||w]|?.
Portanto, |lv+w|? = |[v|* + |w|? <& (v,w)=0. O
(v,w)

Dados v, w € R™ w # 0, considere u = Tz & Observe que

(v —u, Aw) = Ao, w) — A(W w,w) = Mv,w) — )\<||U17UTUQ> (w, w) = 0.
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?
Dem.: Temos ||[v + w|? = (v +w,v + w) = ||v]|? + 2(v, w) + ||w]|?.
Portanto, |lv+w|? = |[v|* + |w|? <& (v,w)=0. O
(v,w)

Dados v, w € R™ w # 0, considere u = Tz & Observe que

(v —u, Aw) = Ao, w) — A(W w,w) = Mv,w) — )\<||U17UTUQ> (w, w) = 0.

u é chamado de projecao ortogonal de v na direcao de w
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Ortogonalidade

Diz-se que v e w sao ortogonais se p(v,w) =0. (v L w)
Calculemos o angulo entre os vetores v = (1,0) e w = (1,1) de R%:
(v, w)

1
p(v,w) = T =5

[o]] el
Se u = (0,1), entao p(v,u) = (v,u) = 0.

S

w'\ 9

Teorema de Pitagoras

Dados v,w € R”, temos v L w & |jv+w|? = ||v]|® + |Jw|?
Dem.: Temos ||[v + w|? = (v +w,v + w) = ||v]|? + 2(v, w) + ||w]|?.
Portanto, |lv+w|? = |[v|* + |w|? <& (v,w)=0. O
(v,w)

Dados v, w € R™ w # 0, considere u = Tz & Observe que

(v —u, Aw) = Ao, w) — A(W w,w) = Mv,w) — )\<||U17UTUQ> (w, w) = 0.

u é chamado de projegao ortogonal de v na direcao de w ~~ Pry,(v).
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Produto Vetorial
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Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
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Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1,v2,v3) € w = (w1, wa, w3)
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Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor

( vows — v3wy , V3W] — VW3 , VIW — VW] ).
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Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor

( vows — v3wy , V3W] — VW3 , VIW — VW] ).

Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w.

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor

( vows — v3wy , V3W] — VW3 , VIW — VW] ).

Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
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Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor

( vows — v3wy , V3W] — VW3 , VIW — VW] ).

Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”:
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Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor

((vows — v3ws , V3WI — VIW3 , VIW2 — VoW1 ).
Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el es e3
v X w = det V1 U2 VU3
wp W2 w3
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Produto orial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor
((vows — v3ws , V3WI — VIW3 , VIW2 — VoW1 ).
Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el es e3
v X w = det vl V2 U3
w; w2 w3

Q €1 X eg = e3

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor
((vows — v3ws , V3WI — VIW3 , VIW2 — VoW1 ).
Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el es e3
v X w = det vl V2 U3
w; w2 w3

Q e Xex=e3, e2Xe3=¢€

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor
((vows — v3ws , V3WI — VIW3 , VIW2 — VoW1 ).
Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el es e3
v X w = det vl V2 U3
w; w2 w3

Q@ 1 Xey=e3, e Xez3=e,e3Xe = e,
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Produto orial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor

( vows — v3wy , V3W] — VW3 , VIW — VW] ).

Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el ey e3
v X w = det vl V2 U3
wp W2 w3

Q@ 1 Xey=e3, e Xez3=e,e3Xe = e,

Q@ (vxw,v)=0=(vxww),
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Produto Vetorial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor
((vows — v3ws , V3WI — VIW3 , VIW2 — VoW1 ).
Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el es e3
v X w = det vl V2 U3
w; w2 w3

Q e1 xXex=e3, e Xe3=e¢q,e3Xxe€ = e,
Q@ (vxw,v)=0=(vxww),

Q@ vXw=—w X,
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Produto orial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor

( vows — v3wy , V3W] — VW3 , VIW — VW] ).

Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el ey e3
v X w = det vl V2 U3
wp W2 w3

Q@ e Xex=e€3,63 Xe3=e¢1, €3 X e =€,
Q@ (vxw,v)=0=(vxww),

Q@ vXw=—w X,

@ Se |p(v,w)| =1
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Produto orial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor
((vows — v3ws , V3WI — VIW3 , VIW2 — VoW1 ).

Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el ey e3
v X w = det vl V2 U3
wp W2 w3

€1 X €2 = €3, €2 X €3 = €], €3 X €] = €3,
(v xw,v) =0=(vxw,uw),

vXwW=—w X v,

© © 6 0

Se |p(v,w)| =1, v x w =0,

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Produto orial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor
((vows — v3ws , V3WI — VIW3 , VIW2 — VoW1 ).

Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el ey e3

v X w = det vl V2 U3
w1 w2 w3

€1 X e = €3, €3 X €3 = €1, €3 X €] = €3,
(v xw,v) =0=(vxw,uw),
VX W= —w X v,

Se |p(v,w)| =1, v x w =0,

© e 066 0

(u+v) X w
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Produto orial

Agora estudamos um tipo de produto de vetores especial em R3.
Dados v = (v1, v2,v3) € w = (wy, we, ws), considere o vetor
((vows — v3ws , V3WI — VIW3 , VIW2 — VoW1 ).

Este vetor é chamado de o produto vetorial de v por w. Notagao: v X w.
A férmula para v X w pode ser mais facilmente memorizada via o
“determinante”: el ey e3

v X w = det vl V2 U3
w1 W2 ws

e1 X ey =e3, €2 Xe3 =¢e€1, €3 X €1 = €9,
(v xw,v) =0=(vxw,uw),
VX W= —w X v,

Se |p(v,w)| =1, v x w =0,

© e 066 0

(u+v) xw=(uxw)+ (vxw).
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

lv x wl| = |jv]| lwll /1—e(,w)? ¥v,weR\{0}.
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

lv x wl| = |jv]| lwll /1—e(,w)? ¥v,weR\{0}.

Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado
por v e w
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

lv x wl| = |jv]| lwll /1—e(,w)? ¥v,weR\{0}.

Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado
por v e w, entao (v, w) = cos(h)
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

v x w|| = [Jv]| Jw]| /1—¢,w)? Vv,weR3\{0}.
Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado

por v e w, entao p(v,w) = cos(f) e /1 — (v, w)? = sen(h).
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

v x w|| = [Jv]| Jw]| /1—¢,w)? Vv,weR3\{0}.
Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado

por v e w, entao p(v,w) = cos(f) e /1 — (v, w)? = sen(h).

Logo, podemos reescrever o fato acima como ||[v x w|| = ||v|| ||w|| sen(0)

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

v x w|| = [Jv]| Jw]| /1—¢,w)? Vv,weR3\{0}.
Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado
por v e w, entao p(v,w) = cos(f) e /1 — (v, w)? = sen(h).

Logo, podemos reescrever o fato acima como ||v X w|| = ||v|| ||w|| sen(0),
que coincide com a férmula para drea de um paralelogramos com lados
de comprimento ||v|| e ||w| que formam um angulo de medida 6.
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

v x w|| = [Jv]| Jw]| /1—¢,w)? Vv,weR3\{0}.
Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado
por v e w, entao p(v,w) = cos(f) e /1 — (v, w)? = sen(h).

Logo, podemos reescrever o fato acima como ||v X w|| = ||v|| ||w|| sen(0),
que coincide com a férmula para drea de um paralelogramos com lados
de comprimento ||v|| e ||w| que formam um angulo de medida 6.

Dem.: Temos

v, w 2
ol flwl® (1 = @ (v, w)?) = [[v]|* [lw]* (1 <>>

[Vl flw]®
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

v x w|| = [Jv]| Jw]| /1—¢,w)? Vv,weR3\{0}.
Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado
por v e w, entao p(v,w) = cos(f) e /1 — (v, w)? = sen(h).

Logo, podemos reescrever o fato acima como ||v X w|| = ||v|| ||w|| sen(0),
que coincide com a férmula para drea de um paralelogramos com lados
de comprimento ||v|| e ||w| que formam um angulo de medida 6.
Dem.: Temos
2 2 2 2 2 (v, w)*
[0l lw]l* (1 = @(v,w)?) = [|Jo]* [Jw]* { 1 = =g

[Vl flw]®

= [lvl* fJwl® = (v, w)?
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

v x w|| = [Jv]| Jw]| /1—¢,w)? Vv,weR3\{0}.
Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado
por v e w, entao p(v,w) = cos(f) e /1 — (v, w)? = sen(h).

Logo, podemos reescrever o fato acima como ||v X w|| = ||v|| ||w|| sen(0),
que coincide com a férmula para drea de um paralelogramos com lados
de comprimento ||v|| e ||w| que formam um angulo de medida 6.

Dem.: Temos < >2
v, W
Il ol (1~ (o) = ol fol? (1 p507)
( ) [[v]|? [Jw]|?
= ol w]?* = (v, w)?

= (vf +v3 +13) (wi +wi +w3) — (viwr + vows + v3ws)®.
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

v x w|| = [Jv]| Jw]| /1—¢,w)? Vv,weR3\{0}.
Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado
por v e w, entao p(v,w) = cos(f) e /1 — (v, w)? = sen(h).

Logo, podemos reescrever o fato acima como ||v X w|| = ||v|| ||w|| sen(0),
que coincide com a férmula para drea de um paralelogramos com lados
de comprimento ||v|| e ||w| que formam um angulo de medida 6.

Dem.: Temos < >2
v, W
[o]1? [Jw]* (1 = p(v,w)?) = [[o]? [|w]? (1 - )
( ) [[v]|? [Jw]|?
= ol w]?* = (v, w)?
= (vf + v +v3) (Wi + w3 +wj) — (viwr + vaws + vawz)®.

e |lvx w”2
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

v x w|| = [Jv]| Jw]| /1—¢,w)? Vv,weR3\{0}.
Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado
por v e w, entao p(v,w) = cos(f) e /1 — (v, w)? = sen(h).

Logo, podemos reescrever o fato acima como ||v X w|| = ||v|| ||w|| sen(0),
que coincide com a férmula para drea de um paralelogramos com lados
de comprimento ||v|| e ||w| que formam um angulo de medida 6.

Dem.: Temos < >2
v, W
[o]1? [Jw]* (1 = p(v,w)?) = [[o]? [|w]? (1 - )
( ) [[v]|? [Jw]|?
= ol w]?* = (v, w)?
= (vf + v +v3) (Wi + w3 +wj) — (viwr + vaws + vawz)®.

e |lvxwl? = (vowz — v3wz)? + (v3wy — viw3)? + (Viws — vowr)?.
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Produto Vetorial ~ Calculo de Areas

v x w|| = [Jv]| Jw]| /1—¢,w)? Vv,weR3\{0}.
Observacao: Se 0 < 6 < 7 é a medida em radianos do angulo formado
por v e w, entao p(v,w) = cos(f) e /1 — (v, w)? = sen(h).

Logo, podemos reescrever o fato acima como ||v X w|| = ||v|| ||w|| sen(0),
que coincide com a férmula para drea de um paralelogramos com lados
de comprimento ||v|| e ||w| que formam um angulo de medida 6.

Dem.: Temos
ol ol (1 = e(ov?) = o? l? (1= )
v w —o(v,w)?) = |jv w -2
[v][2 [Jw]|?
= [[vll? [Jw]* = (v, w)?
= (vf + v +v3) (Wi + w3 +wj) — (viwr + vaws + vawz)®.
e |lvx w”2 = (vows — 1)311)2)2 + (vswy — Ulw3)2 + (vwg — U2w1)2.

Abrindo-se as multiplicacoes, vé-se que as expressoes coincidem. O

A. Moura MA141 - Vetores em Espacgos Cartesianos



Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (u1, ug,us),v = (v1,v2,v3), w = (w1, we, ws) € R3
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (uy,us,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws3) € R3, temos
uyr U2 U3
(u,v x w) = det v1 Uy U3
w1 wy wWs
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (uy,us,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws3) € R3, temos
uyr U2 U3
(u,v x w) = det v1 Uy U3
w1y w2 w3
Dem.: Segue da definicao de produto interno e de produto vetorial que

(u,v X w) = ug(vows — v3ws) + uz(vswy — vViws) + uz(viwg — vowy)
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (uy,us,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws3) € R3, temos
uyr U2 U3
(u,v x w) = det v1 Uy U3
wy w2 w3
Dem.: Segue da definicao de produto interno e de produto vetorial que
(u,v X w) = ug(vows — v3ws) + uz(vswy — vViws) + uz(viwg — vowy)
que é o desenvolvimento do det. da matriz dada pela primeira linha. [J
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (uy,us,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws3) € R3, temos
uyr U2 U3
(u,v x w) = det v1 Uy U3
wy w2 w3
Dem.: Segue da definicao de produto interno e de produto vetorial que
(u,v X w) = ug(vows — v3ws) + uz(vswy — vViws) + uz(viwg — vowy)
que é o desenvolvimento do det. da matriz dada pela primeira linha. [J

Se 0 for o angulo entre u e v X w medido em radianos
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (uy,us,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws3) € R3, temos
uyr U2 U3
(u,v x w) = det v1 Uy U3
wy w2 w3
Dem.: Segue da definicao de produto interno e de produto vetorial que
(u,v X w) = ug(vows — v3ws) + uz(vswy — vViws) + uz(viwg — vowy)
que é o desenvolvimento do det. da matriz dada pela primeira linha. [J

Se 0 for o dngulo entre u e v X w medido em radianos, temos
o(u,v x w) = cos(h).
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (uy,us,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws3) € R3, temos

uyr U2 U3
(u,v x w) = det

<

1 U2 U3
w1 wy wWs
Dem.: Segue da definicao de produto interno e de produto vetorial que
(u,v x w) = ug(vawsz — V3wa) + uz(v3w1 — viws) + uz(viwe — vawy)
que é o desenvolvimento do det. da matriz dada pela primeira linha. [J
Se 0 for o dngulo entre u e v X w medido em radianos, temos
o(u,v x w) = cos(#). Segue entdao da definicao de ¢ que

(0 % w) = o x wl| [[ul| cos(6):
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (uy,us,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws3) € R3, temos
uyr U2 U3
(u,v x w) = det v1 Uy U3

w1 wy wWs

Dem.: Segue da definicao de produto interno e de produto vetorial que
(u, v x w) = uy(vVaws — vawa) + uz(vswy — viws) + uz(viwz — vawn)
que é o desenvolvimento do det. da matriz dada pela primeira linha. [J
Se 0 for o dngulo entre u e v X w medido em radianos, temos
o(u,v x w) = cos(#). Segue entdao da definicao de ¢ que
{0 x w) = o x w] [u]| cos(8).

Da geometria euclidiana cléssica, ||ul|| cos(6)| é a altura do paralelepipedo

que tem o paralelogramo definido por v e w como base e as outras arestas
sao paralelas a u e tem comprimentos iguais a ||ul|.
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (uy,us,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws3) € R3, temos
uyr U2 U3
(u,v x w) = det

<

1 V2 U3

wy w2 w3
Dem.: Segue da definicao de produto interno e de produto vetorial que

(u,v X w) = ug(vows — v3ws) + uz(vswy — vViws) + uz(viwg — vowy)
que é o desenvolvimento do det. da matriz dada pela primeira linha. [J
Se 0 for o dngulo entre u e v X w medido em radianos, temos
o(u,v x w) = cos(f). Segue entao da definigao de ¢ que
(u,v X w) = ||lv x w]|| |Jul| cos(h).

Da geometria euclidiana cléssica, ||ul|| cos(6)| é a altura do paralelepipedo
que tem o paralelogramo definido por v e w como base e as outras arestas

sao paralelas a u e tem comprimentos iguais a ||u. O volume do parale-
lepipedo é a multiplicacao da sua altura pela area de sua base
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Se 0 for o dngulo entre u e v X w medido em radianos, temos
o(u,v x w) = cos(f). Segue entao da definigao de ¢ que
(u,v X w) = ||lv x w]|| |Jul| cos(h).

Da geometria euclidiana cléssica, ||ul|| cos(6)| é a altura do paralelepipedo
que tem o paralelogramo definido por v e w como base e as outras arestas

sao paralelas a u e tem comprimentos iguais a ||u. O volume do parale-
lepipedo é a multiplicagdo da sua altura pela area de sua base (||v x w||).
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Produto Vetorial ~~ Céalculo de Volumes

Dados u = (uy,us,us),v = (v1,v2,v3),w = (w1, w2, ws3) € R3, temos

uyr U2 U3
(u,v x w) = det

<

1 V2 U3

w1 wy wWs
Dem.: Segue da definicao de produto interno e de produto vetorial que

(u, v x w) = uy(vVaws — vawa) + uz(vswy — viws) + uz(viwz — vawn)
que é o desenvolvimento do det. da matriz dada pela primeira linha. [J
Se 0 for o dngulo entre u e v X w medido em radianos, temos
o(u,v x w) = cos(#). Segue entdao da definicao de ¢ que
(u,v X w) = ||lv x w]|| |Jul| cos(h).

Da geometria euclidiana cléssica, ||ul|| cos(6)| é a altura do paralelepipedo
que tem o paralelogramo definido por v e w como base e as outras arestas
sao paralelas a u e tem comprimentos iguais a ||u. O volume do parale-
lepipedo é a multiplicagdo da sua altura pela area de sua base (||v x w||).
Ou seja, [{(u,v x w)| é este volume.
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