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Menores e Cofatores

Para cada n € Z, definiremos uma funcao M, (F) — F chamada de
determinante e denotada por det.
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Menores e Cofatores

Para cada n € Z, definiremos uma funcao M, (F) — F chamada de
determinante e denotada por det. A defini¢do serd feita de maneira
recursiva em n.
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Menores e Cofatores

Para cada n € Z, definiremos uma funcao M, (F) — F chamada de
determinante e denotada por det. A defini¢do serd feita de maneira
recursiva em n. Paran =1, dada A € M;(F), definimos det(A) = ay ;.
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Menores e Cofatores

Para cada n € Z, definiremos uma funcao M, (F) — F chamada de
determinante e denotada por det. A defini¢do serd feita de maneira
recursiva em n. Paran =1, dada A € M;(F), definimos det(A) = ay ;.
Suponha n > 1
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Menores e Cofatores

Para cada n € Z, definiremos uma funcao M, (F) — F chamada de
determinante e denotada por det. A defini¢do serd feita de maneira
recursiva em n. Paran =1, dada A € M;(F), definimos det(A) = ay ;.
Suponha n > 1 e, dados 1 < 4,j < n, considere a submatriz

Sij(A) € My—1(F) obtida de A removendo-se a linha i e a coluna j
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Menores e Cofatores

Para cada n € Z, definiremos uma funcao M, (F) — F chamada de
determinante e denotada por det. A defini¢do serd feita de maneira
recursiva em n. Paran =1, dada A € M;(F), definimos det(A) = ay ;.
Suponha n > 1 e, dados 1 < 4,j < n, considere a submatriz

Sij(A) € My—1(F) obtida de A removendo-se a linha i e a coluna j:

aiq a2 - al; - aip
S’L’,j (A) = T2 €y m
_an71 an’Q P a 7j e an’n_
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Menores e Cofatores

Para cada n € Z, definiremos uma funcao M, (F) — F chamada de
determinante e denotada por det. A defini¢do serd feita de maneira
recursiva em n. Paran =1, dada A € M;(F), definimos det(A) = ay ;.
Suponha n > 1 e, dados 1 < 4,j < n, considere a submatriz

Sij(A) € My—1(F) obtida de A removendo-se a linha i e a coluna j:

aiq a2 - al; - aip
S’L’,j (A) = T2 €y m
|An,1 An2 " Gpg  ccr Gpn |

Por hipétese de inducao, det(S; j(A)) ja estd definido.
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Menores e Cofatores

Para cada n € Z, definiremos uma funcao M, (F) — F chamada de
determinante e denotada por det. A defini¢do serd feita de maneira
recursiva em n. Paran =1, dada A € M;(F), definimos det(A) = ay ;.
Suponha n > 1 e, dados 1 < 4,j < n, considere a submatriz

Sij(A) € My—1(F) obtida de A removendo-se a linha i e a coluna j:

aiq a2 - al; - aip
S’L’,j (A) = T2 €y m
|An,1 An2 " Gpg  ccr Gpn |

Por hipétese de inducao, det(S; j(A)) ja estd definido. Considere entao
M;j(A) =det(S;;(4) e Cig(A) = (1" M;;(4)
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Menores e Cofatores

Para cada n € Z, definiremos uma funcao M, (F) — F chamada de
determinante e denotada por det. A defini¢do serd feita de maneira
recursiva em n. Paran =1, dada A € M;(F), definimos det(A) = ay ;.
Suponha n > 1 e, dados 1 < 4,j < n, considere a submatriz

Sij(A) € My—1(F) obtida de A removendo-se a linha i e a coluna j:

aiq a2 - al; - aip
S’L’,j (A) = T2 €y m
|An,1 An2 " Gpg  ccr Gpn |

Por hipétese de inducao, det(S; j(A)) ja estd definido. Considere entao
M;j(A) =det(S;;(4) e Cig(A) = (1" M;;(4)

que sao chamados, respectivamente, de o menor e o cofator de A
associados a entrada (7, 7).
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Definicao Recursiva pela Primeira Linha

Finalmente, definimos

det(A) = ZCLLJ CLJ’(A).
7j=1
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Definicao Recursiva pela Primeira Linha

Finalmente, definimos

det(A) = ZCLLJ CLJ’(A).
7j=1

Podemos definir varios outros niimeros através de expressoes semelhantes
a esta.
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Definicao Recursiva pela Primeira Linha

Finalmente, definimos

det(A) = ZCLLJ CLJ’(A).
7j=1

Podemos definir varios outros niimeros através de expressoes semelhantes
a esta. A saber, para cada 1 < k < n, defina

detg(A) = ap; Crj(A)
j=1
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Definicao Recursiva pela Primeira Linha

Finalmente, definimos

det(A) = ZCLLJ CLJ’(A).
7j=1

Podemos definir varios outros niimeros através de expressoes semelhantes
a esta. A saber, para cada 1 < k < n, defina

detgp(A) = ap; Crj(A) e deth(4) = a;p Cir(A).
j=1 i=1
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Definicao Recursiva pela Primeira Linha

Finalmente, definimos

det(A) = ZCLLJ CLJ’(A).
7j=1

Podemos definir varios outros niimeros através de expressoes semelhantes
a esta. A saber, para cada 1 < k < n, defina

detgp(A) = ap; Crj(A) e deth(4) = a;p Cir(A).
j=1 i=1

Em particular, det(A) = det1(A).
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Definicao Recursiva pela Primeira Linha

Finalmente, definimos n

det(A) = Zau C1;(A).

=1
Podemos definir varios outros niimeros através de expressoes semelhantes
a esta. A saber, para cada 1 < k < n, defina

detgp(A) = ap; Crj(A) e deth(4) = a;p Cir(A).
j=1 i=1

Em particular, det(A) = det1(A).

Teorema

dety(A) = det(A) = det®(A) V A € M,(F),1 <k <n.
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Definicao Recursiva pela Primeira Linha

Finalmente, definimos n

det(A) = Zau C1;(A).

Podemos definir varios outros niimeros através de expressoes semelhantes
a esta. A saber, para cada 1 < k < n, defina

detgp(A) = ap; Crj(A) e deth(4) = a;p Cir(A).
j=1 i=1

Em particular, det(A) = det1(A).

Teorema

dety(A) = det(A) = det®(A) V A € M,(F),1 <k <n.

A expressao para dety(A) é chamada de o desenvolvimento de Laplace do
determinante de A pela k-ésima linha
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Definicao Recursiva pela Primeira Linha

Finalmente, definimos n

det(A) = Zau C1;(A).

Podemos definir varios outros niimeros através de expressoes semelhantes
a esta. A saber, para cada 1 < k < n, defina

detgp(A) = ap; Crj(A) e deth(4) = a;p Cir(A).
j=1 i=1

Em particular, det(A) = det1(A).

Teorema

dety(A) = det(A) = det®(A) V A € M,(F),1 <k <n.

A expressao para dety(A) é chamada de o desenvolvimento de Laplace do
determinante de A pela k-ésima linha, enquanto detk(A) é chamada de o
desenvolvimento de Laplace do determinante de A pela k-ésima coluna.
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O caso 2 x 2

ara al,Q]
)]

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = {
a1 G232
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O caso 2 x 2

ara al,Q]
)]

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = {
a1 G232

Ci11(A) =az2, Ci2(A) =—az21, C21(A)=—-a12, C22(A)=ai;.
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O caso 2 x 2

ara al,Q]
)]

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = {
a1 G232

Ci11(A) =az2, Ci2(A) =—az1, C21(A)=—a12, Cz2(A4)=ai;.
Logo,
detl(A) = a1,1022
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O caso 2 x 2

ara al,Q]
)]

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = {
a1 G232

Ci11(A) =az2, Ci2(A) =—az21, C21(A)=—-a12, C22(A)=ai;.
Logo,

deti(A) = aj1a22 + a1 2(—az1),
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O caso 2 x 2

ara al,Q]
)]

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = {
a1 G232

Ci11(A) =az2, Ci2(A) =—az21, C21(A)=—-a12, C22(A)=ai;.
Logo,

det1(A) = ar1a22 + a12(—az21), deta(A) = ag1(—ai2) + az2a1,1
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O caso 2 x 2

ara al,Q]
)]

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = {
a1 G232

Ci11(A) =az2, Ci2(A) =—az1, C21(A)=—a12, Cz2(A4)=ai;.
Logo,
deti(A) = aj1a22 + a1 2(—az1), deta(A) =azi(—ai2)+ az2a1,1

det!(A) = arpazz +az1(—a12),
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O caso 2 x 2

ara al,Q]
)]

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = {
a1 G232

Ci11(A) =az2, Ci2(A) =—az1, C21(A)=—a12, Cz2(A4)=ai;.
Logo,
det1(A) = ar1a22 + a12(—az21), deta(A) = ag1(—ai2) + az2a1,1

detl(A) =ai1a22 + ag,l(—al,g), detQ(A) = a172(—a271) + az201 1,
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O caso 2 x 2

ara al,Q]
)]

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = {
a1 G232

C11(A) = az2, Ci12(4) = —az1, C21(A4)=—a12, C2(4)=a1i:.
Logo,
deti(A) = aj1a22 + a1 2(—az1), deta(A) =azi(—ai2)+ az2a1,1
det’(A) = a1 a2 + az1(—a12), det?(A) = a1a(—az1) + azga11,

verificando a validade do Teorema para n = 2
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O caso 2 x 2

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = [al’l al’Q] ,
a1 a2
Ci11(A) =az2, Ci2(A) =—az1, C21(A)=—a12, Cz2(A4)=ai;.
Logo,
deti(A) = aj1a22 + a1 2(—az1), deta(A) =azi(—ai2)+ az2a1,1
det’(A) = a1 a2 + az1(—a12), det?(A) = a1a(—az1) + azga11,
verificando a validade do Teorema para n = 2, além da famosa férmula

(*) det(A) = a171a272 — a172a271.
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O caso 2 x 2

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = [al’l al’Q] ,
a1 a2
Ci11(A) =az2, Ci2(A) =—az1, C21(A)=—a12, Cz2(A4)=ai;.
Logo,
deti(A) = aj1a22 + a1 2(—az1), deta(A) =azi(—ai2)+ az2a1,1
det’(A) = a1 a2 + az1(—a12), det?(A) = a1a(—az1) + azga11,
verificando a validade do Teorema para n = 2, além da famosa férmula

(*) det(A) = a171a272 — a172a271.

Observe também que, neste caso, det(A) = 0 se, e somente se, uma das
linhas de A é multipla da outra
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O caso 2 x 2

Para n = 2 (primeiro passo recursivo), temos, A = [al’l al’Q] ,
a1 G232
C11(A) = az2, C12(A) = —az1, Co1(A)=—a12, C22(A)=ai:.
Logo,

det1(A) = ar1a22 + a12(—az21), deta(A) = ag1(—ai2) + az2a1,1

detl(A) =ai1a22 + ag,l(—al,g), detQ(A) = a172(—a271) + az201 1,
verificando a validade do Teorema para n = 2, além da famosa férmula
(*) det(A) = a171a272 — a172a271.

Observe também que, neste caso, det(A) = 0 se, e somente se, uma das
linhas de A é multipla da outra ou, equivalentemente(!), uma das colunas
de A é multipla da outra.
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Regara de Sarrus

A férmula para n = 3 também é interessante de ser memorizada.
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Regara de Sarrus

A férmula para n = 3 também é interessante de ser memorizada.
Aproveitamos para introduzir outra notacdo para determinantes que
pode ser mais conveniente dependendo da situacao: |A|.
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Regara de Sarrus

A férmula para n = 3 também é interessante de ser memorizada.
Aproveitamos para introduzir outra notacdo para determinantes que
pode ser mais conveniente dependendo da situacao: |A|. Assim, se
a1 a2 a3
A= |az1 agp as3
a1 az2 as3;3

)

a1 a23
as;1 asg3

a1 a2
a3l a32

’ 01,3(14) =
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Regara de Sarrus

A férmula para n = 3 também é interessante de ser memorizada.
Aproveitamos para introduzir outra notacdo para determinantes que

pode ser mais conveniente dependend

o da situagao: |A|. Assim, se

a1l ar2 a13
A= |az1 a2 az3|,
as1 as2 a33
temos
azo a3 as1 a3 as1 asp
C11(4) = , Ci2(A) = , Ci3(A) = :
asp as3 as1 as3 asi a2

Logo, usando a defini¢do e o caso n =
det(A) = ayi;1(az2a33 — azzas,

+ a1,3(a2,1a3,2 - a2,2a3,1)

2, segue que

2) —a12(az,1a33 — az3a3,1)
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gara de Sarrus

A férmula para n = 3 também é interessante de ser memorizada.
Aproveitamos para introduzir outra notacdo para determinantes que
pode ser mais conveniente dependendo da situacao: |A|. Assim, se
a1 a2 a3
A= |az1 a2 az3|,
a1 az2 as3;3

temos
a2 a23 az1 023 az1 022
Cra(4) = , Cip(A) = - , Ci3(4) = -
asz2 as3 as1 as;3 az1 as?2
Logo, usando a defini¢do e o caso n = 2, segue que
det(A) = a11(az2a33 — az3a32) — a12(az,1a33 — az3as1)

+ a1,3(a2,1a3,2 - a2,2a3,1) = 01,1042,20a33 + a1,2023031

+ a1,302,1032
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Regara de Sarrus

A férmula para n = 3 também é interessante de ser memorizada.
Aproveitamos para introduzir outra notacdo para determinantes que
pode ser mais conveniente dependendo da situacao: |A|. Assim, se
a1 a2 a3
A= |az1 a2 az3|,
a1 az2 as3;3

temos
a2 a23 az1 023 az1 022
Cra(4) = , Cip(A) = - , Ci3(4) =
asz2 as3 as1 as;3 az1 as?2
Logo, usando a defini¢do e o caso n = 2, segue que
det(A) = a11(az2a33 — az3a32) — a12(az,1a33 — az3as1)

+ a1,3(a2,1a3,2 - a2,2a3,1) = 01,1042,20a33 + a1,2023031

+ @1,3a21a32 — G1,30422031 — 012021033 — (1,102,303 2.
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Regara de Sarrus

A férmula para n = 3 também é interessante de ser memorizada.
Aproveitamos para introduzir outra notacdo para determinantes que
pode ser mais conveniente dependendo da situacao: |A|. Assim, se

a1 ar2 ai3
A= |az1 a2 az3|,
as1 asz2 as3s
temos
a22 023 a1 a23 a1 Q22
C1,1(4) = , Cip(A) = - , Ci3(4) = :
as2 033 as;1 asg3 as;1 asp2
Logo, usando a defini¢do e o caso n = 2, segue que
det(A) = ay1(azpas33 — az3a32) — a12(az,1033 — az3as;1)

+aiz(aziase —azpas ;) =

a1,102,203 3 + a1,202.303,1

+ @1,3a21a32 — G1,30422031 — 012021033 — (1,102,303 2.

Se A= [%i%] € Ms(Z), det(A) =5+ 8+6—2—10— 12 = —5.
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Matrizes Triangulares Inferiores

Suponha que A seja uma matriz triangular inferior

_a1,1 o .- ... 0
agqp azz2 0 -~ 0

0
| Gn,1 Qn,n |
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Matrizes Triangulares Inferiores

Suponha que A seja uma matriz triangular inferior

_a1,1 o .- ... 0
az1 azp 0 - 0

0
_an71 “ e DY a/n,n_

e vejamos que det(A) = a11a22 - ap .
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Matrizes Triangulares Inferiores

Suponha que A seja uma matriz triangular inferior

_a1,1 o .- ... 0 ]
az1 azp 0 - 0

0
_an71 “ e DY a/n,n_

e vejamos que det(A) = a11a22 - ap .

Para n = 2, 3, isto segue dos exemplos anteriores, o que nos permite usar
um argumento indutivo em n.
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Matrizes Triangulares Inferiores

Suponha que A seja uma matriz triangular inferior

_a1,1 o .- ... 0
az1 azp 0 - 0

0
_an71 “ e DY a/n,n_

e vejamos que det(A) = a11a22 - ap .

Para n = 2, 3, isto segue dos exemplos anteriores, o que nos permite usar
um argumento indutivo em n.

Por definigao, det(A) = a1 det(S1,1(A)). Como Si1(A) é uma matriz
triangular inferior (n — 1) x (n — 1)
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Matrizes Triangulares Inferiores

Suponha que A seja uma matriz triangular inferior

_a1,1 o .- ... 0
az1 azp 0 - 0

0
_an71 “ e DY a/n,n_

e vejamos que det(A) = a11a22 - ap .

Para n = 2, 3, isto segue dos exemplos anteriores, o que nos permite usar
um argumento indutivo em n.

Por definigao, det(A) = a1 det(S1,1(A)). Como Si1(A) é uma matriz
triangular inferior (n — 1) x (n — 1), por hipdtese de indugao temos
det(S1,1(A)) = azpaz 3 - ann, completando a verificacao da férmula.
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Matrizes Triangulares Inferiores

Suponha que A seja uma matriz triangular inferior

_a1,1 o .- ... 0
az1 azp 0 - 0

0
_an71 “ e DY a/n,n_

e vejamos que det(A) = a11a22 - ap .

Para n = 2, 3, isto segue dos exemplos anteriores, o que nos permite usar
um argumento indutivo em n.

Por definigao, det(A) = a1 det(S1,1(A)). Como Si1(A) é uma matriz
triangular inferior (n — 1) x (n — 1), por hipdtese de indugao temos
det(S1,1(A)) = azpaz 3 - ann, completando a verificacao da férmula.

Argumento andlogo mostra que det™(A) = det(A)

A. Moura MA141 - Determinante



Matrizes Triangulares Inferiores

Suponha que A seja uma matriz triangular inferior

_a1,1 o .- ... 0
az1 azp 0 - 0

0
_an71 “ e DY a/n,n_

e vejamos que det(A) = a11a22 - ap .

Para n = 2, 3, isto segue dos exemplos anteriores, o que nos permite usar
um argumento indutivo em n.

Por definigao, det(A) = a1 det(S1,1(A)). Como Si1(A) é uma matriz
triangular inferior (n — 1) x (n — 1), por hipdtese de indugao temos
det(S1,1(A)) = azpaz 3 - ann, completando a verificacao da férmula.
Argumento andlogo mostra que det™(A) = det(A) e, se A for triangular
superior, entao dety,(A) = a11a22 - appn = det!(A).
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Consequeéncias do Teorema

Se A é triangular, det(A) = aj1a22 - - app-
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Consequéncias do Teorema,

Se A é triangular, det(A) = aj1a22 - - app-

Se det(A!) = det(A).
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Consequéncias do Teorema,

Se A é triangular, det(A) = aj1a22 - - app-
Se det(A!) = det(A).

Se A possuir duas linhas idénticas, det(A) = 0.
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Consequéncias do Teorema,

Se A é triangular, det(A) = aj1a22 - - app-
Se det(A!) = det(A).

Se A possuir duas linhas idénticas, det(A) = 0.
O mesmo vale para colunas.
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Consequéncias do Teorema,

Se A é triangular, det(A) = aj1a22 - - app-
Se det(A!) = det(A).

Se A possuir duas linhas idénticas, det(A) = 0.
O mesmo vale para colunas.

Dem.: Por indugao em n > 2 sendo que o caso n = 2 é ébvio de ().
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Consequéncias do Teorema,

Se A é triangular, det(A) = aj1a22 - - app-
Se det(A!) = det(A).

Se A possuir duas linhas idénticas, det(A) = 0.
O mesmo vale para colunas.

Dem.: Por indugao em n > 2 sendo que o caso n = 2 é ébvio de ().
Suponha entdo que n > 2 e que k # k' sejam tais que Li(A) = L/ (A).
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Consequéncias do Teorema,

Se A é triangular, det(A) = aj1a22 - - app-
Se det(A!) = det(A).

Se A possuir duas linhas idénticas, det(A) = 0.
O mesmo vale para colunas.

Dem.: Por indugao em n > 2 sendo que o caso n = 2 é ébvio de ().
Suponha entdo que n > 2 e que k # k' sejam tais que Li(A) = L/ (A).
Escolha i # k, k' e note que S; j(A) tem duas linhas idénticas para todo j.
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Consequéncias do Teorema,

Se A é triangular, det(A) = aj1a22 - - app-
Se det(A!) = det(A).
Se A possuir duas linhas idénticas, det(A) = 0.

O mesmo vale para colunas.

Dem.: Por indugao em n > 2 sendo que o caso n = 2 é ébvio de ().
Suponha entdo que n > 2 e que k # k' sejam tais que Li(A) = L/ (A).
Escolha i # k, k' e note que S; j(A) tem duas linhas idénticas para todo j.
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A matriz cofatora de uma matriz A € M, (F) é a matriz Cof(A4) € M, (F)
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Se F é um corpo e R é a forma escalonada reduzida de A € M, (
det(A) #0 < det(R)#0 < R=1I,.

Em particular, A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

Teorema

Se A, B € M, (F), det(BA) = det(A) det(B).

Em particular, se A for invertivel, temos det(A~!) = #(A).

A matriz cofatora de uma matriz A € M, (F) é a matriz Cof(A4) € M, (F)
cuja entrada (i, j) é o correspondente cofator de A. Sua transposta é
chamada de a adjunta classica de A e é denotada por Adj(A).

Teorema

A - Adj(A) = det(A) I,
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Se F é um corpo e R é a forma escalonada reduzida de A € M, (
det(A) #0 < det(R)#0 < R=1I,.

Em particular, A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.

Teorema

Se A, B € M, (F), det(BA) = det(A) det(B).

Em particular, se A for invertivel, temos det(A~!) = #(A).

A matriz cofatora de uma matriz A € M, (F) é a matriz Cof(A4) € M, (F)
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Se F é um corpo e R é a forma escalonada reduzida de A € M, (
det(A) #0 < det(R)#0 < R=1I,.

Em particular, A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.
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Se A, B € M, (F), det(BA) = det(A) det(B).
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Q@ Se L;(A) = A\X, entao det(A) = Adet(B) sendo B a matriz obtida
de A substituindo-se L;(A) por X.

Q@ SeL;j(A)=X+Y, entao det(A) = det(B) + det(C) sendo B e C
obtidas de A substituindo-se L;(A) por X e Y, respectivamente.

Dem. de (b): Note que, se X =[x1 29 -+ ] e Y =[y1 y2 -+ Ynl,

temos a; ; = x; +y; para todo j =1,...,n.
n n
Caso 1 = 1: det(A) = Z ai,j CLj(A) = Z(JJJ + yj) CLJ'(A)
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Notando que S; ;(B) = S1;(A4) = 51,;(C)V j=1,...,n, a conclusao
desejada segue neste caso.
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Caso i > 1: Em particular, n > 2. O argumento sera por inducao em n.
A base de indugao (n = 2) segue da férmula (x). Suponha entao que
n > 2 e, por hip. de ind., que o lema vale para matrizes (n—1) x (n—1).

Assim, podemos usar o lema para as submatrizes S j(A) que aparecem
na definicao de det(A). De fato, se X e Y; forem as matrizes obtidas de
X e Y removendo-se a coluna j, respectivamente, segue que
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A base de indugao (n = 2) segue da férmula (x). Suponha entao que
n > 2 e, por hip. de ind., que o lema vale para matrizes (n—1) x (n—1).

Assim, podemos usar o lema para as submatrizes S j(A) que aparecem
na definicao de det(A). De fato, se X e Y; forem as matrizes obtidas de
X e Y removendo-se a coluna j, respectivamente, segue que

Li—1(S15(4)) = X; + Y.

Portanto, por hipétese de inducao, se B; e C; sao as matrizes obtidas de
S51,j(A) substituindo-se a linha ¢ — 1 por X; e Y}, respectivamente
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Caso i > 1: Em particular, n > 2. O argumento sera por inducao em n.
A base de indugao (n = 2) segue da férmula (x). Suponha entao que
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Assim, podemos usar o lema para as submatrizes S j(A) que aparecem
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Caso i > 1: Em particular, n > 2. O argumento sera por inducao em n.

A base de indugao (n = 2) segue da férmula (x). Suponha entao que

n > 2 e, por hip. de ind., que o lema vale para matrizes (n—1) x (n—1).
Assim, podemos usar o lema para as submatrizes S j(A) que aparecem
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X e Y removendo-se a coluna j, respectivamente, segue que

Li—1(S15(4)) = X; + Y.

Portanto, por hipétese de inducao, se B; e C; sao as matrizes obtidas de
S1,j(A) substituindo-se a linha ¢ — 1 por X e Y}, respectivamente, temos

Portanto, M ;(A) = det(S1,;(A)) = det(B;) + det(C}).

det(A Zal 1) (det(B;) + det(C}))
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A base de indugao (n = 2) segue da férmula (x). Suponha entao que
n > 2 e, por hip. de ind., que o lema vale para matrizes (n—1) x (n—1).
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na definicao de det(A). De fato, se X e Y; forem as matrizes obtidas de
X e Y removendo-se a coluna j, respectivamente, segue que

Li—1(S15(4)) = X; + Y.

Portanto, por hipétese de inducao, se B; e C; sao as matrizes obtidas de
S1,j(A) substituindo-se a linha ¢ — 1 por X e Y}, respectivamente, temos

Portanto, M ;(A) = det(S1,;(A)) = det(B;) + det(C}).
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Caso i > 1: Em particular, n > 2. O argumento sera por inducao em n.
A base de indugao (n = 2) segue da férmula (x). Suponha entao que
n > 2 e, por hip. de ind., que o lema vale para matrizes (n—1) x (n—1).

Assim, podemos usar o lema para as submatrizes S j(A) que aparecem
na definicao de det(A). De fato, se X e Y; forem as matrizes obtidas de
X e Y removendo-se a coluna j, respectivamente, segue que

Li—1(S15(4)) = X; + Y.

Portanto, por hipétese de inducao, se B; e C; sao as matrizes obtidas de
S1,j(A) substituindo-se a linha ¢ — 1 por X e Y}, respectivamente, temos

Portanto, M ;(A) = det(S1,;(A)) = det(B;) + det(C}).

det(A) :Zal 1) (det(B;) + det(C)))

= Z a1 j(—1)"" det(B Z a1 j(—1)" det(Cy)

Finalmente, basta observar que S ;(B) = Bj e S1;(C) = Cj. O
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Demonstracao do Teorema - Parte 2
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Demonstracao do Teorema - Parte 2

@ se A possuir alguma linha nula, entdo det(A) = 0.
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Demonstracao do Teorema - Parte 2

@ se A possuir alguma linha nula, entdo det(A) = 0.
e Dados m € Z~o, X, € Min(F),\p €F,k=1,...,mel1<i<n,se
Li(A) =) MXj, entdo det(A) =) Apdet(A)

k=1 k=1
sendo Ay a matriz obtida de A substituindo-se L;(A) por X.
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e Dados m € Z~o, X, € Min(F),\p €F,k=1,...,mel1<i<n,se
Li(A) =) MXj, entdo det(A) =) Apdet(A)
k=1 k=1
sendo Ay a matriz obtida de A substituindo-se L;(A) por X.

Considere as matrizes-linha elementares E§") =[0---010---0].

A. Moura MA141 - Determinante



Demonstracao do Teorema - Parte 2

@ se A possuir alguma linha nula, entdo det(A) = 0.
e Dados m € Z~o, X, € Min(F),\p €F,k=1,...,mel1<i<n,se

m m
Li(A) =) MXj, entdo det(A) =) Apdet(A)
k=1 k=1
sendo Ay a matriz obtida de A substituindo-se L;(A) por X.

Considere as matrizes-linha elementares E](") =[0---010---0].
Assim, para todo 1 < ¢ < n, temos L;(A) = Z?:l a; jLi(A; ;) sendo A; ; a
matriz obtida de A substituindo-se L;(A) por E](”):
r L1(4) T

Aij = |00 1 00

7
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Demonstracao do Teorema - Parte 2

@ se A possuir alguma linha nula, entdo det(A) = 0.
e Dados m € Z~o, X, € Min(F),\p €F,k=1,...,mel1<i<n,se

Li(A) =) MXj, entdo det(A) =) Apdet(A)
k=1 k=1
sendo Ay a matriz obtida de A substituindo-se L;(A) por X.

Considere as matrizes-linha elementares E](") =0---010 ---0].

Assim, para todo 1 < ¢ < n, temos L;(A) = Z?:l a; jLi(A; ;) sendo A; ; a
matriz obtida de A substituindo-se L;(A) por E](”):

I LlFA) Segue que det(A) =377, a;; det(A;;)
: para todo 1 <13 < n.
Li_1(A)
Ajj = [0+0 1 00
Lit1(A)
L Ln:(A) g
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Demonstracao do Teorema - Parte 2

@ se A possuir alguma linha nula, entdo det(A) = 0.
e Dados m € Z~o, X, € Min(F),\p €F,k=1,...,mel1<i<n,se

Li(A) =) MXj, entdo det(A) =) Apdet(A)
k=1 k=1
sendo Ay a matriz obtida de A substituindo-se L;(A) por X.

Considere as matrizes-linha elementares E§") =[0---010---0].

Assim, para todo 1 < ¢ < n, temos L;(A) = Z?:l a; jLi(A; ;) sendo A; ; a

matriz obtida de A substituindo-se L;(A) por Ej(”):

[ Ll_(A) Segue que det(A) =377, a;; det(A;;)
: para todo 1 <7 < n.
Li_1(A)
A = 00 1 00 A igualdade dos desenvolvimentos de
Lit1(A) Laplace por linhas segue desta expressao
: juntamente com proximo lema.
L Ln(A) i
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por indugao em n > 2
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
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Demonstracao do Teorema - Parte 3
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Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).

Portanto, suponha que n > 2,7 > 2 e, por hip. de ind., que o lema valha

para matrizes (n — 1) x (n —1).
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).

Portanto, suponha que n > 2,7 > 2 e, por hip. de ind., que o lema valha
para matrizes (n — 1) x (n —1). Observe que

BV se k < J

i-1
Li1(S1x(Aij))=
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).

Portanto, suponha que n > 2,7 > 2 e, por hip. de ind., que o lema valha
para matrizes (n — 1) x (n —1). Observe que

Ej(-:lzl),se k< j=det(S1x(A4i;)=Ci1,;-1(51k(4ij))

Li 1(S1k(Aij))=
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).

Portanto, suponha que n > 2,7 > 2 e, por hip. de ind., que o lema valha
para matrizes (n — 1) x (n —1). Observe que

Ej(-:lzl),se k< j=det(S1x(A4i;)=Ci1,;-1(51k(4ij))

Li1(S1x(Aij))= E](n*l),se k>j
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Demonstracao do Teorema - Parte 3
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Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).
Portanto, suponha que n > 2,7 > 2 e, por hip. de ind., que o lema valha
para matrizes (n — 1) x (n —1). Observe que
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).
Portanto, suponha que n > 2,7 > 2 e, por hip. de ind., que o lema valha
para matrizes (n — 1) x (n —1). Observe que
-1 .
EJ(Z Lse k < j = det(Sx(Aij) = Cim1 j-1(S1.4(Ai )

Lio1i(S1a(Aig) =B Vise k> j = det(S1i(Aiy)) =Cio1(S1(As))

0, sek=7
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).
Portanto, suponha que n > 2,7 > 2 e, por hip. de ind., que o lema valha
para matrizes (n — 1) x (n —1). Observe que
Ej(.ﬁ;l),se k <j= det(S1k(4i;))=Ci-1,-1(51k(Ai;))
Lic1(S16(Aig) = { B Vise k> j = det(S14(Ai) = Cim1,5(S1.4(As )
0, se k=7 = det(Sy,(A4i;))=0.
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Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).
Portanto, suponha que n > 2,7 > 2 e, por hip. de ind., que o lema valha
para matrizes (n — 1) x (n —1). Observe que

Ej(-:lzl),se k< j=det(S1x(A4i;)=Ci1,;-1(51k(4ij))

Li 1(S1k(Aij))= Ej('nil)vse k>j = det(S1k(4i;))=Ciz1,;(S1.(4i;))
0, se k=7 = det(S1x(4; )=

Usando isto na definicao de det, segue que det(A4; ;) é 1gual a
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Demonstracao do Teorema - Parte 3
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Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).
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para matrizes (n — 1) x (n —1). Observe que
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Li 1(S1k(Aij))= Ej('nil)vse k>j = det(S1k(4i;))=Ciz1,;(S1.(4i;))

0, se k=7 = det(S1x(4; )=

5]

Usando isto na definicao de det, segue que det(A4; ;) é 1gual a

D arp(=1)"FCiy 1 (S1k(A F 1D arw(=1)'FC (St k(Aiy))

k<j k>j
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Demonstracao do Teorema - Parte 3

Lema

Dados n > 2,A € M,(F) e 1 <i,j <n, seja A;; a matriz obtida de A
substituindo-se L;(A) por E\"). Entdo, det(A;;) = Ci;(A).

Dem.: Por inducao em n > 2, sendo que o caso n = 2 segue de (x).
Além disso, se i = 1, a conclusao é imediata da defini¢do de det(A4; ;).
Portanto, suponha que n > 2,7 > 2 e, por hip. de ind., que o lema valha
para matrizes (n — 1) x (n —1). Observe que

Ej(-:lzl),se k< j=det(S1x(A4i;)=Ci1,;-1(51k(4ij))

Li 1(S1k(Aij))= Ej('nil)vse k>j = det(S1k(4i;))=Ciz1,;(S1.(4i;))

0, se k=7 = det(S1x(4; )=
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Usando isto na definicao de det, segue que det(A4; ;) é 1gual a

D arp(=1)"FCiy 1 (S1k(A F 1D arw(=1)'FC (St k(Aiy))
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Para cada 1 < k < n,k # j, considere a matriz By € M,,_o(F) obtida de
A (ou, equivalentemente, de A; ;)
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Para cada 1 < k < n,k # j, considere a matriz By € M,,_o(F) obtida de
A (ou, equivalentemente, de A; ;) removendo-se as linhas 1 e i assim
como as colunas j e k.

A. Moura MA141 - Determinante



Para cada 1 < k < n,k # j, considere a matriz By € M,,_o(F) obtida de
A (ou, equivalentemente, de A; ;) removendo-se as linhas 1 e 7 assim
como as colunas j e k. Entao, por definicao de cofator, temos

Ci1j-1(S16(Aig)) = (=17 det(By), se k<
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Para cada 1 < k < n,k # j, considere a matriz By € M,,_o(F) obtida de
A (ou, equivalentemente, de A; ;) removendo-se as linhas 1 e 7 assim
como as colunas j e k. Entao, por definicao de cofator, temos

Cic1j1(S1k(Aiy)) = (1) det(By), se k<j e
Ci—l,j(sl,k(Ai,j)) = (—1)i71+j det(By), se k>j.
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Para cada 1 < k < n, k # j, considere a matriz By € M,,_

2(IF) obtida de

A (ou, equivalentemente, de A; ;) removendo-se as linhas 1 e 7 assim
como as colunas j e k. Entao, por definicao de cofator, temos

Cim1,j-1(S16(Aig)) = (=17 det(By), se
Ci—1,(S1(As)) = (1)1 det(By), se
Substituindo na expressao acima, segue que
det(A Z a( ’+]+k 1 det(Byg) Z ay(
k<j k>j
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Para cada 1 < k < n,k # j, considere a matriz By € M,,_o(F) obtida de
A (ou, equivalentemente, de A; ;) removendo-se as linhas 1 e 7 assim
como as colunas j e k. Entao, por definicao de cofator, temos

Cic1j1(S1k(Aiy)) = (1) det(By), se k<j e
Ci—l,j(sl,k(Ai,j)) = (—1)i71+j det(By), se k>j.

Substituindo na expressao acima, segue que

det(A Z a( ’+]+k Ldet(By) Z ay( Z+j+k det(By)
k<j k>j

Por outro lado, aplicando a defini¢do de determinante a matriz S; j(A):
Cm‘(A) = (—1)i+j det(Si,j(A))
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Para cada 1 < k < n,k # j, considere a matriz By € M,,_o(F) obtida de
A (ou, equivalentemente, de A; ;) removendo-se as linhas 1 e 7 assim
como as colunas j e k. Entao, por definicao de cofator, temos

Cic1j1(S1k(Aiy)) = (1) det(By), se k<j e
Ci—l,j(sl,k(Ai,j)) = (—1)i71+j det(By), se k>j.

Substituindo na expressao acima, segue que

det(A Z a( ’+]+k Ldet(By) Z ay( Z+j+k det(By)
k<j k>j

Por outro lado, aplicando a defini¢do de determinante a matriz S; j(A):
Cm‘(A) = (—1)i+j det(Si,j(A))

= (D D=1 F Ml (4) |+ D (1) M1 (515(4)
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Para cada 1 < k < n,k # j, considere a matriz By € M,,_o(F) obtida de
A (ou, equivalentemente, de A; ;) removendo-se as linhas 1 e 7 assim
como as colunas j e k. Entao, por definicao de cofator, temos

Cic1j1(S1k(Aiy)) = (1) det(By), se k<j e
Ci—l,j(sl,k(Ai,j)) = (—1)i71+j det(By), se k>j.

Substituindo na expressao acima, segue que

det(A Z a( ’+]+k Ldet(By) Z ay( Z+j+k det(By)
k<j k>j

Por outro lado, aplicando a defini¢do de determinante a matriz S; j(A):
Cm‘(A) = (—1)i+j det(Si,j(A))

k<j k>j
Z a1 (—1)HFL det(By) Z a1 k(=1 R det(By) | . O
k<j k>j
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Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'
cuja entrada (7,7) é x;_l
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'

cuja entrada (7,7) é x;_l e calculemos seu determinante.
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, Ts, ..
cuja entrada (7,7) é x;_l e calculemos seu determinante.

.,xy € F, considere a matriz V

T1 €2 ce Tn
I O
n—2 n—2 n—2
x] ) T4 ) N Ty )
n— n— n—
] T4 e T,
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, Ts, ..
cuja entrada (7,7) é x;_l e calculemos seu determinante.

.,xy € F, considere a matriz V

1 T2 T Tn
2 2 2
1 T2 T Li—21Li_1—i
t=n,n—1,...,2
n—2 n—2 n—2
x] ) T4 ) N Ty )
n— n— n—
] T4 e T,
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, Ts, ..

cuja entrada (7,7) é x;_l e calculemos seu determinante.

.,xy € F, considere a matriz V

1 1 1 1 1 1
1 2 Tn 0 T2 — T1 Tn — T1
2 2 2
Z1 T2 o T Licanbi i |0 (@2—a1)z2 - (Tn — 21)Tn
t=n,n—1,...,2 :
—92 2 _ ) — _
xy Ty s g2 0 (x2—x)xl™> - (2n —z1)z??
n—1 n—1 n—1 n—2 n—2
xy x5 e Ty 0 (z2—x1)x] oo (o — )2y
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'

cuja entrada (7,7) é x;_l e calculemos seu determinante.

1 1 .. 1 1 1 . 1
T T2 Tn 0 To — T1 Tp —T1
z? z3 e z2 Liae1Liq—i |0 (x2 — 1)z - (zn — 21)xn
: : i=n,n—1,...,2
PR 0 (x2—x)xl™> - (2n —z1)z??
Tt oalTt o gt 0 (z2—xz)zy 2 o (p—x1)2n 2

Assim |V| = [S11(V7)].
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'

cuja entrada (7,7) é x;_l e calculemos seu determinante.

1 1 .. 1 1 1 . 1
T T2 ce Tn 0 To — T1 Tp —T1
z? z3 e z2 Liae1Liq—i |0 (x2 — 1)z - (zn — 21)xn
: : t=n,n—1,...,2 :
PR 0 (x2—x)xl™> - (2n —z1)z??
™t gt gt 0 (x2—x1)xl™? - (2p—x1)z? 2

Assim |V| = |S1.1(V")]. Veja que a coluna j de Sy 1(V’) é multipla de

l‘j+1 — 1.
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'

cuja entrada (i,7) é '~ e calculemos seu determinante.

J
1 1 1 1 1 . 1
T1 T2 Tn 0 T2 — 1 Tn — T1
2 2 2
Z1 T2 o T Licanbi i |0 (@2—a1)z2 - (Tn — 21)Tn
t=n,n—1,...,2
—92 2 _ ) — _
xy Ty s g2 0 (x2—x)xl™> - (2n —z1)z??
n—1 n—1 n—1 n—2 n—2
] x5 cee T 0 (x2—x1)zh s (T — x0T

Assim |V| = |S1.1(V")]. Veja que a coluna j de Sy 1(V’) é multipla de
xj+1 — 1. Logo, se x; = 21 para algum i > 1, |V| = 0.
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'
cuja entrada (7,7) é x;_l e calculemos seu determinante.
1 1 1 1 1 1
1 T2 Tn 0 T2 — X1 s Tp —T1
x2 22 e z2 Liae1Liq—i |0 (2 — x1)x2 e (zn — 21)xn
: : i=n,n—1,...,2 : :
PR 0 (x2—x)xl™> - (2n —z1)z??
Tt oalTt o gt 0 (z2—xz)zy 2 o (p—x1)2n 2

Assim |V| = |S1.1(V")]. Veja que a coluna j de Sy 1(V’) é multipla de
xj+1 — 1. Logo, se x; = 1 para algum ¢ > 1, [V| = 0. Caso contrério,
seja V" a matriz obtida de S1.1(V’) ao dividir a coluna j por zj11 — 1.
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'
cuja entrada (7,7) é x; !¢ calculemos seu determinante.
1 T2 Tn 0 T2 — X1 Ty — T1
z? z3 e z2 Liae1Liq—i |0 (x2 — 1)z - (zn — 21)xn
: i=n,n—1,...,2
A :UZ 2 0 (x2—x)zy™> - (2n —x1)xﬁ 3
™t gt gt 0 (x2—x1)xl™? - (2p—x1)z? 2

Assim |V| = |S1.1(V")]. Veja que a coluna j de Sy 1(V’) é multipla de
xj+1 — 1. Logo, se x; = 1 para algum ¢ > 1, [V| = 0. Caso contrério,
seja V" a matriz obtida de S1,1(V’) ao dividir a coluna j por z;41 — 1.

Segue que |V| = V”|H — 1)
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Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'
cuja entrada (7,7) é x; !¢ calculemos seu determinante.
1 1 1 1 1 1
1 T2 Tn 0 To — T1 Tp —T1
z? z3 e z2 Liae1Liq—i |0 (x2 — 1)z - (zn — 21)xn
: i=n,n—1,...,2 :
A :UZ 2 0 (w2 —m)xl™® - (xn—xl)xz 3
Tt oalTt o gt 0 (z2—xz)zy 2 o (p—x1)2n 2

Assim |V| = |S1.1(V")]. Veja que a coluna j de Sy 1(V’) é multipla de
xj+1 — 1. Logo, se x; = 1 para algum ¢ > 1, [V| = 0. Caso contrério,
seja V" a matriz obtida de S1,1(V’) ao dividir a coluna j por z;41 — 1.

" " __
Segue que |V| = |V |H i—x1) e Vi=| 4, T e an
3 3 z?
$;73 ngfS 1'273
a:ng fljg72 1'272
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Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'
cuja entrada (7,7) é x; !¢ calculemos seu determinante.
1 1 1 1 1 1
1 T2 Tn 0 To — T1 Tp —T1
z? z3 e z2 Liae1Liq—i |0 (x2 — 1)z - (zn — 21)xn
: i=n,n—1,...,2 :
A :UZ 2 0 (w2 —m)xl™® - (xn—xl)xz 3
Tt oalTt o gt 0 (z2—xz)zy 2 o (p—x1)2n 2

Assim |V| = |S1.1(V")]. Veja que a coluna j de Sy 1(V’) é multipla de
xj+1 — 1. Logo, se x; = 1 para algum ¢ > 1, [V| = 0. Caso contrério,
seja V" a matriz obtida de S1,1(V’) ao dividir a coluna j por z;41 — 1.

" " __
Segue que |V| = |V |H —x1) e V=] ., T e an
a3 23 ay,
Procedendo por mdu(;ao em n:
$;73 ngfS 1'273
a:ng fljg72 1'272
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Determinante de Vandermonde

Dados n € Z~q, e uma sequéncia x1, s, ..., x, € IF, considere a matriz V'
cuja entrada (7,7) é x; !¢ calculemos seu determinante.
1 1 1 1 1 1
1 T2 Tn 0 To — T1 Tp —T1
z? z3 e z2 Liae1Liq—i |0 (x2 — 1)z - (zn — 21)xn
: i=n,n—1,...,2 :
A :UZ 2 0 (w2 —m)xl™® - (xn—xl)xz 3
Tt oalTt o gt 0 (z2—xz)zy 2 o (p—x1)2n 2

Assim |V| = |S1.1(V")]. Veja que a coluna j de Sy 1(V’) é multipla de
xj+1 — 1. Logo, se x; = 1 para algum ¢ > 1, [V| = 0. Caso contrério,
seja V" a matriz obtida de S1,1(V’) ao dividir a coluna j por z;41 — 1.

" " __
Segue que |V| = |V |H —x1) e V=] ., T e an
x3 x3 z2
Procedendo por mdu(;ao em n:
n n—3 n—3 n—3
al ol cegh
‘V‘ = H(mz — J)]) a:ng fljg72 . 1'272
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