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O que é uma equacao? O que é uma igualdade?

2 -2 =4 é uma igualdade. Embora expressos de maneiras distintas,

13 ”

ambos os lados de “=" representam o mesmo elemento de Z.
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O que é uma equacao? O que é uma igualdade?
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O que é uma equacao? O que é uma igualdade?

2 -2 =4 é uma igualdade. Embora expressos de maneiras distintas,
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Dados conjuntos A e B, uma equacao (com dominio A e contradominio
B) é um elemento de F (A4, B) x B.

Ou seja, definimos equagao como sendo um par (f,b) sendo f uma fungao
e b um elemento do contradominio de f.

Diz-se que a € A é solucao da equagao (f,b) se f(a) =b. O conjunto
solucdo de (f,b) é {a € A: f(a) =b} = f~1({b}). Duas equacgdes sio
ditas equivalentes se tiverem o mesmo conjunto solugao.

Notagao: (f,b) ~» f =b.
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Considere a fungao f : Z — Z dada por f(z) =2z + 1.
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Considere a fungao f : Z — Z dada por f(x) =2z + 1. A equagao
f =5 tem 2 como solugao pois f(2) = 5.
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Considere a fungao f : Z — Z dada por f(x) =2z + 1. A equagao
f =5 tem 2 como solugao pois f(2) = 5. De fato, esta é a tnica
solucao ja que, para cada nimero inteiro m, temos

2m+1=5 < 2m =4
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solugao ja que, para cada numero inteiro m, temos

2m+1=5 & 2m=4 & m=2.
Observe que, se g : Z — Z for a fungao g(z) = 2z, a equagao g =4 é
equivalente a equagao f = 5.
J& a equagao f = 4 ndo tem solugao pois f(m) é impar para todo m.
Em outras palavras, f~1({4}) = 0.

Considere a funcdo f : Z? — Z dada por f(z,y) =z + .

A. Moura MA141 - Sistemas Lineares
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Considere a funcdo f : Z? — Z dada por f(z,y) =z +y. O conjunto
solucao da equagao f =0

A. Moura MA141 - Sistemas Lineares
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Considere a fungao f : Z — Z dada por f(x) =2z + 1. A equagao
f =5 tem 2 como solugao pois f(2) = 5. De fato, esta é a tnica
solugao ja que, para cada numero inteiro m, temos

2m+1=5 & 2m=4 & m=2.
Observe que, se g : Z — Z for a fungao g(z) = 2z, a equagao g =4 é
equivalente a equagao f = 5.
J& a equagao f = 4 ndo tem solugao pois f(m) é impar para todo m.
Em outras palavras, f~1({4}) = 0.

Considere a funcdo f : Z? — Z dada por f(z,y) =z +y. O conjunto
solucao da equacao f =0 é o conjunto

{0y = {(z, —z) : z € Z},
poisz+y=0&y=—z.
Verifique que o conjunto solucao da equagao f = m € infinito para todo
m € Z.
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Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A,B) x B.
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F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.
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Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.
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Dois sistemas sao ditos equivalentes se tiverem o mesmo conj. solugao.
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Sistemas de Equacoes

Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.
Assim, o conjunto de todas as solugdes do sistema é ﬂ ).

el
Dois sistemas sao ditos equivalentes se tiverem o mesmo conj. solugao.

Considere as funcées f, g : Z> — Z dadas por f(z,y) =z +y e
9(z,y) =z +2y.
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Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
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g(x,y) = x + 2y. O conjunto solugao de g =3 é
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Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.
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Sistemas de Equacoes

Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.
Assim, o conjunto de todas as solugdes do sistema é ﬂ ).

el
Dois sistemas sao ditos equivalentes se tiverem o mesmo conj. solugao.

Considere as funcées f, g : Z> — Z dadas por f(z,y) =z +y e
g(x,y) = x + 2y. O conjunto solugao de g =3 é

g ({3}) ={(3—2y,y) : y € Z}.

Encontremos as solucées do sistema f =0e g = 3:

“H{oh) Nyt ({3h)
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Sistemas de Equacoes

Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.
Assim, o conjunto de todas as solugdes do sistema é ﬂ ).

el
Dois sistemas sao ditos equivalentes se tiverem o mesmo conj. solugao.

Considere as funcées f, g : Z> — Z dadas por f(z,y) =z +y e
g(x,y) = x + 2y. O conjunto solugao de g =3 é
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Sistemas de Equacoes

Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.

Assim, o conjunto de todas as solugdes do sistema é ﬂ ).

el
Dois sistemas sao ditos equivalentes se tiverem o mesmo conj. solugao.

Considere as funcées f, g : Z> — Z dadas por f(z,y) =z +y e
g(x,y) = x + 2y. O conjunto solugao de g =3 é

g ({3}) ={(3—2y,y) : y € Z}.

Encontremos as solucées do sistema f =0e g = 3:
{0 ng T ({8 = {(a,~2) sz € Z} N {(8 - 2y,y) : y € Z}.

Um elemento (z,y) estd nesta intersecao se, e somente se

y=—x e xz=3-—2y
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Sistemas de Equacoes

Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.

Assim, o conjunto de todas as solugdes do sistema é ﬂ ).

el
Dois sistemas sao ditos equivalentes se tiverem o mesmo conj. solugao.

Considere as funcées f, g : Z> — Z dadas por f(z,y) =z +y e
g(x,y) = x + 2y. O conjunto solugao de g =3 é

g ({3}) ={(3—2y,y) : y € Z}.

Encontremos as solucées do sistema f =0e g = 3:
{0 ng T ({8 = {(a,~2) sz € Z} N {(8 - 2y,y) : y € Z}.

Um elemento (z,y) estd nesta intersecao se, e somente se

y=-« e z=3-2y = =3 2(z)
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Sistemas de Equacoes

Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.

Assim, o conjunto de todas as solugdes do sistema é ﬂ ).

el
Dois sistemas sao ditos equivalentes se tiverem o mesmo conj. solugao.

Considere as funcées f, g : Z> — Z dadas por f(z,y) =z +y e
g(x,y) = x + 2y. O conjunto solugao de g =3 é

g ({3}) ={(3—2y,y) : y € Z}.

Encontremos as solucées do sistema f =0e g = 3:
{0 ng T ({8 = {(a,~2) sz € Z} N {(8 - 2y,y) : y € Z}.

Um elemento (z,y) estd nesta intersecao se, e somente se

y=—z e z=3-2y = z=3-2(-z) = zxz=-3 e y=3.
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Sistemas de Equacoes

Um sistema de equagoes (com dominio A e contradominio B)
indexado por um conjunto I, é uma familia (f;, b;);cr de elementos de
F(A, B) x B. Diz-se que a € A resolve o sistema se fi(a) =b; Vi€ I.

Assim, o conjunto de todas as solugdes do sistema é ﬂ ).

el
Dois sistemas sao ditos equivalentes se tiverem o mesmo conj. solugao.

Considere as funcées f, g : Z> — Z dadas por f(z,y) =z +y e
g(x,y) = x + 2y. O conjunto solugao de g =3 é

g {3 ={B-2y,y) :y € Z}.
Encontremos as solucées do sistema f =0e g = 3:
{0 ngTH({3Y) = {(a, —x) :x € Z} N {8 - 2y,y) : y € Z}.
Um elemento (z,y) estd nesta intersecao se, e somente se
y=—z e z=3-2y = z=3-2(-z) = zxz=-3 e y=3.

Ou seja, o elemento (—3,3) de Z? é a tinica solugao do sistema.
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Equacoes Lineares

Uma equacao f = b é dita linear se f for uma funcao polinomial de
grau menor ou igual 1.
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Equacoes Lineares

Uma equacao f = b é dita linear se f for uma funcao polinomial de
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Supondo que o dominio de f seja F", com F um anel comutativo, segue
que f = b pode ser escrita na forma

ap + a1xy + agxe + - +apx, =b com a; €FV .
Evidentemente, esta equacao é equivalente & equacao
(1) a1x1 + asxo + + - - + apx, = b — agp.
Logo, sempre podemos supor que f é um polinémio homogéneo (ag = 0).
Suponha que em (1) pelo menos um dos coeficientes a;,j =1,...,n,
possua inverso multiplicativo.
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Equacoes Lineares

Uma equacao f = b é dita linear se f for uma funcao polinomial de
grau menor ou igual 1.

Supondo que o dominio de f seja F", com F um anel comutativo, segue
que f = b pode ser escrita na forma

ap + a1xy + agxe + - +apx, =b com a; €FV .
Evidentemente, esta equacao é equivalente & equacao
(1) a1x1 + asxo + + - - + apx, = b — agp.
Logo, sempre podemos supor que f é um polinémio homogéneo (ag = 0).
Suponha que em (1) pelo menos um dos coeficientes a;,j =1,...,n,
possua inverso multiplicativo. Digamos que este elemento seja aj,.
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Equacoes Lineares

Uma equacao f = b é dita linear se f for uma funcao polinomial de
grau menor ou igual 1.

Supondo que o dominio de f seja F", com F um anel comutativo, segue
que f = b pode ser escrita na forma

ap + a1xy + agxe + - +apx, =b com a; €FV .
Evidentemente, esta equacao é equivalente & equacao
(1) a1T1 + agTe + - - + apxy = b — ag.
Logo, sempre podemos supor que f é um polinémio homogéneo (ag = 0).
Suponha que em (1) pelo menos um dos coeficientes a;,j =1,...,n,

possua inverso multiplicativo. Digamos que este elemento seja aj,.
Neste caso (1) é equivalente a

(2) rj,=a;' | b= ajx;
J#jo
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Isolamento e Substituicao vs Combinacao de Equacoes

Suponha que temos duas equacoes

{alxl + asxo + -+ apry =0

!/ /
ayxy + abxo + - +aLx, =b

A. Moura MA141 - Sistemas Lineares



Isolamento e Substituicao vs Combinacao de Equacoes

Suponha que temos duas equacoes

{alxl + asxo + -+ apry =0

!/ /
ayxy + abxo + - +aLx, =b

e que podemos isolar x1 na primeira
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Isolamento e Substituicao vs Combinacao de Equacoes

Suponha que temos duas equacoes

{alxl + asxo + -+ apry =0

!/ /
ayxy + abxo + - +aLx, =b

e que podemos isolar x1 na primeira: z; = al_l (b — Zj>1 ajmj>.
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Isolamento e Substituicao vs Combinacao de Equacoes

Suponha que temos duas equacoes

{alxl + asxo + -+ apry =0

!/ /
ayxy + abxo + - +aLx, =b

e que podemos isolar x1 na primeira: z; = al_l (b — Zj>1 ajmj>.
Substituindo na segunda ela se torna:
/

/
a a
ayxy + -+ apz, =" com af = (aj - la]> e V' = <b' _ 1b> _

ai ai
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Isolamento e Substituicao vs Combinacao de Equacoes

Suponha que temos duas equacoes

{alxl + asxo + -+ apry =0

!/ /
ayxy + abxo + - +aLx, =b

e que podemos isolar x1 na primeira: z; = al_l (b — Zj>1 ajmj>.
Substituindo na segunda ela se torna:

/

/
a a
ayxy + -+ apz, =" com af = (aj - la]> e V' = <b' _ 1b> _

ai ai

Esta ultima equacao é exatamente o que se obtém ao se somar a segunda

/

~ . . . . al
equacao com a primeira multiplicada por —a
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Isolamento e Substituicao vs Combinacao de Equacoes

Suponha que temos duas equacoes

a1T1 + aeTo + - -+ apxy =0
adyxy + dyxo + -+ az, =V

e que podemos isolar x1 na primeira: z; = al_l (b — Zj>1 ajmj>.
Substituindo na segunda ela se torna:

/ /
a a
a/2/$2 +.--+ad a:n =b" com a;' = (a] — la]> e b = <b' — 1b> )

ai ai

Esta ultima equacao é exatamente o que se obtém ao se somar a segunda
/
~ . . . . a
equacao com a primeira multiplicada por —ﬁ.

Sera conveniente reinterpretar o sistema como uma equacao matricial:

Ty
|:a1 ag - an:| Z2 B |:b:|
/ / / ol T
ay ay - oap| | b

Tn
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Isolamento e Substituicao vs Combinacao de Equacoes

Suponha que temos duas equacoes

a1T1 + aeTo + - -+ apxy =0
adyxy + dyxo + -+ az, =V

e que podemos isolar x1 na primeira: z; = al_l (b — Zj>1 ajmj>.
Substituindo na segunda ela se torna:

/ /
a a
a/2/$2 +.--+ad a:n =b" com a;' = (a] — la]> e b = <b' — 1b> )

ai ai

Esta ultima equacao é exatamente o que se obtém ao se somar a segunda
/
~ . . . . a
equacao com a primeira multiplicada por —ﬁ.

Sera conveniente reinterpretar o sistema como uma equacao matricial:

1
Z2
w1 =) e ax-s
ay Gy An] |

A. Moura MA141 - Sistemas Lineares



Isolamento e Substituicao vs Combinacao de Equacoes

Suponha que temos duas equacoes

a1T1 + aeTo + - -+ apxy =0
adyxy + dyxo + -+ az, =V

e que podemos isolar x1 na primeira: z; = al_l (b — Zj>1 ajmj>.
Substituindo na segunda ela se torna:

/ /
a a
a/2/$2 +.--+ad a:n =b" com a;' = (a] — la]> e b = <b' — 1b> )

ai ai

Esta ultima equacao é exatamente o que se obtém ao se somar a segunda
/
~ . . . . a
equacao com a primeira multiplicada por —ﬁ.

Sera conveniente reinterpretar o sistema como uma equacao matricial:

Ty
ar ag - A, Z2 B b . —-
KA H‘H R
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Isolamento e Substituicao vs Combinacao de Equacoes

Suponha que temos duas equacoes

a1T1 + aeTo + - -+ apxy =0
ayx1 + apxe + - 4 apx, =0
. . . . _ —1 . .
e que podemos isolar x; na primeira: z; = a] (b — Zj>1 a]xj>.
Substituindo na segunda ela se torna:
al a’
ayzo + -+ apr, =0 com af =(aj—La;) e V' =(V—--b).
al ai

Esta ultima equacao é exatamente o que se obtém ao se somar a segunda
’
~ . . . . a
equacao com a primeira multiplicada por —ﬁ.
Sera conveniente reinterpretar o sistema como uma equagao matricial:

1
n T2 b ~ ~ -~ o~
|:a01 “ a//:| [ ] = |:b//:| < AX=B ~ [A[B]

a/2/ RN an
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Escalonamento (Eliminagao de Gauss-Jordan)

Dada A € My, »(F), a primeira entrada nao nula de cada linha (nao
nula) de A é chamada de pivo daquela linha.
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daquela que contém o pivo da linha anterior (quando houver).
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(E2) O pivo de cada linha nao nula ocorre numa coluna a direita
daquela que contém o pivo da linha anterior (quando houver).

Se uma matriz estendida M = [A|B] tiver forma escalonada, entao o
sistema tem solugao sé se nenhum dos pivos ocorrer na ultima coluna.
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Dada A € My, »(F), a primeira entrada nao nula de cada linha (nao
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variaveis correspondentes aos pivos podem ser “isoladas” e, portanto,
expressas em termos das demais varidveis (se existirem)
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sistema tem solugao sé se nenhum dos pivos ocorrer na ultima coluna.

Neste caso, se todos os pivos possuirem inverso multiplicativo, todas as
variaveis correspondentes aos pivos podem ser “isoladas” e, portanto,
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chamadas de varidveis livres.
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Dada A € My, »(F), a primeira entrada nao nula de cada linha (nao
nula) de A é chamada de pivo daquela linha. Diz-se que A tem forma
escalonada (ou escada) se suas entradas satisfizerem:

(E1) Todas as linhas nulas ocorrem abaixo das nao nulas.

(E2) O pivo de cada linha nao nula ocorre numa coluna a direita
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Se uma matriz estendida M = [A|B] tiver forma escalonada, entao o
sistema tem solugao sé se nenhum dos pivos ocorrer na ultima coluna.

Neste caso, se todos os pivos possuirem inverso multiplicativo, todas as
variaveis correspondentes aos pivos podem ser “isoladas” e, portanto,
expressas em termos das demais varidveis (se existirem), que sdo entao
chamadas de varidveis livres. Logo, o conjunto solugao pode ser descrito
em termos da ultima coluna e das varidveis livres.
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Dada A € My, »(F), a primeira entrada nao nula de cada linha (nao
nula) de A é chamada de pivo daquela linha. Diz-se que A tem forma
escalonada (ou escada) se suas entradas satisfizerem:

(E1) Todas as linhas nulas ocorrem abaixo das nao nulas.

(E2) O pivo de cada linha nao nula ocorre numa coluna a direita
daquela que contém o pivo da linha anterior (quando houver).

Se uma matriz estendida M = [A|B] tiver forma escalonada, entao o
sistema tem solugao sé se nenhum dos pivos ocorrer na ultima coluna.

Neste caso, se todos os pivos possuirem inverso multiplicativo, todas as
variaveis correspondentes aos pivos podem ser “isoladas” e, portanto,
expressas em termos das demais varidveis (se existirem), que sdo entao
chamadas de varidveis livres. Logo, o conjunto solugao pode ser descrito
em termos da ultima coluna e das variaveis livres. Em particular, se
existir varidvel livre, a quantidade de solugoes é pelo menos #[F.
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Escalonamento (Eliminagao de Gauss-Jordan)

Dada A € My, »(F), a primeira entrada nao nula de cada linha (nao
nula) de A é chamada de pivo daquela linha. Diz-se que A tem forma
escalonada (ou escada) se suas entradas satisfizerem:

(E1) Todas as linhas nulas ocorrem abaixo das nao nulas.

(E2) O pivo de cada linha nao nula ocorre numa coluna a direita
daquela que contém o pivo da linha anterior (quando houver).

Se uma matriz estendida M = [A|B] tiver forma escalonada, entao o
sistema tem solugao sé se nenhum dos pivos ocorrer na ultima coluna.

Neste caso, se todos os pivos possuirem inverso multiplicativo, todas as
variaveis correspondentes aos pivos podem ser “isoladas” e, portanto,
expressas em termos das demais varidveis (se existirem), que sdo entao
chamadas de varidveis livres. Logo, o conjunto solugao pode ser descrito
em termos da ultima coluna e das variaveis livres. Em particular, se
existir varidvel livre, a quantidade de solugoes é pelo menos #[F.

Exemplo: Estudemos o Exemplo 2.3.1.
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@ Substituir uma linha por um miltiplo nao nulo dela mesma.
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As Operacoes Elementares do Escalonamento

@ Trocar uma linha por ela somada a um multiplo de outra linha;
@ Inverter duas linhas de posigao;

@ Substituir uma linha por um miltiplo nao nulo dela mesma.

Diz-se que duas matrizes M e M’ sdo equivalentes por linhas se uma
pode ser obtida da outra por uma sucessao de tais operacoes.
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pode ser obtida da outra por uma sucessao de tais operacoes.

Teorema 1

Se F é um corpo e M € My, »(F)
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@ Trocar uma linha por ela somada a um multiplo de outra linha;
@ Inverter duas linhas de posigao;

@ Substituir uma linha por um miltiplo nao nulo dela mesma.

Diz-se que duas matrizes M e M’ sdo equivalentes por linhas se uma
pode ser obtida da outra por uma sucessao de tais operacoes.

Teorema 1

Se F é um corpo e M € My, »(F), existe matriz com forma escalonada
equivalente a M.
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As Operacoes Elementares do Escalonamento

@ Trocar uma linha por ela somada a um multiplo de outra linha;
@ Inverter duas linhas de posigao;

@ Substituir uma linha por um miltiplo nao nulo dela mesma.

Diz-se que duas matrizes M e M’ sdo equivalentes por linhas se uma
pode ser obtida da outra por uma sucessao de tais operacoes.

Teorema 1

Se F é um corpo e M € My, »(F), existe matriz com forma escalonada
equivalente a M.

Utilizaremos a seguinte notagao para indicar qual operagao de

. . AL;+pL;—i
escalonamento foi realizada: M ——2 "5 M’
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As Operacoes Elementares do Escalonamento

@ Trocar uma linha por ela somada a um multiplo de outra linha;
@ Inverter duas linhas de posigao;

@ Substituir uma linha por um miltiplo nao nulo dela mesma.

Diz-se que duas matrizes M e M’ sdo equivalentes por linhas se uma
pode ser obtida da outra por uma sucessao de tais operacoes.

Teorema 1

Se F é um corpo e M € My, »(F), existe matriz com forma escalonada
equivalente a M.

Utilizaremos a seguinte notagao para indicar qual operagao de

. . AL;+pL;—i ]
escalonamento foi realizada: M ——2 "
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As Operacoes Elementares do Escalonamento

@ Trocar uma linha por ela somada a um multiplo de outra linha;
@ Inverter duas linhas de posigao;

@ Substituir uma linha por um miltiplo nao nulo dela mesma.

Diz-se que duas matrizes M e M’ sdo equivalentes por linhas se uma
pode ser obtida da outra por uma sucessao de tais operacoes.

Teorema 1

Se F é um corpo e M € My, »(F), existe matriz com forma escalonada
equivalente a M.

Utilizaremos a seguinte notagao para indicar qual operagao de

. . AL;+pL;—i ]
escalonamento foi realizada: M ——2 "

M e M—M

A primeira indica que L;(M') = AL;(M) + pL;j(M)
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As Operacoes Elementares do Escalonamento

@ Trocar uma linha por ela somada a um multiplo de outra linha;
@ Inverter duas linhas de posigao;

@ Substituir uma linha por um miltiplo nao nulo dela mesma.

Diz-se que duas matrizes M e M’ sdo equivalentes por linhas se uma
pode ser obtida da outra por uma sucessao de tais operacoes.

Teorema 1

Se F é um corpo e M € My, »(F), existe matriz com forma escalonada
equivalente a M.

Utilizaremos a seguinte notagao para indicar qual operagao de
AL;+pL;—i <]
2 M e M5 M

A primeira indica que L;(M') = AL;(M) + pL;j(M) e a segunda indica
que M’ é obtida de M invertendo-se as posicoes das linhas i e j.

escalonamento foi realizada: M
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As Operacoes Elementares do Escalonamento

@ Trocar uma linha por ela somada a um multiplo de outra linha;
@ Inverter duas linhas de posigao;

@ Substituir uma linha por um miltiplo nao nulo dela mesma.

Diz-se que duas matrizes M e M’ sdo equivalentes por linhas se uma
pode ser obtida da outra por uma sucessao de tais operacoes.

Teorema 1

Se F é um corpo e M € My, »(F), existe matriz com forma escalonada
equivalente a M.
Utilizaremos a seguinte notagao para indicar qual operagao de
AL;j+pLj—1 14+]
SO M e ML M

A primeira indica que L;(M') = AL;(M) + pL;j(M) e a segunda indica
que M’ é obtida de M invertendo-se as posicoes das linhas i e j.

escalonamento foi realizada: M

Exemplo: Estudemos o Exemplo 2.3.4.
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Forma Escalonada Reduzida
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Forma Escalonada Reduzida

Um sistema linear com matriz em forma escalonada ainda nao esta
resolvido
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Forma Escalonada Reduzida

Um sistema linear com matriz em forma escalonada ainda nao estd
resolvido, restando fazer as substituicoes sucessivas das varidveis
correspondentes aos pivos.

A. Moura MA141 - Sistemas Lineares



Forma Escalonada Reduzida

Um sistema linear com matriz em forma escalonada ainda nao estd
resolvido, restando fazer as substituicoes sucessivas das varidveis
correspondentes aos pivos.

Diz-se que uma matriz tem forma escalona reduzida se, além de (E1) e
(E2), satisfizer:
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Forma Escalonada Reduzida

Um sistema linear com matriz em forma escalonada ainda nao estd
resolvido, restando fazer as substituicoes sucessivas das varidveis
correspondentes aos pivos.

Diz-se que uma matriz tem forma escalona reduzida se, além de (E1) e
(E2), satisfizer:

(E3) Cada pivo é a tnica entrada nao nula de sua coluna;
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Forma Escalonada Reduzida

Um sistema linear com matriz em forma escalonada ainda nao estd
resolvido, restando fazer as substituicoes sucessivas das varidveis
correspondentes aos pivos.

Diz-se que uma matriz tem forma escalona reduzida se, além de (E1) e
(E2), satisfizer:

(E3) Cada pivo é a tnica entrada nao nula de sua coluna;

(E4) Todos os pivos sao iguais a 1.
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Forma Escalonada Reduzida

Um sistema linear com matriz em forma escalonada ainda nao esta

resolvido, restando fazer as substituicoes sucessivas das varidveis
correspondentes aos pivos.

Diz-se que uma matriz tem forma escalona reduzida se, além de (E1) e
(E2), satisfizer:

(E3) Cada pivo é a tnica entrada nao nula de sua coluna;

(E4) Todos os pivos sao iguais a 1.

Teorema 2

Se IF é corpo, toda matriz em M,, ,,(F) é equivalente por linhas a
exatamente uma matriz escalonada reduzida.
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Forma Escalonada Reduzida

Um sistema linear com matriz em forma escalonada ainda nao esta

resolvido, restando fazer as substituicoes sucessivas das varidveis
correspondentes aos pivos.

Diz-se que uma matriz tem forma escalona reduzida se, além de (E1) e
(E2), satisfizer:

(E3) Cada pivo é a tnica entrada nao nula de sua coluna;

(E4) Todos os pivos sao iguais a 1.

Teorema 2

Se IF é corpo, toda matriz em M,, ,,(F) é equivalente por linhas a
exatamente uma matriz escalonada reduzida.

Exemplo: Estudemos o Exemplo 2.3.8.
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z~¢
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z~g e, dados 1 < 4,5 <m
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.

Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.
Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.

Li-i-)\Lj —1
=

Dada M € My, »(F) e considere a operacao M M.
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.

Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.

. ~ Li+AL;j—i .
Dada M € My, »(F) e considere a operacao M ST M. Entio

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.
Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.

. - Li-i-)\Lj—)’i y -
Dada M € M,y, »(F) e considere a operacdo M ——— M’. Entao

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
Ja a operacao M anc Ny VP representada pela matriz

I = In + (Bij — Eig) + (Eji — Ejj)-
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.

Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.

. ~ Li+AL;j—i .
Dada M € My, »(F) e considere a operacao M ST M. Entio

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
Ja a operacao M anc Ny VP representada pela matriz
I = In + (Bij — Eig) + (Eji — Ejj)-

Observe que (1)) = I,
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.

Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.
. - Li-i-)\Lj—)’i y -
Dada M € M,y, »(F) e considere a operacdo M ——— M’. Entao

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
Ja a operacao M anc Ny VP representada pela matriz
I = In + (Bij — Eig) + (Eji — Ejj)-

Observe que (I)2 = I, =t
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.

Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.
. - Li-i-)\Lj—)’i y -
Dada M € M,y, »(F) e considere a operacdo M ——— M’. Entao

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
Ja a operacao M anc Ny VP representada pela matriz
I = In + (Bij — Eig) + (Eji — Ejj)-

Observe que (I)2 = I, =t TG (=N\) I (M) ¥ X e .
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.

Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.

. ~ Li+AL;j—i .
Dada M € My, »(F) e considere a operacao M ST M. Entio

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
Ja a operacao M anc Ny VP representada pela matriz
L) = In+ (Bij — Eii) + (Eji — Ejj).
Observe que (I)2 = I, =t TG (=N\) I (M) ¥ X e .
Se 3 (1+ )1
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.
Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.

. - Li-i-)\Lj—)’i y -
Dada M € M,y, »(F) e considere a operacdo M ——— M’. Entao

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
Ja a operacao M anc Ny VP representada pela matriz
I = In + (Bij — Eig) + (Eji — Ejj)-

Observe que (I)2 = I, =t IR (=X) I (N VA e F.
Se 3 (1+ M) IZ((L4+ XY IH (1 + A) = L.
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.

Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.

. ~ Li+AL;j—i .
Dada M € My, »(F) e considere a operacao M ST M. Entio

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
Ja a operacao M anc Ny VP representada pela matriz
10 =1+ (Eij — Ei;) + (Ej; — Ejj).
Observe que (1)) = I, iz (=N IH AV AeF.
Se I (L+ AL I((A+XN)Y IHA+ N =1,

A demonstracao do Teorema 1 descreve um algoritmo para escolher uma
sequéncia de matrizes E1,..., By
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.

Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.

. ~ Li+AL;j—i .
Dada M € My, »(F) e considere a operacao M ST M. Entio

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
Ja a operacao M anc Ny VP representada pela matriz
10 =1+ (Eij — Ei;) + (Ej; — Ejj).
Observe que (1)) = I, iz (=N IH AV AeF.
Se I (L+ AL I((A+XN)Y IHA+ N =1,

A demonstracao do Teorema 1 descreve um algoritmo para escolher uma
sequéncia de matrizes F1, ..., E, cada uma representando uma operacao
de escalonamento
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Operacoes de Escalonamento via Multip. de Matrizes

Fixe m € Z e, dados 1 <4, j < m, denote por E; ; € M,,(F) a matriz
cuja unica entrada nao nula estd na posicao (i,7) e ¢é igual 1.

Seja também I,,, € M, (F) a matriz identidade.

. ~ Li+AL;j—i .
Dada M € My, »(F) e considere a operacao M ST M. Entio

M' =T:(NM  com T5(N\) = I, + \E; ;.
Ja a operacao M anc Ny VP representada pela matriz
10 =1+ (Eij — Ei;) + (Ej; — Ejj).
Observe que (1)) = I, iz (=N IH AV AeF.
Se I (L+ AL I((A+XN)Y IHA+ N =1,

A demonstracao do Teorema 1 descreve um algoritmo para escolher uma
sequéncia de matrizes F1, ..., E, cada uma representando uma operacao
de escalonamento, de modo que Fy - -- Fo E1 M seja matriz escalonada.
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Demonstracao do Teorema 1
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia:
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

] tiver forma escalonada
Li(A)
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

. . . / ~
linha ¢ se A’ := : tiver forma escalonada, mas [ Li ﬁ( A)} nao.
Li(A)
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

. Al -
: ] tiver forma escalonada, mas [ Liti( A)} nao.
Li(A)
Evidentemente, toda matriz estd escalonada até a linha 1.
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

. . . / ~
linha ¢ se A’ := : tiver forma escalonada, mas [ Li ﬁ( A)} nao.

: L) d -
Evidentemente, toda matriz estd escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

. . . / ~
linha ¢ se A’ := : tiver forma escalonada, mas [ Li ﬁ( A)} nao.
. L) d -
Evidentemente, toda matriz estd escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento, com produto representado pela matriz E
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

. A’ ~
: ] tiver forma escalonada, mas [ Liti( A)} nao.
Li(A)
Evidentemente, toda matriz estd escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento, com produto representado pela matriz E, de modo que
E A esteja escalonada até a linha ¢ + k com k > 1.
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

. A’ ~
: ] tiver forma escalonada, mas [ Liti( A)} nao.
Li(A)
Evidentemente, toda matriz estd escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento, com produto representado pela matriz E, de modo que
E A esteja escalonada até a linha ¢ + k com k > 1.

Se L;(A) = 0, seja jp = n.
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

. A’ ~
) (A)] tiver forma escalonada, mas |:Lz‘+1(A):| nao.
Evidentemente, toda matriz estd escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento, com produto representado pela matriz E, de modo que
E A esteja escalonada até a linha ¢ + k com k > 1.
Se L;(A) = 0, seja jo = n. Caso contrario, seja jo o indice da coluna onde
se encontra o pivo de L;(A).
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

. A’ ~
) (A)] tiver forma escalonada, mas |:Lz‘+1(A):| nao.
Evidentemente, toda matriz estd escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento, com produto representado pela matriz E, de modo que
E A esteja escalonada até a linha ¢ + k com k > 1.
Se L;(A) = 0, seja jo = n. Caso contrario, seja jo o indice da coluna onde
se encontra o pivd de L;(A). Sejam também j; < jp a coluna onde estd o
in@ de Lz_._l(A)
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

. Al -
) (A)] tiver forma escalonada, mas |:Lz‘+1(A):| nao.
Evidentemente, toda matriz estd escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento, com produto representado pela matriz E, de modo que
E A esteja escalonada até a linha ¢ + k com k > 1.
Se L;(A) = 0, seja jo = n. Caso contrario, seja jo o indice da coluna onde
se encontra o pivd de L;(A). Sejam também j; < jp a coluna onde estd o
pivo de Li11(A) e jo = max ({0} U{j:ay; épivo com ¢ <i,j < jl}).
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

. Al -
) (A)] tiver forma escalonada, mas |:Lz‘+1(A):| nao.
Evidentemente, toda matriz est4 escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento, com produto representado pela matriz E, de modo que
E A esteja escalonada até a linha ¢ + k com k > 1.
Se L;(A) = 0, seja jo = n. Caso contrario, seja jo o indice da coluna onde
se encontra o pivd de L;(A). Sejam também j; < jp a coluna onde estd o
pivo de Li11(A) e jo = max ({0} U{j:ay; épivo com ¢ <i,j < jl}).
Seja tb. i9 < i a linha que possui pivo na coluna js (i = 0 se jo = 0).
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

. Al -
) (A)] tiver forma escalonada, mas |:Lz‘+1(A):| nao.
Evidentemente, toda matriz est4 escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento, com produto representado pela matriz E, de modo que
E A esteja escalonada até a linha ¢ + k com k > 1.
Se L;(A) = 0, seja jo = n. Caso contrario, seja jo o indice da coluna onde
se encontra o pivd de L;(A). Sejam também j; < jp a coluna onde estd o
pivo de Li11(A) e jo = max ({0} U{j:ay; épivo com ¢ <i,j < jl}).
Seja tb. i9 < i a linha que possui pivo na coluna js (i = 0 se jo = 0).

Qiy o
0o ... 0

Qi jo
| Ait1,5, |
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Demonstracao do Teorema 1

Usemos a seguinte terminologia: Uma matriz A estd escalonada até a
Ly (A)

linha i se A’ :=

. Al -
) (A)] tiver forma escalonada, mas |:Lz‘+1(A):| nao.
Evidentemente, toda matriz est4 escalonada até a linha 1.
Precisamos de um método para escolher sequéncia operacgoes de
escalonamento, com produto representado pela matriz E, de modo que
E A esteja escalonada até a linha ¢ + k com k > 1.
Se L;(A) = 0, seja jo = n. Caso contrario, seja jo o indice da coluna onde
se encontra o pivd de L;(A). Sejam também j; < jp a coluna onde estd o
pivo de Li11(A) e jo = max ({0} U{j:ay; épivo com ¢ <i,j < jl}).
Seja tb. i9 < i a linha que possui pivo na coluna js (i = 0 se jo = 0).

. 0 .- 0
12,72
0 0 : :
a 0 0 i
2,70 ai+1j
sJ1

| Ai41,5,
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
Qis,5o
0 s 0 : :
: 0 0 iy,
. Qi jo
| o Ai+1,5,
Qit1,5;
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
iy, jo
0 e 0 : :
ai7j0 0 0 N al}jo

doar
| Qit1,, | wHha

Note que j2 = j1 se j1 = jo-
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
iy, jo
0 e 0 : :
@i jo 0 0 . a;_jo

Ai41,5
| @it1,, | 7
Note que jo = j1 se j1 = jo-

1) Se ja < j1 (= iy < 1):
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
iy, jo
0 e 0 : :
@i jo 0 0 . a;_jo

Ait+1,5
| @it1,, | '
Note que jo = j1 se j1 = jo-

1) Se jo < j1 (=g < i): B =Lttt bt it
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
iy, jo
0 e 0 : :
ai7j0 0 0 N al}jo

doar
| Qit1,, | wHha

Note que j2 = j1 se j1 = jo-

1) Se jo < ji (= iy < i): E = [tttz pioli phitl

2) Se jo = ji:
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
iy, jo
0 e 0 : :
ai7j0 0 0 N al}jo

| @it1,5, | it
Note que j2 = j1 se j1 = jo-
1) Se jo < ji (= iz <i): E = IZT2L+1,i2+2 .. ‘Irirfl’i I;,@iﬂ‘

2) Se jo = j1i: E' = Iii 7" (\) com \ = _ai+17jlai;}j1'
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
iy, jo
0 ... 0 : :
ai7j0 0 0 e aivjo

G
| Qi1 | b

Note que j2 = j1 se j1 = jo-

1) Se jo < j1 (=g < i): B =Lttt bt it

S N4 i+1,i2 — iy, jo
2) Se jo = j1: E"' = Ly "(A) com A = —aiy15,a;, - i
A4, jq
Ait1,5
Repita a andlise com E’A no lugar de A.
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
iy, jo
0 ... 0 : :
ai7j0 0 0 e al}jo

G
| Qi1 | “Hha

Note que j2 = j1 se j1 = jo-

1) Se jo < j1 (=g < i): B =Lttt bt it

. J— i+1,io _ Qig, jo
2) Se jo = j1: E"' = Ly "(A) com A = —aiy15,a;, - i
A4, jq
Ait1,5
Repita a andlise com E’A no lugar de A.

Se E’A estiver escalonada até, pelo menos, a linha 7 + 1
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
iy, jo
0 ... 0 : :
ai7j0 0 0 e al}jo

G
| Qi1 | “Hha

Note que j2 = j1 se j1 = jo-

1) Se jo < j1 (=g < i): B =Lttt bt it

. J— i+1,io _ Qig, jo
2) Se jo = j1: E"' = Ly "(A) com A = —aiy15,a;, - i
A4, jq
@it1 g |
Repita a andlise com E’A no lugar de A.

Se E’A estiver escalonada até, pelo menos, a linha i + 1, entdo ' = E’.
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Demonstracao do Teorema 1

0 0
iy, jo
0 ... 0 : :
ai7j0 0 0 e al}jo

G
| Qi1 | “Hha

Note que j2 = j1 se j1 = jo-

1) Se jo < j1 (=g < i): B =Lttt bt it

. . Ay, s

2) Se jo = j1: B =I5 (X)) com A = —Qit1,5, 0y, 5, - e

’ @i, jo
Git1,, |
Repita a andlise com E’A no lugar de A.

Se E’A estiver escalonada até, pelo menos, a linha i + 1, entdo ' = E’.

Este é o caso quando j; = jp.
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Demonstracao do Teorema 1

a 0 0
12,J2
0 . 0 : :
0 0 - aig,
Qi,jo @ity i
| 141,51

| Ai+1,5:
Note que j2 = j1 se j1 = jo-

1) Se jo < j1 (=g < i): B =Lttt bt it

. . Ay, s
2) Se jo = j1: B =I5 (X)) com A = —Qit1,5, 0y, 5, - e

Qi,jo
Git1,, |
Repita a andlise com E’A no lugar de A.
Se E’A estiver escalonada até, pelo menos, a linha i + 1, entdo ' = E’.
Este é o caso quando j; = jp.

Caso contrario, o novo j; estd mais préoximo de jo.

A. Moura MA141 - Sistemas Lineares



Demonstracao do Teorema 1

a 0 0
12,J2
0 . 0 : :
0 0 - aig,
Qi,jo @ity i
| 141,51

| Ai+1,5:
Note que j2 = j1 se j1 = jo-

1) Se jo < j1 (=g < i): B =Lttt bt it

. . Ay, s
2) Se jo = j1: B =I5 (X)) com A = —Qit1,5, 0y, 5, - e

Qi,jo
Git1,, |
Repita a andlise com E’A no lugar de A.
Se E’A estiver escalonada até, pelo menos, a linha i + 1, entdo ' = E’.
Este é o caso quando j; = jp.

Caso contrario, o novo j; estd mais préoximo de jo.
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