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Apresentacao

Sistemas dinamicos estocasticos vem ganhando cada vez mais inte-
resse nas ultimas décadas pela diversidade de problemas cuja mode-
lagem inclui algum aspecto probabilistico. Existem varias maneiras
da aleatoriedade entrar em um sistema dindmico continuo ou dis-
creto: por pulsos, por saltos limitados, ruido aditivo, multiplicativo,
entre outras. Nossa abordagem da teoria de dinamica estocastica
é no sentido do ruido entrar no sistema como um semimartingale,
o que inclui ruidos gaussianos em sistemas continuos como movi-
mento browniano por exemplo. Basicamente esta é a chamada teoria
dindmica das equagdes diferenciais estocdsticas (EDE). Essa abor-
dagem em particular tem sido extremamente frutifera nas ultimas
décadas, desde os trabalhos de It6. Uma EDE permite, via aplicagoes
diferenciaveis, transportar processos estocasticos de um espago para
outro, geometrizar portanto trajetorias nao diferencidveis. Além disso
as propriedades probabilisticas dos martingales fornece uma ferra-
menta poderosa para abordar estabilidade, andlise variacional, pro-
priedades dinamicas, geometria, financas, EDP’s entre outros.

Nossa intencao neste texto é fazer uma apresentacao em tom
expositério para alunos no final da graduagao ou comeco de pods-
graduagao na area de exatas. Tentamos fazer um estilo bastante
livre, em algumas passagens até bastante informal. A leitura estd
dimensionada para ser mais leve do que os textos existentes atual-
mente. Isso para que o leitor entenda rapidamente as motivagoes, as
técnicas e seja logo direcionado para os problemas e aplicagoes.

Foi feito um esforco para que os primeiros capitulos fossem sufi-
cientemente auto-contidos para uma primeira leitura. A expectativa
é que o material seja 1til para iniciantes terem um primeiro contato
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2 CONTEUDO

com muitos dos conceitos e exemplos. No entanto, pela natureza do
assunto, o leitor interessado vai perceber que o material exposto é
somente um guia para um estudo a ser aprofundado posteriormente.
Para se ter uma idéia de como os assuntos foram filtrados e resumidos,
os 3 primeiros capitulos normalmente se abrem, cada um deles, em
uma disciplina de um semestre na maioria dos melhores programas
de graduagao ou pés-graduacao do pais.

Incluimos cerca de quarenta exercicios de dificuldades variadas en-
tremeados ao longo do texto. Alguns desses exercicios tem o enunci-
ado que faz parte da teoria. Reservamos para acrescentar no apéndice
alguns comentarios mais técnicos, ou histéricos ou até que sao impor-
tantes num primeiro contato com a teoria, mas que nao foram men-
cionados porque nao estavam no caminho direto que nos propomos
para o calculo e sistemas dinamicos estocasticos.

Este texto corresponde a primeira versao imediatamente apds a
apresentagdo do curso no 270. Coléquio Brasileiro de Matemaética
em julho de 2009. Foi um prazer aprimorarmos essa versao com
corregoes, pequenos comentarios e exercicios adicionais para sua pu-
blicagao agora na colegdo Publicagoes Matematicas do IMPA. Final-
mente, gostariamos de agradecer as sugestoes e correcoes de vérios
alunos e pesquisadores, tanto do nosso grupo de estocastica da Uni-
camp quanto de outros centros; dentre varios outros, em especial ao
Artur Lopes e ao Fabiano Borges da Silva.

Boa leitural

Paulo Ruffino
Campinas, outubro de 2009.
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Capitulo 1

Nocoes de teoria da
medida e probabilidade

Neste primeiro capitulo apresentaremos os conceitos da teoria de
probabilidade sobre os quais irda se basear o modelo matematico da
aleatoriedade dos sistemas dindmicos estocésticos. Esse capitulo pre-
tende, na medida do possivel, dirigir-se a leitores sem familiaridade
com a teoria béasica de medida e integragdao. Apresentaremos assim,
de uma maneira despretenciosa, uma versao simplificada desta teoria
no sentido de, sempre que conveniente, as defini¢cbes e demonstragoes
serdo feitas para o caso finito ou discreto. Acreditamos que com
essas idéias em mente, o leitor ja tera uma idéia das motivagoes, e so-
bretudo, uma base razodvel para compreender os capitulos seguintes.
Aos enunciados ou exercicios que numa, primeira leitura possam pare-
cer mais avangados, sugiro ao leitor que pule e volte neles posterior-
mente. Alguns leitores talvez prefiram pensar que esse capitulo serve
como um roteiro para se estudar posteriormente teoria da medida.

Sugerimos que o leitor use posteriormente, como referéncia para-
lela o texto em teoria de integragao que mais lhe agradar. Quando
for o caso, tentaremos indicar referéncias especificas de sessoes ou
capitulos de certos livros cldssicos, por exemplo, Halmos [21], Bartle
[4], Rudin [52], Royden [51], entre outros.

3
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4 CAPITULO 1. TEORIA DE PROBABILIDADE

1.1 Espacos de medida e de probabilidade

Comegamos pelo conceito fundamental da teoria que é a de um espago
de probabilidade. O conjunto abstrato base sobre o qual constru-
iremos essa estrutura serd denotado por 2. Vamos considerar neste
conjunto classes de subconjuntos, denominadas algebras e o-dlgebras;
logo mais se vera que esses conceitos correspondem a dizer que existe
uma limitacao nos eventos possiveis de ocorrerem em uma mode-
lagem, ou ainda em outras palavras, uma limitacao na possibilidade
de medirmos ou atribuirmos a esses eventos uma probabilidade.

Definigao 1.1. Seja Q2 um conjunto, uma classe F de subconjuntos
de Q) chama-se uma dlgebra se:

1. O conjunto todo Q2 e o vazio () pertencem a F;

2. Um subconjunto A € F se e somente se seu complementar A€
também estd em F;

3. para toda sequéncia (A;),<;<, € F, para algum n € N temos
que a unigo U A; € F.

A classe F serd chamada de uma o-dlgebra se a propriedade do item
(8) acima valer para toda sequéncia infinita enumerdvel de elementos
em F.

Exercicio 1.1. Verifique que se F e G sdo o-dlgebras de um conjunto
Q entdo F(G € também uma o-dlgebra.

Pelo exercicio acima, dada uma familia qualquer 4 de subconjun-
tos de €2, é possivel falarmos da menor o-algebra que contém essa
familia. A “menor” o-algebra, aqui, significa a interseccdo de todas
que contém a familia 4, ou ainda em outras palavras, é o elemento
minimal da ordem parcial nas o-dlgebras dada pela relagao de con-
tinéncia. Note que as o-dlgebras que contem qualquer familia de
conjuntos é ndo vazia, ja que o conjunto das partes P(£2) é uma o-
algebra que contém toda familia de subconjuntos. Denotaremos por
o(A) essa o-dlgebra gerada pela familia de subconjuntos A. Um ex-
emplo tipico na teoria é quando tomamos a familia .4 como sendo os
conjuntos abertos da reta (ou de qualquer outro espago topoldgico):
a menor o-dlgebra onde os conjuntos abertos (e portanto os fechados
também) sdo mensurdveis é denominada a o-dlgebra dos borelianos .
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Exercicio 1.2. Dada uma familia de subconjuntos A de (), descreva
uma maneira construtiva de obtermos o(A), a o-dlgebra gerada por
A em (.

A unido de o-dlgebras pode ndo ser uma o-algebra. Denotamos
por FV G a menor o-dlgebra que contém F|JG.

O par ordenado (£2, F) chama-se um espago mensurdvel , e dize-
mos que um subconjunto A C Q é mensurdvel (ou F-mensurdvel,
quando for preciso enfatizar a o-algebra), se A € F. Os conjuntos de
F sao também chamados de eventos.

Definicao 1.2. Uma medida p sobre um espag¢o mensurdvel (0, F)
€ uma fungdo p: F — R>o tal que:

1. p(0) =0;

2. (c-aditiva), Se (Ey),, € uma sequéncia de subconjuntos dis-
juntos F-mensurdveis entio p(U,— En) => o 1 (En).

A medida p é dita finita em Q se u(Q) < oo. Note que se u
e po sdo medidas em (Q,F), entdo ajpy + aspe, com aj,as > 0
também é uma medida. Nao abordaremos aqui o espago vetorial das
medidas com sinal, que é o espaco onde poderiamos tomar quaisquer
a1, as € R . Geometricamente, o conjunto de medidas forma um cone
no espaco vetorial das medidas com sinal.

Estamos particularmente interessados naquelas medidas finitas p
onde a medida do espago todo 1(€2) = 1. Neste caso chamamos p
de uma medida de probabilidade , ou simplesmente uma probabilidade
no espago mensurdvel (£, F).

Pelo comentéario no paragrafo acima, note que combinagoes con-
vexas de medidas de probabilidades sao também medidas de proba-
bilidade. Um espago de probabilidade é uma tripla (2, F,P) onde 2
é um conjunto abstrato, F é uma o-dlgebra de subconjuntos de €2 e
P é uma medida de probabilidade em F.

Sao interessantes algumas relagoes que existem entre as topologias
e as medidas que serao colocadas sobre os respectivos borelianos.
Uma medida p € dita regular interior se para todo boreliano B temos
que

w(B) =sup{u(K) : K C B, K compacto}.
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Analogamente, a medida é dita regular exterior se para todo boreliano
B temos que

w(B) = inf{u(A) : B C A, A aberto}.

Uma medidas de Radon em um espago topoldgico sao medidas
nos borelinos que sao limitadas em compactos, regular exterior nos
mensurdveis e regular interior nos abertos, ver, e.g. Folland [17]. A
proposicao seguinte garante que a maioria das medidas que tratare-
mos aqui serao de Radon:

Proposigao 1.1. Se X é um espago métrico completo e separdvel
(também chamado de espago polonés) entio toda medida em X €
reqular interior e exterior.

Voltaremos a falar de medidas de Radon no final da préxima segao.

1.2 Variaveis aleatérias

Dados dois espagos mensuraveis (X, F) e (Y,G), dizemos que uma
funcao f: (X, F) — (Y,G) é mensurdvel se ela preservar a estrutura
de mensurabilidade no sentido de imagens inversas de subconjuntos
mensuraveis em Y sdo subconjuntos mensuraveis em X. Apesar do
escopo de fungbes mensuraveis ser muito mais amplo, a titulo de
primeira ilustracao, note que, dados espacos topolégicos X e Y, toda
fungao continua f : X — Y é mensuravel nas o-algebras dos bore-
lianos correspondentes.

Em teoria de probabilidade, fun¢des mensuraveis recebem o nome
especial de varidveis aleatdrias, em outras palavras: dado um espaco
de probabilidade (92, F,P), uma fungdo X : @ — Y é uma varidvel
aleatéria (v.a.) a valores no espago mensuréavel (Y, G) se X ~1(A) € F,
para todo A € G. Neste texto o espago Y serd, na maioria das vezes,
a reta real ou um espaco euclideano R?. Mais adiante no estudo,
iremos tomar varidveis aleatérias numa variedade diferencidvel, no
espaco de matrizes ou num grupo de Lie, enfim em qualquer espaco
topoldgico; em todos esses casos a g-algebra serd a dos borelianos.

Dada uma varidvel aleatéria X em (2, denotaremos por o(X) a o-
algebra em () gerada por X, i.e., a menor o-dlgebra que faz com que
X seja mensurdvel. Naturalmente o(X) C F, mas frequentemente
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nao vale a igualdade. Por exemplo, uma varidvel aleatéria constante
X = ¢ gera a o-dlgebra trivial o(X) = {0,Q}. Note também que
uma fungao mensuravel sobre uma o-algebra com um nimero finito
de subconjuntos de €2, tem que ser constante nestes conjuntos.

Exemplo 1.1 (Espaco de probabilidade finito ).

Considere um espago de probabilidade finito Q@ = {1,2,...,n}.
Atribua a o-dlgebra das partes de 2, também chamada de o-dlgebra
discreta. Assim, todos os subconjuntos unitérios {i} de Q sdo men-
surdveis. Qualquer elemento no simplexo (z1,z2,...,xz,) € R™, com
z; > 0paratodo 1 <j<ne 2?21 x; = 1 determina uma medida
de probabilidade em Q dada por P(i) = z; para 1 < j < n. Em
particular, a medida de probabilidade é chamada de equiprovavel
se P{i} = % para todo i € Q. E ficil ver que qualquer funcio
X : Q — R é uma varidvel aleatdria. Alguém poderia modelar, por
exemplo, o resultado do lancamento de um dado nao viciado como a
varidvel aleatéria X (i) =4, com n = 6 e P equiprovavel.

|

Exemplo 1.2 (Medida de Lebesgue ).

Seja 2 = R, com a o-algebra gerada pelos intervalos abertos de R.
Dado um intervalo (a,b) € [0, 1], atribua uma “pré-medida”P(a,b) =
(b—a). A extensao dessa medida para toda a o-adlgebra dos borelianos
é assegurada pelo teorema de extensao abaixo (ver e.g., entre muitas
outras alternativas, Bartle [4, Thm. 9.8, p. 103]).

Teorema 1.2 (de extensdo de Carathéodory-Hahn). Dada uma me-
dida (o-finita) em uma dlgebra A, essa medida se estende unicamente
para o completamento de o(A).

O completamento de uma o-algebra F, denotado por F em relacio
a uma medida ¢é a o-dlgebra o(F U Z) onde Z ¢ a classe de todos os
subconjuntos de elementos em F que possuem medida nula. Note
portanto que o completamento depende da medida que colocamos
na o-algebra inicial . Uma medida em uma &lgebra é o-finita se
existem subconjuntos enumerdveis Ag, As, ... C €, todos de medida
finita tais que = U;>14;
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A demonstragao desse teorema é assunto classico em referéncias
de teoria da medida. Esta baseado no interessante conceito de medida
exterior .

O completamento dos borelianos na reta sao chamados os conjun-
tos Lebesgue mensurdveis . A medida construida acima, quer esteja
aplicada nos Lebesgue-mensuraveis, quer esteja aplicada nos bore-
lianos (classe menor. Por qué?), é chamada da medida de Lebesgue,
que denotaremos por A. Outra notacao frequente que usaremos, so-
bretudo dentro dos sinais de integracao é o cléssico: dzx.

A construgdo acima feita na reta se estende para medidas (vo-
lume) em hipercubos. Obtem-se assim a medida de Lebesgue nos
espagos euclideanos R™. Deixamos os detalhes por conta do leitor.
Ver também a construgao via medida produto, na secao 1.6.

Nos interessa particularmente a medida de probabilidade dada
pela medida de Lebesgue no intervalo = [0,1]. Counsidere, por
exemplo a func¢do de Dirichlet X : Q@ — R dada por X(w) = 1 se

€ [0,1] for irracional e X(w) = 0 se w € [0,1] for racional. X é
uma varidvel aleatéria (por qué?).
|

Exemplo 1.3 (Distribui¢ao de Dirac).

A medida de Dirac , denotada por d,, em um espago mensuravel
(Q, F) estd concentrada no ponto g, i.e. para um conjunto A que é
F-mensuravel, d,,(A) =1se xg € A, 0,,(A) =0 se xg ¢ A.

O

A mensurabilidade de varidveis aleatérias X : (Q, F,P) — (Y, G)
(i.e., a invariancia da estrutura mensuravel por “pull-back” X ~1) per-
mite que empurremos (“push-forward”) a medida P para o espago
mensurdvel (Y,G), chamada de medida induzida , distribuicao ou
ainda de lei da varidvel aleatéria X, denotada por X, P, onde X, (B) =
P(X~Y(B)) para todo B CY G-mensuravel.

Exemplo 1.4 (Distribuicdo uniforme).

Dizemos que uma variavel aleatéria X :  — R é uniformemente
distribuida , se sua distribuigao for a medida de Lebesgue normalizada
em um certo intervalo, i.e. X é uniforme no intervalo [a,b] se X, P =
1/(b—a)A.

|
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Exemplo 1.5 (Outros exemplos cldssicos de distribuigdes).

A distribuicao de Poisson em N, indexada pelo pardmetro A\ é
dada por
Are A

Pa(n) = n!

A distribuicao de poisson tem média e varidncia iguais a A.

A distribuicao binomial, também discreta, corresponde a proba-
bilidade de, em n tentativas, onde cada tentativa tem probabilidade
de sucesso p, obtermos sucesso exatamente k vezes. Sua distribuigao
é dada por

Py p(k) = ( A )p’“(l —-p)" "

Sua média é np e sua variancia np(1—p). Atirar moedas por exemplo,
onde temos p = 1/2. A probabilidade de depois de se atirar n vezes
a moeda, obtermos exatamente k caras e (n — k) coroas é dado por

n o\ g-n

A .

Uma das distribui¢oes mais importantes para nds é a distribuicao
normal, ou gaussiana, com média m e varidncia o2 é dada na reta
por
(z —m)?
2 b

o2

P(x)

—exp]
= exp{—
\V2wo P

Voltaremos a falar da distribuicao gaussina na Secao 1.8.
O

Exercicio 1.3. Dado o espaco de probabilidade 2 como sendo o in-
tervalo [0,1] da reta real, descreva a classe de varidveis aleatdrias
reais X : Q@ — R que tem distribuicao dada por X, P = Z?:l Aibg, s
comxi,...,xn ER, A, \peR Y N =1

1.3 Esperanca de uma variavel aleatdria

A esperanga ou média de uma varidvel aleatéria X : (Q, F,P) - R
é a integral

E[X] = /QX(w) dP(w).
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Esse valor também é chamado de valor esperado da variavel aleatéria
X. Em certos contextos a notagao mx pode ser mais conveniente
para a esperanca. Note que a esperanca representa, de fato, o sentido
mais intuitivo que temos de média como “soma e divide pelo nimero
total”. S6 que aqui a “soma”é ponderada pelas medidas dos conjuntos
mensuraveis, e o “nimero total”foi normalizado em um.

Para os leitores ainda nao iniciados na teoria de integragao de

Lebesgue, pensem no caso discreto com © = {1,2,...,n} finito e uma
medida p na o-algebra discreta de 2. Dada uma funcao f: Q — R,
entao

/Q F() dp(w) = 3 £) n({i}).
=1

No caso de 2 nao ser finito e f ser positiva e limitada, particiona-
se 2 numa quantidade finita de subconjuntos pela imagem inversa
de uma particio de R>p. Usa-se o mesmo somatério acima com
os f(i) sendo os limites inferiores dos intervalos da particao de R.
Esse procedimento é chamado de aproximagao por funcoes simples.
No caso geral, a integral de Lebesgue serd dada pelo limite nessas
particoes da imagem. Mais precisamente, o que se encontra nos textos
classicos é a seguinte definicao: f é uma funcao simples se existe um
nimero finito de subconjuntos By, Bs, ..., B, mensurdveis em {2 tal
que f(w) = 3", A\ilp, (w), onde 15, é a fungdo indicadora ou fungao
caracteristica do conjunto B;, i.e. 1p,(w)=1sew € B;elp,(w) =0
se w ¢ B;. Entdo a integral de Lebesgue para a funcdo simples f é

dada por
/fdu => Ailg,. (1.1)
Q i=1

Ficaremos neste texto somente com essa nogao de integral como sendo
a soma do produto do valor da funcao pelo “tamanho”do conjunto
onde a funcao assume esse valor. Deixamos para o leitor verificar os
detalhes dessa construgao em outro texto. Essencialmente, o proce-
dimento continua por linearidade (para funcoes limitadas), e limites,
quando existir, para f nao limitada. A classe de fungoes Lebesgue
integraveis inclui e é muito maior do que a classe das fungoes Riemann
integraveis.

Note que se f for uma fungao simples, sua representacao como
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combinacao linear de funcdes indicadoras nao é unica. Deixamos
para o leitor:

Exercicio 1.4. Mostre que a defini¢cdo da integral de Lebesgue como
dada pela equagdo (1.1) nao depende da representag¢io que se toma
da f como combinacgdo linear de funcoes caracteristicas.

Dentre os teoremas de limites cldssicos da integral de Lebesgue,
enunciaremos aqui os que faremos referéncia futuramente. As técnicas
de demonstracao sao classicas e faceis de se encontrar, omitiremos
neste texto.

Dizemos que uma sequéncia de fungoes mensurdaveis f,, : (Q, F, u) —
R converge quase sempre (q.s., ou ¢.s. ponto a ponto) para uma
funcdo mensuravel g :  — R se existe um conjunto mensuravel
E de medida nula tal que para todos os pontos w em Q\ E, f,(w)
converge para g(w).

Teorema 1.3 (Teorema da convergéncia monétona de Beppo-Levy).
Dada uma sequéncia mondtona crescente de funcgoes fr, : 8 — R,
i.e. fn(z) < fns1(x) para x q.s. e para todo n € N entao

[ i (o) dute) =l [ fulo) duto)

n—oo

no sentido de que se existir o limite de um lado, do outro lado também
eziste e € igual.

A demonstragao segue praticamente direto da definicao da inte-
gral de Lebesgue.

Teorema 1.4 (Lema de Fatou). Dada uma sequéncia de fungoes
mensurdveis nao-negativas f, : 1 — R, entdo

/liminf frn(x) dp(z) < hmlnf/fn du(x

n

onde nos limites, fica entendido que € permitido termos valores in-
finitos.

Teorema 1.5 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue).
Considere uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis f, : 0 — R que
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converge q.s. a uma func¢do f. Se existir uma fun¢do integrdvel
g:Q — R tal que |fn| < g q.s. entao ndo sé o limite [ € integrdvel
como

[ #@) duta) =t [ ful) due)

Os exercicios abaixo, que aparecem na introducao de [4], mostram
como os teoremas de convergéncia para integral de Lebesgue sao mais
convenientes que os teoremas de convergéncia para integral de Rie-
mann, que exigem convergéncia uniforme:

Exercicio 1.5. Mostre que dada a sequéncia de fungées f,, : (0,00) —
R com f, =e " /\/z, entdo lim,_, fn(z) = +00, portanto f, con-
verge para 0 nao uniformemente, apesar disso, o limite das integrais
existe e

+oo
limn_,oo/ fn dz=0.
0

Exercicio 1.6. Se
+oo
F(t) :/ et dx,
0

entao existe a derivada de F e é dada por
+oo
F(t) = —/ 3™ da
0
Merece mais destaque para o entendimento das técnicas que usa-

remos a demonstragao do seguinte resultado:

Teorema 1.6 (Teorema da medida induzida). Seja (2, F1,m) um
espago de medida, (Y,F2) um espaco mensurdvel, X : § — Y e
f:Y = R funcoes mensurdveis. Entao

/deX*m:/Qfonm.

Onde a igualdade significa que quando eziste a integral de um lado,
eriste também a do outro lado e os dois nimeros reais sao iguais.
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Demonstragao: Mostramos para o caso de f ser uma fungao sim-
ples, com f(y) = >, A\ilp, (y), onde By, ... B, sdo Fo-mensurdveis.
O lado esquerdo ¢ igual a

ZAix*m@))

que por defini¢do é igual ao somatério Y ., A;m(X ~(B;)), que é o
lado direito. No caso geral tomamos aproximagoes de uma fungao
por fungoes simples.

|

Exemplo 1.6 (Férmula de mudanca de variavel).

Dados U e V abertos de R™, um difeomorfismo g : U — V e uma
funcao real f : V — R entao a féormula de mudanca de varidvel no
célculo em varias variaveis é dada por:

| f)ldettayg ) dy = [ fogta) da,

v U

onde |det(d,g™")| é o médulo do determinante do Jacobiano de g—!
no ponto y. Comparando com o teorema da medida induzida, o que
esta férmula do calculo esta dizendo é que, quando se toma a medida
de Lebesgue A em U, a medida que o difeomorfismo g induz em sua
imagem, i.e. g.), é representada por |det(d,g~!)| dy, no sentido de
que, dado um conjunto B C V entao

0 A(B) = /B |det(dyg™)| dy = /V 15(y) |det(dyg™1)] dy

A fungao | det(d,g~")| dessa férmula serd interpretada na Sessao 1.5,
como a densidade de g, A em relagao a A em V', ver Exemplo 1.8. Usa-
remos também essa formula na Secao 1.8 para simularmos varidveis
aleatérias gaussianas a partir de v.a. mais faceis de serem geradas,
como a distribuigéo uniforme no intervalo [0, 1], (ver Exercicio 1.23).
O
A wariancia de uma variavel aleatoria X é definido como o seguinte
parametro:
var(X) = E[(X —mx)?],
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que nos fornece uma primeira avaliacdo do quao longe a varidavel
aleatoria X se dispersa fora de sua média. Para p inteiro positivo,
o p-ésimo momento de uma v.a. é dado por E|X|P. A variancia
portanto, é o segundo momento de (X —EX), chamado de momento
centrado. Note que var(X) = EX? — (EX)2.

A covariancia entre duas varidveis aleatérias X e Y é definida
por:

cov(X,Y) =E[X — EX)(Y - EY)].

Note que var(X +Y) = var(X) +var(Y) +2cov(X,Y). Mais adiante
veremos que a covariancia é uma medida de quanto as varidveis X e
Y sao independentes.

Nas aplicagoes que se faz desta teoria em estatistica, em alguns ca-
sos nao é conveniente que a variancia tenha sua unidade dimensional
ao quadrado. Por exemplo, se a varidvel aleatéria for de compri-
mento em metros (m), a varidncia aparece em metro ao quadrado
(m?). Assim, em aplicagoes préticas, para que se possa falar que um
comprimento aleatério X estd com um certo grau de seguranca pro-
babilistica no intervalo mx + d(X), a grandeza d(X) tem que estar
na mesma unidade dimensional de X. Dali, nesses casos eles usam
o pardmetro d(X) como a raiz quadrada da variincia, chamada de
desvio padrao.

Exemplo 1.7 (Célculo da esperanca dada a distribuicao).

E muito mais comum em problemas aplicados, sobretudo em es-
tatistica, conhecer a distribuicao de uma variavel aleatéria do que a
fungdo mensuravel que a modela propriamente. Usando o teorema da
medida induzida, basta saber a distribuigao desta v.a. para podermos
calcularmos sua esperanca (e muito mais coisa, como se verd mais a
frente). De fato, dada nossa varidvel aleatéria X : Q@ — R, considere
a funcao identidade id : R — R, id(x) = x para todo = € R. Entao,
pelo teorema da medida induzida:

/ id(z) dX.P(z) = / ido X (w) dP(w)

R Q

e o lado direito é a esperanca de X. Suponhamos, para fixar as
ideias que a distribuigdo X, P de X seja tal que num intervalo (a,b)
da reta tenhamos X.P(a,b) = f(a b) h(z) dx para alguma funcao
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integravel h. Abusando da terminologia de medida, isto significa que
h(z) de = dX,.P(z), no sentido de que se integrarmos em relagao &
uma medida é o mesmo que se integrar em relagao a outra. Aplicando
na férmula acima ficamos com :

E[X] = /Rmh(x) dzx.

Como se vera na Secao 1.5, a fungdo h acima é chamada da densidade
da medida X,P em relagao a medida de Lebesgue A, que foi escrita
acima como dx.

Para o célculo dos momentos de uma variavel aleatéria, o argu-
mento é o mesmo e basta calcularmos:

E|X|? :/ aPh(x) dx.
R

|

Essa idéia de densidade de uma medida em relagao a outra é o
conteido do teorema de Radon-Nikodym 1.9 nas préximas segoes.

Lembramos que dado um espago vetorial real normado V', seu dual

(topoldgico) V* é o espago vetorial de aplicagoes lineares continuas

em R, os elementos do dual sdao chamados de funcionais lineares
continuous. A norma de um funcional linear continuo é dada por

[Ellv= = sup{[[F(2)]| : [l=]lv = 1}

Se V tem dimensao finita entdo V* também tem dimensao finita,
por exemplo no espago euclidiano V' = R™ é comum usarmos as bases
canonicas {ey,...,e,} de Ve {dxy,...,dx,} de V*.

O 1ltimo resultado que deixaremos nesta se¢do mostra a im-
portancia das medidas de Radon em diferentes dreas da andlise:

Teorema 1.7 (Teorema de Representacao de Riesz). Considere um
espago topoldgico localmente compacto X (dimensdo finita, por exem-
plo). Se C.(X) € o espago vetorial das fungdes continuas com suporte
compacto, entao todo funcional linear positivo F neste espago pode
ser representado por uma medida de Radon pp em X. Além disso, a
norma do operador é a medida do espacgo todo: ||F|| = pp(X).
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A representagdo acima é dada da seguinte maneira: dado F' :
C.(X) — R, entdo existe uma (tinica) medida de Radon pp tal que,
para toda funcao continua h : X — R temos que

HM=LM@WM@

Esse funcional sera positivo, i.e. se h > 0 entao a integral em relagao
a pp também o serd. Ver Folland [17] ou Halmos [21].

Se C.(X) tem dimensao finita, entdo o espago X é um espago finito
com n pontos, a identificacao entre um funcional F' = aydxy + ...+
apdzr, e a medida de Radon up = aidzy + ... + aydzx, é imediata.

Para o teorema de representacao de Riesz acima se estender para
todos os funcionais lineares, precisamos usar medidas com sinal. Dei-
xamos para o leitor interessado ver na bibliografia recomendada.

1.4 Os espagos L”

Os espagos vetoriais LP (2, F, u; R) sdo espagos de fungdes reais F-
mensurdveis (ou, como vimos, na linguagem de probabilidade, varidveis
aleatodrias) onde p determina uma espécie de grau de integrabilidade
da funcao em relagao a medida p. Assim, definimos, para um espago
de medida (Q,F,pu) e 1 <p < oo,

LP(Q;R) = {f : Q — R mensurével e / |fIP du < oo}.
Q

Para p = oo, tomamos
L*(Q;R) = {f : @ —» R mensuravel com supess|f| < oo}.

onde o supremo essencial supess|f| = ¢ quando ¢ é o {nfimo do con-
junto {z : p{w; f(w) >z} = 0}.

Omitir ou ndo um ou mais dos pardmetros nos paréntesis da
notagao LP(Q, F, ui; R) depende de alguns desses parametros j& estarem
subentendidos ou se queremos enfatizar algum deles. Enunciamos
aqui uma série de propriedades bem conhecidas que deixamos para o
leitor verificar futuramente:

1. Os espagos LP, com 1 < p < oo sao espacos vetoriais.
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2. O operador em L? dada por f — | fll, = { [, [P du < oo}l/p
é uma norma (pela desigualdade de Minkowsky) . O mesmo
vale para L°°.

3. Vale a chamada desigualdade de Hélder : Se f € LP, g € L9
com 1/p+1/q = 1entao fg é integravel (i.e., estd em L') além
disso [ fglli < [If[lnllgllq

4. O espaco é completo, i.e., sequéncias de Cauchy convergem para
elementos dentro do préprio espaco.

5. Para 1 < p < o0, o dual topolégico (de funcionais lineares
continuous) de L? se representa em L9, com 1/p+1/q =1, da
seguinte maneira: se f € LP, dado um funcional linear continuo
« € (LP)*, entdo existe um elemento g € LY tal que < a, f >=<
g, f > onde

< g, f >paLr= /fg dp.

As propriedades 1-4 acima se resumem em dizer que os espacos LP
sao espagos de Banach, i.e. sdo espagos vetoriais normados e comple-
tos na métrica induzida pela norma. Para p = ¢ = 2, a propriedade
(5) diz que o espago L? tem um produto interno dado pela integral do
produto acima, portanto é um espago de Hilbert, por definicao deste
(i.e., um espago de Banach onde a norma provém de um produto
interno). A propriedade (5) acima lé-se também como uma repre-
sentagdo (também chamada de representacdo de Riesz) do dual de
L? nele mesmo. Esse produto interno em L? torna possivel falarmos
de ortogonalidade neste espago, portanto podemos dar algumas in-
terpretagoes geométricas sobre propriedades de varidveis aleatdrias,
por exemplo, nas proximas segoes veremos como que independéncia
probabilistica esta relacionado com ortogonalidade neste espago (ver
Teorema 1.18). Observe que o conceito de covariancia é justamente
o produto interno neste espaco.

Observagao 1.7 (LP como quociente de relagdo de equivaléncia).

Rigorosamente falando, o operador f — |[|f|lp, 1 < p < oo de-
termina uma norma nas classes de equivaléncia da relagao f ~ g se
f =g, p-q.s.. Alguns autores ainda destinguem o espaco LP de todas
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as fungdes f que sdo p-integraveis do espago quociente onde de fato
existe a norma LP = LP/ ~. Por exemplo, se Q = [0, 1] com a medida
de Lebesgue, entdo f = 1 e a fungdo de Dirichlet dada por g(x) = 1
se z for irracional e g(z) = 0 se x for racional, sdo tais que f = g em
LP(Q, \), para todo 1 < p < co.

O

Teorema 1.8 (Desigualdade de Tchebyshev). Dada uma varidvel
aleatoria X entao, para todo numero real positivo a > 0 e para todo
1 <p < oo temos que

P{|X|>a} <a PE|X|".

Demonstragao: Para todo a > 0 temos, pela definicao de integral
que
aP{|X| > a} < E|X]|.

A desigualdade do enunciado agora segue para 1 < p < oo con-
siderando a v.a. |X|P, o ndmero real a? e a observacao de que
P{|X|P > a?} = P{|X| > a}.

|

Exercicio 1.8. Verifique que para toda funcdo g : R — R>¢ nao-
decrescente, e todo a > 0,

P{|X] > a} < g(a) 'Eg(X).

Exercicio 1.9. Verifique que se o p-ésimo momento centrado my =
E|X —EX|? da varidvel aleatdria X existir, entdo podemos estimar
quanto que a varidvel aleatdria foge da sua média EX por:

1
P{|X ~EX| > km,} < .

1.5 Esperanca condicional

Dado um espaco mensuravel (£, F) e duas medidas p1 e pz em F,
dizemos que p € absolutamente continua com relagao a uo se sempre
que para um dado conjunto mensurdvel A € F acontecer de pg(A) =
0 entdo p1(A) = 0 também. Denotamos por 3 < ps. O teorema
classico abaixo formaliza as ideias que colocamos no Exemplo 1.7:
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Teorema 1.9 (Teorema de Radon-Nikodym). Dadas p1 e po medi-
das (o-finitas) em (0, F), suponha que py < po. Entdo existe uma
fungéo h : Q@ — Rso, F- mensurdvel tal que du; = h(zx)dus no
sentido de:

pi(B) = / h(z) dpa,
B
para todo B € F.

A funcao h representa a densidade de p; em relagao a ps e é
chamada de derivada de Radon-Nikodym de p; em relacao a uo.
Frequentemente se escreve h(x) = ZZ; (x). Verifique que h é tinica a
menos dos seus valores em conjuntos mensuraveis que tenham medida
L2 nula.

Verifique que, uma outra interpretacao para o significado da ex-
pressdao du; = h(x)dps do enunciado do teorema é que para toda

fungao mensuravel e limitada f:

[ ¢ = [ 11l

Demonstragao: Demonstraremos aqui somente para o caso dis-
creto. Para Q = {1,2,...,n} finito com F discreta, defina

N M1{j}
p2td}

para j € Q com pg{j} # 0. Como us({i}) = 0 implica em pq({i}) =
0, entao de fato nao faz diferenca qual a definicao da funcao h onde

u2({i}) = 0 (adote zero inicialmente, por exemplo, para fixar as
ideias). Note que h é F-mensuravel e satisfaz a propriedade do enun-
ciado.

Se Q nao for discreto, assuma que ambas w1 e po sao finitas.
Chame de C o conjunto de todas as fungoes mensuraveis f limitadas
tais que

/ [ dpz < pa(B).
B

Note que C é nao vazio (por qué?). Considere a ordem parcial in-
duzida da reta nos elementos de C'. Pelo teorema da convergéncia
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monoétona, toda sequéncia mondtona em C' converge para um ele-
mento de C. Veja que dadas f; e fo em C entao, naturalmente
max{ f1, fa} também estd em C. Assim, pelo lema de Zorn, existe
elemento maximal, que pela propriedade anterior é o tinico elemento
maximo que denotaremos por g € C.

Por outro lado, suponha que exista um conjunto B tal que

/ g dpa < p1(B),
B

isso vai contradizer a maximalidade da g (omitimos os detalhes dessa
parte).
O

Exemplo 1.8 (Mudancas de coordenadas em R™).

No Exemplo 1.6 sobre férmula de mudanga de varidvel por um
difeomorfismo g : U — V entre abertos de R", a expressao da me-
dida induzida como |det(d,g~!)| dy significa formalmente que g * A
¢é absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue original
A, além disso, a derivada de Radon-Nikodym ¢é dada por

dg * A

T W) = det(dyg ™).

para todo y em V.
|
Voltemos ao caso onde (€2, F,P) é um espago de probabilidade.

Definigao 1.3. Dada uma varidvel aleatéria real X em L' (Q, F; R)
e uma sub-o-dlgebra G C F, a esperanca condicional E[X|G] € uma
varidvel aleatoria G-mensurdvel tal que

/GX dP :/GE[X|Q] dP (1.2)

para todo conjunto G € G.

A ideia que se deve ter da esperanca condicional é de um filtro
ou transformador de uma fungao F-mensuravel em uma funcao G-
mensurdveis que ndo modifica as médias (integrais), quando olhamos
nos subconjuntos de G. Esse conceito é um dos mais importantes
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e mais ricos em teoria de probabilidade. Um martingale, por ex-
emplo, nosso tipo favorito de processos estocasticos, é uma familia
de varidveis aleatdrias integraveis (X;)ier., tal que E[X;|G;] = X,
onde (Gs)ser., ¢ uma familia de o-algebras. Assim, todas as pro-
priedades da esperanca condicional passam para o processo (por ex-
emplo: média constante, ver Teorema 1.11, item (b) abaixo). Voltare-
mos a falar de martingales no préximo capitulo.

Exemplo 1.9 (Espagco de probabilidade finito).

Suponha Q = {1,2,...,10}. Seja F a o-dlgebra discreta, P =
Zgl Aid;, com 2221 A = 1 e G a sub-o-dlgebra gerada pelos con-
juntos A1 = {1,2}, A2 = {3,4,5}, A3 = {6} e A4 = {7,8,9, 10}
Quando consideramos o espago mensurdvel (2, G), esse se reduz, ou
se preferir, fica isomorfo a um espago mensurdavel finito com qua-
tro elementos Q' = {a1,as,as,a4} com a o-algebra discreta em .
Toda funcdo G-mensurdvel em €2 é constante nos conjuntos A;’s, com
j=1,...,4 (por qué?). Logo, a esperanca condicional E[ - | G] é
uma funcao constante nos A;’s que preserva a propriedade de inte-
gracao nos G-mensurdveis. Dada uma varidvel aleatéria X em 2, com
X(@)=a; € R,i=1,...,10, ficamos entdo com a seguinte descrigao
de sua esperanga condicional:

BIXION0) = 5y 3o = g [, X P

quandoi € Aj,comi=1,...,10ej=1,...,4, desde que P(A4;) # 0.
Se P(A;) = 0 entao podemos atribuir qualquer valor a E[X|G](%), em
particular, por facilidade, podemos convencionar o valor nulo.

No caso geral temos o seguinte teorema de existéncia e unicidade
q.s..

Teorema 1.10 (Existéncia da esperanca condicional). Dada uma
varidvel aleatoria integrdvel X e uma sub-o-dlgebra G, existe e € unica
P-q.s. a esperanga condicional E[X|G], que satisfaz a equagao (1.2).

Demonstragao: Seja X+ = max{X,0} a parte positiva de X. De-
fina uma nova medida dada por

PX+A:/X+du
A
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sobre todos os conjuntos A que sejam G-mensuraveis. Naturalmente
Py+ < P|g, portanto o teorema de Radon-Nikodym garante que
existe uma funcdo h™, G-mensuravel tal que Px+ = hTP sobre os
G-mensuraveis.

Repita o argumento para X~ = max{—X,0} para obter uma
fungdo G-mensuravel h~. Entdo a esperanca condicional E[X|G] =
ht — h~. Para a unicidade, suponha que uma funcio g seja G-
mensuravel e que também satisfaga a propriedade de integragao (1.2).
Entao, para todo G € G

/ E[X|G] dP]g = / g dPlg
G G

se e somente se

[ (E1x16) - 9) dPls 0
G

Integrando sobre os conjuntos G onde o integrando é positivo e sobre
G5 onde o integrando é negativo, a expressao acima vale se e somente
se (E[X|G] — ¢g) = 0 em P|g quase todo ponto.
|

A probabilidade condicional vem diretamente da esperanca condi-
cional colocando, para todo A € F, P{A|G} = E[14]|G]. As pro-
priedades seguintes sao consequéncias praticamente diretas da definigao,
suas demonstracoes sao bons exercicios para iniciantes:

Teorema 1.11. Dadas duas varidveis aleatérias X,Y € LY(Q):
a) (linearidade) Para todos nimeros reais a e b, temos

E[aX +bY| G] = aE[X]| G] + bE[Y| G];

b) (invariancia da média) E[E[X| G]] = E[X];
c) (propriedade de projecio) E[X| G] = X se X for G-mensurdvel;

d) (G-mensurdveis agem como constantes) E[Y X|G]] = YE[X| G]
se'Y for G-mensurdvel;

e) (filtragao) Dados G1 C Go C F entao
E[X| G:|G1] := E[E[X]| G] | G1] = E[X] Gi].
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Exercicio 1.10. Verifique que a esperanga condicional E[ - | G] :
LY(Q,F) — LYQ,G) é um operador positivo, isto é, se X,Y €
LY(Q,F), com X <Y entio E[X| G] <E[Y]| G].

Exercicio 1.11. Mostre que se X € L?(Q,F) entdo a esperanca
condicional B[ - | G] : L2(Q,F) — L?(Q,G) € a projecdo ortogonal
nesse subespaco.

Desigualdade de Jensen:

Uma funcao f: R — R é conveza se para todo = € R, existe um
coeficiente real a tal que f(y) > f(z) + a(y — x). Geometricamente
significa que seu gréfico tem a regido superior convexa em R2. Toda
fungao convexa é continua, além disso, se f for derivdvel entao dado
um ponto x, @ = f’(x) é tinico. Mesmo que néo se tenha a unicidade
de o em relagao a x, as possibilidades de escolha de a sao sempre
monotonas nao decrescentes em relagao a x.

Proposicao 1.12 (Desigualdade de Jensen). Dados X uma varidvel
aleatéria, f uma fun¢do convera, e G uma sub-o-dlgebra entao:

i) E[f(X)] = f(E[X]);
ii) E[f(X)| g] > f(E[X] G]);

Demonstragao: Para (i), basta tomar z = E[X] e um « € R que
satisfaz a propriedade da definigao de convexidade da f em x, entao

f(X) = f(2) + (X — ).

Tomando a esperanga nos dois lados, o resultado segue por monotoni-
cidade da esperanga. Para (ii), fixemos uma fungdo mondtona a(x)
para cada z € R que satisfaz a propriedade de convexidade da f.
Tome x como sendo a varidvel aleatéria z(w) = E[X|G]. Considere a
varidvel aleatéria dada pela composi¢do a(z(w)). Note que a(z(w))
também é G-mensuravel, ja que a funcao a mondtona é boreliano
mensuravel, portanto:

fF(X) 2 f(z(w)) + a(z(@)(X - 2(w)).

Tomando a esperancga condicional nos dois lados, o resultado segue
por monotonicidade deste operador e pelo Teorema 1.11 [item (d)],
que anula o segundo termo do lado direito.

O
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Exercicio 1.12. Verifique que o operador linear E[ - | G| : LP(Q, F) —
LP(Q,G) € continuo. Descreva o nicleo de E[ - | G].

Exercicio 1.13. Seja h : (Q,F,P) — (M, A) uma v. a. em um
espago mensurdvel (M, A) que gera a sub-o-dlgebra o(h) C F. Dada
uma v. a. real f € LY(Y), mostre que existe uma fungdo deter-
ministica F : M — R integrdvel no sentido de F € L*(M, A, h,P; R)
tal que

E [flh] = Foh.

Isto significa que a melhor aproximacgao para a varidvel aleatoria f,
dada h é uma fung¢ao F (deterministica) de h. Sugestdo: Defina
d Py = f dP. Verifigue que h.(Py) << h.(P) e que F dado pela
derivada de Radon-Nikodym satisfaz a propriedade desejada.

1.6 Independéncia

Dados dois espagos de probabilidade (21, F1,P1) e (22, Fa, P2), de-
finimos um novo espago de probabilidade chamado de espago produto
onde o conjunto base é 1 X ()3, a o-dlgebra produto, denotada por
F1 ® Fa, é aquela gerada pela dlgebra dos retangulos A x B onde
A € F, e B € Fy. A probabilidade produto P; ® Ps é a extensao da
medida na algebra dos retangulos para a o-dlgebra F; ® Fo, onde a
medida sobre os retangulos é dada pelo produto P; ® P2(A x B) =
P, (A) - Py(B).

Dada uma quantidade infinita (enumeravel ou nao) de espacos de
probabilidade (2))xea, com as respectivas o-algebras(Fy)rea € me-
didas de probabilidade (P))xea, podemos também definir o espago
produto (infinito) da seguinte maneira: lembramos que um elemento
w desse espaco produto Q = I1ycA Q) é uma funcdo w : A — TIxcAQy
tal que a “coordenada”\ estd em Qy, i.e. w(\) € Q. Tomamos a o-
dlgebra F = @), Fa como aquela gerada pela dlgebra das restrigoes
em um numero finito de coordenadas, os chamados cilindros de di-
mensao finita definidos da seguinte maneira: dados uma sequéncia

finita de parametros Ay, ..., A\, uma sequéncia de subconjuntos men-
surdveis nos respectivos espagos A; € Fy,,..., A, € Fy, entdo o
subconjunto

C’Al’_i"’A" ={w:w(\) € A;, paratodo 1 <i<n}
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é o cilindro de dimensao finita determinados por Ay, ..., A\, e Ay, ... A,.

s . a7 . ~ . Aq,....A
Exercicio 1.14. Verifique que os cilindros de dimensao finita Cy "™

formam uma dlgebra.

Finalmente a medida de probabilidade P no produto infinito é a
extensao da probabilidade que na algebra dos cilindros de dimensao
finita é dada por:

PO = [ P (4)).

No caso de um produto finito de fatores, a construgao que fizemos
para espacos de probabilidades, vale igualmente para espagos de me-
dida. O caso de quantidade infinita de fatores, se restringe a produtos
de espagos de probabilidade.

Teorema 1.13 (Teorema de Tonelli). Dada uma fun¢do mensurdvel
nao-negativa f no espago produto 21 Xy entdo sua integral no espago
produto pode ser decomposta em integrais nos espacos de probabilidade
originais, coordenada a coordenada e independente da ordem:

[ ra@ixpy = [ [ ) Pald) Pran)
Q1 X0 Q1 J Qo

/ f(z,y) Py(dz) Pa(dy)
Q. JO,

no sentido de, se uma desses valores existirem, entdao os outros dois
também existem e sao iguais.

Na demonstragao do teorema de Tonelli precisa ser mostrado,
antes de tudo, que os integrandos fQQ flz,y) Pa(dy) e le f(z,y) P1(dx)
sao fungdes mensuraveis em x e em y, respectivamente.

Teorema 1.14 (Teorema de Fubini). Dada f : Q1 X Q2 — R
uma fungao integrdvel, entao sua integral também pode ser calcu-
lada integrando-se coordenada a coordenada como nas formulas do
teorema de Tonelli 1.13 acima.

Comparando esses ultimos dois teoremas: de um lado o teorema
de Tonelli é muito util para verificar se uma fungao é integravel,
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simplesmente aplicando as integracoes iteradas no seu médulo. Por
outro, sabendo que ela é integravel, o teorema de Fubini nos d4 um
algoritmo para calcularmos sua integral.

Exercicio 1.15. Considere o sequinte exemplo de espaco produto,
Q1 = Q9 = N com a medida da contagem dada pela série de deltas
de Dirac sobre cada elemento de 1. Considere a sequinte funcdo:
a: N xN — R dada por an,n =1, anpny1 = —1 e todos os outros
valores sao zero. Verifique que

/ / Qj, 5 déz d6J
Qy J

o0 o0
PIPILF

j=11i=1

A DD iy

i=1j=1

/ / a; 5 d5] déz
Q1 J Qo

Isso contradiz os teoremas de Tonelli ou de Fubini?

Definicao 1.4. Dado um espaco de probabilidade (Q, F,P), dizemos
que dois eventos A, B € F sdo independentes em rela¢do a medida P
se P{AN B} =P(A)P(B).

Generalizando essa definicao, dizemos que duas familias de sub-
conjuntos Ay e B, sao independentes se P{A) (| Bo} = P(4,)P(B.)
para todos os pares de elementos Ay e B,. Um conjunto finito de
o-dlgebras (Fj)i<j<n € dito mutuamente independente (em relacao
a medida P) se P(Nj_, 4;) = [[j, P(4;), para todo A4; € F;.
Uma familia de o-algebras é dita mutuamente independente se a
propriedade do produto acima vale para todo subconjunto finito de
indices dessa familia. Dizemos entao que uma familia de varidveis
aleatdrias (X))aea sdo (mutuamente) independentes se as respecti-
vas o-dlgebras o(X))rea s@o (mutuamente) independentes (ver e.g.
Halmos [21, §45]). Neste texto, usaremos a terminologia simplificada
de “independéncia”’para nos referir a indepenéncia mutua.

Exemplo 1.10 (Espagos produtos).
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Tipicamente varidveis aleatérias independentes aparecem em es-
pacos produtos. Se um espaco de probabilidade é dado por um
produto, digamos ) = Hf; Q;; entao, dadas varidveis aleatdrias
X; : Q — R onde cada X; s6 depende da i-ésima coordenada, entao
X1, Xo,...sao varidveis aleatérias independentes

O

Exemplo 1.11 (V.a. independentes e identicamente distribuidas -
iid.).

No exemplo acima, se além da sequéncia X7, Xs,... ser inde-
pendente, as distribuicoes forem iguais, chamamos essa sequéncia de
i.i.d.. Tipicamente as sequéncias i.i.d. sado construidas como cépias
de uma v.a. original. Dada uma varidvel aleatéria X sobre um espago
de probabilidade (£2, F,P). Considere o espaco produto 2 = [[* Q,
com a correspondente o-algebra Fe probabilidade P. Os elemen-
tos de €2 sdo sequéncias de elementos de €, isto é, © = (w1, ws,...).
Defina em €2 a seguinte sequéncia de varidveis aleatérias: X;(@) =
X (w;). Assim, sobre o espago estendido ((NZ,]? ,f’) construimos uma
infinidade de cépias da varidvel aleatéria original X, além disso, essa
sequéncia é i.i.d.. Esse modelo corresponde a nossa experiéncia com
varias sequéncias de variaveis aleatdrias bastante familiares como
jogar moedas, atirar dados, roletas, etc.

|

Exercicio 1.16. Dé exemplo de um espaco de medida com trés sub-
conjuntos mensurdveis que sdo dois a dois independentes mas nao
sao mutuamente independentes.

Exercicio 1.17. Mostre que se uma varidvel aleatoria X for indepen-
dente da o-dlgebra G, entao a esperanga condicional E[X|G] = E[X].

Terminamos essa segao com resultados classicos uteis na teoria.
Lembre que o limite superior de uma sequéncia de conjuntos (Ay)n>1
é definido o conjunto de pontos que estao em infinitos A,,’s, i.e.:

limsup 4,, = ﬁ G A,.

nmee k=1n=k

Analogamente,
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oo o0
hnrl_l}lngn = U ﬂ A,.
k=1n=k
que € o conjunto de pontos que a partir de um determinado N € N,
aparece em todo A, com n > N

Exercicio 1.18. Mostre que para toda sequéncia de conjuntos A,
n > 1, temos que
liminf A, C limsup A4,

Lema 1.15 (Lema de Borel-Cantelli).

1) Dada uma sequéncia de conjuntos mensurdveis (Ap)n>1, se
S P(A,) < oo entio P(limsup 4,)) =0

n=1

2) Se os conjuntos mensurdveis da sequéncia (Ap)n>1 forem inde-
pendentes e Y- P(A,) = oo entio P(limsup 4,) =1

Demonstracao: Para (1), tome Fy, = J,—; A, entdo 0 < P(F}) <
>0 . P(A,) que vai para zero quando k vai para infinito. Como
P(limsup A,,) < P(F}) para todo k € N, entdao P(limsup A,) =
0. Para (2), assumiremos que temos independéncia mutua e vamos
mostrar que o complementar UN AS, tem probabilidade nula. De fato,
seja agora Fj, = (), A%. Entao:

P(A) = [[P4)
n=~k

oo

= H (1 - P(An))

n=k

< H exp{—P(4,)}
n=k

jad que (1 —a) < e™® para todo a € R. Portanto, pela divergéncia da
série, o produtdrio vale zero. Assim, o complementar do limsup A,
é a uniao enumeravel de conjuntos de probabilidade zero, portanto
P(limsup A4,,) = 1.

|
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Para ilustrar a primeira parte do lema, suponha que X, é uma
sequéncia de v.a. discretas digamos a valores em {0,1} tal que
P(Xn = 0) = 1/n? para cada n > 1. Assim, a série >~ P(Xn = 0)
converge e o lema de Borel-Cantelli assegura que a probabilidade
de X,, = 0 ocorrer um numero infinito de vezes é zero (aqui A, =
X,71(0)). Dizendo ainda em outras palavras, observado os resultados
da sequéncia X, com probabilidade um ela s6 vale zero uma quan-
tidade finita de vezes. Note que a convergéncia da série é crucial!
Num jogo de apostas, essa convergéncia (i.e., essa integrabilidade em
relagdo & medida infinita g = ;" §;) pode fazer a diferenga entre
perder tudo ou sair miliondrio!

Sobre a segunda parte, a ideia é que, ou os conjuntos A, ji
sao grandes (probabilidade um), ou sdo pequenos, mas pela inde-
pendéncia e divergéncia da série, é possivel cobrir todo ponto de (2
(q.s.) um numero infinito de vezes.

1.7 Convergéncias de variaveis aleatorias

Segue abaixo um resumo das principais topologias (formas de con-
vergéncia) no espago de varidveis aleatérias que usaremos:

1) Uma sequéncia de v.a. X, : Q@ — R converge para uma certa
v.a. X quase sempre (q.s.) ou P-q.s. se existe um conjunto
mensurdvel ') com P(Q') = 1 tal que a para todo w € ', a
sequéncia numérica X,,(w) converge para X (w).

Escrevemos X = lim X, g.s..

2) A sequéncia X,, converge para X em probabilidade se para todo
e >0,

lim P{w;|X,, — X| > ¢} =0.
Escreveremos X = P-lim X,

3) A sequéncia X, converge para X em LP, 1 < p < oo se
limy, o0 || X, — X, =0

Escreveremos X = LP-lim X,,.
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Para os leitores ainda nao familiarizados com a teoria, deixamos
como exercicio fazer os diagramas das implicagoes dos tipos de con-
vergéncia (dominada e ndo dominada), baseados nos seguintes exer-
cicios (ver, entre outros, Bartle [4]):

Exercicio 1.19. 1. Convergéncia q.s. implica em convergéncia
em probabilidade. Convergéncia em probabilidade garante que
existe uma subsequéncia que converge q.s.. Dé exemplos de
varidveis aleatorias que convergem em probabilidade mas nao
convergem (.s..

2. Convergéncia em LP implica em convergéncia em probabilidade
e que existe uma subsequéncia que converge ¢.s. Se a con-
vergéncia for dominada entdo convergéncia em LP é equivalente
a convergéncia em probabilidade.

Dentro desse contexto, o teorema da convergéncia dominada 1.5
garante que convergéncia ¢.s.de fungoes limitadas (“dominadas”) por
uma funcao integrével entdo a convergéncia se da também em LP.

Dada uma sequéncia de medidas de probabilidade p, em um
espago métrico, normalmente completo e separavel, (M, (B)), dize-
mos que a sequéncia p, converge fracamente para p se p,, convergir
na topologia fraca-* para p no dual de C(M;R), isso é, se para toda
funcdo continua com suporte compacto f : M — R tivermos

lim fdun :/ fdu.
n—oo M M

Dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatorias X,, definidas
em espagos de probabilidades (2,,, P,,) converge em distribuicdo ou
em lei para uma varidvel aleatéria X se suas distribuicoes (X,,).Pp,
convergirem fracamente para a distribuicao de X. Note que as v.a.
acima nao precisam necessariamente estar definidas no mesmo espago

de probabilidade.

1.8 Variaveis aleatérias gaussianas

Conforme vimos, frequentemente, sobretudo em modelagem estatis-
tica, a informacgao que temos de uma varidvel aleatéria X é a sua
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distribuicao X,P em R e nao propriamente a funcdo X : @ — R
que a define. O teorema da medida induzida ja nos mostrou que
isso é suficiente para calcularmos a média (esperanga) e os momentos
dessa variavel aleatéria. Nesta secao apresentaremos a distribui¢ao
gaussiana que é mais importante em teoria de probabilidade. A im-
portancia da gaussiana num primeiro momento se baseia em vérios
fatos: o primeiro deles é que sao fechadas para limites g.s., limites em
probabilidade, limites em L2, convergéncia fraca. Outro fato essen-
cial é que essas varidveis aleatérias formam um espaco vetorial dentro
das varidveis aleatérias quadrado integraveis. (Ver mais comentdrios
no Apéndice).

Definicao 1.5. Dizemos que uma medida de probabilidade € gaus-
stana , ou normal N(m,C), em R? se sua densidade é dada por:

\ /gj:)g; exp— <C Nz - n;), (x —m) > 1

P(x) =

onde m € R? é chamado de média e C' ¢é uma matriz positiva definida
chamada de matriz de covariancia.

Analogamente, uma varidvel aleatéria X = (Xi,...,Xy) é cha-
mada uma gaussiana N(m,C) em R? se sua distribuicdo for uma
medida gaussiana N(m, C).

A terminologia para os parametros m € R? e a matriz positiva
definida C vem do fato de que, se X é uma varidvel aleatéria N (m, C),
entao sua média é dada por m = E[X] e a matriz de covariancias C =
E[(X —m)(X —m)], onde “t”aqui significa transposta. Se a projegao
ortogonal da v.a. X em uma certa diregdo v # 0 for constante,
i.e. tiver varidncia nula, diremos que essa gaussiana é degenerada na
direcao v. Estamos assumindo que as medidas gaussianas sao sempre
nao degeneradas, isso é, sao absolutamente continuas em relagao a
medida de Lebesgue (det C' # 0). Dizemos que uma varidvel aleatéria
N(m, () é gaussiana centrada se m = 0.

Exercicio 1.20. Mostre que a distribuicio P(z) definida acima de
fato corresponde a uma medida de probabilidade: fRd P(z) dz =1
(sugestdo: use mudanga de varidvel para diagonalizar C' = Idgxq, de-
pois coordenadas polares em R? para verificar que fexp{ac?/?}dmi =
V21 para cada i =1,2,...d.
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A transformada de Fourier de uma medida u em R? é a funcao
complexa no dual de R¢ dada por:

oula) = [ €< duy).

O integrando é limitado, portanto a integral sempre existe. A teoria
de andlise de Fourier garante que a transformada de Fourier acima
caracteriza a medida p (ver e.g. Folland [17]). Essa transformada
também se aplica em medidas sobre espagos de Banach, neste caso,
na férmula acima, u é um elemento do dual e < u,y > ¢é a avaliagao
u(y).

Analogamente, para varidveis aleatdrias, se X for uma v.a. em
R?, sua transformada de Fourier é a transformada de Fourier de sua
distribuigao, isto é, pelo teorema da medida induzida:

¢X(U) _ E[€i<X’u>].

O exercicio abaixo envolve somente calcular uma integral. A
férmula esta dizendo que as distribui¢oes das medidas gaussianas sao
autovetores do operador linear dado pela tranformada de Fourier.
Exercicio 1.21. Verifiqgue que uma medida gaussiana N(m,C) tem
transformada de Fourier dada por ¢(u) = exp{i < u,m > —% <
Cu,u >}. Conclua que as gaussianas centradas estao no autoespago
de autovetores associado ao autovalor 1 da transformada de Fourier.

A férmula do exercicio também serd 1til para demonstrarmos os
teoremas abaixo, que mostram mais propriedades bésicas das gaus-
sianas.

O primeiro enunciado é consequéncia direta das definicoes e da
unicidade da transformada de Fourier:

Teorema 1.16. Se uma sequéncia de varidveis gaussianas X, con-
verge em distribuicdo para a uma varidvel aleatoria X, entao X
também ¢ gaussiana.

Demonstragao: De fato, pela definicdo de convergéncia em dis-
tribuigdo temos que a transformada de Fourier ¢x (u) converge para
o limite das transformadas:

/ ei<ur> PX(df) = lim PRASTR an(dx).
Rd

n—oo [pa
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Isto é, se cada X,, tem média m,, e matriz de covariancia C,, entao

1
ox(uw) = lim exp{i <u,m, > —3 < Cp,u>}

n—oo

1
= exp{i<u, im m, >—= < lim C,,u >}
n—oo 2

n—oo

Portanto, nao s6 X é gaussiana como tem média e matriz de co-
variancia dadas pelos limites desses parametros.

O

Teorema 1.17. Uma varidvel aleatéria X = (Xq,...,Xq) € gaus-
siana em R se e somente se Y = M Xy + ...+ XXy € gaussiana
para todo A1, ..., g € R.

Demonstragao: Se X for uma gaussiana em R‘icom média m =
(E(Xy),...,E(Xy), entdo para todou € R,etodo A = (Aq,...,\g) €
RY, sua tranformada de Fourier satisfaz:

Ox (U1, ukg) = B [enMt Ao
_ 1 _
= exp{i <u\,m> —3 < Cu, ul >}
_ 1 _
= expliu < \,m > —§u2 < CA\ >}
= ¢v(u)

Portanto Y = A X +...+AqXq ¢ gaussiana com média < A,m >
e variancia < CA, A >.

Reciprocamente, suponha que fixado um A = (A1,...,\q) € RY,
temos que Y seja normal, com média EY = my e varidncia E (Y —
my)? = o%. Entao

¢Y(u) _ E[eiu(Ale—i-...—i-)\dXd)]

. 1
= exp{iu(my) — §u20’32/},
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com my =< \,mx > e

d d

oy = EO_NX;—> Amy)

j=1 j=1

I

=
>
>
S

isto é
_ 1 _ _
oy (u) = exp{iu < \,m > —§u2 < COMA >} = dx(ud)

portanto X é gaussiana.
|
Como consequéncia imediata deste ultimo resultado temos que
dadas duas variaveis aleatoérias gaussianas X e Y independentes, con-
siderando a matriz de covariancia em R? de (X,Y), conclufmos que
X +Y é gaussiana com média mx + my e variancia varX + varY'.
O proximo teorema mostra que vale a reciproca do teorema de
integragao de funcoes independentes desde que essas fungoes tenham
distribuicoes gaussianas:

Teorema 1.18. Dadas duas varidveis aleatorias gaussianas centradas
X eV, elas sio independentes se e somente se E[XY] =0

Demonstragao: Se X e Y forem v.a. independentes, a teoria de
integragao garante que a integral do produto é o produto das integrais
(ver, por exemplo Halmos [21, §45, Thm A]).

Para estabelecer a reciproca vamos provar que

P :=P{w: X(w) € Gy e Y(w) € Ga}

é dado pelo produto P{X € G1}P{Y € G5}, para todo G1,G2 C R

mensuravel.
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Considere a v.a. Z(w) = (X,Y) € R?, com média m = 0 e matriz
de covariancia )
_(ox 0
(T &)

Entao P, = P{Z € G1 x G}, portanto

1 1

foe =5 ol (0)(5)) o
G1xGa 2w 2 Y Y

1 22 Y2
I — - ——= ¢ dxd
oy o, ™? g ) a2

1 2 1 §

/exp —I—Q dx /exp fy—Q dy

2rox Ja, 20% 2oy Ja, 205

P{X € G} P{Y € G2}

Py

O

Teorema 1.19. Se X,, ¢ uma sequéncia de v.a. gaussianas em R? e
sao tais que X, converge em probabilidade para uma v.a. X, entao
X também € gaussiana.

Demonstracao: A métrica do angulo no circulo é menor que a
métrica euclideana em R?. Assim, temos que para todo z,y,u € R?

|t <wT> _SuY> | < <> — <uy>|=| <u,x—y>|
< ul-fz—yl

Assim, fixado u € R?\ {0} temos

P{w:|ei<u,Xn>€i<u,X>|>€}§P{w:|XnX|>|5|}'
U

Portanto, pela hipétese, temos que €<**»> também converge para
e'<®X> em probabilidade. Como nestas v.a. as normas sao limitadas
(constantes iguais a um), pelo teorema da convergéncia dominada
temos que e'<“X»> converge para e’<“*X> em L!, isto é

: <u,Xpn> __ <u, X >
lim E e'~%3n” =K '~ 7

n—oo
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portanto em termos das transformadas de Fourier:

1
ox(w) = lim exp{i < u,m, > ~5 < Cpu,u >}

n—oo

1
exp{i < u, lim m, > ~3 < lim C, u,u >}
n—oo

portanto nao sé X é uma v.a. gaussiana como sua média e matriz de
covariancia sao os limites da média e matriz de covariancia de X,,.

|
Observagao 1.22 (Subespaco das gaussianas em L?).

Como convergéncia em LP implica em convergéncia em probabili-
dade, o resultado acima vale para convergéncia em LP também. Em
particular, considere o seguinte subespaco:

H;, = {v.a. gaussianas de média 0} C L?(Q, F,P).

Pelo teorema acima, H; é um subespago fechado, portanto é um
espago de Hilbert. Além disso, pelo Teorema 1.18, temos que f,g €
‘H1 sao ortogonais se e somente se sao independentes. Voltaremos a
esta observagao no apéndice.

|

Exercicio 1.23 (Gerador aleatério de gaussianas). Verifique que a
medida induzida pela aplicagdo X : [0,1] x [0,1] — R?, dada, para
cada (x1,x2) € [0,1] x [0,1], por

X1 =+v—-2lnz; cos(2rxs),
Xo=+—2Inz; sen(2maxs),

¢é uma gaussiana N (0, Idy) em R2.
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Capitulo 2

Processos estocasticos

Um processo estocdstico é uma familia de varidveis aleatérias em um
espago de estados mensurdvel (M, &) que, tipicamente, é um espago
métrico com a o-algebra dos borelianos £. Indexaremos essa familia
de v.a. por um conjunto abstrato T'. Assim, um proceso estocdstico é
uma aplicacdo X : T x Q — M, (w,t) — X(w) tal que, fixado t € T
Xi(w) é mensurdvel em w. Na grande maioria das vezes T representa
o tempo: continuo (R ou R>g) ou discreto (Z ou N).

Observagao 2.1 (Sobre a generalidade do indexador T).

Embora essa interpretacao do 7' sendo o tempo é a mais intu-
itiva e natural, a definicao genérica acima para o parametro T pode
ser 1util em contextos que aparecerao posteriormente. Por exemplo,
processos indexados em grupos. Para os iniciados vai aqui um exem-
plo interessante: fixado um ponto zo € M em uma variedade difer-
enciavel, uma agao de um grupo de Lie G em M dada por g — gxg é
um exemplo de um processo estocastico indexado em G onde €2 tem
um unico elemento. Para um {2 menos trivial, tome cada elemento
deste espago como sendo agoes distintas de G em M. Outro exemplo
mais ligado ao assunto principal deste texto: uma das construgoes
do movimento browniano no Apéndice estd baseada em um processo
estocdstico (gaussiano, como serd visto) indexado em um espago de
Hilbert; tal processo serd uma isometria entre elementos de T e gaus-
sianas com a norma de L?(Q2). Ainda um terceiro exemplo sido os

37
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chamados campos aleatdrios na abordagem que faz Kunita [32] para
uma demonstragao do critério de Kolmogorov no espago euclideano
onde T é um aberto de R.

|

2.1 Processo canonico e continuidade

A menos que se faga mencao explicita, em todo esse capitulo T deno-
tarda o tempo. Assim, podemos falar das trajetorias de um processo
estocdstico que é a dindmica temporal quando o parametro aleatério
w é fixado, i.e., X.(w) : T — M. Se denotarmos por M7 o conjunto
de todas as funcoes de T para M, as trajetérias de um processo é um
subconjunto de M7T.

Para um subconjunto finito ¢ = {t1,...,t,} € T, denote por
pr: MT — M T a projecao dada pela restricao das funcoes em M7 nos
pontos de &. Em M" temos a o-dlgebra natural £ que faz com que a
bijecao dada pela avaliagdo f € M — (f(t1),..., f(tn)) € (M",E™)
seja mensurdvel (em outras palavras, £' e £" sao isomorfas). Os
conjuntos pgl(A) € M7, com A € £ sao chamados de cilindros de
dimensdo finita em M7 . Verifique que, analogamente ao que fizemos
na secao de espagos produtos, interse¢oes e complementos desses cilin-
dros sao unides finitas de cilindros, portanto eles formam uma algebra
de subconjuntos de M7”. Denotaremos por £ a o-algebra gerada
pelos cilindros de dimensao finita. As probabilidades induzidas nas
restrigoes finitas M*, i.e. as medidas (pz).(X.P) sao chamadas de
distribuicao de dimensao finita do processo X.

Note que, se tivermos dois subconjuntos finitos do tempo # C ' e
se w4 1 MY — M for a projecio ou restrigio de M' em M? entdo,
por composi¢ao, as medidas nos cilindros de dimensao finita satis-
fazem (74 )+ (p7)«(XuP) = (pz)« (X, P). Essa compatibilidade das
probabilidades nos cilindros de dimensao finita é condicao necessaria
para, futuramente, fazermos o procedimento inverso, isto é, dadas
probabilidades nos cilindros de dimensao finita, construirmos um pro-
cesso. Ver condigdo de Chapman-Kolmorogov 2.1 mais a frente.

Todo processo estocastico tem uma representacao canoénica no
espago de suas préprias trajetorias. De fato, considere a variavel
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aleatéria sobre o espago de trajetérias X:0- (M7 €) dada por
wi— (X.(w): T — M). A mensurabilidade de X; em w para todo
t, implica na mensurabilidade de X na algebra dos cilindros de di-
mensio finita. Daf segue que X é mensurdvel em relacao 4 ET. Con-
sidere sobre M1 a medida induzida X, (P).

Definigao 2.1. A representagdo canonica de um processo estocdstico
X € o processo X definido sobre o espago de probabilidade nas tra-
jetérias (M1 ET X, P), com X : MT xT — M, dado pela avaliacio
X (w) = w(t), onde w e MT.

A ideia do processo candnico é podermos intuir sobre a dinamica
do processo, olhando as probabilidades diretamente nas trajetérias.
Note que apesar de estarem definidos em espagos de probabilidade
diferentes, os processos X e X tem as mesmas distribuices de di-
mensao finita, i.e. a mesma medida induzida nos cilindros de di-
mensao finita.

Nas préoximas se¢Oes mostraremos uma construgao que heuristi-
camente é o inverso do que fizemos aqui: ao invés de termos um
processo e considerarmos as distribuigoes de dimensao finita, dada
uma familia de distribuicoes de dimensao finita desejada, constru-
iremos um processo estocastico que satisfaca essas distribuicées nos
cilindros de dimensao finita. (Esse é o contetido do teorema de ex-
tensao de Kolmogorov 2.2, mais a frente).

Um processo estocastico X é chamado de um processo gaussiano
se suas distribuigdes de dimensao finita para cada t = {t1,...,t,}
sdo gaussianas em R™. O processo é chamado de estaciondrio se
suas distribui¢oes de dimensao finita nao se alteram por translagoes
no tempo, i.e., (X¢)i>0 € (X¢4n)i>0 tém as mesmas distribuigdes de
dimensao finita.

As classes de equivaléncias entre processos estocasticos que usare-
mos aqui estao em trés niveis.

1. Dados dois processos X : QxT — M eY : Q' xT — M,
dizemos que X e Y sao versdes um do outro se suas distribuicoes
de dimensao finita sao iguais.

2. Dois processos X e Y definidos no mesmo espago de probabi-
lidade sao ditos modificacdo um do outro se, para todo t € T,
X; =Y, P-gs..
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3. Por fim, a equivaléncia mais fina: X e Y sdo ditos indistiguiveis
se P{X; =Y; paratodot € T} = 1.

Naturalmente indistinguibilidade implica em modificagao, que por
sua vez implica em versao.

Exemplo 2.1 (Modificagao que nao é indistinguivel).

Seja = [0,1] com a medida de Lebesgue e T' = [0,1]. Defina
08 processos estocdsticos Xi(w) = w e X](w) = w se t # w, sendo
X{(w) = 0. Entdo P{w : X¢(w) = X/(w)} = P{[0,1]\ {t}} = 1, por-
tanto X e X’ sdo modificagbes um do outro. Porém, P{w : X;(w) #
X/{(w) para todo t € T} = 0 portanto X e X’ nao sdo indistingufveis.
B |
Note que o processo candnico X associado a um processo X, como
fizemos acima, é um exemplo de um versao de X, jd que tem as
mesmas leis, mesmo estando definido em espagos de probabilidades
diferentes. QOutra situagao frequente onde se considera versoes de
processos ¢ quando lidamos com um movimento browniano: estamos
na realidade lidando com uma das (infinitas) versdes desse processo,
cuja caracterizacao estd nas leis do processo. Exemplo onde apare-
cerao processos que sao modificacbes um do outro estd na proxima
secao, na construgao das trajetérias continuas do movimento brow-
niano. Finalmente, exemplos de processos indistinguiveis aparecem
quando estudamos solugoes de equacoes diferenciais estocasticas: se
os campos forem lipschitzianos, a solugao de uma equacao diferencial
estocastica é Unica a menos de indistinguibilidade.

Definigao 2.2. Se T e E sao espagos topoldgicos entdo um processo
X :QXT — E € continuo q.s. se P{w :t — X¢(w) € continua } = 1.

Exercicio 2.2. Dados T um espaco topoldgico separdvel e E um
espaco de Hausdorff, se X, X' : Q x T — E sdo modificacoes um do
outro e q.s. continuos entdo X e X' sdo indistinguiveis.

2.2 Filtracao e tempos de parada.

Uma familia de sub-o-dlgebras (F;);>0 C F é chamada de filtragdo
no espaco mensuravel (Q, F) se for crescente no sentido de Fs; C F;
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quando 0 < s < t. Quando necessario enfatizar, denotamos o espaco
de probabilidade filtrado por (2, F,F;, P). Um processo X é dito
adaptado & uma filtracdo (F;)i>o se X, for Fy-mensurdvel para todo
t > 0. Todo processo é adaptado a sua filtracao natural denotada

]O—'t: 0{Xs,0 < s < t}. Limites laterais de filtragoes sdo definidos,
a esquerda, como Fy- = \/,_, Fs, i.e., a o-dlgebra o(J,., Fs); e a
direita, como Fy+ = (1,5, Fs € Foo = V5o Fi- Uma filtragao é dita
continua a direita se Fy = Fy+.

Um variavel aleatéria real T > 0 é um tempo de parada em relagao
& uma filtracdo (F) se o conjunto {w : T'(w) < t} for Fr-mensurdvel
para todo ¢t > 0.

Exercicio 2.3. Verifique que se a filtracao F; for continua a direita,
entao a definicio acima € equivalente a dizermos que {T < t} € F;-
mensurdvel.

Uma idéia intuitiva que ajuda a entender o conceito de tempo de
parada comega com o seguinte: interprete uma o-algebra como sendo
a possibilidade de se obter informacoes sobre as varidveis aleatorias
mensuraveis em relagdo a ela. Assim, quanto maior for uma o-
algebra, mais informagoes temos sobre uma familia de varidveis alea-
térias. Dado um processo adaptado em relacao a uma filtragao, con-
hecer um processo até um tempo t significa conhecer a o-algebra
Fi. Um tempo de parada T é uma varidvel aleatéria que sinaliza
algum acontecimento nas trajetérias (por exemplo entrada em um
certo subconjunto no espago de estados, como veremos na proposigao
abaixo), portanto, T s6 pode sinalizar que algo ocorre até o instante
t se essa informacao estiver em F;, caso contrario, a informagao seria
nao-causal.

Dado um processo estocdstico adaptado X em R? e G C R?, o
tempo de entrada de X em G é dado pela varidvel aleatéria T (w) =
inf{t > 0: X;(w) € G}, onde convencionamos que inf{}} = oco.

Proposigao 2.1. Seja X um processo estocdstico continuo com Fy
sua filtragao natural.

i) Se G for fechado entdao Tg é um F; tempo de parada.

ii) Se G for aberto entao Tg € um Fy+ tempo de parada.
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Demonstragao: Para (i), basta verificar que

{Te <t} = {w: S<i£gfé@ d(Xs(w),G) =0}

oo

N U {w: dXiw).G) <1/n}eF

n=1s5<t,s€Q

Para (ii):
{Te <t}= |J {X.€G} eF.

s<t,s€Q

Agora use o exercicio 2.3 e o fato da filtracao (F;+); ser continua a
direita.
|

O resultado acima pode ser melhorado observando que a filtracao
natural de um processo continuo é continua a direita.

Dado um Fi-tempo de parada T, define-se a o-algebra Frp for-
mada pelos conjuntos A € Fo, tal que A({T <t} é Fi-mensurdvel
para todo t > 0.

Exercicio 2.4. Mostre que sel" e S sao tempos de parada entao SVT
e S AT também sdao tempos de parada. Se S <T entdo Fg C Fr.

Exercicio 2.5. Dada uma sequéncia T, de Fi-tempos de parada,
entao sup,, T, € tempo de parada. Se a filtracao for continua entao
inf,, T,,, limsup,, T,, e liminf, T,, sdo tempos de parada. Se T,, | T
entao Fr =), Fr, -

2.3 Processos de Markov

Comegamos apresentando o modelo discreto de processos de Markov,
que também é chamado de cadeia de Markov finita. Dado um espaco
de estados com ndmero finito de elementos M = {ej,es,...,e,},
pensando no modelo de uma particula saltando em tempos discretos
entre esses estados, atribui-se a cada estado e; uma probabilidade da
particula, estando ali, de saltar para o o estado e;. A essa probabili-
dade denotaremos por F; ;, chamada de probabilidade de transicao.
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Naturalmente > 7 P;; = 1 para todo i € [1,n]. Outra observacao
importante aqui é que essas probabilidades de transi¢ao nao se al-
teram com o tempo, neste caso dizemos que o processo (ou cadeia)
de Markov é homogéneo no tempo .

Tecnicamente, um processo discreto (X,)nen é de Markov se a
probabilidade condicional satisfizer

P(Xn+1 = mn-{—l‘XO =T0,--- aXn = .T") = P(X71,+1 = xn+1|Xn = zn)

para todo n > 1 e para toda sequéncia xg, x1,...,x,+1 de elementos
no espago de estados M. Essa condicao significa que a incerteza do
processo no tempo t = n + 1 (no futuro, digamos) sé depende do
estado imediatamente anterior ¢ = n (no presente, digamos), e nao
dos estados ou da trajetoria nos tempos anteriores.

A intuicao sobre as possiveis trajetérias e a evolugao de um pro-
cesso de Markov, pode ser pensada como se tivéssemos uma enorme
quantidade de particulas distribuidas no espago de estados onde cada
uma obedece individualmente as leis de transi¢ao do pardgrafo acima.
Visto dessa maneira, naturalmente que as trajetérias e a evolugao
da distribuicao dessas particulas no espaco de estados dependera de
como essas particulas foram distribuidas inicialmente.

Considere uma distribuicao inicial pg = a16e, + ... ande, , com
a; > 0, para todo i € [1,n] e Y ] a; = 1. Podemos escrever essa
distribui¢do como uma matriz linha dada por po = [ ... ay). Com
essa notacao matricial, a distribuicao do processo no tempo n = 1
sera dada por

H1 ::u0pv

onde P = (p; j)i<ij<n ¢ a matriz das probabilidades de transicao.
Alguns autores preferem trabalhar com a transposta desta matriz de
tal maneira que a agao sobre uma distribuicao de probabilidade é
feita a esquerda ao invés da direita, como fizemos acima. Preferimos
nesta ordem porque no caso continuo, dada uma distribuicao inicial,
a distribuigdo no tempo futuro serd dada como uma acao adjunta
(transposta, no caso finito dimensional como aqui). Na n-ésima iter-
ada temos entao que a distribuigao é dada por

Hn = ,LLOPn
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Denotaremos as entradas da matriz P™ por P(n); ; que corresponde
a probabilidade de, saindo da posigao i, chegar-se a posicao j depois
de n passos.

Esse fato pode ser verificado por inducao, entrada por entrada.
Ainda mais geral que isso:

Exercicio 2.6. Mostre que as matrizes com entradas nao-negativas,
com soma nas linhas (ou colunas) igual a wm forma um semigrupo
dentro do espago das matrizes.

As matrizes desse semigrupo nao sao necessariamente inversiveis,

por exemplo:
1 0
r-(10)

Nem é comutativo, por exemplo:

1/2 1/2 0 1 0 1 1/2 1/2
(1 0)(1/2 1/2)5&(1/2 1/2)(1 O>'
E da propriedade de semigrupo acima que fica garantido que se pode
compor matrizes de probabilidades de transicao distintas, digamos,
P e Q, para formarmos outros tipos de processos de Markov, s6 que
agora, nao mais homogéneos no tempo.

Dentre todas as distribui¢coes por onde podemos inicializar um
processo de Markov, existe (pelo menos) uma bastante interessante
chamada de medida invariante que é tal que, ao longo do processo,
permanece constante: g = poP", para todo n € N. A descricdo
matricial dessa medida corresponde a um autovetor associado ao au-
tovalor 1 da acdo de P a direita em R"™. A existéncia da medida
invariante, neste contexto é aplicagao direta de algebra linear e é con-
hecido como o teorema de Perron-Frobenius, que garante também que
os autovalores tem modulo menores ou igual a 1. Uma outra maneira
geométrica de se entender esse teorema é notando que a acao de P é
uma isometria no cone de sequéncias positivas de comprimento n com
a norma [y, e existe um ponto neste cone que é atrator dos outros.
Note ainda que, dada uma medida inicial qualquer, sua érbita pela
agao de P, dada por p,4+1 = un P é uma sequéncia infinita em um
espago compacto (o cone acima), portanto existe (pelo menos) uma
subsequéncia convergente para uma distribuicao p
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Se essa medida invariante for inica neste espaco, ela é chamada de
medida ergodica em relacdo ao processo de Markov determinado por
P. Um exemplo disso é quando a matriz P ¢é irredutivel. Se existir
dois subspacos complementares onde a acao de P em cada um for
irredutivel, entao, para cada um deles, existe uma medida invariante
ergodica distinta, com suportes disjuntos em M.

Em outros textos o leitor encontrard também, ao invés de me-
dida invariante, a denominacao de medida estaciondria , do processo
de Markov, no sentido de que é para onde as distribui¢ées do pro-
cesso convergem quando o tempo vai para infinito, dada qualquer
distribuigao inicial. Isso estd relacionado com o fato dos outros au-
tovalores da matriz P serem menores do que 1, o que faz com que a
distribuigao invariante do paragrafo acima seja um ponto atrator de
todas as outras distribuigoes.

No caso do espaco de estados M e do tempo t nao serem discre-
tos (chamaremos de tempo continuo, com trajetérias continuas sobre
M) uma das definigdes equivalentes de um processo de Markov é
uma extensao das ideas do pardgrafos anterior. Considere um espaco
métrico completo e separavel (M, d), uma familia ou um sistema de
probabilidades de transi¢io P, ¢(z,-), é uma familia de medidas de
probabilidades sobre os borelianos de M indexados por 0 < s < ¢t
e z € M. Interpretamos P;¢(x, A) como sendo a probabilidade de,
a partir do ponto x € M no instante s, chegar-se no conjunto men-
suravel A C M, no instante ¢ > s. Para viabilizar a existéncia de
processos estocasticos satisfazendo essas probabilidades de transicao,
precisamos assumir que essa familia satisfaz a seguinte condicdo de
compatibilidade, conhecida como condi¢ao de Chapman-Kolmogorov:

P, y(z,A) = /Ps,t(z,dy)Ptﬂ,(y,A), (2.1)

para todo 0 < s <t < v, x € M e A boreliano de M. Como no
caso discreto, estaremos interessados em sistemas de probabilidades
de transicdo homogéneos no tempo, i.e. P (x, A) = Py (x, A).
Escreveremos simplesmente P, (x, A) ao invés de Ps s14(x, A).

Um processo X; : Q@ x T — M é de Markov (homogéneo) se
ele obedece uma familia de probabilidades de transicao P;(z,dy). no
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sentido de E[lx_,ea|X;] = P:(Xs, A). Escrevendo de outra maneira,
se o processo X; for F;-adaptado, entao para toda funcao limitada
f € C(M;R) temos

E[f(Xs—l-t)'fs} = (Ptf)(Xs)

onde o operador Pif : C(M) — C(M) é definido por (P:f)(z) =
J Pul,dy) f(y).

Uma medida p é invariante se p for invariante pela convolugdo
com Pi(z,-) para todo ¢t > 0, i.e. se

p(4) = [ Pilo. 4) o)

para todo mensuravel A. Combinacao linear de medidas invariantes
é uma medida invariante. Por outro lado, medidas invariantes mini-
mais, i.e., que nao podem ser decompostas em soma de outras medi-
das invariantes sao chamadas medidas ergédicas. Todo espago com-
pacto tem pelo menos uma medida invariante (Teorema de Krylov-
Boguliubov). Ver Yosida [66], [65]. Todo espago localmente compacto
(de dimensdao finita) tem uma tnica decomposi¢do das medidas in-
variantes em medidas ergédicas, dada uma familia de probabilidades
de transicao.

Exemplo 2.2 (Processos discretos).

Todo processo de Markov discreto em F finito satisfaz a condicao
de Chapman-Kolmogorov. De fato, dada a matriz de probabilidades
de transi¢ao P, e uma fungao limitada f : F — R, fixado um ponto
1 € E, entdo sua integral em relacao & medida P (i,5) é dada por

n

/ FO) Puiodi) =Y f()pig-
E j=1
Da mesma maneira,

n

/E 1G) Pulind) = 3 (k)i

Jj=1
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para todo k € N. Assim, a condi¢do de Chapman-Kolmogorov fica:
pomt ey = [ PR dpP(0.d)

= Zp(m)ikp(n)kj
k=1

= (P"P")i;
O
Exemplo 2.3 (Sequéncias i.i.d.).
Dada uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. Xq, Xo,..., ana-

lisar essas v.a. como um processo estocastico indexados em n X, é
um processo de Markov onde as probabilidade de transicao sao inde-
pendentes do valor do processo no instante imediatamente anterior,
i.e.

P{X,1 € Alo(X,)} = P{X, € A}

para todo n.
O

Exemplo 2.4 (Sistemas deterministicos s@o processos de Markov).

Seja f : M — M uma dindmica deterministica no espago métrico
M. Entao a sequéncia dada pela 6rbita de um ponto x( pela aplicacao
f é um processo de Markov a tempo discreto, sobre o espago de pro-
babilidade de um tnico ponto Q = {w}, que fica omitido na notagao.
As probabilidades de transicdo sdo dadas por medidas ¢ de Dirac
Py(z,-) = bf@)()

Se ¢y é um fluxo associado a um campo de vetores, entdo a
dindmica é também um processo de Markov a tempo continuo, sobre
o espaco de um espago de probabilidade de um tnico ponto Q = {w}.
As probabilidades de transi¢do sdo dadas por Py(z,-) = 0y, (2)(+)-

O problema que focaremos agora é o inverso dos exemplos que
vimos: ao invés de ser dado um processo estocdstico, nos é dada uma
familia de probabilidades de transicao. Precisamos garantir a exis-
téncia de um processo estocastico satisfazendo essas probabilidades
de transicao.
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Denotamos por £ = M®+ o conjunto de todas as funcdes de R
em M, com a o-dlgebra F gerada pelos cilindros de dimensao finita,
i.e. tal que toda fungao avaliagao A; : Q@ — M dada por Ay (w) = w(t),
é mensuravel. Temos entao o seguinte teorema geral de existéncia de
processos de Markov:

Teorema 2.2 (Teorema de extensao de Kolmogorov). Dadas proba-
bilidades de transicao P(-,-) e uma medida inicial v em um espago
métrico completo e separdvel (M, d), existe uma unica medida de pro-
babilidade P em (M%+,F) tal que o processo candnico X : M®+ x
Ry — M dado por Xi(w) = w(t) € um processo de Markov associado
a Py(-,-) e tal que Xo tem distribui¢do v.

Demonstragao: Considere inicialmente a algebra dos subconjuntos
de M®+ que sao cilindros de dimenséo finita definidos por:

C{?,l.’.'."',;f” ={weMP . w(t) €A, . ,w(t,) € A,, com
Ogtlgtgg...gtn, €
Aq,.. A, € BR)}.

Defina a seguinte medida sobre essa algebra de cilindros:

P(Cf/},l’,é:‘n) = /IVI/A . /A Ptn—lvtn (:Cn—la An) ’
1 n—1

Ptn727tn71 (l‘n,% dxnfl) cee

oo Py, (1, dxe) Py (z0,dzr) dv(zo).

A medida de probabilidade acima estd bem definida ja que pela
equagao de Chapman-Kolmogorov
ALy Ai=M,..., An Av A An
P(Ctll i tn ) = P(Ctl,l...,a,...tn )’
O resultado do teorema agora segue pelo teorema de extensao de
Carathéodory-Hahn 1.2 que estende unicamente medidas o-finitas

em algebras para medidas na o-algebras gerada.
|
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Verifique que a demonstracao do teorema acima também assegura
o seguinte: considere uma familia de medidas de probabilidade P!
nos espagos produto {EZ};, comt={0<t <tg... <t,} C R4
Assuma a condigao de compatibilidade dada por (z, )52)*P51 = Pl2,
para todo fy C #; onde 7z 7, : E" — E® é a projecdo. Entao
existe uma tnica medida de probabilidade P em E®+ tal que P! =
(T, 7)«P para todo ¢ finito.

2.4 Movimento Browniano

Dentre os processos estocdsticos, o movimento browniano (abrevi-
amos MB) é aquele que nos desperta mais interesse pela riqueza de
propriedades, tanto do ponto de vista analitico quanto geométrico. A
partir dessas propriedades, vé-se que o calculo estocdstico nao serve
somente como mais um modelo de ruido em sistemas dinamicos, mas
principalmente, porque o conjunto de propriedades dos processos en-
volvidos (martingales e semimartingales, como definiremos mais a
frente), é uma ferramenta que traz informagdes sobre propriedades
analiticas e geométricas do espago onde trabalhamos. Inclusive in-
formagoGes deterministicas podem ser detectadas probabilisticamente,
como veremos mais a frente.

Um movimento browniano na reta R, ou MB linear, é um processo
estocéastico By : 2 x R>9 — R tal que

1. tem trajetérias continuas e inicializadas na origem: By(w) =0
q.s.

2. Os incrementos no tempo (B; — Bs)o<s<t 20 gaussianas cen-
tradas de variancia (¢ — s), isto é, sdo N (0, (t — s))

3. Os incrementos em intervalos de tempo disjuntos sao indepen-
dentes: (B, — B,) e (B; — Bs) séo gaussianas independentes
quando 0 < s <t <wu <w.

Neste primeiro momento apresentamos acima o movimento brow-
niano linear em R. Uma vez familiarizado com este processo, é facil
estendermos a definicdo para o espaco euclideano R?, basta que no
item (2) acima tenhamos (B; — Bs)o<s<t € N(0, (t —s)). Na prética,
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basta tomarmos d movimentos brownianos independentes na reta
B},...,Bf que B, = (B},...,B{) é um movimento browniano em
R?. Veja mais adiante a caracterizacio de Levy, Teorema 3.9

Na literatura, existem véarias maneiras equivalentes de se construir
esse processo. Construiremos com detalhes uma dessas abordagens,
via processos de Markov, que é a que consideramos a mais intuitiva
do ponto de vista da dindmica do fenémeno continuo. Deixamos para
apresentar no apéndice outras duas abordagens menos diretas (uma
analitica funcional e outra via convergéncia de séries trigonométricas
com coeficientes aleatdrios) que também podem ser interessantes para
explorar outras ideias no futuro (andlise no espago de trajetérias, sim-
ulagoes e outros). Em termos de simulagdo vale a pena mencionar
que passeios aleatérios em uma grade (reticulado) discreta, ortogonal
e regular em R?, com equiprobabilidade de saltar ao longo de cada
uma das 2d arestas simulam a trajetéria de um movimento browni-
ano, embora nao simule a velocidade de espalhamento. Um modelo
ainda melhor, que simula também a velocidade é: cada salto é feito
em direcdes aleatérias uniformemente distribuida na esfera S9! e
o comprimento é dado por uma varidvel aleatéria de Poisson. Ver
Pinsky [48].

Antes de continuarmos, verifique a seguinte equivaléncia:

Exercicio 2.7. Se X ¢ um processo continuo onde o0s incremen-
tos sdo v.a. gaussianas centradas, mostre que X é um movimento
browniano (incrementos independentes e E[X?] =t) se e somente se
E[X:X;] = inf{s,t}.

A independéncia entre os incrementos do processo querem dizer
que temos um processo de Markov, além disso pelo fato das dis-
tribuicoes desses incrementos serem gaussianas, temos que fica bem
definida as probabilidades nos cilindros de dimenséao finita. A partir
disso fazemos uma extensao da medida, da algebra dos cilindros para
a o-algebra gerada por elas, conforme se viu no Teorema de Extensao
de Kolmogorov 2.2.

Finalmente, a continuidade das trajetorias ficard estabelecida, a
menos de modificagao do processo pelo seguinte teorema, cuja de-
monstragao deixamos para o apéndice. Uma versao mais geral para
campos aleatdérios pode ser vista em Kunita [32].
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Teorema 2.3 (Critério de Kolmogorov). Dado um processo esto-
castico X, suponha que existam constantes o, 3, K > 0 tais que os
incrementos do processso satisfacam

E[|Xi4n — Xi|*] < KR'P,

para todo t,h > 0. Entdo existe um processo continuo )Z't que € uma
modificagao de X.

Para o processo que estamos construindo, usamos as derivadas no
zero da chamada funcao geradora de momentos f(t) = E[exp{t(B+n—
By)}], para verificar que E[(Byy5 — Bi)*] = 3h?, portanto o critério
de Kolmogorov se aplica e fica estabelecida a existéncia de uma mo-
dificacao do processo gaussiano que construimos que tem trajetorias
continuas. A fungéo geradora de momento acima é a transformada de
Laplace de uma v.a. ou de uma medida, como acontece com a trans-
formada de Fourier. E conhecido que a transformada de Laplace de
uma gaussiana N(m,0?) é dada por exp{—mt + t?02?/2)} (compare
com o Exercicio 1.21).

Espaco de Wiener. O espago de probabilidade da versao candnica
de um MB é chamado de espago de Wiener (W, F, W), onde

W ={w: R>¢ — R continua e w(0) = 0},

F é a o-dlgebra gerada pelos cilindros de dimensao finita e W é a
medida induzida que garante que esse é o espago do processo canonico.
A medida W é chamada de medida de Wiener. Esse espaco é um dos
primeiros exemplos classicos de uma medida gaussiana em um espaco
de Banach.

Processo de Wiener e movimento browniano sao sinénimos e con-
forme a conveniéncia da notacdo denotaremos esse processo por By
ou por W;.

Exercicio 2.8. Verifique que a o-dlgebra gerada pelos cilindros de
dimensao finita coincide com a dos borelianos gerados pela métrica
do supremo em C([0,1];R).

Observagao 2.9 (“Medida”de ruido branco).
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Seja h € L?([0,1]) uma funcio simples subordinada a uma particao
0=ty <ty <...<t,=1tal que h(xz) =) a;ly, ,,, coma; € R.
Defina o operador linear continuo X : L%([0,1]) — L?(£2) que nas
fungoes simples satisfaz:

X(h) =Y ai(B;, - By,_,)

X (h) pode ser visto como uma integral fot h(s) dBs, onde, ao invés
da medida de Lebesgue nos intervalos, temos a medida (B, — By, _,)
nos subintervalos da particao. De fato, essa integral existe para toda
fungao h € L?([0,1]), no sentido de limite em L?(€2), j4 que qualquer f
pode ser aproximada em L?([0, 1]) por fungoes simples. Mais adiante
veremos que X é uma isometria chamada de integral de Wiener, e
serd estendida no proximo capitulo para a integral de It6, onde o
integrando é também um processo estocastico. A medida a valores
em L?(Q) na reta dada por (By, — B;,_,) é chamada de ruido branco,
ver Apéndice ou Nualart [45].
|
A seguinte proposicao mostra que, dado um movimento browni-
ano (MB), podemos construir facilmente uma infinidade de outros a
partir dele:

Proposigao 2.4. Seja B; um movimento browniano. Entdo

1. Fizado s > 0, temos que (Byts — Bs)i>o0 também é um MB
independente de c{By,u < s}.

2. =By, t>0 ¢ MB.
3. Para todo ¢ > 0, cByje2, t >0 é MB.
4. O processo X definido por Xg =0 e Xy =tBy;;, t >0 é MB.

As demonstracoes podem ser feitas como exercicio. Note que
o item (4) significa que para todo MB B; temos que sua média
assintotica é zero, i. e:
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Observagao 2.10 (Para uma segunda leitura).

A propriedade assintdtica acima é vélida para uma classe grande
de processos que tratamos aqui. Por exemplo se um martingale M;
(ver defini¢ao e propriedades na préxima segio) satisfaz

/°° d[M,M]t <o
o (1+1t)?

onde [M, M] é a variacdo quadrética de M (ver Segdo 2.5.2) entdo
sua média assintdtica ¢ zero, ver Liptser [38].
(I

2.5 DMartingales

A teoria de martingales se estende enormemente, com vérias inter-
seccoes interessantes com problemas geométricos, analiticos, além
dos probabilisticos, naturalmente. A intencao desta segao é apre-
sentar sucintamente a linguagem e as propriedades basicas tteis para
a dinamica estocastica.

Considere uma filtracdo em o-dlgebras (Fy)ier em (Q, F,P) e X
um processo Fi-adaptado. O tempo T pode ser continuo Rx>¢, R;
ou discreto N, Z. Se X; € L'(Q) para todo t € T, dizemos que o
processo estocastico X é um martingale em relacao a filtracao F; e
a medida P) se E[X;|F,] = X, q.s. para todo s < t. Note, portanto,
que a esperanca de um martingale é constante no tempo, e igual a

E[Xo].
Observagao 2.11 (Intuicdo sobre martingales).

Uma ideia intuitiva que se pode ter de um martingale é que dada
a informacao do processo no presente, representado pela informagcao
“acessivel’por Fy, se tivermos que intuir sobre o estado futuro X,
t > s, na média, os valores do processo permanecem no mesmo estado.
Essa é uma ideia que na pratica é bastante simples e nos habituamos
com algumas situagdes assim: (no tempo t) quando buscamos um
utensilio, um inseto ou uma pessoa, a busca comega, de fato, ao redor
do ultimo lugar onde foram vistos (Fs). Ainda outra situagdo que
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aparece em modelagem estocdstica em financas: dado o fechamento
da cotagao de uma moeda estrangeira em um dia, idealmente, na
média, a melhor aproximacao que se pode fazer para o dia seguinte
é o mesmo valor do fechamento; salvo, naturalmente, informacgoes
adicionais ou privilegiadas, que nao correspondem ao que se considera
“ideal”. Tecnicamente, em financas essa situagao ideal é denominado
de principio de ndo-arbitragem, ou mercado livre de arbitragem (ver
e.g. Karatzas [28], Karatzas and Shreve [30] ou Sondermann [60]).
que em palavras simples significa que nao é possivel obter lucro sem
risco.

Para o leitor interessado em continuar explorando essas ideias
intuitivas, recomendamos o texto classico de divulgacao sobre as ori-
gens (ver [11]) e uma interpretagio fisica do martingale, escrito por

um dos criadores dessa teoria, Doob [12].
O

Se para todo 0 < s < ¢, tivermos E[X;|Fs] > X, entdo o pro-
cesso é chamado de submartingale. E se E[X;|F,] < X, chamamos
X de supermartingale. No primeiro caso a esperanca é crescente,
no segundo, é decrescente. Se X for um martingale em LP, pela
desigualdade de Jensen temos que | X|P é um submartingale.

Exemplo 2.5 (Martingale regular).

Um dos exemplos de martingales mais simples de se construir
é fixar uma variavel aleatoria X,, “no infinito”e assim, dada uma
filtragdo Fy, definimos o martingale como sendo X; = E[X|F].
Na maioria das vezes teremos a situagao inversa dessa: dado um
martingale X, a pergunta que se faz é se ele converge para alguma
varidvel aleatéria X tal que X; = E[X|F;]. Martingales com essa
propriedade de ser gerado por uma tnica variavel aleatéria no infinito
(no sentido de supremo no tempo T') é chamado de martingale regular.

|
Exemplo 2.6 (Submartingales e Supermartingales).

Dado um martingale X, pela desigualdade de Jensen (Proposigao
1.12), dada qualquer fungao convexa g, g(X) é um submartingale.
Em particular vai nos interessar o submartingale | X |P.
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Se X é um martingale e f é qualquer processo (ou funcio) cres-
cente entao X + f é um submartingale e X — f é supermartingale.
O

Exemplo 2.7 (Soma de varidveis aleatérias i.i.d.).

Dada uma sequéncia de varidveis aleatérias integraveis i.i.d. com
média zero X1, Xo, ..., considere a filtracao dada por

Fn=0{X1,...,X,} CF.

Defina o processo S,, dado pela soma S, = Z?:l X;. Pelo exercicio
1.17, a esperanca condicional satisfaz

E[Snp?m] == Sm/\na

onde mAn = min{m,n}, que é equivalente a definicdo de martingale.
Se as varidveis aleatérias X7, Xo,... sdo gaussianas N(0,1), temos

que S, é uma aproximacao discreta do movimento browniano. .
O

Exemplo 2.8 (Movimento browniano ).

Denote por F; a filtracdo natural de um movimento browniano
B;. Para todo 0 < s <t temos que

E[Bi|Fs| = E[(B; — Bs) + Bs | Fs] = Bs

pela independéncia entre a varidvel aleatéria (B; — Bs) e a o-dlgebra
Fs, cf. Exercicio 1.17.

O movimento browniano é o martingale continuo mais rico em
propriedades, inclusive porque pode gerar (quase) todos os outros
por mudangas na escala de tempo. Nossas intengoes neste texto sao
bastante modestas, portanto apresentamos somente as propriedades
bésicas, mas o leitor interessado precisa saber que existem dezenas
de livros que tratam especificamente de muitas outras propriedades
analiticas e geométricas. S6 para mencionar algumas poucas re-
feréncias, citamos por exemplo Revuz e Yor [50], Goldberg e Mueler
[20], Emery [16], Hsu [24], Elworthy [14], [15], Hida [23] e as re-
feréncias contidas em cada um desses textos.

O
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Exercicio 2.12. Se B; é um movimento browniano, usando a defini¢do,
verifique que (B2 —t) e exp{aB; —1/2a°t}, a € R também sio mar-
tingales.

No préximo capitulo veremos que, pelo fato das integrais es-
tocasticas de It0 serem geradores naturais de martingales, o exercicio
acima ficard trivializado, gracas a férmula de It6. Para o leitor ini-
ciante, no entanto, é interessante que verifique essa propriedade pela
definigao.

Outra propriedade que sera til é a seguinte igualdade:

Exercicio 2.13. Se M ¢ um martingale entdo
E[M} — M?] = E(M, — M)
para todo s <teT.

Um processo estocastico com tempo discreto A é dito previsivel,
se for mensuravel uma unidade de tempo antes de sua realizacao, isto
é A, é F,_1-mensuravel, n > 1.

Teorema 2.5 (Decomposicao de Doob). Dado um processo esto-
castico discreto X, integrdvel, F, adaptado, entao existe uma de-
composicao X = Xog+ M + A onde M € um F,-martingale e A um
processo previzivel. Com M e A inicializados no zero a decomposicao
€ unica.
Demonstracgao: Defina indutivamente, Ag =0 e

Ap=An 1+ E[Xn - X | ‘7:7171]-
Assim, My =0e

M, = M,_1+ Xn—E[X, | Fr_1]

Naturalmente A e M formam uma decomposi¢cdo como a procu-
rada. Para a unicidade, suponha que existe M’ e A’ com as mes-
mas propriedades da decomposicao. Entao M — M’ = A’ — A é um
martingale inicializado no zero e previsivel. Entao (M — M'),, =
E[(M—-M)p | Fo] =E[(M — M')y, | Frn-1], portanto, por indugao
finita temos que (M — M’) = 0. Portanto a decomposigao é unica.
|
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2.5.1 Propriedades basicas

O resultado abaixo é uma generalizagao da desigualdade de Tcheby-
chev no caso do processo ser um martingale.

Teorema 2.6 (Desigualdade L? de Doob). Seja X; um martingale
continuo com t € [0,b] ou [0,00). Entdo, parap > 1:

AP Plsup X; > A < sup E|X,|P.
¢ t

E parap > 1:

p
Isup X, < L sup | X,
t t

Exercicio 2.14. Considere o processo S; = sup,«; Bs que aponta
os mdzimos das trajetérias do movimento browniano até o tempo
t. Mostre que a probabilidade de Sy crescer mais que linearmente
decresce exponencialmente com o tempo, precisamente:

0/2 L
P{S; > at} < e T
para todo a > 0. (Sugestdo: verifique que {S; > at} C {sup,, M >

(!2 L . (!2 L . .
Tf}, onde M7 € o martingale eoBi—2gt Aplique a desigualdade
de Doob em MY

s 7

aa—

e

aat—<

2
comA=e Tt, depois faga o = a).

Uma familia de varidveis aleatérias (X;) integraveis é uniforme-
mente integrdvel se satisfaz qualquer uma das defini¢oes equivalentes:

i) lim sup/ | X¢| dP = 0.
| X | >k

k—oo ¢

ii) O conjunto {X; : t € T} é relativamente fracamente compacto
em L.

iii) Se {X;:t €T} € LY para p > 1, entdo é limitado nesse espaco.
Teorema 2.7. Seja X; um martingale. Entdo sao equivalentes:

i) Eziste uma varidvel aleatoria Xo tal que Xy = E[X | Fi];

ii) X; converge para uma v.a. Xoo em L!;

iii) A famdlia X, € uniformemente integrdvel.

Se Xy for limitado em LP entao, nao so os trés itens acima valem,
como a convergéncia também se dd em LP.
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2.5.2 p-Variagao de fungoes continuas

Seja f : R>0 — R uma funcado continua. Dizemos que f tem variagao

limitada, ou 1-variagao limitada, ou ainda variagao finita no intervalo

se para todo t > 0 temos que, dadas partiges A = {tg =0 < t; <
t, =t} do intervalo [0, t]:

St —SUPZ\f i+1— = lim Z|f i+1 — f(t:))] < o0.

|A[—

A fungao crecente S; definida acima é chamada de variagao da f
no intervalo [0,t]. Se f representa, por exemplo, a posicdo de uma
particula, S; é o comprimento total percorrldo entre os instantes 0 e
t. Se f for de classe C! entdo S; = fo |f'(s)| ds. Se f é crescente
com f(0) =0 entao Sy = f(t).

Se uma fungao f tem variacgao limitada, ela pode ser escrita como
a diferenca entre duas funcoes crescentes f = f+— f~. De fato, basta
tomar f*(t) =1/2(S;+ f(t)) e f~(t) = 1/2(S; — f(t)). Assim, como
fungoes crescentes sao derivaveis em quase todo ponto da reta, uma
funcéo de variacao limitada também é derivéavel g.s..

Existe uma bijegao entre medidas de Radon em [0, o) e fungdes de
variagao limitada dada pela seguinte aplicacao: ps([a,b]) = f(b) —
f(a). Essa bijegdo também pode ser interpretada como uma con-
versao da integral de Stietjes para a integral de Lebesgue. Recor-
damos que a integral de Stieltjes de uma funcao g em relagdo a uma
funcéo f é definido como:

| ato) )= fim, S ole) (/) = 109)

que por sua vez é igual a integral de Lebesgue f[o 09 dpy. Note que

a integral t — fot g df também tem variagao limitada, se f o tiver.

Exercicio 2.15. Verifique que a funcao f : [0,1] — R dada por
f(@) = a?sin () € derivdvel em [0,1]. E possivel calcular sua

varia¢do integrando o mdédulo da derivada? Por qué?

A préxima proposi¢ao vai mostrar que as trajetérias dos martin-
gales nao tem variagao limitada em geral, o que implica que nao sao
derivaveis.
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Proposigao 2.8. Seja M um martingale continuo. Se suas trajetoria
tiverem variagao limitada entao M € constante (i.e. uma v.a. con-
stante no tempo).

Demonstragao: Sem perda de generalidade, considere Mgy = 0. De
fato se nao o for, use My = My — M. Seja V; o processo estocastico
que descreve a variacdo das trajetérias de M em [0,t], entdo, dada
uma particao 0 =tg < t; < ... < t, =t, temos, usando o resultado
do Exercicio 2.13 que :

B = B[S0 —Mz._n]

= E Z(Mtl + Mti—1)2‘| - QZE (Mtthi—l)

= E Z(Mti_Mti—1)2‘|

Portanto
E[M?] <E [Vt <sup |M;, — Mt“N
7

que vai para zero pela continuidade de M.
|
Uma maneira alternativa interessante de obter o mesmo resultado
acima e ao mesmo tempo ter uma idéia comparativa da integral de
Stieltjes em cada trajetéria (fixado w) com a integral estocdstica de
1t6, que sera apresentada no proximo capitulo é o seguinte:

Exercicio 2.16. Suponha que M; seja wm martingale continuo, li-
mitado e de variagdo finita. Verifique, pela desigualdade de Jesen
que se M ndo é constante entdo M}? é um submartingale estrito. Por
outro lado, conclua, usando integracdo em cada trajetoria w, que

t
ME:M§+2/ M, dM,
0

€ um martingale.
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Para a integracao estocastica propriamente dita que definiremos
logo mais, a férmula do exercicio acima precisa de um termo de
correcao dado pela férmula de It6, veja também o Teorema 2.12
abaixo.

Generalizando a nocao de variacao limitada de fungoes continuas,
dado p > 1 e uma funcido o : [0,00) — R, a p-variacdo de o até o
instante t é dada por:

Vi(o) = ‘ii‘rgo Z ’Uti+1 — Ot pa
K3

quando o limite existe (como refinamento para toda partigao).
O seguinte lema, puramente analitico, mostra que cada funcao
continua tem uma Unica p-variagao caracteristica.

Lema 2.9. Dada uma fungdo continua o : [0,00) — R, se o tem
p-variagao limitada (finita) e nao nula em 0 <t < 0o entgo:

i) Para q < p, o tem g-variagdo infinita;
ii) Para p < q, o tem q-varia¢ao nula para todo 0 <t < co.

Para ver uma demonstragao, ver por exemplo, o apéndice de
Follmer em [60] ou Catuogno [8]. Para quem conhece dimensao de
Hausdorff, compare a p-variacao de uma funcao com a dimensao de
Hausdorff do seu gréfico (pode nao ser fécil!).

A p-variagao de um processo estocastico X; é o processo [X]V
definido da seguinte maneira: dado uma sequéncia de particoes A,
do intervalo [0,¢], com |A,| — 0,

p
’

[XK =P- ‘Ahrlrioz ‘th‘+1 - Xy

%

quando o limite existe. O caso p = 2 é particularmente interessante
para a teoria de martingales e movimento brawniano, neste caso,
chamamos de variacdo quadrdtica e denotaremos simplesmente por
[X]e.

Proposicao 2.10. Se B; é um movimento browniano entdo sua
varia¢ao quadrdtica [Bly =t g.s..
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Demonstragao: Dada um particio A ={0=tg <t; < ... <t, =
t} entédo

” Z (Bt7 - Bti—l)Q - t”%ﬂ
=1

2
= E (Z B, — By, ,)? — t>
=1

2
_ (ZBt 2) — 2t (t;—tis) + 1
= Szt —tz 1 +2Z tjfl)—tz

1<j

= 3) (ti—ti-1) +2Zt — i)t —t;) —
= 3) (ti—ti1) —2275 —tiq) + 12

que converge para zero ja que o segundo somatério converge para
fg s ds quando n — oo.

|

Dizemos que um processo estocdstico real A é crescente se para

P-quase todo w € Q tivermos que as trajetérias A;(w) sdo fungoes

crescentes em ¢ > (0. Uma generalizagao interessante da decomposigao

de Doob, Teorema 2.5, no caso continuo é a seguinte decomposic¢ao:

Teorema 2.11 (Decomposi¢ao de Doob-Meyer). Dado um submartin-
gale continuo X, entdo existe uma decomposi¢cio X = M + A, onde
M € um martingale e A € um processo crescente de variagdo finita.

Um dos exemplos mais importantes que ilustram a decomposicao
de Doob é a seguinte caracterizacao da variagao quadratica de um
martingale:

Teorema 2.12. Seja M um F;-martingale continuo e limitado. Entdo
M tem variagdo quadrdtica, além disso [M]; € o inico processo adap-
tado crescente, com [M]y = 0, P-q.s. tal que M? — [M] é um mar-
tingale.
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Demonstragdo: Seja A = {0 =t) < t; < ... < t, = T} uma
partigdo de um intervalo [0,7] tal que 0 < s < t < T. Considere
entdo o processo T/ (M) que aproxima a variacio quadritica [M]
dependendo de quéo refinada é a particio A no seguinte sentido:
supondo que t; <t < tx4+1, entao

k
TtA(M) = Z(Mh - Mti—l) + (Mt - Mtk)2
1=1

Entao, como acima, se t, <t <trp4q1 et; < s <t;41 entdo

E [T (M) — T3 (M)|F]

k
E Z(Mti+1 - Mt')2 + (Mt - Mtk)2 + (Mtj+1 - MS)2|]:S

i

i=j
= E[MtZ_Mszl}—s]

Portanto M2 — T (M) é um Fi-martingale. A demonstracio é con-
cluida observando que T*(M) é inicializado no zero, é continuo,
adaptado e converge para um processo crescente ja que T2 (M) é
crescente a menos da componente (M; — M, )%, que vai para zero
quando se refina a particao.

Para a unicidade, note que se A e B sao processos adaptados
crescentes tais que (M2 — A) e (M? — B) sejam martingales entdo a
diferenga entre esses processos (A — B) é um martingale de variagao
finita portanto, pela Proposi¢ao 2.8 deve ser constante, logo A = B.

|

Dados dois martingales M e N, a wvaritacao quadrdtica cruzada
[M, N] é definido da seguinte maneira: dada uma sequéncia de parti¢oes
A, do intervalo [0,t], com |A,| — 0,

[M, N o= P- lim > (My,,, — My,) (N, — Ny, -

n—oo

Note que a variagdo quadréatica de um martigale [M] = [M, M]. A
variagao quadratica cruzada é caracterizada pelo seguinte resultado:



EF “SD-Estocastico-Public-Matematicas-IMPA” — 2009/10/26 — 22:40 — page 63 — #67 ﬁ}

S

2.5. MARTINGALES 63

Teorema 2.13. Sejam M e N dois martingales, entdo a varia¢ao
quadrdtica cruzada [M, N]; € o inico processo com [M, Ny = 0 tal
que MN — [M, N] é um martingale.

Demonstragéo: De fato, escreva MN = 1{(M + N)?— (M — N)*}.
Portanto, pelo Teorema 2.12, basta verificar que

(M, N] = ${[M + N] ~ [M ~ NJ}

|

A variacao quadratica fornece uma familia de produtos internos

no espago vetorial dos martingales quocientado por constantes, da

seguinte maneira: cada produto interno é indexado no intervalo [0, ¢],

assim, é um operador bilinear, simétrico e positivo definido no sentido
que [M, M];, = 0 se e somente se M ¢é constante no intervalo [0, t].

2.5.3 Martingale local

Dado um processo estocastico X, e um F;-tempo de parada T', cha-
mamos de processo parado XT o processo que fica constante a partir
de T:

(X T)t = XyaT

A localizagdo em martingales é um ferramenta poderosa onde o termo
localizacao aqui pode ser entendido tanto no sentido de espago como
de tempo, ji que com tempos de parada adequados podemos res-
tringir processos adaptados a certos conjuntos mensurdveis que nos
convém (abertos ou fechados), como foi visto na Proposigao 2.1.

Um processo adaptado e continuo X; é um martingale local se
existe uma sequéncia de tempos de parada (T},),>1 tal que
i) T,, é crescente e lim, o T}, = 00 (.8.;

T’VL

ii) para todo n, X*» é um martingale uniformemente integravel.

Note que para todo martingale M, é possivel construir uma se-
quéncia de tempos de parada (7,),>1 que satisfaz as condigdes (i) e
(ii), portanto todo martingale é um martingale local. A reciproca vale
se o martingale local for uniformemente integravel. Nao entraremos
em maiores detalhes aqui, mas para satisfazer a curiosidade do leitor
fechamos essa comparacao com a seguinte caracterizagao:
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Proposicao 2.14. Um martingale local X € um martingale se e
somente se {Xr;T é tempo de parada} é uma famiia de v.a. uni-
formemente integrdvel.

Os conceitos e resultados apresentados sobre martingales se esten-
dem naturalmente para martingales locais. Por exemplo, o teorema
seguinte tem demonstracado muito simples, basta usar os tempos de
parada da definicdo de martingale local e o teorema andlogo visto
anteriormente:

Teorema 2.15. Seja M um martingale local continuo, entdo existe
um dnico processo adaptado crescente [M, M) tal que [M,M]o =0 e
M? — [M, M] é um martingale local.

Também usando o resultado andlogo anterior, temos:

Teorema 2.16. Sejam M e N dois martingales locais, entao a variagao
quadrdtica cruzada [M,N] € o inico processo com [M, Ny = 0 tal
que MN — [M, N] é um martingale local.

Processos estocdsticos que sdo soma de martingales (locais) com
processos de variacao limitada sdo chamados de semimartingales. O
teorema da decomposicao de Doob 2.11 por exemplo diz que sub-
martingales e supermartingales sao semimartingales especiais onde
os processos de variacao limitada sao mondtonos.
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Capitulo 3

Calculo estocastico

Neste capitulo mostraremos as ferramentas basicas do calculo es-
tocastico, enfatizando férmulas e propriedades que mais se usa em
sistemas dinamicos.

3.1 Integral Estocastica de Ito

Introduzimos uma versao discreta do que vira a ser a integral de Ito.
O que tem de interessante é que as propriedades mais importantes ja
sao possiveis de se visualizar mesmo neste caso discreto.

Proposicao 3.1. Seja (X,)n>0 um F,-martingale discreto e Hy,
um processo limitado F,_1-adaptado. Considere o processo Y, =
XO + Z?:l Hj(Xj - Xjfl), n = 0,1,2,.... Entao Yn é um .7:”-
martingale.

Demonstragao: Inicialmente note que Y,, é obviamente F,,-adaptado,
uma vez que produtos e somas de fungoes F,,-mensuraveis sao F,-
mensuraveis.

Para m < n temos, por indugao finita que

E[Y,|Fn] = EYo|Foo1|Fn-zal| ... |Fm)-
Portanto sé precisamos provar que

E[Yn‘fn—l] = Yn—l

65
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para todo n € N. Mas de fato:

E[Ynfl + Hn(Xn - Xn71)|~/fnfl} = Y, 1+
Hn E[(Xn - Xn—l)lfn—l]
= Y, 1.
]
Denotaremos o martingale Y,, := fon H dX ou ainda, abreviando,

porY = H-X. O processo H é chamado o integrando e X é chamado
o integrador. O que a Proposicao 3.1 garante é que se o integrador
for um martingale, entao o processo dado pela integral também o é.
Observe também pela demonstragao que se X for um submartingale
(ou supermartingale) e o processo H for nao-negativo entdao Y = H-X
também serd submartingale (ou supermartingale), e vice-versa se H
for nao-positivo.

Exemplo 3.1 (Integrador gaussiano, versdo com tempo discreto).

Considere um processo com tempo discreto onde os incrementos
s@o gaussianos e independentes: Xo =0e X, = Z?;(} X + I"(w),
onde (I™),>1 sdo varidveis aleatérias independentes, gaussianas cen-
tradas N(0,1). Note que X,, é uma versao discreta do movimento
browniano. Se o integrando H da Proposigao 3.1 for deterministico,
Y = H - X é uma soma de gaussianas independentes, portanto pelo
Teorema 1.17, Y serd uma v.a. gaussiana. No caso geral, com um
integrando (H),, um processo limitado F,,_1-adaptado, ¥ é um mar-
tingale com média zero e variancia crescente com n, dada por

E Y? :Zn:E H?
i=1

(verifique como exercicio). Essa férmula da varidncia é a versao dis-
creta da isometria de It6 que aparecerd logo mais a frente.

]

3.1.1 Aplicagao a processos parados

Vamos ver as primeiras aplicagoes a processos parados:
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Corolario 3.2. Dado um martingale (X,,)nen € um tempo de parada
T entdo XT também € um martingale.

Demonstragao: De fato, na proposicao acima, basta tomar H, =
Lin<ry, isto € Hy, =1 —1ip<py_1) que é F,,_1-mensurdvel, e verificar
que X' = [H dX.
|
Dado um F,-tempo de parada T, a o-algebra Fr associada a T,
de eventos mensuraveis até o tempo 1" é definida por

Fr={A € Foo; AN{T < n} € F,, para todo n € N}.

Exercicio 3.1. Verifique que Fr definida acima é uma o-dlgebra.
Depois conclua que se S <T gq.s. entdo Fg C Fr.

Teorema 3.3 (Tempo de parada opcional, versdao discreta). Seja
(X)) um processo estocdstico integrdvel e F,-adaptado, entdo sao
equivalentes:

i) (X,) € martingale;

ii) E[X7| = E[Xg] para todo par de de tempos de parada limitados
0<85<T;

iii) Xg = E[Xp|Fs]| ¢.s. para todo par de de tempos de parada
limitados 0 < S < T.

Demonstragao: Assuma (1) e suponha que os tempos de parada
limitados sejam tais que 5,7 < K € R. Considere o processo H,, =
ln<t — ln<s. Entao pela Proposicao 3.1 H - X ¢é martingale. Mas
(H - X))k — Xo=Xr — Xg. Como EH - X = EX, segue que

EXg = EXy. (3.1)

Repare agora que SZ = S1g + K1g. também é tempo de parada
se B € Fs. De fato, basta ver que {SP < ¢} = BN{S < t}, portanto
SB ¢ tempo de parada.

Agora aplicando os tempos de parada SB = Slp + Klg. e TP =
T1p 4+ K1pc na equagao 3.1, obtemos

/XTdP:/XSP,
B B
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para todo B € Fg, portanto Xg = E[Xr|F].
De (iii) para (i) é ébvio da defini¢do tomando tempos de parada
deterministicos.
|
O corolario abaixo € trivial quando se pensa na variacao quadratica
trajetéria por trajetéria, mas é menos ébvio quando aplicado ao pro-
cesso [M] que, por defini¢ao, é um limite em probabilidade.

Corolario 3.4. Dado um martingale M e um tempo de parada T
temos que [MT] = [M]T.

Demonstragao: De fato, M? — [M] é martingale, portanto, pelo
teorema do tempo de parada opcional

(M? = [M])T = (MT)? = [M]"

é martingale. Logo, pela unicidade do Teorema 2.12, [MT] = [M]T.

O

A condicao de limitacao do tempo de parada nao pode ser re-
movida. De fato, considere o seguinte:

Exemplo 3.2 (Tempo de parada nao integravel).

Dado um movimento browniano canénico By, considere os tempo
de parada
T =inf{t > 0, B; > 1},

e S =0. Entao E By = 1 mas EBg = 0. O que falha neste exem-
plo é que, apesar de T' < oo q.s. como serd verificado futuramente
(Exemplo 3.8), T' ndo é uniformemente limitado.

Sendo mais especifico, o que ocorre aqui é que E T' = co. Chamamos
a atencao para o fato dessa esperanga ser equivalente a, no caso dis-
creto termos variancia no infinito Y ;o , E H2 ndo convergente. Mais
adiante vamos comparar esse exemplo com a classe de processos es-

tocasticos integraveis.
|

3.1.2 Processos continuous

Dada uma filtracao Fs, com s € [0,t], os processos estocdsticos ele-
mentares neste intervalo sao processos Fg-adaptados que sao constan-
tes por partes. Denotamos o espago vetorial de processos elementares
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neste intervalo por £([0,]). Sendo mais preciso: para cada processo
H; € ¢(]0,t]), existe uma particao {0 = tg < t1 < ... < t, = t} tal
que

H = HOI[O,tl) + Hll[tl,tz) + ...+ Hn—ll[tnfl,tn)

onde cada Hj, j = 0,1,--- ,n — 1, sao varidveis aleatérias limitadas
Fi;-mensurdveis.

Considerando a filtracao natural do movimento browniano F, a
integral estocdstica de Ité de um processo elementar H em relacao a
um movimento browniano W, é dado por

t n
/ Hy dWs = ZHt(i—l)(Wti - Wt(i—l))'
0 i=1

Variando ¢t > 0, denotamos por Y; o processo dado pela integral
estocastica

¢
Yt:/ H, dWs.
0

Exercicio 3.2. Verifique que a integral estocastica Yy definido acima
nao depende da particao que torna o processo Hg constante por partes
(i.e. se uma particio P torna o processo Hg constante por partes,
subparticies de P também o fardo, mas o processo Yy ndo se altera).
Além disso, generalize para o caso continuo a Proposi¢ao 3.1 que
trata do caso discreto, i.e. verifique que Ys é um Fs-martingale com
s €[0,t].

Se o processo H, for deterministico entao Y; é um processo gaus-
siano, como mostra o Exemplo 3.1 no caso discreto. No caso continuo
também serd gaussiano, ja que convergéncia de gaussianas é gaus-
siana, conforme resultados da Secao 1.8. Neste caso, como ja foi dito,
a integral [ H dW é chamada de integral estocdstica de Wiener.

Usaremos a seguinte proposicao para obtermos a integral de It6
sobre processos adaptados mais gerais:

Proposicao 3.5 (Isometria de Itd). Dada uma integral de Ité Yy =
fot H, dWy, as varidveis aleatorias Yy € L*(Q) e Hy € L*(Q x [0,])
tem as mesmas normas nos respectivos espacos, isto é

E (/Ot he(w) dBt>2 =E (/Ot h%(w) dt>
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Demonstragao: De fato

n 2
E|)/t|2 = E (Z Ht1171(Wt1: - Wt(il))')
=1

Z E [Htu—l)(Wti - Wt(i—m)Ht(j—l) <Wtj - Wt(j—l))}

ij=1

= ZE [HtQ(i—l)(Wti B Wt“*”)ﬂ
i=1

+2 Z E [Htu—nHt(j—l)(Wti - Wt(i—w)(Wtj - Wt(j—l))} :

1=i<j
No primeiro somatério, exploramos a independéncia de Hy,_,, com
(Wi, — Wy,_,,) para concluir que
2 2 2 2
E {Ht(i,l)(Wtz‘ - Wt(i—l)) ] = E|Ht(z‘71)| E(Wtz - Wt(ifl))
= E|Ht(i71) |2 (tl - ti*l)'

Portanto o primeiro somatorio é igual a

t t
/ E|H,|? ds:E/ |H|? dt
0 0

pelos Teoremas de Tonelli 1.13 ou Fubini 1.14.

Agora basta mostrar que o segundo somatdrio se anula. De fato,
usando a propriedade de invariancia da média da esperanca condi-
cional, Teorema 1.11, temos que

E I:Ht(i—l)Ht(j—l)(Wti - Wt(i—l))(Wtj - Wt(j—n)]
=E {E [Ht(ifl)Ht(j—l) (Wt7 - Wt(ifl))(wtj - Wt(j,l)) | E]}

=E {Htu—l)Ht(j—l) (Wi, — Wt(i—w) E [(Wtj - Wt(j—n) | FZ]} J

porque Hy,  Hy (Wi, — Wy, _, ) sdo Fy,-mensurdveis. Como j >
i, segue que a esperanca condicional da tltima linha é zero, portanto
a esperanga € zero, o que anula todos os termos do segundo somatorio.

a
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Estendemos naturalmente a definicao da integral de It6 usando
essa isometria.

Definicao 3.1. Dizemos que um processo estocdstico adaptado Hy €
Ité integrdvel no intervalo [0,t] se

t
E/ H? ds < c0. (3.2)
0

Assim, dada uma sequéncia de processos elementares H" con-
vergindo para H na norma de L?(Q x [0,¢]) entdo a integral de Itd
de H ¢ o limite

t t
/ H, dW, = L*- lim H! dW,.
0

n—00 0

Usando a isometria da Proposicao 3.5 e o fato dos processos ele-
mentares serem densos em L2(§ x [0,1]), temos que a integral de Itd
fica bem definida desta maneira.

Em termos praticos, inclusive para simulagoes numéricas, uma
sequéncia canonica H™ que converge para H pode ser tomada sim-
plesmente discretizando o processo H em parti¢oes do intervalo [0, t]
cujos subintervalos tem comprimento méximo tendendo para zero,
isto é, dada uma partigdo A" = {0 =ty < t; < ... < t, = t}, sua
malha (ou calibre) |A™| = max{t; — t;—1 : i = 1,2,...,n} val para
zero quando n vai para infinito. Os processos elementares associados
a uma particao A" sao

H = Holj) + Hilpg o) + oo+ Hpa g,y 1)
que convergem para H.

Exercicio 3.3. Mostre que os processos elementares sao densos em
L2(Q2 x [0,1]).

Como convergéncia em L? implica em convergéncia em probabili-
dade, uma vez que um processo H; é It0 integravel, entao essa integral
pode ser escrita como um limite em probabilidade sobre as somas de
Riemann sobre cada particdo A do intervalo. Assim a integral de It6
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é dada também pelo limite em probabilidade das somas de riemann:

H dWs =P- 1 H, (W, W ). 3.3
| EOZ tis (W, = Wi, _y) (3.3)

Normalmente nao é facil calcular integrais estocasticas pela de-
finicao. Os melhores exemplos aparecem quando usamos a férmula
de It6, que sera apresentada na préxima secao. Resumimos as pro-
priedades que vimos até agora da integral de It6 no seguinte:

Teorema 3.6 (Propriedades da Integral de It6). Dados G e H pro-
cessos estocdsticos integrdveis entdo:

1. (Linearidade) Para todo a,b € R,

/(aGs +bHy) dWs :a/GS dW5+b/Hs dWs.
2. (Gerador de martingales) O processo

t
}/t:/HdeS
0

€ um martingale de média zero.

3. (Isometria)

t t t
E (/ Gs dW; / Hy dWS) :/ GH; ds.
0 0 0

4. (Variag¢ao quadrdtica)

t t t
</ Gs dWs, / H, dWs> :/ GsH; ds.
0 0 0

Demonstragao: O item (1) é consequéncia imediatas da construgao.
O item (2) é consequéncia da Proposi¢do 3.1 e da continuidade da
esperanga condicional que garante que limite de uma sequéncia de
martingales (integragdo de processos elementares) é um martingale.
O item (3) segue da isometria da Proposigao 3.5.
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Mostraremos o item (4) para integrandos que sejam processos
elementares. Neste caso, refinando as particoes se necessario, tome
uma particao {0 =tg < t; < ... < t, =t} em rela¢do a qual ambos
G e H sao v.a. constantes nos subintervalos.

Assim, em relacdo a essa particao, a variacdo quadratica pode ser

calculada: . .
</ G, dw,, / H, dws> _
0 0

<Z Gt(i—l) (Wt7 - Wt(wm)? Z Ht(i—l) (Wu - Wt(il))>
=1

i=1

Z Gt(l’—l) Ht(i—l) (ti - t(ifl))
=1

t
/ GsH, ds.
0
O

A teoria de integragao feita nesta secdo, considerando o movi-
mento browniano como o integrador padrao, se estende facilmente
para a integracao em relagao a qualquer semimartingale. No caso
geral, naturalmente, as formulas de variacao quadréticas sao difer-
entes destas. O item (4) por exemplo, considerando integradores
dados por semimartingales M} e M2, a férmula se generaliza para

t t t
</ G}, [ H, de>=/ GuH, d < MM >,
0 0 0

No item (2), se substituirmos W; por um martingale local, entao Y;
também serd um martingale local.

De qualquer maneira, o caso que fizemos nao é tao restritivo
se observarmos que a maioria dos martingales (locais) com que li-
damos sao frequentemente outras integracoes em relagao ao movi-
mento browniano. Portanto, aplicando as mesmas propriedades do
teorema acima, facilmente se calcula essas outras integragoes e outras
variagoes quadraticas mais gerais. Na notagao da férmula acima, por
exemplo, normalmente < M!, M? > serd calculada usando o item (3)
do teorema.
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3.2 Férmula de Ito

As integragoes em relagao a um processo de variagao limitada, por
exemplo em relagdo & variacao cruzada [X, Y], também tem variagdo
limitada porque o processo original [X,Y] pode ser escrito como a
diferenga de dois processos mondtonos crescentes, portanto sao de-
rivaveis quase sempre. Dai que integrais assim sao processos, mais
que de variagao limitada, sdo derivéveis (w,t) P x A-g.s..

O fato dos martingales terem trajetorias com variagao quadratica
(2-variagao) vai implicar que o cdlculo estocdstico de It6 seja um
calculo de segunda ordem. A demonstragdo da férmula de It6 abaixo
vai deixar claro esse fato, partindo-se de uma série de Taylor:

Teorema 3.7 (Férmula de 1td). Seja f: R™ C R — R uma fungdo
real de classe C?. Dado um semimartingale X = (X',...X") no
dominio, temos que a composicao f(X) também é um semimartingale
e:

f(X) = f(Xo) +Z/ oy (Xe) dX]

+ Z / T 8% 5) dX7, X7, (3.4)

Observacgao 3.4 (Tempo de parada e forma infinitesimal).

1. A férmula de It6 vale também se ao invés de integrarmos até
t, fizermos a integracao até um tempo de parada T. Note que
neste caso, uma integracao até T significa:

T M
/ he dN, ;:/ Ls<r(w)yhs dN,.
0 0

2. Outra maneira de enunciar a férmula de It6 é na sua forma
infinitesimal, na qual a maioria das EDE se apresentam:

df(Xy) = Z Bo; (Xy) dX]

) X, X7, (3.5)
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Significa simplesmente que a igualdade vale se tomarmos a inte-
gral estocdstica nos dois lados da equagao. Ainda uma terceira
alternativa de notagao, mais geométrica e mais curta é

df(X,) =< Vf,dX, > +%Hf (dX, dX).

onde < -, > é o produto interno em R", V f é o gradiente da f,
Hf(-,-) é o hessiano da f, e fica subentendido que o operador
bilinear é integrado em relacao a variacao quadratica cruzada.
Em termos matriciais, usando o superindice ¢ para denotar a
transposta, trata-se de (dX)* H(f) dX, com a convencao do
produto dX*dX’ = [X, X7].

O
Antes da demonstracao, vejamos ainda algumas aplicagoes faceis
mas ilustrativas:

Exemplo 3.3 (Poténcias do movimento browniano).

Tomando n = 1 no teorema acima, considere f(x) = z2. Pela
férmula de It6 temos que

t t
szz/ Bsst+/ 1 ds,
0 0

e como a integral de Itd é martingale, temos uma descricao desta

integral:
t 2
B —t
/ B, dBy = —4——.
O 2

E interessante notar como a férmula de It nos fornece facilmente
uma enorme classe de exemplos de integrais de It6 e de martingales.
Relembramos que a propriedade de martingale do lado direito da
férmula acima ja tinha sido verificada pela definicao no Exercicio
2.12. Deixamos para o leitor verificar por indugdo que, para todo
n > 1, os seguintes processos sao martingales:

t
Y, = 2B 7/ B! ds.
0
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Exemplo 3.4 (Ainda voltando ao Exemplo 2.12).

Com n = 2, tome f(z,y) = exp{az — %zy} Segue pela férmula
de Ttd, e pelo fato da variagdo quadrética [t, -] dar sempre zero que

t 2
f(Bs,t) =1+ a/ exp{aB; — O%t} dBs.
0

De onde segue, mais uma vez a propriedade de martingale do segundo
processo do Exemplo 2.12.

Note ainda que o processo Y; = afot exp{aB; — %Zt} dB, é por-
tanto solugao da seguinte equacao estocastica:

dY, = aY; dB;, (3.6)

com condicao inicial Yy = 1. O processo Y; é chamado de ezponencial
estocdstica do movimento browniano, ou ainda movimento browniano
geométrico. Generalizando, dado um martingale M, a férmula da
exponencial de M é

2

(M), = exp{alM, — %[M]t} (3.7)

que é a solucao da EDE:
dry = axy dM;

|
Demonstragao: (Da férmula de 1t6). Considere uma partigdo A =
{0 =1y < t1,... <t, =t} do intervalo [0,¢]. Pela férmula de Taylor
para fungoes de varias varidveis com resto de Lagrange, temos que
para cada w € €,

~ of Dy
f(th+1) = f(th) + Z (th)(th+1 - th)

= Owi
1 92 , o ,
+§ Z W(gk)(sz-H - sz)(ng+1 - thk)
i,j=

onde & = Xy, +60(Xy,,, — Xy,) para algum 6 € [0, 1].
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Assim, por cancelamento telescépico temos que

d n—1

f(Xe) = f(Xo) +ZZ th Xi ., - X))

i—1 k= O
1 92 f . ,
+3 202 g @)X, — XX, - X))

Pela construcao da integral de It6, o primeiro somatério em k con-
verge em probabilidade para

taf

(X,) dX:.
O segundo somatério em k converge para a integral de Riemann-
Stieltjes

t 82f

X,) d|X* X7
0 axiaxj( +) d[XE X7

O

Corolario 3.8 (Integragao por partes). Dados semimartingales X e
Y entao

t t
(XY), = XoYh +/ X, dv, +/ Y, dX, + [X, Y],
0 0
em particular
t
X2 =x? +2/ X, dX, +[X,Y];.
0

Demonstragao: Exercicio.

Observagao 3.5.

1. Na demonstracao da férmula de It6, usamos fungoes de classe
C? justamente porque martingales continuos tem trajetérias de
p-variacao caracteristica com p = 2. Note que um célculo en-
volvendo trajetérias continuas de p-variagao caracteristica com
p > 2 exigird mais das derivadas da f. Esse é o caso da teo-
ria chamada de “rough path”de T. Lyons. Ver por exemplo T.
Lyons [40] ou [41].
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2. A férmula de Ito6 é efetivamente a regra da cadeia, generalizada
para composi¢oes com fungoes de 2-variagao, independente do
carater probabilistico, i.e. independente de tomarmos ou nao o
limite em probabilidade.

3. Quanto ao aspecto probabilistico, a formula de It6 mostra que
o espago de semimartingales é invariante por composicao com
funcgoes de classe C2.

]

3.3 Caracterizagao de Levy

O préoximo teorema mostra uma caracterizagao do movimento brown-
iano em termos da propriedade de martingale e sua variacao quadrética.

Teorema 3.9 (Caracterizagdo de Levy). Seja X um processo es-
tocdstico em R%, continuo, Fi-adaptado com Xo = 0. Entdo sio
equivalentes:

i) X =(X',....,X% ¢ MB em R%;
ii) X ¢ martingale local continuo com [ X', X7 =6; ; t;

iii) X € martingale local continuo e para toda curva f = (f1,..., fd),
com f; € L*(Ry), o processo

i S [ dX’“ldth
quz;An@ ﬁdgéh@ﬂ

€ um martingale complezo.

Demonstragao: Assuma (i), isto é que X = (B!,...,B") é um
MB em R"™. Temos que para todo ¢, X; é uma gaussiana em R,
portanto os B7’s sdo independentes, portanto sido martingales e por-
tanto martingales locais. Porém, pelo Teorema 2.13, sabemos que
BB/ — [B*, B] é martingale local. Mas

- BH
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porque sao independentes se 1 < ¢ # j < d. Portanto Bi B{ é

martingale, o que implica que [B}, B]] é martingale, de variagao li-

mitada e inicializado no zero, portanto sé pode ser zero q.s.. O caso

1 <i=j <dédbbvio. Fica entao estabelecido o item (ii).
Assumindo (ii), considere

d t
M; = fr(s) dXF.

Entéo, por hipétese e pelas propriedades da integral de Itd (ver co-
mentdrios depois do Teorema 3.6 ) sua variagdo quadrética serd dada
por

[M];

d t

s k
LZ/O fk()dXs]t
d t
> [ i axt X,

k=1
d t

2 k
;/0 flc d[X ]s
d t

2 ds.
Zk:/o fic ds

Portanto, pela féormula da exponencial estocdstica (3.7), se tomarmos
f

a =1 entdo g, é um martingale local. A hipétese de que as fj’s sdo

quadrado integraveis implica que M; é limitado em L2, portanto sif

F ¢ um martingale,

também o serd. Assim, concluimos que de fato si
que é o item (iii).

Finalmente, assuma (iii), e tome um vetor ¢ € R?. Fixe dois
nimeros reais 0 < s <t e considere a fungao f = {1, ;. Entao gif é

um martingale, com £if =1 e

% - 1
Etf = exp{z < §7Xt - Xs > +§||£||2<t - S)}

—P
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Seja A € F;, entao, usando esperanga condicional temos que
Elaeif = 1,6V
que é igual a P(A). Portanto
E 146/ <6X—X:> _ P(A)e*%HEHQ(t*S)’
o que implica que a transformada de Fourier
E [i<6Xi=X>] = = 3llel’ (=)

Portanto, como a transformadade de Fourier caracteriza a medida,
(Xt — Xs) é gaussiana com matriz de covaridncia C = (t — s)1d.
Somado ao fato de (X; — X;) ser independente de F;, concluimos

que X; = (X',..., X% é um MB.
O

Corolario 3.10. Movimento browniano € o unico martingale local
continuo com variagao quadrdtica t.

A préxima proposicao é outra aplicagao interessante da férmula
de Itd. Note que ela faz uma caracterizacao probabilistica de uma
propriedade deterministica.

Proposicao 3.11. Seja f : R® — R uma funcdio de classe C? em
R™. A funcdo f € harmonica se e somente se para todo movimento
browniano By, sua imagem f(Bi) € um martingale em R.

Demonstragao: Dada f de classe C? e um movimento browniano
By = (B',...,B") em R", temos, pela férmula de It6 (3.7) e pelo
Teorema de caracterizagao de Levy 3.9, que

B n t 3f . 1 n t 82f
(B = F(B0) + 3 | 5w B +5Y | Gt as

ja que os outros termos se anulam.

Assim, se f for harmonica, o tltimo somatério se anula, portanto
sO restam os termos que sao martingales.

Reciprocamente, suponha que f(B;) seja um martingale. Suponha
por absurdo que existe um ponto zy € R”™, tal que o laplaciano



EF “SD-Estocastico-Public-Matematicas-IMPA” — 2009/10/26 — 22:40 — page 81 — #85 ﬁ}

S

3.4. EQUACOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS 81

Af(zp) > 0. Seja U C R™ um aberto conexo contendo z, tal que
neste conjunto Af > 0. Seja T o tempo de parada dado pelo tempo
de saida de U do movimento browniano inicializado em xy. Entao

n T T
T = B0+ [ G aBi+g [ arm,) as

Isso implica que [f(B;)]T ndo é um martingale visto que a tltima
integragao se faz com um integrando estritamente positivo, o que é
uma contradigao. Segue que Af é identicamente nulo.
|
Esse tipo de caracterizagao via imagem de movimento browniano
se estende para aplicacoes harmonicas entre variedades riemannianas,
ver por exemplo Catuogno e Ruffino [7].

3.4 Equacoes diferenciais estocasticas
O resultado principal desta secao é um teorema de existéncia e unici-

dade de solugao de equagoes diferenciais estocdsticas (EDE) em R™
com condigao inicial:

dwy = folt, ) dt+ Y filt,z,) W],

i=1 (3.8)

zo =x(0) € R"
onde W1,..., W™ sdo movimentos brownianos independentes e os
campos fo, f1,..., fm s@0 continuos e de Lipschitz na variavel z, i.e.

existe um K > 0 tal que

para todo i = 0,1,...,m, t > 0 e z,y € R®. O campo de vetores
fo associado a integracao deterministica é frequentemente chamado
de “drift”da equagao; enquanto que os outros campos fi,..., fm s@o
chamados de coeficientes ou campos de difusao.

A equagdo (3.8) tem um significado de uma equacédo integral no
sentido de que um processo x; sera solucao dessa EDE se quando
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integramos nos dois lados verificarmos a seguinte igualdade:
:Et—xo—/fos:cs ds—|—z fzsms dWZ

O leitor familiarizado com a demonstracao deterministica de exis-
téncia e unicidade de solugdes de EDO vai notar que ambas as demon-
stragoes, i.e. tanto para EDO quanto para EDE, estao baseadas na
mesma ideia de construir um operador que seja contragao em um
espaco adequado. Relembramos aqui uma das versoes do

Teorema 3.12 (Teorema do ponto fixo de Banach). Seja (M,d)
um espaco métrico completo. Seja S : M — M wma aplicacao tal
que existe a € (0,1) e um inteiro n > 1 tal que d(S™(z),S™(y)) <
ad(z,y). Entdo existe um unico v € M tal que S(z) = z.

O que precisamos introduzir de diferente do caso de EDO ¢é justa-
mente o espago de candidatos a solucao onde acontecerd a contragao.
Para um t fixado, considere a seguinte norma no espaco de semi-
martingales continuos e adaptados:

1/2
2
|U|g = {E sup |Us — V5| }
s<t
Por ser composi¢io de duas normas, | - |g também é uma norma.

Usaremos que

Lema 3.13. O espaco E de semimartingales continuos adaptados
com a norma | - |g € um espago de Banach.

Agora vamos & demonstragdo do

Teorema 3.14 (Existéncia e unicidade de solu¢ao de EDE). Eriste
um dnico processo estocdstico xy, que satisfaz a EDE (3.8) a menos
de indistinguibilidade.

Demonstragao: Para simplificar a notagao, consideremos uma tinica
componente de ruido na nossa equacao, i.e. m = 1. O caso geral é
extencao imediata, com férmulas mais longas.
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Considere o operador S : F — FE definido por

t t
(SU)I‘ = Zo +/0 fO(Sa UG) ds +/0 fl(sa Uq) de

Estamos procurando um ponto fixo para esse operador. Vamos usar
a seguinte métrica, para um t fixado:

B(U,V) =B [sup v, - VSF] ,

s<t

que corresponde a |U — V|%. Usando que para todo h, k € R, vale a
desigualdade (h + k)% < 2(h? + k?), temos que

®,(SU,SV) = E [sup

s<t

/S Fols, U) ds + / Fu(s,U.) dW,
0 0
2]

+sup (/0 F1(5,U%) = f1(5,V3) dwsﬂ

s<t

—/ fols, V2) ds—/ Fi(s, V) dW,
0 0

IN

. 2
2E |sup </0 Jo(s,Us) — fo(s, Vs) d5>

s<t

Usando as desigualdades LP de Doob (Teorema 2.6, com p = 2) e de
Cauchy-Schwartz para o produto interno em L?, ficamos com

2

?,(SU,SV) < 8E (/t f1(s,Ug) — f1(s,Vs) dWs>
0

B [(/ 1as) (/ o5, ) = s V) s )|
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que, pela isometria de It6 (Teorema 3.6), fica
¢
< SE [ AU - Al V)P ds
0

t
LUE / 1Fo(s,Us) — fols, V3)I? ds
0

IN

t
22+ ) B [ suplU, - Vif dr
0

s<r

_ K2+ 4) / .UV dr (3.9)
0

Para um 0 < T < oo fixado grande o suficiente, vamos abreviar as
constantes da formula acima e colocar C' := 2K?(T+4). Mostraremos
que para todo ¢t < T teremos

cnn
n!

q)t(SnU,SnV) S @T(U, V)u

para todo n € N. De fato, é ébvio para n = 0; assuma verdadeira
para n entdo, pela desigualdade (3.9) teremos:

t rnyn
®,(S"U,8Y) < C / O o (U, V)
0

n!

Note que essa desigualdade mostra também que a imagem de S estd
de fato em E. O argumento de existéncia finaliza com o fato de
existir um n € N tal que S™ é uma contragao uniforme em relagao a
métrica ®;. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Banach, temos
que existe um semimartingale que é solucao da EDE 3.8.

Quanto a unicidade da solugdo, note que a norma |- |g que defin-
imos no espago E na verdade é uma seminorma no sentido de poder-
mos definir uma relacao de equivaléncia entre dois semimartingales
neste espago X ~ Y dada por | X — Y|g = 0. Isso significa que

E sup |U, — Vi[> = 0,

s<t
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o que implica que existe um conjunto Q' C Q de probabilidade to-
tal P(2') = 1 tal que se w € @ entdo X (w) = Y;(w) para todo
s < t. Portanto a unicidade estd no espago de Banach quocientado
pela relagdo de equivaléncia E/ ~, que é o mesmo que dizer que a
unicidade se d4 a menos de indistinguibilidade.

O

Observagao 3.6 (Sobre solugoes de EDE).

1. EDE’s sao geradores naturais de semimartingales: a compo-
nente de variacao limitada da solugdo da equacdo (3.8) estd
na primeira parcela do lado direito e a componente de martin-
gale sao as outras parcelas que correspondem as integragoes em
relagdo ao movimento browniano.

2. Uma EDE em geral pode ter como integradores outros martin-
gales, note que em relacao a essa diregao de generalizagao, o
crucial nesta demonstragao é que a variagao quadratica desses
integradores sejam limitadas por um At quando aplicamos a
isometria de Ito.

3. Da mesma maneira que vimos para a férmula de It6, aqui o
tempo t pode ser trocado por um tempo de parada T'.

4. Normalmente, uma solucdo de uma EDE é verificada usando-
se a férmula de It6. Nem sempre é ficil achar uma solugao
explicita. Para quem trabalha com aplicacoes diretas a fisica,
engenharia ou economia, métodos de simulagoes numéricos po-
dem ser bem vindos. Em Kloeden e Platen [31], além de ap-
resentar varios algoritmos para solugoes numeéricas, temos uma
fonte grande de exemplos numa tabela de EDE’s com as re-
spectivas solugoes explicitas. Outra referéncia interessante para
mais modelos, aplicagdes e simulacoes é o livro do E. Allen [1].

5. No caso dos campos de vetores serem somente localmente Lip-
schitz, o teorema acima vale localmente. Pode acontecer de
termos tempo de explosao finito, i.e. x; indo para o infinito ou
para um ponto fora do dominio. Neste caso o tempo de exp-
losao, que depende das trajetérias para cada w, é um tempo de
parada.
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Exemplo 3.5 (Equagdes lineares).

Seja A uma matriz n X n e b;(t), i = 1,...,m curvas continuas
(ou mensuréveis) em R™. Considere a seguinte EDE linear nao ho-
mogénea:

doy = A wy dt+ ) bi(t) dW},
i=1
ro=a € R"

Tome ¢, = e’ a solucdo fundamental da equacio linear & = Az;,.

Entao temos que a solugao é dada pela formula de variagao de parametros
mo ot
o= aua) + oy [ 05 bi(s) AW
i=170
De fato, usando a férmula de It6 na forma infinitesimal, temos que
m t .
dr; = dgi(a)+d <¢t Z/ b5 bi(s) dW;)
i=170
m t .
o> [ ortuls) awi|
i=170

+¢1 Z ¢y bilt) AW

=1
m t
= <A¢t<a>+A¢>tZ / ¢ bi(s) dWﬁ) dt
i=170

bi(t) dW}

= ¢/t(a’) dt +

+

IR

@
Il
-

= A

VR

m t
AOEZDY / o5 bi(s) de) dt
i=170

bi(t) dW}

IR

&
Il
_

+

= Awydt+) bi(t) AW/

i=1
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De onde segue que de fato z; é a solugao da equacao.

Exemplo 3.6 (Outros casos).

Vimos no Exemplo 2.12 o caso da EDE (3.6) linear no ruido, i.e.,
para a € R:
d.’l?t = Tt dBt,

cuja solugao é a exponencial estocdstica e*(B); = exp{aB; — O‘TQt .
Uma aplicacao direta da férmula de It6 permite acharmos uma

EDE que um dado semimartingale seja a solucao. Por exemplo, ve-

rifique que o semimartingale positivo z; = eB? é a tnica solucao de

dxy = 2xiv/Inxy dBy + (xp + 22 Inay) dt

com condigao inicial zg = 1.
|

Exercicio 3.7. Para a,b € R, verifigue a unicidade da solugao de
dzy = ax; dt + bz, dW,,
com condicoes iniciais To =0 e xg = 1. Idem para
dr; = axy dt + bxf dWy,

Em ambos os casos, use a formula de Ito para calcular as esperancgas
Elz,), E[z7] ¢ E[z{].

Observacao 3.8 (Sobre solugoes fortes e fracas).

Dizemos que uma solugdo da EDE (3.8) é forte quando ela puder
ser construida a partir dos movimentos brownianos estipulados nesta
mesma equagao. A demonstragao de existéncia e unicidade de solugoes
de EDE que fizemos acima é para solugoes fortes. Em contraste, uma
solugao é dita fraca se ela for escrita em relagao a outro movimento
browniano que nao os integradores originais. Um exemplo simples
para ilustrarmos € o seguinte. Considere a EDE:

dl’t = Kt th, (310)
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onde K; € O(n) é uma curva no grupo de matrizes ortogonais e W
¢ um movimento browniano em R". Na préxima se¢ao veremos que
Wy = K;B; também é um movimento browniano. Assim, a equacao
pode ser reescrita em relagao a esse novo processo como

day = dW,, (3.11)

cuja solugao é z; = zo + W;. Assim, essa solucao ¢ uma solucao fraca
da equagao (3.10). Uma solucdo forte de (3.10) em geral pode ser
muito dificil de se calcular. Outro exemplo menos trivial é o processo
de Bessel (ver Oksendal [46]) que d4 o raio de um MB no plano
R = +/(B")? + (B2)2. Usando a férmula de Itd, verificamos que esse
processo satisfaz a EDE

_ 1

dR_2R

dt + dB;,
onde o MB B; satisfaz:

t t
Bt :/ B1(<Bl)2+(B2)2)71/2 dBl+/ B2((Bl)2+(B2)2)71/2 dB2
0 0
(3.12)
Também por resultado da préoxima secao podemos verificar que By é
um movimento browniano.

3.5 Gerador infinitesimal

Quando os campos de vetores envolvidos em uma EDE sao auténomos
(i.e. nao dependem da varidvel t), entao as solugdes sdo processos de
Markov continuos em R™, também chamados de processos de difusao
ou difusao de Ito. De fato, neste caso, dado que o processo se en-
contra em um certo ponto y € R”, se pensarmos na discretizacao da
solugao no tempo como um processo elementar, as probabilidades de
transicao a partir de y, para essa discretizacao, ficam determinadas
pelas diregoes dos campos fo, f1,.-., fm- A demonstracao deste teo-
rema, usando a independéncia dos integradores em incrementos dis-
juntos pode ser encontrado em qualquer um dos livros classicos de
célculo estocastico: Oksendal [46], Revuz e Yor [50], Kunita [32],
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Karatzas e Shreve [29] ou o cldssico Ikeda e Watanabe [25], entre
muitos outros.

As probabilidades de transicao de um processo de difusao de Ito,
i.e. probabilidades de transi¢ao de solugoes de EDE homogéneas no
tempo, determinam as distribuigoes finito dimensionais do processo.
Para que essas distribuicoes fiquem efetivamente bem definidas, s6
nos falta fixar a condicao inicial g em R™, onde o processo serd
disparado. E o mesmo que dizer que, disparando o processo em xg,
tomando X;° a solu¢do da EDE com esta condigdo inicial, entdo
dado um conjunto aberto A e um tempo t > 0, a probabilidade de
transicao de xy para A neste tempo é:

Pi(zg, A) =P{w: XJ° € A}

Um semigrupo de operadores de Feller (T});>0 : Co — Co agindo
no espago das fungoes continuas com suporte compacto Cj satisfaz
as propriedades:

i) (continuo e positivo em Cp) Ty = 1d, ||T¢|]| < 1 e é operador
positivo para todo t > 0;

ii) (semigrupo) Ti1s = T; o T, para todo s,t > 0;

iii) (continuidade no tempo) lim; .o ||T:(f) — f|| = 0 para toda f €
Co.

As probabilidades de transicao mencionadas acima geram o seguinte
semigrupo de operadores Feller T; : Cyp(R™) — Co(R™), para t > 0:

(Tif)(z) = f(y) Pi(z, dy).
R‘n
As propriedades de semigrupo Feller podem ser facilmente verifi-
cadas; em particular, a propriedade (ii) acima segue da condigao
de Chapman-Kolmogorov. Pelo teorema da medida induzida 1.6
também podemos escrever esse semigrupo como

(Tef)(x) = E[f(X)].
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O gerador infinitesimal A do semigrupo T; é a derivada em ¢ deste
semigrupo em alguma funcao f. Assim, para um ponto xy € R"

temos que
(Af)(o) = lim Tuf (o) = Jtto),

quando o limite existir.

Usando a féormula de It6 podemos calcular o gerador infinitesimal
associado a uma EDE, ou melhor dizendo, associado a suas proba-
bilidades de transi¢do. Verificaremos que trata-se de um operador de
segunda ordem, portanto funcdes de classe C? estdo no seu dominio.

Proposicao 3.15. Dada a EDE de Ito:

dxy = fo(ws) dt+ Y fi(ws) dWY,

i=1
o gerador infinitesimal do processo de Markov associado € dado pelo
operador de sequnda ordem A, que aplicado a h € C? é dado por

m

A)(w) = (fo)h(a) + 5 SO () HR) fi)

i=1
onde H(h) é a hessiana de h e f} € a transposta do vetor f; repre-

sentado matricialmente.

Demonstracao: De fato, seja h uma funcio de classe C2. Entéo,
pela férmula de 16,

t t

1

h(x) = h(zo) —|—/ < Vh(zs),dxs > +3 H(h)(zs)[dzt, dzs).

0 0

Onde a expressao H(h)(xs)[dx}, dxs] significa, a variagao quadritica

de dz! H(h) dxs com a convengao de que dW'dW7 = §;; ds.
Tomando a esperanca, as componentes que sao martingales desa-

parecem. Além disso a tultima integral pode ser reescrita como:

Eh(z;) = h(xo) +/0 < Vf(xs), folzs) > ds

+

> [ s as

i=1

—P
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Derivando na varidvel t obtemos o resultado.
|
A proposigao acima também pode ser vista como corolario imedi-
ato do seguinte lema mais geral, ver, entre outros [46, Lemma 7.8]:

Lema 3.16. Se um processo Yy € R™ for uma integral

¢ ¢
Y; :/ u(s,w) ds +/ v(s,w) dBs,
0 0

com u e v processos integraveis. Entdo, para toda f : R™ — R de
classe C? temos que

EU0G] = [0+ E /O < Vfidus >

1 [* . 0%
T3 Z/O(W )i,jm(ys) ds.

i,5=1

O tempo t acima pode ser substituido por um tempo de parada.

Outra caracterizagao do MB em termos de processo de Markov
continuo é a seguinte: Um processo de difusdo X; é um MB se seu
gerador infinitesimal é dado por %A. Essa caracterizacao vai ser
util em geometria estocdstica para definir MB em uma variedade
riemanniana: um processo ali serd um MB se for uma difusao com
gerador infinitesimal dado por %A, onde o Laplaciano aqui (A =
divV) é o operador de Laplace-Beltrami.

Exercicio 3.9. Use o Lema 3.16 para mostrar que os processos W, e
By das formulas (3.11) e (3.12) sdo de fato movimentos brownianos.

3.5.1 Foérmula de Dynkin

Combinando a férmula de [t6 com um tempo de parada finito q.s., e o
truque de tomar a esperanca para eliminar a componente martingale,
temos a seguinte
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Teorema 3.17 (Férmula de Dynkin). Dada uma funcio f € C? e
um tempo de parada T < M gq.s. para algum M > 0 entdo:

E[f(X)] =f(Xo)+E/OT Af(zy) ds.

Se chamarmos u; = E[f(X})], a férmula de Dynkin est4 dizendo

que 5
u
5 = B (AN(X).

A famosa equacao reversa de Kolmogorov vai garantir que o gerador
infinitesimal comuta com a esperanca, i.e.

Teorema 3.18 (Equagéo reversa de Kolmogorov). Para uma fungdo
f€C? euy = E[f(Xy)] entdo temos:

ou

3.5.2 Aplicacgoes

Nos proximos exemplos exploraremos a formula de Dynkin. Os dois
primeiros exemplos fornecem informagoes sobre a dinamica do MB
(ver Oksendal [46]). No terceiro exemplo resolveremos o problema
classico de Dirichlet de fungao harmonica com condigao de fronteira.

Exemplo 3.7 (tempo de saida de conjunto limitado).

Suponha que temos um MB X, inicializado em a € R", cujo ger-
ador infinitesimal sabemos que é %A. Dado uma esfera de raio R,
maior que |a|, considere o tempo de parada 7 dado pelo tempo de
saida de X; da bola Byp(R). Em principio ndo sabemos nem se esse
tempo de parada é finito, j4 que muitas trajetdrias ficam eternamente
dentro desta bola. Assim, para garantir que nas férmulas estaremos
usando um tempo de parada limitado, considere a sequéncia de tem-
pos de parada 7, = 7 A k.

Considere a funcio diferenciavel f(z) = |z|?, cujo laplaciano é
constante Af = 2n, em todo ponto. Assim, aplicando a férmula de
Dynkin temos:

Ef(Xz)

Tk
la|® + E/ n ds (3.13)
0

= la|* + nEm.
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Portanto, como f(X,) = R? temos que para todo k € N

E [r] < —(R? — |af?).
E quando k tende para infinito, 7, tende para 7, portanto, pela
equacao (3.13), temos :

B r] = - (R - [a?).

Concluimos que o tempo de saida do MB de um conjunto limitado
é finito com probabilidade um, e ainda mais, esse tempo € integravel.
|

Exemplo 3.8 (Recorréncia do MB).

Considere o problema de inicializarmos o MB em um ponto b fora
da bola Bg(0) centrada na origem com raio R, e o tempo que o
processo leva para atingir a bola, se é que a atinge!

Suponha inicialmente que temos um MB B; inicializado em b €
R2. Considere o anel aberto em R? dado por Ay, = {7z : R < |z| <
2FR}. Para um ponto b neste anel, chamemos de 7 o tempo de saida
do conjunto Ag. Considere uma funcao f : {|z| > R—e} — R tal que
nos anéis Ay temos f(r) = —log|z|. Como Af = 0 em Ay, entdo,
pela férmula de Dynkin,

Ef(Br,) = f(b)

para todo k > 2. Essa média acima esta sendo feita sobre trajetorias
que param no circulo interno de raio R, com probabilidade p, =
P{|B,.| = R}, e com as que param no circulo externo de raio 2*R,
com probabilidade g, = P{|B,,| = 2R}, com py+q = 1. A férmula
acima quer dizer que

—(log R)pi. — (log R + klog2)qr, = — log |b]
para todo k. Ou ainda:

 log([bl/R)

Pk = klog?2
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Portanto pi tende a 1 quando k vai para infinito. Isto significa que
com probabilidade 1 as trajetérias fora da bola, entram nela em um
tempo finito. Ou ainda, inicializando fora de um conjunto aberto,
esse conjunto aberto serd visitado por todas (q.s.) as trajetérias, e
mais, um ndmero infinito de vezes. Essa propriedade é chamada de
recorréncia do MB no plano.

Essa recorréncia em R? implica, em particular, olhando-se em
cada coordenada euclideana, em recorréncia do MB linear. Esse fato
implica que o tempo de parada do Exemplo 3.2, de fato é finito q.s.
embora, como foi dito, nao é integravel.

Considere agora as mesmas construgoes de Ay, T, pr € g feitas
anteriormente, mas no R", com n > 3. Tome a fungao harmoénica
f(x) = |2|>~". Entao ficamos com

R*™"p + (2"R)* gy, = b7
para todo k. Ou ainda:

_ |b|2—n _ (ZkR)Q—n
- R2—n _ (Qk:R)an !

Pk

Assim, o fato de pj tender a (%)2 ! < 1 quando k cresce para
infinito significa que com probabilidade estritamente positiva, tra-
jetérias nao entrarao na bola de raio R. Quanto maior a dimensao,
menos trajetorias entrarao nesta bola. Este fendmeno é chamado de
transiéncia do MB em dimensao n > 3.

|

Exemplo 3.9 (Problema de Dirichlet).

Nessa aplicacao da féormula de Dynkin, mostraremos um argu-
mento probabilistico para se resolver o problema classico de Dirichlet
(deterministico). Suponha que temos um dominio aberto, limitado
e conexo D € R™, com fronteira 0D mensuriavel. O problema de
Dirichlet consiste em se achar uma fungdo harmonica em D que sa-
tisfaca uma condicao de fronteira dada por uma fungao mensuravel
g : 0D — R. O problema pode entao ser equacionado como

Au=0 em D,
ulop =g
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Fixamos um ponto a € D. Disparamos um movimento browniano
B; em a e seja T 0 tempo de parada quando esse processo toca na fron-
teira. Quando aplicamos a formula de Dynkin na fungao harmoénica
u que estamos procurando ficamos com:

E [u(B;)] = u(a).

A varidvel aleatoria B, : £ — 0D induz uma medida p, em 0D.
Ao mesmo tempo u em 9D coincide com g. Assim, pelo teorema da
medida induzida podemos calcular u(a) como a integral:

ua) = | g(w) palio)

Esse procedimento probabilistico para se calcular a funcao har-
monica gera um algoritmo para achar aproximagoes da solugao por
simulagoes: considere o reticulado de cubos n-dimensionais em R™
de arestas a, i.e. o conjunto aZ™ € R", onde iremos simular um
movimento browniano discreto. Isto significa que em cada ponto do
reticulado, a probabilidade de saltar para cada um dos 2n pontos viz-
inhos é dada por 1/2n. Trajetérias aleatérias obtidas dessa maneira,
aproximam (em probabilidade, uniformemente nos compactos) as tra-
jetérias do movimento browniano. Quando uma trajetéria toca na
fronteira, considera-se o valor de g naquele ponto. Com alguns mi-
lhares de trajetérias simuladas em um computador, tomando a média
delas obtemos uma boa aproximacao da fungao harmonica u no ponto
x € aZ™ onde inicializamos as trajetérias aleatdrias (faga esse exper-
imento!).

Esse procedimento de se achar a média e outras propriedades sobre
uma quantidade grande de simulagoes é chamado de método Monte
Carlo, uma excelente introducao em nivel bastante elementar pode
ser encontrado em Sobol [59].

|

Observacao 3.10 (Fronteira de Poisson).

Geometricamente falando, espaco ou fronteira de Poisson II de
uma (sub)variedade com estrutura de grupo e uma medida de Borel
1 € um espago topoldgico compacto onde podemos representar todas
as funcoes p-harmonicas da variedade nas funcoes mensuraveis reais



EF “SD-Estocastico-Public-Matematicas-IMPA” — 2009/10/26 — 22:40 — page 97 — #101 ﬁ}

S

3.6. INTEGRAL DE STRATONOVICH 97

em II. Mostrar que o problema de Dirichlet acima tem solugao, sig-
nifica mostrar que a fronteira topoldgica 9D é o espago de Poisson de
dominios abertos limitados D no R™. A medida p que toma-se aqui
que torna equivalente as defini¢oes de p-harmonica e a defini¢ao por
ntcleo do laplaciano é uma medida gaussiana dada pela probabili-
dade de transi¢do do movimento browniano P;(z, dy), para qualquer
t > 0. Ver detalhes sobre fronteira de Poisson em grupos de Lie em
Furstenberg [19] ou em Lopez, Ruffino e San Martin [39].

O

Observacao 3.11 (Para uma segunda leitura).

Dado o gerador infinitesimal A de uma difusio, usando a férmula
de Ttd e o teorema ergddico para processos de Markov (Teorema 5.8)
podemos obter uma equacao para as densidades de medidas invari-
antes dadas pela adjunta de A quando esse operador age em L2NC?.
Explicitamente: o nicleo de A* sdo as densidades das medidas in-
variantes. A equagao

A*u=0

é conhecida como (uma das versoes de) a equacao de Fokker-Planck.
O fato de existir uma funcao u que satisfaz a equacao acima é equiv-
alente a ela ser um ponto fixo da acéo do semi-grupo e ¢ no espaco
de medidas, portanto é equivalente a ser uma medida invariante para
a difusdo associada a A.

|

3.6 Integral de Stratonovich

Voltando & definigdo da integral de It6 na equacao (3.3) repare que
nas somas de Riemann, o integrando é avaliado no extremo esquerdo
de cada subintervalo da partigao. Isso garante que a integral serd um
martingale.

De fato, a titulo de exemplo, considere a integral fot By dBs e
uma particdko A = {0 = ¢y < t; < ... < t, = t}. Calculando
as esperancas das somas de Riemann, com os integrandos avaliados
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como na integral de It6 temos:

n—1 n—1
E Z Bti (BtH»l - Bti) = Z E [Bti(Bti+1 - Btl)] =0
=0 =0

para toda particao A.
No entanto, se avaliarmos os integrandos no extremo direito dos
subintervalos teremos:

n—1 n—1
E Z Bti+1 (Bti+1 - Btl) = E [(Bti+1 - Bti)Q]
=0 =0
n—1
= tit1 — i
=0
=t

para toda particao A.

A integral de Stratonovich é uma média entre essas duas situagdes
vistas acima. A vantagem dela em relacdo a integral de It6 vai apare-
cer na simplificacdo da féormula de Itd para ela, que vai voltar a
ser uma férmula de primeira ordem, como no célculo tradicional.
Além disso, modela com mais simplicidade uma classe muito grande
de sistemas dinamicos e processos estocasticos em variedades difer-
enciaveis.

Definigao 3.2. Dado um semimartingale continuo Xy e fi um pro-

cesso o(X;)-adaptado, a integral de Stratonovich € definida como o
sequinte limite em probabilidade:

t n
/0 fs 0dX;=P - lim Z(W) (Xtipy — Xt)-

A
|AI=05—

(quando o limite existe).

O seguinte teorema vai dizer que a classe de processos integraveis
segundo Stratonovich é a mesma que para a integral de Ito.
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Teorema 3.19 (Férmula de conversao It6-Stratonovich). Se (fi)i>o0
€ um semimartingale entao:

/0th odXs:/Otfs 4X. + 57, X,

no sentido de que se um lado existir, o outro também existe e sao
1guaLs.

Demonstragao: Dada uma particao, a soma de Riemann para a
integral de Stratonovich se decompoe como:

n—1
1
§<ftk+1 + ftk)(th+1 - th) =
=0
n—1 1 n—1
Z ftk (th+1 - th-) + 5 (ftk+1 - ftk)(th+1 - th)'
=0 =0

O resultado segue diretamente das definigbes em termos de con-
vergéncia em probabilidade quando a malha da particao vai para
Z€ro.

O

O resultado abaixo é uma férmula para converter EDE’s de It6
em EDE’s de Stratonovich.

Teorema 3.20. Seja X,Yi,...,Y, : R>o x R" — R" campos
vetoriais com X continuo e Lipschitz na seqgunda coordenada e Y;
continuos e C? na sequnda coordenada. Entio a solugcdo da EDE de
Stratonovich

dry = X(t,z0) dt+ Y Yj(t,z,) odBl,
j=1
com xo = 2(0) € a solugdo da EDE de Ito:

dry = X (t,x0) dt+ Y Yi(t,z,) dBY,

Jj=1
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onde

onde d(Y;),2)(Y;) € a diferencial (jacobiano) de cada campo Y; avali-
ado no ponto (t,x), na dire¢do do prdprio campo Y;.

Demonstragao: Temos que as integracoes de Stratonovich, pela
férmula de conversao, em termos de integrais de It0 ficam:

t t
. o ,
/Yj(s,xs) ong:/ Yj(s, ) dB] + 3 [Yj(t, ), B (3.14)
0 0

Precisamos calcular a variacao quadratica cruzada do tiltimo termo
acima. Pela féormula de 1to,

onde z; = (z},...,27). A parte cuja variagdo quadratica é diferente
de zero, portanto a Unica parte relevante para a variagao cruzada da
equacao (3.14) é a que contém a componente martingale no primeiro
somatorio. De fato:

Z/ 7 (5 Z/ S (s.) (X(s,2.)) ds
+;/0 82( )<;Y,§ dBf)

onde, apesar de X ser justamente o que queremos calcular, neste
ponto ele nao é relevante ja que a componente associada a ele tera
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variagao quadrética zero. Assim, aplicando a propriedade da variagao
quadrética da integral de Ité (Teorema 3.6, item (4)), ficamos com:

L[t ay; , :
S [ s v ant

[Y} (tv xt)? Bg]

i

I
]
NE

s~

g2
-
8
=
a
%
“:R‘
o)

Il
\“

QU
—~ |
o
~—
W
=N
<<
~

IS

V)

O que completa a demonstragao.
O

O que torna a integracao de Stratonovich tao interessante é o
fato da sua férmula de It6 (de composigdo com semimartingales) ser
simples como no caso do céalculo de primeira ordem, o que facilita
contas e calculos de solucoes de EDE:

Teorema 3.21 (Férmula de It6 para integral de Stratonovich). Seja
F : R? — R uma funcdo de classe C® e X = (X',..., X% um
semimartingale d-dimensional. Entdo:

4 rtor :
F(X) = F(Xo)+ Y [ 5o(X) oax:
i=170 T

O somatorio do lado direito também serd escrito como fot < VF,dX >,
onde VF € o gradiente da F'.

Demonstragao: Convertendo a soma de integrais de Stratonovich
para para It0, temos:

d t d t
OF . OF :
E /0 3xi(XS) odX: = E /0 aﬂji(XS) dX,
i=1 i=1
d
1 [OF .
5 [317,; (Xs), dXS} .
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Para calcularmos a variagao cruzada no 1ltimo somatério usamos a
férmula de It6 para identificar a componente martingale de

OF 6F .
= J
8xi (Xt) 8% dXS

PBF .
J
—|— E / 0, 02r027 ——(X,) d[ Xk, X7]s.

Portanto, a componente martingale local de %(Xt) esté contido no

processo
X3
Z / O0x;j (9xZ ) d

Portanto, voltando a variacao quadratica da primeira equacao desta
demonstracao, temos que

Bf( Xm} Z//axjaxz ) X, X

Substituindo esse processo naquela equacao, temos que a igual-

dade do teorema segue pela férmula de It6 para integral de It6 (3.4).
O

Exemplo 3.10 (Aplicacoes: integragao e solucdo de EDE).

Como foi dito, o fato da composicao ter uma regra da cadeia de
primeira ordem como no calculo com funcces diferenciaveis, as inte-
gragoes e solucoes de EDE ficam muito mais ficeis de serem procu-
radas quando estao na forma de uma integral de Stratonovich. Uma
vez achada a solugao, podemos voltar ao caso da integral de It6 pela
férmula de conversao. Considere os casos simples:

¢ 1
/ B, odB, = -B?,
2
0

que nao é um martingale, conforme visto no Exemplo 3.3. Ou ainda

t
/ cos?(B,) odB, = %[Bt + sin(By) cos(By)],
0
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(verifique). Solugao de uma equacao linear, com A uma matriz d x d
e B; um MB linear:
dry = Azy odB;

¢ dada simplesmente por z; = exp{A - B;} xo. Ou ainda, com A! e
A? matrizes d x d e (B}, B?) MB’s independentes, entao

dxy = A'zy odB} + Alzy odB?
tem solugdo zy = exp{A! - B} + A% . B?} x¢, independente de A' e
A? comutarem ou nao.

O

Exercicio 3.12. Use a formula de conversao Ité-Stratonovich para
verificar que dada uma difusao (sistema auténomo) escrito como uma
EDE de Stratonovich:

d:ct = X(l’t) dt + Zy;(xt) © ng,

j=1

essa difusao tem gerador infinitesimal dado por
1 o=, 2
A=X+5 > ()%
j=1

onde (Yff) =Y;(Y; f).

—P
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Capitulo 4

Sistemas dinamicos
estocasticos

A intencdo deste capitulo é, além de mostrar as ferramentas apresen-
tadas nos capitulos anteriores sendo usadas na analise da dinamica
estocastica, também apresentar ao leitor uma variedade de problemas
onde temos alguma experiéncia, dai ter um certo apelo pessoal. O
pesquisador, neste ponto, esté convidado, ao ler esses tépicos, propor
generalizagoes e novos problemas relacionados.

4.1 'Trajetorias das solucoes de uma EDE

Na maioria das aplicagbes consideramos equacoes diferenciais estocdsticas
auténomas (difusdes). Além de gerarem processos de Markov, tec-
nicamente nao perdemos generalidade pois com o mesmo truque do
caso deterministico, podemos tranformar um sistema nao auténomo
em um auténomo aumentando uma dimensao (a temporal R>) no
espago de estados. Considere entdo uma EDE:

dry = X () dt +»_ Yj(zy) odBi, (4.1)

Jj=1

104
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onde X,Y7,...,Y,, sdo campos vetoriais de classe C! e {B},..., B}
sao MB lineares independentes. Se assumirmos que as derivadas dos
campos (jacobianos) sao limitadas entdo o tempo de explosao para
todas as condigbes iniciais é infinito, ver Kunita [32].

Uma maneira interessante de intuirmos sobre a solugao é o teo-
rema de aproximagdo de Wong-Zakai, em [64]. Antes disso, vamos
definir o que é uma aproximacgao poligonal do movimento browniano.
Considere um MB B; e uma particao, digamos com sub-intervalos de
comprimentos iguais a At. Entdo uma aproximacao poligonal de By
é o processo continuo, linear por partes u; tal que nos multiplos de
At, up(ar) = Br(ar), para n € N. A vantagem desse processo é que
ele é derivavel em todo ponto exceto nos miltiplos de At.

Para cada movimento browniano linear B7, j = {1,...,m} da
equagao (4.1), considere uma aproximagao poligonal u]

Teorema 4.1 (Aproximagcao de Wong-Zakai). As trajetorias da solugao

da equagdo (4.1) podem ser aprozimadas pelas trajetérias da EDO
(em cada w):

dry = X(x}) dt + ) Yj(ay) duf,

j=1
ou, na forma diferencial:
m
T = X(a) + ) Yi(ay) @,
j=1

A convergéncia nas trajetorias se dd da sequinte maneira: para todo
e>0:
lim P{sup |z, —z5| <e}=0
(At)=0  “se0,¢ ° ’

(ver, entre outros [62]). A convergéncia acima é chamada uni-
forme em probabilidade nos compactos (ucp).

Um sistema de controle, ou poli-sistema dindmico ou ainda, sis-
tema de controle afim com os mesmos campos de vetores da equagao
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(4.1), é uma equagao onde temos fungées no tempo que podem con-
trolar o impacto dos campos vetoriais nas trajetérias:

de=X(af)+ Y v (t) Yi(ap). (4.2)

j=1

A funcio vetorial v(t) = (v!(t),...,v™(t) é chamada de fungdo de
controle ou controlador . A relagdo entre as possiveis trajetorias da
equagao de controle (4.2) de acordo com v(t), e as trajetérias da EDE
(4.1) sdo muito estreitas: é como dizer que numa EDE, o controlador
¢ uma fungao aleatéria (“derivada”de um processo gaussiano).

O controle pode ser feito dentro do subspaco afim de dire¢oes
gerado por X somado ao subespaco gerado pelos campos de difusao;
naturalmente, nao se tem dinamica em outras dire¢oes ortogonais aos
campos. Essa relagao estreita entre os pontos atingiveis pela equagao
de controle e a trajetéria realizada por alguma das trajetorias guiadas
pelo MB em (4.1) é dada pelo seguinte:

Teorema 4.2 (Teorema do Suporte). O suporte das v.a. x; dadas
pela solugdo da (4.1) € igual ao fecho dos pontos atingiveis pela
equagdo de controle (4.2).

Uma demonstragao pode ser encontrada no livro classico Tkeda e
Watanabe [25]. Note que a relagdo aqui é como se o controle fosse

i dB? . -
dado, formalmente por v; = —i» uma derivada que sabemos que nao
existe, dai a necessidade da equagao estocastica ser escrita na forma

integral.

4.2 Fluxos estocasticos e cociclos

Voltamos & comparagao entre nossa equagao original (4.1) e a equagao
de controle (4.2). Para a equagao (4.2), existe um fluxo de controle
que depende da fungao controle u(t). Isto é, existe uma familia de
difeomorfismos (locais) ¢; : C x R — R, onde C é a familia de todos
os controles possiveis (digamos, continuos ou mensurdveis) tais que
dada uma condigao inicial x(, entao a solugao para um certo controle
u(t), é dada por z¢(u) = ¢¢(u) (o).
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Repare que a condigao de semigrupo de difeomorfismos de solugao
passa a valer no seguinte sentido, para todo ¢, s > 0:

P(a+) (W) (20) = ¢ (uls + ) © b5 (u) (20)

onde a translagdo no tempo (que chamamos de “shift”) do controle
u(s 4 -) é necessdria porque depois que o sistema saiu do ponto x,
seguindo as direcoes dadas pelo controle u, quando ele atinge o ponto
os(u)(xo), as instrucgdes que ele recebe dai pra frente para que a
igualdade da equacao acima se mantenha, sao as instrugoes de u
a partir do tempo s. Esse shift entdo é um novo controle v(t) =
u(s+t) € C. Esse shift (ou atualizagdo nos parametros do semigrupo
solucdo) sempre aparece quando falamos de equagoes controladas por
fungées no tempo.

Pela mesma razao, no caso de fluxo estocéstico para a equagao
(4.1), precisamos fazer o shift do movimento browniano. Como a
relagao entre u e B; se faz na sua derivada, para mantermos a imagem
do shift no espago de “controle” (espago de Wiener, i.e. continuas
inicializadas no zero), o shift serd representado no espago de proba-
bilidade canonico: no espaco de Wiener. Assim o shift serd dado por
05 : Q — Q e satisfaz

B;(0s(w)) = Biys — Bs.

O fluxo estocastico entao satisfaz as seguintes propriedades chamada
de cociclo :

Prs(w)(@0) = G1(0:w)(-) © bs (w) (o).

Ver também L. Arnold [2].

Dadas as condicdes de diferenciabilidade (C') nos campos de ve-
tores da equacdo, existe uma dependéncia diferencidvel no espaco R?
do fluxo estocéstico em relagao a condigao inicial. Isto é, fixado um ¢
e um w (q.s.), podemos falar da diferencial d¢;(zp) que é uma trans-
formagao do espago tangente a xo ao espago tangente a d¢.(z¢), que
neste caso se identificam com o préprio R,

Resumindo, temos as seguintes propriedades do fluxo estocastico:

Teorema 4.3. Para campos diferencidveis C* na equagio (4.1)
temos que o correspondente fluzo estocdstico ¢ : R>o x 2 x R4 — R?
satisfaz:
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i) (Identidade em t =0) ¢ = Id, P-gq.s.
ii) (Cociclo) ¢ri.s(w)(xo) = ¢r(0:sw)(-) 0 Ps(w)(x0).-

iii) (Diferenciabilidade no espago) Diferencidvel na varidvel .

4.3 Estabilidade: expoentes de Lyapunov

Exploramos a diferenciabilidade do fluxo estocastico no espago. Suponha
o caso de termos um ponto fixo xg, i.e. onde todos os vetores da
equacao (4.1) se anulam. A linearizacdo do fluxo neste ponto é a
diferencial do fluxo estocdstico d¢:(zp), que preserva o ponto, mas
nao sua vizinhanga. A linearizagao (diferencial) corresponde a procu-
rar propriedades deste fluxo no espaco tangente a xg, ja que em xg a
dindmica se trivializou. Chamando de v; = dg(xo)(vo) essa dindmica
no espacgo tangente, temos que v; satisfaz a seguinte EDE:

dvy = dX (g (v;) dt + Y dY(, \(v,) dB]

=1

Dada uma solucdo X; de uma EDE em R? para cada medida
ergddica deste processo temos o seguinte resultado de existéncia dos
expoentes de Lyapunov, que sao parametros que medem crescimento
ou decrescimento exponencial de distancias entre pontos relativa-
mente pertos, em direcdes especificas. Trata-se de uma extensdo do
teorema ergddico de Osseledets para fluxos estocdsticos. Ver, e.g.
Carverhill [6], Elworthy [14], Arnold [2] entre outros.

Teorema 4.4 (Teorema ergédico multiplicativo). Dada uma medida
de probabilidade ergddica p para o fluxo estocdstico ¢ da EDE (4.1)
Para (w,z) P X p-q.s. existem os expoentes de Lyapunov \g < ... <
A1 (deterministicos) e uma filtragao aleatdria em subespagos

{0} =Vt cvitlw ) C... C V(w,2) = R?

Tal que, se vg € VE(w,z)\ VF1(w,x) entdo:

.1
Jim 5 log |ddn(w,x) (v0)] = Ar.
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Além disso os subespacos da filtracdo, chamados de subespacos de
Oseletets sao invariantes pelo fluxo:

ey (z)(VH(w, 2)) = VF(Oyw, ¢y (w)z).

Os nameros A, K =1,...,d, sao chamados os expoentes de Lya-
punov do sistema dindmico estocdstico dado pela equacao (4.1).

Esse teorema é estrutural no estudo de dinamica estocéstica, trata-
se essencialmente de uma algebra linear para esses sistemas. A demon-
stracao da versao enunciado acima é uma aplicagao da versao apre-
sentada em Ruelle [53] para produto de matrizes aleatérias.

O enunciado do teorema ergédico acima foi feito com tempo pos-
itivo; neste caso, temos que tangente a cada subespago de Oseledets
associado a um expoente de Lyapunov negativo, existe uma sub-
variedade invariante (aleatdria) que contrai na diregdo da trajetéria
¢+(w,x); é a chamada subvariedade estdvel associada ao expoente Ay
. A estabilidade do sistema estd associada com o maior expoente de
Lyapunov: se A\; < 0 entao a subvariedade estavel contém uma viz-
inhanga de z, cuja dinamica é contragao exponencial na direcao de
¢+(w,x), que é a situagio em que chamamos de estabilidade exponen-
cialmente assintGtica. Ver Arnold [2] e as referéncias contidas nele.
Como foi dito, por ser estrutural, expoentes de Lyapunov aparecem
em varias centenas de artigos nas melhores revistas especializadas da
area nas ultimas 2 ou 3 décadas.

4.4 Conjugacoes de cociclo

O fato do fluxo estocastico ser um cociclo, significa que ele é uma
componente do fluxo num espaco maior, que é o espaco produto £ x
RY, onde o fluxo, chamado de skew-product é dado por ®; : O xR? —
Q x R? com ®(w, x) = (0(w), d¢(w)(z)).

Exercicio 4.1. Verifique que ®; é um fluzo em Q x R%, isto é &y =
Id e q)t-‘,-s = (I)t ] (I)S.

Quando falamos de conjugagoes de fluxos estocasticos precisamos
respeitar a estrutura de cociclo. Isto significa que para termos essa
conjugagao, digamos entre dois fluxos estocasticos ¢; e &, devemos
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mostrar uma conjugagao do fluxo skew-product ou uma conjugagao
por um homeomorfismo aleatério, digamos H(w) que satisfaga:

E(wo) = H™H(Ow) o ¢u(w) o H(w)(xo).

Exercicio 4.2. Verifique que dada a conjugagdo aleatoria H(w) acima,
(w,z) — (b, H(w)(x)) € uma conjugacao entre os fluros skew-
product associados a ¢y € a &.

Todos os teoremas de conjugagao na teoria de sistemas dinamicos
diferencidveis cldssica pode ser recolocada aqui com a questao da
existéncia da conjugacao aleatéria mensuravel que respeita o cociclo
como acima. P. Imkeller chama essa conjugacao de cohomologia de
cociclo, ver [26].

Exemplo 4.1 (Hartman-Grobman estocdsticos).

Exemplos dessas conjugagoes aparecem nas versoes estocasticas
dos teoremas de Hartman-Grobman, ver Coayla-Teran, Ruffino e Mo-
hammed [10], [9], ou, com outra abordagem, Imkeller [26].

Se o sistema tiver um ponto fixo xy cuja vizinhanga sé apresen-
tar diregbes de contragdo ou repulsdo (tecnicamente, significa ser
hiperbdlico, i.e. ter os expoentes de Lyapunov diferentes de zero),
entdo localmente existe um homeomorfismo aleatério H (w), com do-
minio aleatério tal que no dominio apropriado o fluxo estocdstico e
seu linearizado sao conjugados:

$r(2) = H™ (0w) (1) 0 d(dr)ay(w)() o H(w)(@).

4.5 Numeros de rotacao em S!

Incluimos aqui um outro exemplo em dimensao baixa de aplicagao da
teoria de dinamica estocéstica no sentido de semimartingales. Dado
um espago de probabilidade (£2, 7, P), considere § uma transformagao
ergédica em Q. Dado um homeomorfismo aleatério f: Q x ST — !
que preserva a orientacdo em S', considere a sequéncia de homeomor-
fismos aleatérios f,(w, ) = f(6" 'w,-). Em particular, tomando Q
como sendo espago produto, sequéncias i.i.d. podem ser vistas dessa
maneira.
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Essa sequéncia de homeomorfismos aleatérios geram um processo
de Markov em S' dado por

On(w,x) = f(@"flwg) o...0 f(Ow,-) o flw,z).

Seja p uma medida invariante em S' para esse processo de Markov
induzido.

Para cada f,, considere o levantamento F,, : R — R, i.e. tal
que mo F,, = f, om onde 7 : R — S' dado pelo angulo no circulo.
Esses levantamentos nao sao unicos. Tomaremos em particular aque-
les onde F,(0) € (—1/2,1/2], portanto dados da seguinte forma:

Fn(w, fE) =+ ﬂn(wvﬂ-(‘r))?

com f,(w,-) : St — (=1/2,3/2).
Temos entao o seguinte teorema ergddico para existéncia do nimero
de rotacdo da sequéncia fi, f2,... agindo em S*:

Teorema 4.5 (Teorema ergédico para nimero de rota¢ao). O nimero
de rotagdo do sistema dinamico ergodico dado pelos homeomorfismos

aleatérios fy, fa,... em S
Fyo...F —
p(f,0) = lim ° z) — @ (mod 1)
n—o00 n

eriste, € independente de x e é dado por

/S E(w,2) du(z)  (mod 1)

P-¢.s..

A demonstragao deste teorema é uma aplicagao direta do teo-
rema ergédico de Birkhoff 5.7. Ver Ruffino [55]. Neste mesmo ar-
tigo mostramos que no caso estocastico também podemos recons-
truir o nimero de rotacdo de um sistema continuo se fizermos uma
amostragem em um sistema estocdastico linear com frequéncia grande
o suficiente:

Considere a seguinte EDE linear em R?:

dry = Az, dt + Y Bz odW (4.3)

i=1
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onde A, B!,... , B™ sao matrizes 2 x 2, (W}, ..., W/);>0 é um MB
em R™. Denotemos por ¢(t,w) o fluxo solugéo.

A coordenada angular na forma de uma funcdo continua a; € R
¢é a solugao da seguinte EDE em termos da integral de [t6:

dOlt = [< A.St,’l}t > +Z <2 < (BZ)QSUUt >
=1

m
— < B's;, s, >< B's;, v, >)] dt + Z < Blsy, vy > dWY,
i=1

onde (s¢,v;) é um processo nas bases ortonormais, tal que s; descreve
x¢/|x¢|, ou ainda, o que é o mesmo, s; = (). O ntimero de rotagéo
do sistema continuo é facilmente calculado neste caso lembrando que
a componente martingale tem média assintética nula, s; é um pro-
cesso de Markov, entao, usando o teorema ergodico para processos de
Markov (Teorema 5.8):

C i
o) = i
t m 1 o
= tli}/rolog O[<A8t7vt>+i_gl<2<(B) St, Vg >

— < BiSt,St >< BiSt,’Ut >)] dt

f(2) p(dz) P x s,

S1

onde z se identifica com (s,v) e
— (1 : , ,

f(s,v) =< As,v > +Z (2 < (B")?s,v> — < B's,s >< B's,v >> .
i=1

Teorema 4.6 (Teorema da amostragem estocdstico). Amostrando
no tempo, com intervalo T > 0 o fluzo linear ¢; que é solugdo do
sistema (4.3), obtemos uma sequéncia de matrizes aleatdrias i.i.d.
que, tomando seu numero de rotacdo reescalonado no tempo, converge

para p(p) ¢.s.:

lim

70 T plp(T,w),0r) = plp) a.s..
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4.6 Outros exemplos e aplicagoes:

Concluiremos este texto listando uma série de outros tépicos de in-
teresse em dinamica estocastica. Nao pretendemos ser exaustivo.
Muitos deles ainda contém problemas em aberto:

Decomposicao de fluxos estocéasticos

Um assunto interessante é estudar a difusao que ocorre dentro do
grupo de difeomorfismos de R? (ou de uma variedade). Quando nos
voltamos a um dos subgrupos desse grupo de dimensao infinita, pode-
mos nos perguntar se podemos fatorar um fluxo estocéstico com uma
componente naquele subgrupo composta com outro processo em outro
subgrupo de interesse. Algumas respostas parciais foram conseguidas
com o grupo de isometrias de onde, neste caso, obtemos as médias
assintéticas das rotacoes e no “resto”da decomposicao, os expoentes
de Lyapunov, ver Liao [37] e Ruffino [56]. Outras decomposigoes
foram feitas posteriormente em Silva [58].

Sistemas Hamiltonianos estocasticos

Sistemas hamiltonianos estocasticos ainda nao tem um conceito bem
estabelecido do ponto de vista estocastico. Note que a existéncia de
campos em diregoes diferentes do campo Hamiltoniano implicaria que
o sistema nao estaria contindo no mesmo nivel de energia. Existem
no entanto varias abordagens interessantes. Uma delas é a de Cami-
Lazaro e Ortega [34], onde eles definem sistemas hamiltonianos em
variedades de Poisson. As difusdes hamiltonianas ali definidas ficam
contidas em folheagoes simpléticas e sao pontos criticos de um fun-
cional energia S(v) adequado. Outra abordagem aparece em Xue-Mei
Li [36].

Bifurcagao para processos de Markov

Virias abordagens estdo sendo feitas para uma teoria de bifurcacao
em difusdes. Mas ainda nao se conhece uma abordagem unificada
que aglutine todas as defini¢oes. Possivelmente uma abordagem geral
para processos de Markov possa ser feita usando a teoria da dinamica
de 2-pontos, ver e.g. Kunita [33].
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Geometria estocastica

As equagdes de Itd ou Stratonovich em variedades diferencidveis vem
ganhando bastante interesse, nao sé por generalizar propriedades
conhecidas, mas principalmente porque apontam para propriedades
geométricas e topoldgicas intrinsecas. O movimento browniano em
uma variedade riemanniana carrega informagoes sobre a geometria
desta, a titulo de exemplo, ver [7]. Em particular, um grande im-
pulso foi dado quando It6 fez o levantamento horizontal no fibrado
das bases de um processo na variedade. A partir do transporte par-
alelo estocéstico, integracao de 1-formas, teoria de Hodge-de Rham,
andlise estocastica no espago de lagos e vérios outros tépicos foram
ganhando interesse. Em particular, recentemente, difusdes em fol-
heagoes, ver S. Ledesma [35] e referéncias dali.
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Capitulo 5
Apéndices

Reservamos este espago no apéndice para acrescentarmos alguns co-
mentdrios ou algumas demonstragoes que julgamos relevantes. Al-
guns desses itens nao foram mencionados antes neste texto porque
nao estao no caminho direto que nos propomos para um primeiro
contato com célculo e sistemas dinamicos estocasticos, mas que sao
fundamentais num curso mais completo. Ainda assim, nao pretende-
mos esgotar tudo que deve cobrir um curso de introdugao no assunto.

5.1 Independéncia e convolucao de medi-
das

Proposicao 5.1. A soma de varidveis aleatérias independentes tem
distribuicao dadas pela convolugao das duas distribuicoes.

Em uma férmula, a proposicao diz que se X e Y sao varidveis
aleatérias independentes em um espago vetorial V', entao

(X+Y).P=1(zx+y)X.P(dx) x Y.P(dy)
no sentido de
(X+Y).P4) = // la(z 4+ y) X, P(dz)Y.P(dy)
VxV
— (X.P)+(V.P) (4)

115
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onde (X, P) x (Y.P) é a convolucdo das duas medidas.

Exercicio 5.1. Verifique, usando a proposi¢cdo anterior que soma
de v.a. gaussianas independentes é uma gaussiana (com qual média
e qual matriz de covaridncia?). Faga o mesmo para somas de v.a.
de Poisson independentes. A soma de duas v.a. uniformemente
distribuidas € uniformemente distribuida?

Proposicao 5.2 (Lei fraca dos grandes nimeros). Dada uma sequéncia
(Xn)n>1 de varidveis aleatdrias i.i.d. que seja integrdvel, entdo

Uma demonstragao simples e direta pode ser encontrada no Fol-
land [17]. Esta propriedade também é corolario do teorema ergédico
de Birkhoff (ver Teorema 5.7).

5.2 Critério de Kolmogorov

A demonstragdo do critério de Kolmogorov é bastante técnica, no
entanto, trata-se de um resultado que é imprescindivel para mostrar-
mos a existéncia do movimento browniano com trajetorias continuas.
Provaremos a seguinte versao em dimensao um deste teorema:

Teorema 5.3 (Critério de Kolmogorov). Dado um processo estocdstico
X, suponha que existam constantes o, 3, K > 0 tais que os incremen-
tos do processo satisfacam

E | Xion — Xo|* < Kh'E,

para todo t,h > 0. Entao existe um processo continuo X, que € uma
modificacao de X.

Provaremos o teorema no intervalo considerando, sem perda de
generalidade, que ¢ estd no intervalo [0, 1]. Considere o subconjunto A
dos ntimeros diadicos, i.e. que podem ser escritos em sistema binario
como 0,aq as ... ax, com cada algarismo a; € {0,1}, j =1,...,k <
00, i.e.

k
0,a1as ... ar = E a;277.
=1
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Seja A, os nliimeros que na representacdo bindria tem exatamente
m algarismos depois da virgula, i.e. A, ={0,a1a2 ... a;n}. Natu-
ralmente A = U®A,,.

Demonstragao: Tome 0 < v < Ba~!. Sejam s,t € A,, elementos
consecutivos, i.e. t —s = 27". Entao, pela desigualdade de Tcheby-

chev,
P{|X;:— Xs|>27"™"} < 2™°E |X; — X,|¢
< Komrag—m(1+p)
_ K2m('ya—5—1).
Seja
Ay = {w:|X¢(w) — Xs(w)] >27™ para algum par t,s € Ay,

tal que |t —s| =27} .
Como o ntmero de elementos consecutivos em A,, é 2™ entao
P(A,,) < om prom(ya—B-1) _ prom(ya—p)

Note que (ya — ) < 0. Assim,

3 Pl < .

m=1

portanto, pelo lema de Borel-Cantelli temos que:
P (liminf A7) = 1.
Tome w € liminf A%, entdo existe mg(w) € N tal que para todo

m?
m > mp(w),
| Xi(w) — Xs(w)] <2777,

para todo t,s € A,, consecutivos.
Mostraremos agora que Xi|a é continuo com esta restricio de
dominio, para todo w fixado em lim inf AS,.
De fato, para esse w fixado, considere t € A. Dado um ¢ > 0
tome
2—m

"o 1

m:min{m <£,teAm}.



EF “SD-Estocastico-Public-Matematicas-IMPA” — 2009/10/26 — 22:40 — page 118 — #122 ﬁ}

S

118 CAPITULO 5. APENDICES

Afirmamos que se |s —t| < 27™ para s € A entao |X; — X¢| <e.
De fato, suponha que s € A,,, com n > m e tome uma sequéncia
finita Sy, Smt1,-- ., 5, em A de tal forma que: o primeiro elemento
Sm = t, o ultimo elemento s, = s; que respeita a decomposicao em
diddicos s; € Aj para j =m,m+1,...,n; e que cada par (s;_1,s;)
apresente elementos consecutivos em A, com j = m+1,m+2,...,n.

Entao,

Xo= X < > X, - X< ) 2
j=m+1 j=m+1
9—(m+1) 9—ym

< <
= 1-20 T 2 -1

< €.

Como os diddicos A sdo densos em [0, 1] entdo existe uma tnica ex-
tensio continua X,(w) tal que X,(w) = X;(w) se t € A e w em
lim inf A¢, .

Vamos mostrar agora que X, (w) é modificagdo de X;. De fato,
fixado um ¢ € [0, 1]:
1) Se t € A entado nao tem nada a ser feito. Alids, note que restrito
a A, 0s processos Xt|A e X¢|a séo indistinguiveis porque

P{w: X;(w) = X;(w), para todo t € A} = P{liminf A%} = 1

2) Considere o caso t ¢ A. Queremos provar que existe um subcon-
junto que pode depender de t, £; C €0, de probabilidade um tal que
se w € Q entdo Xy(w) = X;(w). Considere entdo a sequéncia de
subconjuntos mensuraveis:

~ 1
Qnp = {w: [Xe(w) = Xe(w)] = —}
para cada n € N. Seja § a probabilidade
~ 1
§:=P{Q; ;} = Pl{w: [Xi(w) — X¢(w)] > ﬁ}

Vamos mostrar que § = 0 para todo n € N. Tome uma sequéncia
s; — t,com s; € A, para todo ¢ = 1,2,.... A continuidade de X; e o
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fato das restrigoes coincidirem Xt|A = X;|a implicam que para todo
w € Q7 ; temos:

1
| im X, (w) — X¢(w)| > o

Para cada w € )f ,, considere a funcao mensuravel N : QF , — N,
. .

com N(w) sendo o menor inteiro positivo tal que se i > N(w) entdo
| Xs, (w) — X¢(w)| > % Temos entao que

o0
Q=N
i=1
Logo, existe um k, inteiro positivo tal que

k
P{{ N1} > d/2.
i=1
Portanto, para todo ¢ > k,
P{w: | X, — X¢| > 1/n} > 6/2.

Agora, pela desigualdade de Tchebyshev:

1 (0%

P{W|X51—Xt‘>1/n} () ZElel—Xt|a7

n

isto é,

1 «
5() >E X, - X,
2\ n

para todo i > k, o que implica que § = 0 pois, por hipdtese
E |X,, — X;|* < K(t —s;)'*?,

para todo i > k. Portanto P{Q,,;} =1e

Q=) Q.
n=1

é o conjunto de probabilidade total procurado.
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|

A demonstragdo do teorema de Kolmogorov (também chamado

de Kolmogorov-Tchentsov) acima garante mais do que o enunciado.

Na verdade, a modificacdo X do processo X que construimos ¢é local-

mente y-Holder continua para todo v € (0, 3/«). Mais precisamente,
existe uma v.a. h(w) positiva q.s. e uma constante J tal que

P{w: sup |XtXS|<5}—1.

0<t—s<h(w) |t =57

Para mais detalhes, inclusive aspectos histéricos, ver por exemplo
Karatzas e Shreve [29, pp. 53 e 126] ou Kunita [32].

5.3 Gaussianas

Um fato interessante, que mostra como que as gaussianas tem papel
estrutural na teoria, é a possibilidade de decompormos o espaco L?(2)
como polindmios dessas variaveis aleatérias. Na Observagao 1.22, ve-
rificamos que como convergéncia em LP(2) implica em convergéncia
em probabilidade, entao o Teorema 1.19 garante que o subespago de
gaussianas centradas H; contido em L?((2) seja fechado. Esse subes-
paco corresponde ao primeiro subespago H; da decomposicao em caos
de Wiener, dado por polinémios de Hermite compostos com gaus-
sianas. Obtem-se assim uma decomposicio de L? em somas diretas
ortogonais:

L*(Q) = éHi

onde H;, ¢ = 0,1,... sao subespagos de funcoes obtidas do i-ésimo
polinémio de Hermite h; de v.a. gaussianas. Os polindmios de Her-
mite sao definidos por:

_ n_x%/2 d" —z2/2

hn(x) = (=1)"e el .
Os primeiros polinémios desta série sdo ho(z) = 1, hy(z) = z, ha(z) =
22 —1, ha(x) = 2 — 3z, etc. Esses polinémios sdo ortogonais quando
na reta tomamos a medida gaussiana e=*"/2. Para ver mais sobre
caos de Wiener recomendamos, por exemplo Nualart [45].
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Outro resultado que mostra que as gaussianas ocupam um papel
estrutural na teoria é o seguinte teorema que mostra que normal-
izando soma de v.a. independentes obtemos uma gaussiana (ver e.g.
Folland [17]):

Teorema 5.4 (Teorema do limite central). Considere uma sequéncia
X1, Xo,... devaridveis aleatorias independentes com médias my,ms, . . .
e varidncias 0%,03,. ... Entdo

P { Z?:l Xi — Z?:l m;
Z?:l 01'2

< k:} = ®(k)

onde

| 2
(k) z/ ——e /2 g
oo V27
Exercicio 5.2. Aplique o teorema do limite central para verificar
que as distribuicoes de Poisson indexadas por A se aprorimam da
normal N (X, A) quanto maior for \. (Sugestdo: some v.a. de Poisson
independentes com A = 1, use que essas somas sao v.a. de Poisson
com média e variancia dadas pela soma desses parametros, Exercicio

5.1, e o teorema mencionado).

5.4 Mais sobre o Movimento Browniano

Do ponto de vista historico, esse nome vem da observagao do botanico
escocés chamado Robert Brown, que, observando graos de pélen e ou-
tras diminutas particulas em suspensao na agua, observou o fenémeno
de vibragao ininterrupta em todas as direcoes. Na época essa desco-
berta causou um debate interessante sobre criacionismo de matéria
organica (viva) e possibilidade ou ndo de movimentos intrinsecos de
seres inanimados. Em suas proprias palavras, no seu primeiro artigo
onde menciona esse fendmeno, em 1828: “not only organic tissues, but
also inorganic substances, consist of what [he] calls animated or irri-
table particles.” A discussao sobre criacionismo incluia a pergunta se
o movimento correspondia a uma espécie de “vida”da particula. Pos-
teriormente outros modelos apareceram para mostrar que na verdade
a vibragao vinha do impacto da particula observada com milhoes de
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outras particulas do liquido. O primeiro modelo fisico, de A. Einstein
(que lhe rendeu o Prémio Nobel, pela aplicagdo desse movimento no
célculo do peso das moléculas do liquido) e Smoluchowski s6 apareceu
no comego do século XX. Ver mais sobre essas e outras informagoes,
por exemplo em E. Nelson [44] e Ebeling et alli [13].

5.4.1 Processo de Ornstein-Uhlenbeck

Outro aspecto histdrico interessante foi a tentativa de modelar o
movimento browniano como diferencidveis no tempo. Esse enfoque
teve inicio com as idéias de Langevin e culminou em 1930 com os re-
sultados de Ornstein-Uhlenbeck [61]. O aspectos principal da abor-
dagem sugerida por Langevin é a tentativa de aproximar o mod-
elo matemdtico do movimento browniano (ainda se inspirando nas
particulas de graos de pdlen) das equagbes newtonianas que regem
a dinamica de uma particula. Essencialmente, ao invés de intro-
duzirmos o ruido branco na velocidade da particula, como no modelo
cléssico (Einstein-Smoluchowski):

d.fCt = dB1L
z, = x(0)

com z; € R; assumimos que a velocidade v; = dx;/dt da particula
existe, de tal modo que agora o ruido é introduzido na aceleragao, de
acordo com a equag¢ao de Langevin :

d’l}t = *ﬁ’l}t dt + o dBf (51)

Nessa equagao o parametro § é uma constante de amortecimento,
tem dimensao de frequéncia (inverso do tempo). Em outras palavras,
nesse contexto teriamos que € a aceleragao que agora esta perturbada
pelo ruido, i.e. formalmente :

dQJ)t dBt

= B4 o—

dt? g dt
O resultado principal dessa abordagem é que, com as trajetérias
x¢ derivédveis (!) podemos ajustar os pardmetros 5 e o para obter
uma aproximagao, em termos de distribuicao de dimensao finita, do
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processo de Wiener (que representa o modelo probabilistico, ndo de-
rivével, de Einstein-Smoluchowski).

Dadas as condigoes iniciais g = z (0) e vop = v (0) a solucdo da
equacao linear de Langevin (5.1) é dada pelo processo gaussiano

t
v = e Plog + eiﬁt/ eP* dB,
0
(lembre que integral de Wiener fornece varidveis gaussianas); o pro-
cesso x; entao serd dado por

t
xt:x0+/ v ds.
0

Repare que a integral de uma curva no espago das gaussianas também
é uma gaussiana, portanto o processo x; também é um processo
gaussiano. O processo x; é conhecido como o processo de Ornstein-
Uhlenbeck.

5.4.2 Outras construgoes

Ainda sobre o movimento browniano, em que uma variedade Rieman-
niana, a distribuicao do MB ¢é dada também pela solucao da equagao
do calor, isto é, o chamado nucleo do calor P(z) na variedade. Seu
gerador infinitesimal, como semigrupo agindo em fungoes duas vezes
diferencidveis C?(R) ¢é dado por Tif(x) = d/dt{E[f(B?)]} que é o
operador de Laplace- Beltrami A/2, onde aqui, Bf é o MB inicial-
izado em z. Pelo aspecto geométrico, apesar de nao estar no escopo
deste texto, o MB ”enxerga”a métrica riemanniana e se espalha, a
partir de um certo ponto, uniformemente em todas as diregoes, com
”espalhamento” (variancia) crescente no tempo. Dentre outras in-
terpretagoes equivalentes, a grosso modo isso significaria que se a
variedade riemanniana fosse um terreno, as trajetérias desse pro-
cesso tém maior probabilidade de contornar uma elevacgio (regides
de grande curvatura), com difusdo ao longo de geodésicas, do que
probabilidade de subir e descer a elevacao. Ver artigo de divulgagao
de [48].
Uma segunda abordagem para a construgao do MB que gostariamos

de mencionar, mais analitico funcional, é a seguinte, envolvendo um
processo indexado em um espaco de Hilbert.
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Teorema 5.5. Seja H um espago de Hilbert separdvel. Entdo existe
um espago de probabilidade (Q,F,P) e uma transformagao linear
X : H — L*(Q) isométrica tal que X (h) € gaussiana centrada.

A demonstragio se baseia no seguinte:

Teorema 5.6. Dada uma medida de probabilidade v em R, existe
um espago de probabilidade (2, F,P) e uma sequéncia de varidveis
aleatorias i.i.d. X,, definidas em Q0 com distribuicdo v.

De fato, basta tomar o espago produto 2 = (R, v)*°, e para cada
w=(x1,22,...) em Q, defina X,,(w) = x,. Vamos agora a

Demonstragao: (do Teorema 5.5).

Tome uma base ortonormal {e,, } de H e considere o espago de pro-
babilidade €2 definido no teorema acima onde se define uma sequéncia
gn de varidveis gaussianas centradas independentes. Dado um ele-
mento h € H, defina X (h) como sendo a série Y, < h, e, > gp.

|

Enfatizamos que a isometria do Teorema 5.5 significa que X (h)

tem variancia ||h|ﬁq7 ie.

E [X (1)) = 01l

Tomaremos o espago de Hilbert do Teorema 5.5 como sendo o
L?*(Ry). O movimento browniano neste contexto aparece como sendo
0 processo que é imagem da isometria X das fungoes caracteristicas
do intervalo [0,t], para t > 0, i.e. By = X(1d,). O processo B;
definido assim é gaussiano, E[B?] = t, para todo t > 0 e tem incre-
mentos independentes (i.e. ortogonais pela isometria). Novamente,
trajetérias continuas sao obtidas aplicando o critério de Kolmogorov.
Em geral, para f € L?(R), sua imagem X (f) corresponde & integral
de Wiener:

X = [ ) aw.,
0
como no Capitulo 3.

Finalmente, a terceira e ultima abordagem que gostariamos de
mencionar aqui, que é util do ponto de vista computacional ou para
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analise de Fourier das trajetérias é a seguinte. Dada uma sequéncia
(gn)n>0 de gaussianas N(0,1) definidas no espago de probabilidade
Q (ver Teorema 5.6), o processo W : R x {2 — R definido por

o 2] sin mkt
Wi = got 2
t = 9o +;k§719k\f =

é um movimento browniano. Essa abordagem foi idealizada inicial-
mente por Wiener. Atualmente, esse é um caso particular do chamado
“modelo numérico” de Malliavin, ver por exemplo [42, 1.4.3 e Prop.(X)
1.3.1]. Outras propriedades dessa decomposicao trigonométrica das
trajetérias podem ser vistas em de Andrade e Ruffino [3]. Na férmula
acima, é sabido que a convergéncia é uniforme (no parametro n) para
as trajetérias do movimento browniano, veja também Kac [27, Sec.
2].

5.5 Teorema ergoddico para processos de
Markov

Teorema 5.7 (Teorema ergédico de Birkhoff). Seja 0 : Q@ — Q uma
transformacgdo no espaco de medida (2, F,P) que preserva a medida.
Dado f € LY(Q) entdo a média temporal ao longo da oérbita de 0
existe P-q.s. e € dada pela média espacial:

Tim LS f(6w) = BI7IG),
i=1

onde G C F ¢é a sub-o-dlgebra gerada pelos conjuntos invariantes de
0

Uma tranformacao 6 ¢é dita ergddica em relacao a medida P se
todos os conjuntos invariantes tiverem medidas zero ou um. Assim,
se 0 for ergddica (como no caso i.i.d. onde a transformagao ergddica
é o shift no espago de probabilidade produto), entdo a esperanga
condicional é a prépria esperanca E[f]. Demonstragoes desse teorema
podem ser encontradas em todos os livros introdutérios em teoria
ergddica, por exemplo Halmos [22], Billingsley [5], Walters [63], Mane
[43], Pollicot [49] e vérios outros.
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Esse teorema vale em um contexto ainda mais geral, quando temos
uma medida ergddica de um processo de Markov.

Teorema 5.8 (Teorema ergddico para processos de Markov). Seja X
um processo em M inicializado em x, de Markov, com uma medida
de probabilidade invariante ergédica p. Dada uma fungao integrdvel
f: M — R entdo a média temporal da f ao longo do processo € igual

z

a p-média da f em M. Isto é

t—oo

1
lim 2/0 f(Xs) ds = /M f(z) du(z) P x u—q.s..
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