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Resumo

Neste trabalho, ao considerar a versao alfabética do Teorema de Morse-Hedlund [14],
provamos algumas formas fracas da Conjectura de Nivat e evidenciamos alguns problemas
em aberto correlacionados. Em particular, seguindo passos de Bryna Kra e Van Cyr em [7],
apresentamos um melhoramento alfabético do melhor resultado relacionado a conjectura até
o momento. Além disso, utilizando a cardinalidade de alfabetos apropriadamente construi-
dos, foi definida para dire¢des nao-expansivas uma noc¢ao pouco restritiva que, assim como

baixa complexidade, for¢a a existéncia de conjuntos balanceados e, portanto, periodicidade.

Palavras-chave: Andlise Combinatoéria, Linguagens Formais, Dindmica Simbolica.



Abstract

In this work, we consider the alphabetical version of the Morse-Hedlund’s Theorem [14]
and, from it, we prove some weak forms of the Nivat’s Conjecture and we evidence some
correlated open problems. In particular, following steps of Bryna Kra and Van Cyr in [7], we
present an alphabetical improvement of the best result related to the conjecture until this
moment. Furthermore, using the cardinality of appropriately constructed alphabets, it was
defined for non-expansive directions a notion little restrictive that, as well as low complexity,

forces the existence of balanced sets and, therefore, periodicity.

Keywords: Combinatorial Analysis, Formal Languages, Symbolic Dynamics.



Lista de Simbolos

Alfabeto finito.

Espaco de todas as sequéncia indexadas em Z¢ com imagem em A.
Aplicacao shift.

Configuragao (n)geu € AY.

{(m)lse A5 : g € 24},

Cardinalidade de L(S, 7).

{T9m: g € Z}.

{(tl,...,td) € Z%:0<t; <n,; para todo 1 Sigd}.
Norma Euclidiana.

inf{|lg —h| : h € F}.

{g € 24 : dist(g, F) < t}.

Familia de todas as retas de R? passando pela origem.
Orb(n), onde a barra indica o fecho.

Envelope convexo de S.

Conjunto dos vértices de S.

Conjunto das arestas de S.

Familia dos subconjuntos finitos, convexos e nao vazios de Z?2.

Subfamilia de F¢ formada pelos conjuntos tais que o envelope convexo tem
area nao nula.

Vetor nao nulo paralelo a ¢ com norma minima.
Semiplano (positivamente orientado) tal que £ € E(H(f)).

Semiplano definido como a interse¢cao de todos os semiplanos que contém

H(f_j estritamente e cuja aresta é paralela a .

Semiplano definido como a uniao de todos os semiplanos que estao contidos

em H(Z) estritamente e cuja aresta ¢ paralela a ‘.



~) j\ll Sl &l ,ET El

Reta orientada paralela a ¢ que satisfaz U C H(ly) e by NU # 0.

{(T))y  t € 2},

{7 € LU 1) - v |z, = 7}

Conjunto das configuragoes x € X,, que satisfazem

1.6.2)).

Ponto inicial de ¢/ NU com relagdo a orientacao de Z.

Ponto final de ¢/ NU com relacdo a orientacgao de /.

{zu(ﬁ) €720 ¢ paralela a 00 #Zu, | NU| Zp}.

{fu(Z’) €720 éparalelaa 0, ' + 0y, M’ﬂu\zp}.

(U, p)-semifaixa Utza(IEp(Z/l) + ).

(0,U, p)-semifaixa UtZa(]j’p(U) — tiyp).
Urza T @U) U {iea(G)} + 1),

Unza(FOPU) U {fuullur)} — t5).

{(wax)|u > a}.

{(Ttﬁ%ﬂu it > a}, onde Uy = —.

Conjunto das configuragoes x € X,, que satisfazem

Conjunto das configuragoes x € X, que satisfazem

A(R,;), onde A € SLy(Z) fixado ¢ tal que A(—e2)

2.1.1J).

2.1.2)).

= 0.
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Introducao

Periodicidade e quase-periodicidade sdo fenémenos com grande importancia em varias
areas da matematica e, inclusive, em outras ciéncias, como, por exemplo, ciéncias da compu-
tagao, fisica e quimica. Para detalhes, sugere-se ver [1] e [12], mais especificamente os exem-
plos 6, 7 e 8 de [12].

Fixado um alfabeto finito A, para cada inteiro n € N, a n-complexidade de uma sequén-
cia infinita € = (&)sez € A% é definida como sendo o niimero de palavras distintas da forma
€i€js1 -+ - &j4n1 ocorrendo em . Em 1938, Morse e Hedlund [14] provaram um dos resulta-
dos mais célebres em dinamica simbélica, que estabelece uma conexao entre sequéncias peri-
6dicas (sequéncias em que existe m > 1 tal que &1, = & para todo i € Z) e complexidade.
Denotando por P¢(n) a n-complexidade de £, Morse e Hedlund provaram que ¢ € A% é pe-
riodica se, e somente se, existe n € N tal que P¢(n) < n.

A relagao entre periodicidade e complexidade no caso unidimensional ja é bem entendi-
da e, varias ferramentas poderosas, tal como o grafo de palavras de Rauzy [2, 3], foram desen-
volvidas para estudar a funcao complexidade e suas propriedades. Além disso, em 1940 teve
infcio o estudo das famosas sequéncias sturmianas [15], isto é, as sequéncias £ € AZ aperié-
dicas tais que P¢(n) = n+ 1 para todo n € N.

Atualmente, pesquisa-se também a relacao de periodicidade com outras func¢oes comple-
xidade. Por exemplo, considera-se em [5] nova fun¢ao complexidade e estuda-se sua relacao
com recorréncia em modulo. Ademais, em outro desdobramento tedrico, fixada uma sequén-
cia € = (&)ien € {0, 1}, definindo uma funcio que a cada palavra &,& - - - &, associa um in-
teiro X(§1& - - &,) € N, Kamae e Dong Han [11] provaram que £ é eventualmente periddica

w existe e é maior que zero.

se, e somente se, o limite lim,, =

Uma extensao natural da fungdo complexidade para altas dimensoes é obtida ao consi-
derar, no lugar de palavras, hiper-retdngulos de simbolos, isto é, a (n; X - - - X ng)-complexi-
dade de uma configuracao n = (1y),ez¢ € AZ" ¢ o nimero de motivos distintos de tamanho
ny X - - - X ng ocorrendo em 7. Com relacao a periodicidade, a extensao mais apropriada para
altas dimensoes é dizer que 1 é peridédica quando existir h € (Z%)* tal que Ng+h = 7g para
todo g € Z4.

Denotando por Py (Rn,,..n,) & (11 X -+ X ng)-complexidade de n € AZd, a conjectura de
Nivat [16] é apenas a generaliza¢ao natural do Teorema de Morse-Hedlund para o caso bidi-

mensional.
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Conjectura de Nivat. Dado n € A%, se existem n,k € N tais que P,(R, 1) < nk, entao

n € periodica.

O passo inicial em diregdo a prova da conjectura foi dado por Sander e Tijdeman [20]
ao mostrarem que se P,(R,2) < 2n (ou P)(R2,) < 2n) para algum n € N, entdo n € AP ¢
periédica. Além disso, Sander e Tijdeman [19] deram contra-exemplos do analogo da Con-
jectura de Nivat em altas dimensoes, ou seja, eles provaram que, para todo d > 3 e n > d,
hé configuracao i € {0,1}%" aperiédica tal que Py (R, ) = 2n%' + 1 (ver Exemplo .
Outras formas fracas da Conjectura de Nivat foram sucessivamente obtidas em [9, |18, 6, 13|
e sao recapituladas na Secao 1.3.

Considerando subconjuntos de Z? definiveis pela férmula de primeira ordem na aritmé-
tica de Presburger (Z; <,+) e utilizando critério devido a Muchnik, em [8] Fabien Durand e
Michel Rigo exibiram, para qualquer dimensao d > 2, uma extensao completa do Teorema
de Morse-Hedlund.

O melhor resultado sobre a conjectura de Nivat até o momento foi estabelecido por Bry-
na Kra e Van Cyr [7]. Utilizando a nogao de subespagos expansivos de R? introduzida por
Boyle e Lind [4] que, como o nome indica, ¢ uma generalizagdo da nogao cléssica de expan-
sividade em dindmica unidimensional, Bryna Kra e Van Cyr provaram que se existem intei-

ros n, k € N tais que P,(R, ;) < snk, entdo n € A7 ¢ periddica.
Nossas contribuicoes

Como as técnicas utilizadas para abordar a conjectura de Nivat, em geral, recorrem ao
Teorema de Morse-Hedlund, melhoramentos do teorema no caso unidimensional tém impli-
cagoes significativas para a teoria no caso bidimensional, como, por exemplo, a flexibilizacao
de hipoteses.

Nesse sentido, ao considerar a versao alfabética do Teorema de Morse-Hedlund [14], fo-
ram seguidos passos de Bryna Kra e Van Cyr de maneira a obter uma versao alfabética simi-
lar ao melhor resultado relacionado a Conjectura de Nivat até o momento. Na verdade, essa
versao pode ser vista como um melhoramento alfabético. Mais especificamente, denotando
por |A| a cardinalidade do alfabeto A, um caso particular do Teorema afirma que, para
n e A% fazendo uso de todos os elementos do alfabeto A, se existem inteiros n, k € N tais

que

1 1 A1
<z =4
Py(Rnx) < 2nk +|A|—1 (2 + T > nk,

entao 7 é periddica. Note que ha configuragao n € AZ para a qual existem k, 7 € N tais que
Py(Ry,r) < 357 + |A|—1, mas

1
Py(Rus) > gnk ¥,k €N

De fato, considerando o alfabeto A formado pelas cores “branco” e “preto”, defina a confi-
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guracdo n € A% pondo ng = “preto” se g = (a,a) + b(>2{_4,0), onde a € Z, b € {—1,0, 1}
ec>6,en, = “branco” caso contrario (ver Figura [1.1.1)). Observe primeiro que

Pn(Rmk) =n-+ ]{3

se n+k < 7. Além disso, usando a simetria dessa configuragdo com relagao a reta identidade,

mostra-se que
1
P(Rox)=n+k+(1+2+--+n+k-7) :n+k+§(n+k—7)(n+k—6)
quando n 4+ k > 7. Portanto, nao é dificil verificar que
1
P,(Ryx) > ink Vn,keN.

Entretanto, para 3,4 € N ocorre Py(R34) =7 = 4 - 124 |A|-1.
Do Teorema também é possivel derivar periodicidade a partir de hipotese de cara-

ter assintético. Mais precisamente, se existem inteiros n, k € N tais que
Py(Rnx) < nk+ |A|-2,
ese hd A€ SLy(Z), com A(1,0) & Ry — Rnp ou A(0,1) & Ry — Rog, € C > 1 tais que
Proa(Ryr) < Ckt + | Al-1

para todo s, 7 € N suficientemente grandes, entdo 7 é periédica, onde (7o A), = 14y para
todo g € Z?* (ver Teorema [3.13)).

Embora a hipdtese de 1 ser repetitiva (configuracao tal que o fecho de sua 6rbita é um
subshift minimal) imponha restrigdes, uma conexao com periodicidade é estabelecida em um
caso particular. De fato, mostramos que, assegurada a existéncia de conjuntos balanceados,
grosso modo, certos conjuntos cuja complexidade é limitada pela complexidade de parte es-
pecifica do proprio conjunto mais a cardinalidade de alfabetos apropriadamente construidos,
repetitividade é uma condicao suficiente para estabelecer a Conjectura de Nivat (ver Coro-
lario . Além disso, também estabelecemos a conjectura utilizando uma nog¢ao de repe-
titividade para retas nao-expansivas (ver Proposi¢ao .

Por fim, a nocao de conjunto balanceado estabelecida é flexivel de tal maneira que, em
determinadas situagoes, mesmo sem a hipotese de baixa complexidade, sua existéncia ainda
estd garantida. Além disso, um limitante adequado (pouco restritivo) da complexidade em

direcoes nao-expansivas assegura a existéncia de conjunto balanceado e, portanto, periodici-

dade (ver Proposigoes e[2.19).

Organizacgao dos capitulos

No capitulo 1, demonstramos as duas versoes do Teorema de Morse-Hedlund, apresen-

tamos as nogoes de subespacgo expansivo e nao-expansivo introduzidos por Boyle e Lind e
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a no¢ao de conjunto n-gerador. Em seguida, estabelecemos notagoes e provamos resultados
iniciais necessarios para o andamento da teoria.

No capitulo 2, definimos conjuntos balanceados, dire¢oes controlaveis e provamos algu-
mas versoes da Conjectura de Nivat com hipdteses adicionais. Além disso, sdo enunciados
e provados em sua forma alfabética mais geral praticamente todos os resultados necessarios
para o préximo capitulo.

No capitulo 3, seguindo passos de Bryna Kra e Van Cyr, provamos um dos resultados

principais deste trabalho, a saber, o Teorema [3.1]
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Capitulo 1
Conceitos iniciais

Neste capitulo, introduzimos conceitos necessarios para o desenvolvimento da teoria, pro-
vamos uma versao alfabética do Teorema de Morse-Hedlund e enunciamos resultados exis-

tentes.

1.1 Configuracoes, periodicidade e S-complexidade

Para um alfabeto finito A equipado com a topologia discreta, o qual assumimos ter pelo
menos dois elementos, seja AZ o espaco produto munido da topologia produto. Uma confi-
guracio n € A%’ tem a forma (1g)gezd, onde 1, € A para todo g € Z°.

Dado g = (g1,-..,94) € Z% seja ||glco:= max{|g;|: 7 = 1,...,d} a norma do maximo.
Para a,b € A, seja 6(a,b) = 1se a #b, e §(a,b) =0 caso contrario. Defina a métrica p em
A% por

p(nn') = > 271905 (ng, 1),

geZd
A topologia induzida pela métrica p coincide com a topologia produto em A% Em particu-
lar, (.AZd, p) é um espaco métrico compacto.

Uma Z%-acdo em AZ* ¢ um homomorfismo do grupo aditivo Z% no grupo dos homeomor-
fismos de AZ". Para cada g € 7%, denote por T9 o homeomorfismo correspondente, o qual
satisfaz T9 o T" = T9%" e T° = id ;,4, onde 0 € Z? denota a d-upla (0,...,0). Um exemplo
especial de Z%acdo que usaremos de agora em diante ¢ chamado translacdo, onde o homeo-

morfismo correspondente TY é a aplicacao shift, ou melhor,
T =1n" comn, :=1nuy Y ucZ

Além disso, recorde que por um subshift entendemos um subconjunto de A%* fechado e in-

variante por translagoes.

Definicao 1.1. Uma configuragao n € AZ' ¢ dita ser periédica se hd um periodo h € (Z%)*
tal que ny, = ngsn para todo g € Z%. Se n tiver d periodos linearmente independentes, ela é

dita ser d-periodica. As configuragoes que ndo sao periodicas sao chamadas aperiodicas.
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Note que se n € AZ for uma configuracio d-periédica, entdo para todo vetor u € (Z4)*,
n

existe inteiro 7 € Z para o qual n é periddica de periodo Tu.

(oJelojele] Jejeolelelele] lelelelele] lele)elele)
oJeleje] Jelejelelelel Jeojelelele] Jelelelele] )
oJeole] Jejelejelele] lelejelele]l lejeleleleX JO)
oJe] Jeojolelelele] Jelelelelel Jelelelelel Jeole)
0000000000000 00000e000
9000000000000 0000e0000
oJeJeloole]l lelelelelel Jelelolelel lelelelele)
oJoJelole] leolelelelel Jelelelelel lolelelelele)
0000000000000 0e000000e
oJeole] Jejelelelel Jeolelelelel JeleJelele)e) JO)
000000000000 0e000000e00
0000000000000 00000e000
900000 @00000e000000e0000
(oJelejele] Jejelelelel Jelelelelele] Jele)elele)

Figura 1.1.1: Configuragao periédica.

000000000000 OOOOOOOOOOO0O
000000000000 OOOOOOOOOOOO
000000000000 OOOOOOOOOOOO
000000000000 OOOOOOOOOO00
O0000000OOOOOOOOOOOOOOOO
000000000000 OOOOOOOOOOO0O
000000000000 OOOOOOOOOO0O0
0000000000000 000OO0OO0OO00
000000000000 OOOOOOOOOOOO
O0000O000OOOOOOOOOOOOOOOO
000000000000 OOOOOOOOOOOO
O0000000OOOOOOOOOOOOOOO0O
000000000000 OOOOOOOOOOO0O
O0000000OOOOOOOOOOOOOOOO
Figura 1.1.2: Configuragao aperiodica.

Notacdo 1.2. Paran € AX el C Z% ndo vazio, a configuracio nly = cu € AY denota
¢ Ui n Tg)g

a restri¢ao de 1 ao conjunto U.

Em particular, as configuracoes da forma (T99)[,€ AY, onde g € Z%, sdo chamadas de
U-configuragoes de 1. Além disso, nao fazemos diferenca entre 144 € (79) |y, ou seja, con-

sideramos (79n)|u = N|u+q-

Definicao 1.3. Para n € AL ¢ § C 74 nio vazio, o conjunto das S-configuracoes de n é
definido por
L(S,n) = {(T9)|s€ A® : g € Z¢}.

O nimero |L(S,n)| de S-configuragies distintas de n € A%, denotado por P,(S), ¢ chamado
de S-complezidade de 7.

Note que S na definicdo acima é um conjunto arbitrario, ndo necessariamente um hiper-
paralelepipedo. Assim, no caso bidimensional, esta generalizacdo da fungao complexidade
classica introduzida por Sander e Tijdeman [19] permite explorar propriedades da minima-
lidade (com respeito a inclusdao) de subconjuntos de Z? cuja complexidade nao excede sua

cardinalidade.
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E imediato que se T C S, entdo P,(T) < P,(S). Mais ainda, ao denotar a Zérbita de
n e AX por Orb(n) := {T9n : g € Z*}, observe que P,(S) < P,(S) para qualquer configura-

cdo x € Orb(n) e qualquer conjunto S C Z? nao vazio, onde a barra denota o fecho.

~ . ~ d .
Observagao 1.4. Ao considerar configuracoes n € AZ" assumiremos que estas fazem uso de

todos os elementos do alfabeto A, ou melhor, que P,({g}) = |A| para cada g € Z°.

Para inteiros positivos nq,...,ng € N e d > 1, defina o politopo
Ry, ong = {(tl, .. tg) € Z4:0<t; <n, para todo 1 <i < d}.

Note que, para qualquer politopo, sempre é possivel construir configuracao aperiodica
com complexidade igual a cardinalidade do politopo acrescida de uma unidade. Um exemplo
é fornecido pela Figura . Mais especificamente, fixado u € Z¢, para A = {a, b}, seja n,
=ase g # u e n, =b caso contrario. E imediato que, para quaisquer ng, ...,nq € N, vale a
igualdade P,(Ry,, . n,) =n1---ng+ 1.

1.2 O caso unidimensional e uma versao alfabética

Inicialmente, para um alfabeto finito A com cardinalidade |A|> 1, seja A* o conjunto
formado pelas palavras da forma && 1+ &1s1, ondet € Z, s € N e &,; € A para todo
0 <i < s—1. Observe que duas palavras &&r1 -+ §ps—1, 680, - &y € A* sdo iguais
se {4 = &4 para todo 0 < ¢ < s — 1. Além disso, para qualquer subconjunto U de Z,
¢ € AY denota a sequéncia € = (&)cr, onde & € A para todo t € U.

Para uma sequéncia & € AY, onde U = I N Z para algum intervalo I C R, a n-comple-
xidade de £, denotada por Pe(n), é definida como sendo o ntimero de palavras distintas da

forma

§eev1 - Epgn1 € AT,
onde {t,t+1,...,t+n—1} C U. Em particular, para U = {a,a + 1,...,a+ s — 1}, note

que a n-complexidade de £ esta definida apenas para inteiros positivos 1 < n < s.

Definicao 1.5. Seja U = I N 7Z para algum intervalo I C R. Uma sequéncia £ € AY € dita
ser periodica de periodo m > 1 se & = & para todo t € U N (U —m).

Para conveniéncia do leitor, abaixo reproduzimos o resultado de Morse e Hedlund que

conecta complexidade e periodicidade no caso unidimensional.

Teorema 1.6 (Morse-Hedlund [15]). Seja U = I N Z para algum intervalo I C R. Dada

uma sequéncia £ € AY, suponha que existe ng € N tal que Pe(ng) < nyo.

(i) SeU =A{a,a+1,...;a+s—1} e s> 3ng, entio a palavra & yngEatng+1 - Eats—no

¢ periodica de periodo no mdximo nyg.
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(ii) SeU = {i € Z :i > a}, entdo a sequéncia infinita (&)icvin, € AVT0 € periddica de

periodo no mdrimo ng.

(iii) Se U = Z, entio a sequéncia infinita & € AZ é periédica de periodo no mdximo ny.

Prova. Inicialmente, sejam U = {a,a+1,...,a+s—1} e s > 3ng. Se P¢(1) = 1, a palavra
EatnoSatnot1 - Eatrs—ny € A" € periddica de periodo 1. Caso contrario, como P (1) > 1, ha
1 < k < ng minimal tal que P (k) < k. Em particular, obtemos que Pe(k) = P:(k — 1), ou
seja, para 0 <t <t/ <s—mny— (k—1), se

§a+tfa+t+1 e 'fa+t+k72 = fa+t’§a+t’+1 v '€a+t’+k*27

entao uipin1 = Eayryk_1. Pelo Principio da Casa dos Pombos, existem m,m’ € Z,, com

0<m<m <k, tais que

£a+m§a+m+1 ce fa—l—m—l—k—l = ga—l—m’ga—l—m’—l—l te ga—l-m’—l—k—l-

Por inducao, segue que &, ymii = Earmrti para todo 0 < i < s —ng —m/, ou seja, para cada
0<i<s—ng—m, seT=a+m+1,entdo & = Lopmri = Sagtm+i = Ert(m/—m)» OU 5€j2, &
palavra £, m&atmrt - Ears—ny € A* € periddica de periodo m' —m < ny.

No caso em que U = {i € Z : i > a} para algum a € Z, o resultado segue usando o mes-

mo argumento. Por fim, no caso em que U = Z, para quaisquer t,t' € Z com t < t', se

§t§t+1 e §t+k—2 - gt’ét’—i-l e 5t’+k:—27

além de & k1 = &vik_1, temos também que & 1 = &1, e o resultado segue aplicando o

mesmo raciocinio de antes aos dois lados. O

Utilizando as mesmas linhas da prova acima, o Teorema de Morse-Hedlund pode ser na-
turalmente estendido para uma versao em que se leva em conta a cardinalidade do alfabeto.
Curiosamente, é pouco conhecida a versao alfabética do Teorema de Morse-Hedlund, tanto
que deduzimos o teorema abaixo desconhecendo o Teorema 7.4 de [14].

Recordando que uma sequéncia sturmiana & € A” satisfaz P;(n) = n + 1 para qualquer

n € N, note que o teorema abaixo nao entra em conflito com a defini¢ao de tais sequéncias.

Teorema 1.7 (Morse-Hedlund Alfabético). Seja U = I NZ para algum intervalo I C R.
Dada uma sequéncia & € AY com Pe(1) = |A|, suponha que Pe(ng) < nf :=ng + |A|—2 para
algum ng € N.

(i) SeU={i€Z:i>a}, entdo a sequéncia infinita (&)icv4n;, € AV € periddica de

periodo no mdximo ny,.

(ii) Se U =17, entdo a sequéncia infinita & € A% é periddica de periodo no mdzimo nj.
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Prova. Inicialmente, seja U = {i € Z : i > a}. Note que do fato de P¢(1) = |A|> 1+ |A|-2,
hé 1 < k < ny minimal tal que P (k) < k+ |A|—-2, o que implica que P¢(k) = P¢(k — 1), ou

seja, para quaisquer t,t' € U com t < t/, se

§t€t+1 e §t+k—2 = ft’ét’—i—l e 5t’+k—27

entdo & p_1 = &vyr_1. Pelo Principio da Casa dos Pombos, existem inteiros m,m’ € Z,
com 0 <m <m' <k+|A|-2, tais que

€a+m€a+m+1 e Sa—i—m—i—k—l = Sa—i—m’fa-‘,—m’—i—l te fa—i-m/—i—k—l-

Assim, como Pe(k) = Pe(k — 1), segue por indugao que &uim+i = arm+i Para todo i € Z,.

Em particular, para cada inteiro 7 > a + m, existe ¢ € Z, tal que

g'r = £a+m+i = £a+m’+i = £T+(m’—m)7 (121)

ou seja, a sequéncia infinita (&)cpym € AYT™ é periddica de perfodo m’ —m < nj. No ca-

so em que U = Z, para quaisquer ¢,t' € Z com t < t', se

§t§t+1 e '§t+k—2 = 5t’§t’+1 e '5t’+k:—2>

entdo & 1 = &1 € &apa1 = Eyyn_1, € 0 resultado segue como antes. ]

1.3 Sobre a Conjectura de Nivat

A conjectura de Nivat |16 ¢ a generalizacao natural do Teorema de Morse-Hedlund para

0 caso bidimensional.

Conjectura de Nivat. Dado n € AZZ, se existem n, k € N tais que Py(R,, ) < nk, entdo
n € periodica.
Sander e Tijdeman [19] deram contra-exemplos do andlogo da Conjectura de Nivat em

altas dimensoes como o destacado a seguir.

Exemplo 1.8. Considere a configuracao n € {0, 1}ZB consistindo de duas retas ortogonais
de 1’s, distando n > 3 uma da outra, com as demais entradas nulas. Mais precisamente, de-
finan, =1 se g=(i,0,0) ou g = (0,i,n) para todo i € Z, e n, := 0 caso contrdrio. E facil
ver que, para o cubo R, ., C 73, vale P(Rynn) = 2n% + 1 < n?, entretanto n ndo é uma

configuragao periodica.

Um passo inicial em dire¢do a prova da conjectura foi dado por Sander e Tijdeman [20]
ao mostrarem que se P,(R,2) < 2n (ou P,(Ry,) < 2n) para algum n € N, entio n € A% ¢
periédica. Pouco tempo depois, Epifanio, Koskas e Mignosi |9] provaram outra forma fraca

da conjectura.
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Teorema 1.9 (Epifanio, Koskas e Mignosi |9]). Dado n € A% | se existem n, k € N tais que

Py(R,, 1) < 15;nk, entdo n € periddica.

Com o auxilio de uma nova fun¢ado complexidade, Quas e Zamboni [18] melhoraram a

1

constante para ;.

Teorema 1.10 (Quas e Zamboni [18]). Dadon € A, se existem n, k € N tais que Pp(Ry, ;)

1 ~ ’ e/ 7
< ignk, entao n € periddica.

Utilizando a nogao de subespagos expansivos de R? definida por Boyle e Lind [4], Bryna
Kra e Van Cyr [7] lancaram uma nova luz a conjectura de Nivat ao relacionar subespagos
expansivos de R? com periodicidade. Com o auxilio de outra nocao igualmente importante,
o conceito de conjunto n-gerador (ver Subsegao 1.5.2), que permite determinar configura-
¢oes de regides maiores a partir de configuracoes de regioes menores, os autores melhoram a

1
constante para 3.

Teorema 1.11 (Cyr e Kra [7]). Dadon € A% | se existemn, k € N tais que Py(Ry ) < gnk,

entao n é periodica.

Bryna Kra e Van Cyr [6] também mostraram que se P,(R,,3) < 3n (ou P,(Rs3,) < 3n)
para algum n € N, entao n € AZ ¢ periodica.

Por fim, recentemente, com um ponto de vista de geometria algébrica e tendo como in-
grediente principal o Teorema dos Zeros de Hilbert, Jarkko Kari e Michal Szabados |13| pro-

varam outra forma fraca da conjectura.

Teorema 1.12 (Kari e Szabados [13]). Dado n € A%, se existem infinitos pares de n, k € N

tais que Py(R, 1) < nk, entao n é periddica.

Embora nosso trabalho contenha varios outros resultados importantes, por ser mais su-
cinto, aproveitamos para enunciar aqui um caso particular do Teorema o qual sera pro-

vado no capitulo 3.

Teorema 1.13. Dado n € AZQ, se existem n, k € N tais que Py(R, ) < (% + V:l'i,;l) nk, en-
tao n € periodica.
1.4 Subespacos nao-expansivos
Suponha que F' seja um subespaco de R?. Para quaisquer z,y € AZd, defina
pF (z,y) == sup{p(T92,T%) : g € F N Z"}.

Para cada g € Z4, seja
dist(g, F') := inf{|lg — h||: h € F'},
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onde || - || denota a norma euclidiana em R?. Dado ¢ > 0, a t-vizinhanca de F em Z¢ é defi-
nida por
F':={gecz®: dist(g,F) <t} c Z"

Seja X C AZ" um subshift. Para Boyle e Lind [4], um subespaco F de R? é dito ser ex-
pansivo seqgundo X se existem um raio t > 0 e uma constante ¢ > 0 tais que, para quaisquer
z,y € X, pF'(x,y) < 6 implica que = = . Devido as particularidades de AZ' | da métrica p
e da Z%acao utilizada, a nocdo de subespaco expansivo definida por Boyle e Lind pode ser

refraseada como abaixo.

Definicao 1.14. Seja X C AZ um subshift. Um subespaco F de RY é dito ser expansivo

seqgundo X se existe um raio t > 0 tal que
Ve,ye X, zlp=ylpr = x=y.
Se F' nao verifica essa condicdo, ele é dito ser um subespaco nao-expansivo sequndo X .

Em particular, para o espaco R, ao invés de dizermos subespaco unidimensional, diremos
apenas reta passando pela origem. Desse modo, quando nos referirmos a uma reta expansiva

ou nao-expansiva, estamos pressupondo que a mesma esteja passando pela origem.

Notacao 1.15. Por conveniéncia, a familia formada por todas as retas de R? passando pela

origem € denotada por G.

O resultado abaixo é uma afirmagdo imediata que nos permite concluir que toda confi-
guracdo n € A% com mais de uma reta nio-expansiva segundo o subshift X, = Orb(n) nao
é periodica.

Proposicio 1.16. Se n € A% for uma configuracio periddica de periodo h € (Z?)*, entio

toda reta £ € Gy tal que h & U € expansiva sequndo X, = Orb(n).

Prova. Seja t > 0 um raio tal que {—h,h} C ¢!. Para cada g € Z?, existe m € Z tal que
g+ mh € ('. Como quaisquer configuracdes z,y € X,, sdo periédicas de perfodo h € (Z*)*,

se T|p= ylp, entdo Ty = Tgimh = Yg+mh = Yg, O qUE PIOVA & Proposicao. [

Boyle e Lind mostraram que, sob algumas hipéteses, subespagos nao-expansivos sempre

existem.

Teorema 1.17 (Boyle-Lind [4]). Seja X C A% wm subshift infinito. Para cada 0 < k < d,

existe um subespaco k-dimensional de R? que é ndo-expansivo sequndo X .

O corolario abaixo é uma consequéncia imediata do Teorema de Boyle-Lind evidencia-
da em [7].

Corolario 1.18. Paran € AZ2, toda reta passando pela origem € expansiva sequndo X, se,

e somente se, 1 é 2-periodica.
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Prova. Ao supor que toda reta passando pela origem é expansiva segundo X, o Teorema de
Boyle-Lind implica que o subshift X, = Orb(n) é finito, ou equivalentemente, que a confi-
guracao 71 é 2-periédica. Reciprocamente, se h, h' € (Z?)* sdo dois perfodos linearmente in-
dependentes de 1, dada ¢ € Gy, como £ niao contém ambos h e I/, a Proposigao [1.16] garante

que ¢ ¢ expansiva segundo X,,. O

Bryna Kra e Van Cyr [7] notaram que quando existem n, k € N tais que P,(R, ) < nk,
a existéncia de retas nao-expansivas segundo X, estd ainda mais relacionada com a periodi-
cidade de n € A%,

Teorema 1.19 (Cyr ¢ Kra [7]). Dado n € A%, suponha que P,(R, ;) < nk para algum par

n,k € N. Se hda no mdzimo uma reta £ € Gy ndao-expansiva seqgundo X,,, entdo 1 € periddica.

Eles provaram o Teorema mostrando que a hipétese de existir n, k € N cumprindo
P,(R,, 1) < 3nk é incompativel com a existéncia de mais de uma reta ¢ € Gy ndo-expansiva

segundo X;,.

1.5 Convencgoes geométricas e conjuntos n-geradores

Nesta secao, estabelecemos notagoes, introduzimos nog¢oes necessarias para o andamen-
to da teoria e apresentamos a nogao de conjunto n-gerador, da qual derivam importantes re-

sultados.

1.5.1 Convencgoes geométricas

Um conjunto S C Z? é dito ser convezo se Conv(S) for fechado e S = Conv(S) N Z2,

onde Conv(S) C R? denota o envelope convexo de S.

Defini¢do 1.20. Dado um conjunto convezo S C Z2, um ponto g € S é um vértice de S
se S\{g} C Z* for um conjunto convexo, e um segmento w contido no bordo de Conv(S) é

uma aresta de S se for uma aresta do poligono convero Conv(S) C R?.

O conjunto dos vértices de S e o conjunto das arestas de S é denotado por V(S) e E(S),

respectivamente.

Notacao 1.21. A familia formada pelos subconjuntos finitos, convexos e ndo vazios de 7>
é denotada por Fe, e a subfamilia de F¢ formada pelos conjuntos tais que o envelope conve-

zo tem drea mao nula por FY°.

Se S C Z* é um conjunto convexo (possivelmente infinito) tal que Conv(S) tem drea nio
nula, é padrao convencionar que o bordo de Conv(S) é positivamente orientado. Com essa
convengao, cada aresta w € E(S) herda naturalmente uma orientagao do bordo de Conv(S),
o que permite considerar as arestas de S ao mesmo tempo como subconjuntos de R? e seg-

mentos orientados.
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Na definicao abaixo, por objeto orientado se entende reta orientada, segmento orientado
ou vetor. Recorde que dois vetores sao paralelos se eles tém o mesmo sentido e antiparalelos

se eles tém sentidos opostos.

Definigao 1.22. Dois objetos orientados em R? sdo ditos (anti)paralelos quando os vetores

subjacentes as suas respectivas orientagoes sao (anti)paralelos.

Em particular, para um conjunto S C Z? convexo, a convencao feita sobre o bordo de
Conv(8) permite nos referir a uma reta orientada em R? como sendo paralela ou antiparale-

la a uma dada aresta w € E(S).

Figura 1.5.1: A esquerda, reta e aresta paralelas. A direita, reta e aresta antiparalelas.

Um conjunto convexo H C Z?* é dito ser um semiplano se Conv(H) tem &rea nio nula e
E(H) contém somente uma unica aresta. Neste caso, evidentemente, ¢ € F(H) é uma reta

em R2.

Notagao 1.23. Dada uma reta ¢ C R?, a reta orientada (' C R? denota a reta ¢ munida de

uma orientacdo e, a reta orientada I C R2, denota a reta { munida da orientacdo oposta.

Para retas orientadas ¢ C R2 passando pela origem, cometemos abuso de notagao escre-
vendo £ € G;.

Notacao 1.24. Dada uma reta orientada lc R2, denotamos por H(Z) C Z? o semiplano
tal que /e E(H(E)) Supondo que o coeficiente angular de € seja racional,

(i) H(F(_l)) C Z? denota o semiplano definido como a intersecio de todos os semipla-

nos que contém H(Z) estritamente e cuja aresta € paralela a ‘

(ii) HCED) C 72 denota o semiplano definido como a unido de todos os semiplanos

que estao contidos em 7-[(5) estritamente e cuja aresta € paralela a ‘.

Naturalmente, as arestas £~ € E(H({(-V)) e £ € E(H (D)), por construgio, sio
paralelas A reta orientada ¢ C R2.

Observe que o grupo SLy(Z), formado pelas matrizes 2 x 2 com entradas inteiras e de-
terminante igual a 1, age transitivamente nas retas orientadas passando pela origem com coe-
ficientes angulares racionais. De fato, é suficiente mostrar que, para qualquer vetor (s,t) €

(Z*)* com mdc(s,t) = 1, existe A € SLy(Z) tal que A(—e3) = (s,t), ou equivalentemente,
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que hé a,c € Z tais que —at + ¢s = 1. Portanto, esta propriedade de SLs(Z) é na verdade
uma consequéncia direta da Identidade de Bézout.
Outra propriedade 1til de SLo(Z) é destacada no lema abaixo. Para conveniéncia do lei-

tor uma breve prova é esbocada.

Lema 1.25. O grupo SLy(Z) transforma semiplanos positivamente orientados em semipla-

nos positivamente orientados.

Prova. Seja (= E_;z € G, tal que v, = —ey, isto é, ZEQ esta orientada para baixo. Para pro-

var o lema, é suficiente mostrar que

—

AM) =H() YV A€ SLy(Z),

onde ¢ € G satisfaz Ty = A(—e3). Dado (p,q) € H(l), observe que p > 0 e q € Z. Assim,
como A(p, q) = pA(er) — qiy, entio A(p,q) € H(F) se, e somente se, A(e;) € H (7). Supon-
do A(e1) = (a,c) e Up = (s,t), ambos vetores nao nulos, a hipdtese de det(A) = 1 assegura
—at 4+ ¢s = 1. Isto implica que (a,c) é perpendicular a (—t,s — %) sec#0e (—t— %, s) se
a # 0. Por fim, levando em consideracdo o quadrante ao qual v pertence, comparando o
vetor (—t,s—2) sec#0ou (—t—1, s)sea# 0 com o vetor (—t,s), pode-se sempre concluir
que (a,c) € H(P).

Por exemplo, na Figura[l.5.2] (a), como o angulo entre o vetor (—t, s) e o eixo z é menor
que o angulo entre o vetor (—t,s — %) e o eixo z, sendo (—t,s — %) perpendicular a (a,c) e
(—t,s) perpendicular a (s,t), resulta dai (a,c) € H(F). Similarmente, na Figura m (b),

)

e 0 eixo z, temos que (a,c) € H(). O

como o angulo entre o vetor (—t, s) e o eixo x é maior que o angulo entre o vetor (—t, s —

Q=

O lema acima permite, em particular, concluir que SLs(Z) transforma conjuntos conve-

xo0s (positivamente orientados) em conjuntos convexos (positivamente orientados).

(a) a,c> 0. (b) a,c < 0.

Figura 1.5.2: Caso em que vy pertence ao primeiro quadrante, com at # 0 e ¢s # 0.

Por fim, destacamos uma tltima convencao geométrica, a qual usaremos repetidamente

no restante do trabalho.
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Notacao 1.26. Seja ¢ C R? uma reta orientada. Dado um conjunto convexo U C Z2, a reta
orientada Zu C R? denota a aresta do semiplano obtido como a intersecio de todos 0s semi-
planos que contém U e cuja aresta € paralela a é_: ou seja, ZM ¢é a reta orientada paralela a v

que satisfaz U C H(ly) e by NU # 0.

E facil ver que ou f; NU é um vértice de U ou Conv(gu NU) C R? é a aresta de U para-

lela & reta orientada ¢ C R2.

1.5.2 Conjuntos n-geradores

A nogao de conjunto n-gerador, inspirada no trabalho de Boyle e Lind [4] e introduzida
por Bryna Kra e Van Cyr [7], permite deduzir a configuragdo de uma regiao maior a partir

da configuracdo de uma regiao menor.

Definicao 1.27. Fizado n € AZ um ponto g € S € dito ser n-gerado por S C Z* se, para
toda S\{g}-configuracio v € L(S\{g},n), hd uma inica S-configuracio ~" € L(S,n) tal que
Ys\gy= 7. Um conjunto S € F¢ tal que todo vértice é n-gerado por S é dito ser n-gerador.

Para g € V(S), a igualdade

P(S)= > Ny eLSm VIsun=}
veL(S\{g}.m)
permite concluir que S € F¢ é um conjunto 7-gerador se, e somente se, P, (S\{g}) = P,(S)
para todo g € V(S).
Dado 1 € A% para cada A € SLy(Z), a configuracio no A € A% definida por (noA), :=
N4(g) Para todo g € 72 preserva propriedades importantes de 1. Por exemplo, qualquer con-

junto U C Z? nao vazio cumpre
Ppoa(A7H(U)) = P (U),

de modo que S € F¢ é n-gerador se, e somente se, A~1(S) € F¢ é (no A)-gerador.
A defini¢do abaixo coloca em evidéncia conjuntos que nao sdo necessariamente 7-gera-
dores, mas para os quais, com respeito a uma reta pré-determinada, vértices especificos sao

n-gerados.

Definicao 1.28. Dada uma reta orientada lc R?, um conjunto U € FY° ¢é dito ser (T],E_)—
gerador se os pontos de Eu NV (U) sao n-gerados por U.

—

E claro que qualquer conjunto n-gerador U € FYel ¢, em particular, (n,¢)-gerador para
toda reta orientada ¢ C R2.
Um fato ja esperado é que, para configuracoes n € AZ tais que P,(U) < |U|+].A|-2 para

algum U € Fe, sempre ha conjunto n-gerador. Mais precisamente, de forma similar ao que
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foi feito em [7], seja S um conjunto minimal (com respeito a inclusdo) dentre os conjuntos

convexos T C U satisfazendo
Py(T) = |T|=[Al+2 < P,(U) — [U]—|A[+2.

Observe que S contém ao menos dois elementos, pois |A| > 1+ |A|—2. Em particular, para
g € V(S), temos que S\{g} € F¢. Além disso, a defini¢do de S implica que

Ey(S\{9}) = [S\{g}[=|A[+2 > B, (U) — [U|=[A]+2 = P,(S) - S]] Al+2,

donde segue que
By (8) = B (S\{g}) = 0,

ou seja, g € V(S) é n-gerado por S. Por construgao, concluimos que S € F¢ é um conjunto
n-gerador com P,(8S) < |S|+|A|—-2.

Observamos que no Teorema a hipétese de P, (R, ;) < nk foi necessaria somente pa-
ra garantir a existéncia de conjunto n-gerador. Portanto, a discussao acima permite a rees-

critura a seguir.

Teorema 1.29 (Cyr e Kra [7)). Dadon € A% com P,(U) < |U|+|.A|—2 para algum conjun-

toU € Fe, se hd no mdzimo uma reta ¢ € Gy ndao-expansiva seqgundo X,,, entao n é periodica.

A prova da proposicao abaixo ¢ similar & demonstragao do Lema 2.13 de [7], fazendo-se
as adaptacOes necessarias. Fixada uma reta ¢ € (G; com coeficiente angular irracional, a es-
tratégia na sua demonstracao consiste em supor, por contradi¢do, que ha configuracoes dis-
tintas que coincidem em alguma t-vizinhanca de ¢ e, em seguida, utilizar as propriedades
de conjunto 7n-gerador para estender esta regiao de coincidéncia para uma regiao maior de

modo a obter um absurdo.

Proposigao 1.30. Suponha que, para n € A%, hin,k € N tais que Py(R, 1) < nk +|A|—2.

Se l € Gy tem coeficiente angular irracional, entao £ € expansiva sequndo X,,.

A proposi¢ao acima nos permite trabalhar com retas nao-expansivas sem a necessidade
de mencionarmos que seus coeficientes angulares sao racionais. Isto ficara subentendido no
restante do trabalho.

O lema a seguir é uma consequéncia imediata do Teorema de Morse-Hedlund Alfabético,
pois qualquer conjunto convexo finito cujo envelope convexo tem area nula ou é um ponto
ou é um segmento de reta, o que nos permite, entre outras coisas, nao ter de abordar situa-

¢oes triviais.

Lema 1.31. Para n € AZ com P,(S) < |S|+|A|-2 para algum S € Fe, se Conv(S) tem

area nula, entdao n é periodica.
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1.6 Direcoes nao-expansivas

Dada uma reta ¢ € G, nao-expansiva segundo X, = Orb(n), para cada raio t > 0, exis-
tem configuracdes distintas que coincidem em ¢* C Z2. Porém, sendo distintas, elas diferem
em qual semiplano? Ha trés possibilidades, as configuragoes diferem ou em H(Z) ou em H(Z)
ou em ambos. Estas situagoes nos levam a considerar a nogao de dire¢do nao-expansiva, ja

presente em [4]

Definicao 1.32. Dadon € AZQ, uma reta orientada { € Gy € dita ser uma diregao expansiva
sequndo X, quando

Vao,yelX,, :E|H@ = y|H([) — x=y.

Se a reta orientada ¢ € Gy ndo verifica essa condicao, ela é dita ser uma direcao nao-expan-

swa sequndo X,,.

E facil ver que (de acordo com a Defini¢ao i ¢ € Gy é uma reta expansiva segundo
X, se, e somente se, Z /e G sao diregoes expansivas segundo X,. Além disso, da Proposi-
cao resulta que, se (e Gy ou le G sao direcoes nao-expansivas segundo X, entao a

reta ¢ € (g1 tem coeficiente angular racional.

Notacao 1.33. Para uma reta orientada = G1 com coeficiente angular racional, denotamos

por Uy € (Z*)* o vetor paralelo d reta orientada £ com norma minima.

O resultado abaixo permitird, sem perda de generalidade, considerar coeficiente angular

pré-fixado para retas nao-expansivas, de modo a simplificar demonstragoes.

Proposicao 1.34. Dadas duas retas orientadas ZE’ € Gy com coeficientes angulares racio-
nais, se A(Up) = Uy para algum A € SLy(Z), entao, dadon € AZ 0 ¢ uma direcio expansiva
sequndo X, se, e somente se, 7 ¢ uma direcio expansiva sequndo Xp.a := Orb(no A).

Prova. Dados z,y € X,), usando que (79n) 0 A = TAilg(n o A) para qualquer g € Z?, é facil
argumentar que z o A,y o A € X,,4. Como a igualdade A(’H(ﬁ)) = H(Z) ¢é garantida pelo

Lema temos que
(zo A)|H(Z/) =(yo A)ly([/)

sempre que

—

5’7’71(2) y‘?—l(f)‘

Portanto, se ¢’ for uma diregao expansiva segundo X4, entdao ¢ é uma direcdo expansiva

segundo X;,. O

Os lemas a seguir sao similares, respectivamente, aos Lemas 3.2 e 3.3 de [7]. Para conve-

niéncia do leitor, fornecemos breves demonstracoes.

Lema 1.35. Suponha n € AZ. Para uma reta orientada { € G, se existir S € FY° tal que
lsNS = {90} C V(S) € n-gerado por S, entio 0 é uma direcio expansiva sequndo X,
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Prova. Suponha, por contradigao, que hé configuracoes x,y € X,, distintas que coincidem no
semiplano H(E) Sejam wy, wy € E(S) as arestas distintas de S tais que {go} C w1 Nwo, €
Zl, Zg C R? restas orientadas paralelas, respectivamente, as arestas w; e ws tais que Ty F# Yg

para algum g € (Z2\H(0)) NH(6) N H () =: U. Para g, € U cumprindo
dist(g1,¢) = min{dist(g,¢) : g € U},

seja up € Z* tal que go + uy = g1. A igualdade (T @)|s\(g01 = (T"'y)|s\(go} € @ hipltese de

go ser n-gerado por § implicam que x4, = y,,, donde segue que

@060y = Yoty

Para go € U\{g:1} verificando

dist(gs, £) = min{dist(g,¢) : g € U\{g1}},

seja uy € Z* tal que go+us = go. Do fato de (T22)|s\ (g0} = (T"?Y)| s\ (g0} ObtEmMOS Ty, = Y.
Como U é um conjunto finito, procedendo dessa forma, concluimos que x‘H(Z)UM = y‘H(Z)ULH

o que é uma contradicao. O

Observagao 1.36. Se a reta orientada = G for uma direcao nao-expansiva sequndo X,
0 Lema garante que todo conjunto n-gerador S € FY° possui uma aresta paralela d reta
= Gy, a saber, a aresta

Conv(ls NS) € E(S).

Em particular, se existirem n, k € N tais que P, (R, ) < nk + |A|—2, entdo ha no maxi-

mo uma quantidade finita de dire¢des nao-expansivas segundo X,.

Lema 1.37. Dadon € A7 se (e Gy for uma direcao expansiva segundo X, com coeficien-
te angular racional, entdo, para todo gy € Z?, existe S € FY* tal que lsNS = {90} C V(S)
é n-gerado por S.

Prova. E suficiente provar o lema para gy € 1) N Z2. Seja {Si}ien € FY°' uma familia

crescente de conjuntos encaixados tais que, para cada ¢ € N, Zgi NS; ={g} C V(S;) e, além
disso, que Ujen Si = 7—[(5) U {go}. Ao supor, por redugio ao absurdo, que, para todo i € N,
go € S; nao é n-gerado por §;, da compacidade do subshift X, resulta que ('€ Gy é uma di-

re¢ao nao-expansiva segundo X,,. 0

Assim como no caso unidimensional, é conveniente ter em maos uma defini¢do precisa de

periodicidade para restricoes de configuracoes a subconjuntos de Z2.

Definigio 1.38. A restricio de n € A% a um conjunto U C 72 é dita ser periddica se hd
um periodo h € (Z*)* tal que ng+n, = 1y para todo g € U N (U — h).
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E claro que, como na Definicio , para configuracoes nly, € AY pode-se falar em 2-pe-
riodicidade e aperiodicidade.

Com relagdao a Conjectura de Nivat, como veremos no proximo capitulo, é de particular
interesse que retas nao-expansivas sejam, para ambas orientagoes, também dire¢oes nao-ex-
pansivas. Naturalmente, como demonstrado abaixo, configuragoes peridédicas cumprem esta

propriedade.

Teorema 1.39. Sen € A% for periodica, entdo, para qualquer dire¢do = Gy ndo-expansiva

sequndo X,, a direcao /e Gy, antiparalela a Z, ¢ nao-expansiva sequndo X,.

Prova. Inicialmente, como 7 é periddica, a Proposigao [1.16| implica que hd no maximo uma
reta nao-expansiva segundo X, = Orb(n), a saber, a propria reta ¢ € G;. Suponha, por con-
tradicao, que leG seja uma diregao expansiva segundo X,,.

Dado gy € /-9 NZ2, segundo o Lema , ha S € FY° tal que s NS = {go} C V(S) ¢
n-gerado por §. Para t > 0, seja

U'(t) = {g € 2% : dist(g, ) < t, dist(g, () <t} C (",

onde /+ € G, denota a reta perpendicular a £ € G;. Como os periodos de n pertencem a ¢,
fixado t > 0 suficientemente grande, para todo j,j' € Z, (T9'n)|yey = (T7"n)|ye(sy implica
que (T79°n)|p = (T9"n)| s, onde v € £+ N H(F) denota o vetor ndo nulo com norma minima.
Além disso, considerando ¢ ainda maior se necessario, podemos supor que U*(t) contém o
conjunto S. Como U*(t) é finito, pelo Principio da Casa dos Pombos, para cada 7 € Z, ha
inteiros 7 < j < j/ < 7+ B,(U*(t)) tais que

(T leoy= (T laeoy=(T70) uae (04 -y

o que pela discussao acima implica que

(T )= (T m)|e= (T 1) et (jr—3o-

Seja Uy € E(£") a aresta de ' C Z? que é paralela a reta € G. Seja 0y = Eé_l) a aresta
de H(I5 ") e, para cada inteiro m > 1, seja lysy = £ a aresta de H({CD). Dado um

ponto g € £ NZ2, considere ¢’ € Z2 tal que go+ ¢ =g e S':= S + ¢'. A igualdade

(T70)|sn gy = (T7"0) |51\ (0}

e o fato de g € S ser n-gerado por & implicam que (79%n), = (T7"*n),. Como g € &, NZ2 &

qualquer, obtemos que

(T]UU)btuzl: (T] Un)|étuz1: (T]Un)|(etuz1)+(j/_j)v'
Por indugao, segue que, para cada m € N,

(T]”U)utuzlu...uzm— (T] Un>|ztu21u~-u2m: <T]UT7>|(£tu1?1u--u?m)+(j’—j)v’
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ou seja, a restricao de T7?n ao conjunto ¢! U 7-[(2) é periddica de periodo (5" — j)v.
Portanto, como 7 € Z é um inteiro qualquer, concluimos que a configuracao n € A7 6
peri6dica de perfodo t'v, com ¢’ < P,(U*(t))!. Entretanto, do fato de v ¢ ¢, segue pela Pro-

posicao m que ¢ € Gy ¢ uma reta expansiva segundo X,, o que é uma contradicao. O

Dado 1 € A% com P,(R, 1) < nk + | A|—2 para algum par n, k € N, com hipéteses adi-
cionais, é possivel provar uma reciproca para o Teorema [1.39, Consulte o Corolario pa-

ra mais detalhes.

Corolario 1.40. Dada reta ¢ € Gy, suponha que x,x' € X, sejam configuragoes distintas
cujas restricoes ao semiplano ’H(Z) C Z? sdo periddicas de periodos h,h' € £ N (Z*)*, respec-
tivamente. Se x|y = '|3 para algum semiplano H C Z?, entdo a reta orientada /e Gy, an-

tiparalela a reta orientada £, é uma direcio nao-expansiva sequndo X,,.

Prova. Ao supor, por contradigao, que ¢ € G; ¢ uma diregao expansiva segundo X,, como

h
2= (Tl

x/|H(Z): (Thlml)|7-[(2)a
segue que z,z’ € X, sdo configuragoes periddicas de perfodos h, h' € £ N (Z?)*, respectiva-
mente. Deste modo, a contrapositiva do Teorema m garante que = G é uma direcao ex-
pansiva segundo Orb(z) e segundo Orb(2’). Por fim, a Proposicio e o Corolario m
implicam que as configuracgoes =, 2" € X, sdo 2-periddicas e, portanto, como z|y= 2’|, con-

cluimos que sao iguais, o que ¢ uma contradicao. O

No restante desta se¢do, introduzimos notagoes e defini¢oes que serao largamente utili-
zadas ao longo de todos os demais capitulos.
Para z € X, = Orb(n), U € F¢ e uma reta orientada (€ Gy, seja Lz(U, x) a subfamilia
de L(U,n) definida por
Lo, o) o= {(T"x)|y 1 t € Z}.

O conceito a ser introduzido a seguir faz uso da Notagao [1.26]

Notagdo 1.41. Dado U € FY°!, para uma reta orientada { € Gy e v € LU\, 1), 0 nime-

ro de U-configuragoes de n € AZ cuja restricdo a L[\Zu coincide com vy é denotado por

N (v) = {1 € LU n) - ¥ yp g, = V-

Observe que Ny, () = 1 significa que, para quaisquer U-configuragoes 7',7" € L(U,n),
7,|M\Zu: v = ’y”\u\[u implica que " = 4".
Defini¢ao 1.42. Dada uma reta ¢ € Gy, um conjunto F C Z? é dito ser uma (-faiza se for
da forma F = (Ul U---Ul,,)NZ32, onde by, o, ..., 0, CR? sdo retas paralelas a reta £.
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Lema 1.43. Dadon € AZQ, para uma reta orientada le Gy com coeficiente angular racional,
suponha que U € FY° seja um conjunto (n,f)-gemdor. Dado x € X,,, se existir uma L{\Eu-
configurac¢ao vy € LZ(M\Zu,x) tal que N7, (v) = 1, entao, para toda (-faiza F O U\ZM e
qualquer y € X,

r|lp=ylr
implica que

x|ZMUF = y|ZuUF'

Prova. Inicialmente, note que o caso em que U C F' é trivial. Para o caso em que Y ¢ F,
o fato de v € L[(L[\Fu, x) significa que hd um inteiro 7 € Z com v = (Tﬁ@x)b\zu. Dai, a

igualdade x|r = y|F implica que v = (Tﬁ@y)|u\5u. Logo, como Np,,(v) = 1, obtemos entao

| POt i) = Y PO - (1.6.1)

Sejam, respectivamente, u;, uy € Zu N U os pontos inicial e final de Conv(fu NU) com rela-
¢ao a orienta¢do herdada do bordo de Conv(U). Para cada m € N, considere os pontos
uf = up+ (7 +m)ve e u* = u; + (7 — m)uy, os quais sao n-gerados por U + (7 + m)vy e
U + (T — m)ty, respectivamente. Assim, para m = 1, de (1.6.1)) e da definicao de n-gerado
segue que

x|FU(Z/{+T17[)U{u1,u}} = y|FU(L{+TUZ)U{u1,u}} :

(3 7

Por indugao, concluimos que, para cada m € N,

x|FU(L{+Tﬁg)U{ul1 ,u},...,um u}”} = y|FU(L{+T'L7@)U{u11,u},...,ulm,u’;"”}a

ou seja, que vale a igualdade x\guuF: y\guuF. O

Em particular, se para cada = € X, existir v € L[(Z/{\Zu, x) tal que NZU(W) =1, entao a
reta orientada ¢ € G; é uma direcao expansiva segundo X,. De fato, dadas duas configura-
¢oes que coincidem no semiplano ’H(E), como U mantém sua posi¢ao fixa com relagdo a ori-
gem, é possivel transladar as configuragoes de modo que ao aplicar o lema acima a regiao
de coincidéncia seja ainda maior. Procedendo indutivamente, conclui-se que tais configura-
¢Oes sao iguais, ou seja, (e G; ¢ uma direcao expansiva segundo X,. Portanto, para uma
direcao /e G nao-expansiva segundo X, e um conjunto (7, E)—gerador U € FY° ha confi-

guracao v € X, satisfazendo
Nau(v) >1 Vv L{\Zu—conﬁguragéo v E L[(L{\Fu, ). (1.6.2)

Notagao 1.44. Para uma reta orientada e Gy eum conjunto U € F¥° o conjunto for-
mado por configuracoes x € X, = Orb(n) que satisfazem ¢ denotado por N(Z, U).

Note que N (lz U) é um subconjunto fechado de X,. Dada uma reta orientada = Gy,
para conjuntos (1, /)-geradores U, U’ € FY? tais que fy NU = ly N U, observamos que se
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U C U, entio N(O,U') C N(Z, U). Se { € Gy for uma dire¢io nio-expansiva segundo X,
é facil ver que, para uma familia crescente de conjuntos encaixados (7, Z)—geradores {U;}ien
em ]-"é/ °l tais que Zu NnNU;, = Zui, NUy para cada i,i" € N, existe configuracdo z € X, tal que
z € N'(0,U;) para todo i € N.

Para qualquer z € N/ (Z U), da equagao

PU) = PNy = > (Y € L) = 13H-1)

YELU\ly )

e do fato de Ny, (v) > 1 para toda U\ ly-configuracao y € L[(U\ZL{, x), obtemos que

ByU) = PyU\G) = 30 (Ng(n) = 1) 2 1L @\l )| (1.6.3)
YEL; U\l )

Utilizando o Teorema de Morse-Hedlund, Bryna Kra e Van Cyr [7] mostraram que, sob
certas condicoes, um limitante superior adequado para P,(U) — Pn(Z/{\Zu) e, portanto, para
|Ly(U \Zu, x)|, forca periodicidade em certas regides das configuragoes © € N’ (e,u ). Utilizan-
do o Teorema de Morse-Hedlund Alfabético, no préximo capitulo apresentamos resultados

similares.
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Capitulo 2

Conexoes entre direcoes

nao-expansivas e periodicidade

Neste capitulo, noés nos dedicamos a investigacao das conexoes entre dire¢oes nao-expan-
sivas e periodicidade, tirando proveito, por meio do Teorema de Morse-Hedlund Alfabético,

da cardinalidade de alfabetos apropriadamente construidos.

2.1 Construcoes de conjuntos balanceados

Conjuntos balanceados U € F{?, grosso modo, sdo conjuntos tais que, com relagao &

uma reta orientada ¢ € G, a intersecao ¢ NU # () de toda reta 7 c R? paralela a v possui
uma cardinalidade minima estabelecida e, ainda, a U-complexidade ¢ limitada pela comple-
xidade de parte especifica do proprio conjunto mais a cardinalidade de alfabetos apropria-
dos. Os conjuntos balanceados, como veremos adiante, tém as propriedades necessarias para

se obter periodicidade.

Definicao 2.1. Seja ('€ Gy uma reta orientada. Dados U € F¥l ep e N, uma (-faiza F
descrita por (0, U --- U ly) NZ2 é dita ser uma (0,U, p)-faiza se satisfaz

GNZE4GNZ2 e |lNU>p Vi=1,...,m

e, para qualquer reta ¢ C R? paralela a € com ('NZ% # (uNZ2 e |0'NU| > p, eziste 1 <i<m
tal que ' = ¥;.

Seja /'€ G, uma reta orientada. Dado um conjunto U € FY°, para cada reta orientada
7'  R? paralela a £ que satisfaz ¢ N U #£ 0, sejam iy (€), fo(€) € Z2 0s pontos inicial e final
de ¢’ NU com relacdo a orientacao de I , respectivamente. E claro que se ¢/ NU = {g}, entao
iu(ﬁ ) e fu(€7 ) sao definidos como sendo o préprio ponto g € Z%. Dados U € Ff%e p € N,

0s conjuntos

I (U) = {zu(ﬁ) € 7?0 ¢paralelaa 0, I # 0y, [0 NU|> p}
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.7-"2”’(1/{) = {fu(ﬁ) € 7?0 éparalelaa 0, 0 £ 0y, |’ NnU|> p}

estardo presentes em praticamente todas as construcoes do trabalho. Observe que a priori,

em geral, L;(Z?(U),x) # Ly (F*?(U),x) para x € X,. Se para qualquer reta 7 C R? para-

lela a 0, com 0  ly e ' N\U # 0, tivermos |/ NU| > p, entdo Ly(T""(U),z) = Ly(T(U), z)

e Ly(F*(U),z) = Ly(F*(U), x) para todo = € X, e qualquer inteiro positivo ¢ < p. Por

fim, note que toda (Z, U, p)-faixa F C Z? pode ser apresentada como
F=J@™U)+t5) e F=JF>U)+ti,).

teZ teZ

Este ponto de vista permite considerar, para a € Z, os conjuntos
Fla) = @ WU) +t5) e F(a) = |J(F?U) - ti),
t>a t>a
os quais serao chamados (Z, U, p)-semifaixas.
Similarmente ao Lema 2.24 de [7], o resultado abaixo mostra como nao-expansividade

forca periodicidade em certas regioes de algumas configuracoes.

Lema 2.2. Dadon € A2 suponha que (e G seja uma direcao nao-expansiva sequndo X,

e que U € FY° seja um conjunto (n,Z)—gemdor. Fizado x € /\/'(lz U), se
Pt < PyU\Gu) +p + | Ly (T (U), )| =2

para algum p € N, entdo a restricao de x a (E_; U,p)-faiza F € periodica de periodo tU, com
t <p+ LI U),x)-2.

Prova. Inicialmente, observe que, para qualquer v € L[(L{\Eu, x), temos que NEM(W) —1>0,
donde, de forma anéloga ao que foi feito em (1.6.3)), segue que P,U)—-P,U \0) > 0. Logo,
a desigualdade P,(U) — P,(U\ly) < p+ |LZ(IZP (U), z)|—2 implica, em particular, que

P+ ILe(Z7U). )| -2 > 0.
Além disso, de (1.6.3)) segue que
e U\, 2)| < Py(Uh) = PyUNG) < p+ |Lp(TP(U), 2)| 2.

Defina o conjunto
p—1

R = |J (@™ WU) +ti) C U.
t=0

Para o alfabeto finito A4, := L[(IZ’Z’ (U), ), considere a sequéncia infinita £ € AZ definida
por & = (T )|z, ) Para todo t € Z. A definicao do conjunto R garante que, para qual-
quer 7 € Z, a palavra £:& 41 -+ - &rap1 € (Ay)* se identifica naturalmente com a R-configu-

ragao (I™z)|g € Lz(R,x). Se |A,|= 1, ndo hd o que provar. Caso contrario, como

Pe(p) = [Lg(R, 2)|< [Lp(U\lu, @) < p+ | Au| -2,
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o Teorema de Morse-Hedlund Alfabético garante que a sequéncia & é periddica de periodo
no maximo p + |L;(Z% (U),z)|—2 e, portanto, a restricio de = € N(C,U) a F ¢ periddica
de perfodo ¢, para algum inteiro positivo ¢t < p + |Lz(Z°?(U), z)|—2, donde segue o resul-
tado. O

Dado a € Z, para cada x € X, sejam Eza(b{,x) e Eaa(u,x) as subfamilias de L;(U, x)
definidas por

g, 2) = {(T"2) > a} e Lg, @)= {(T™)|y : ¢ > a},

onde 0, = —1, (ver Notagao [1.33).
Em algumas demonstragoes futuras, serd conveniente termos uma versao do lema acima
também para (¢,U, p)-semifaixas. Naturalmente, isso nos condiciona a considerar configura-

coes x € X, tais que
Ny (v)>1 V Z/{\Zu—conﬁguragéo v e EZG(Z/I\ZUJ;), (2.1.1)

ou

NZu (v)>1 V U\Eu—conﬁguragéo v E EZG(U\ZU, x). (2.1.2)

Notacao 2.3. Para uma reta orientada (e Gy eum conjunto U € FY°, o conjunto forma-

do pelas configuracoes x € X, que satisfazem e o formado pelas que satisfazem
sao denotados, respectivamente, por ./\/'[a(ﬁ_; U) e ./\/'Za(f_; U), onde a € Z.

Dado x € '/\/’Za(g: U), é facil ver que do fato de Ny, () > 1 para todo U\ ly;-configuracdo
v € EZQ(U\ZU, x), resulta que

Py(U) = Py(UNGy) > | Lz (NG, )| (2.1.3)

E importante notar que, ao considerar uma (ﬁﬁ7 U, p)-semifaixa F'(a), apenas um dos con-
juntos IZ”(L{ ) e Fhr (U) é apropriado para construir o alfabeto induzido por z|p€ A" (@),
O resultado a seguir é enunciado para (£,U, p)-semifaixas da forma F(a), entretanto, obvia-
mente, ele também pode ser enunciado para (U, p)-semifaixas da forma F(a) simplesmen-
te substituindo Z°P(/) por FoP(U).

Lema 2.4. Dadon € A% suponha que (e G seja uma direcio nao-expansiva sequndo X,

e que U € FY° seja um conjunto (n,Z)-gemdor. Fizado x € /\/Za(f_: U), coma€Z, se
Py(U) < PyU\Gy) + p + | Lz (T (U), )| — 2

para algum p € N, entdao a restricio de x d (Z U, p)-semifaiza ﬁ(a +m,) é periddica de pe-
riodo tty com t < m, :=p+ |EZG(I€’7’(L{), x)|—2.

Prova. A argumentacgao ¢ analoga a da demonstragao do lema anterior, considerando ([2.1.3])
e o item (i) do Teorema de Morse-Hedlund Alfabético. O
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Nos lemas acima, se o conjunto U € FY° nao tiver certas propriedades, a (Z, U, p)-faixa
F' e, assim, as (Z, U, p)-semifaixas F'(a), a € Z, podem ser conjuntos vazios. Mesmo se nao o
forem, o fato de alguma reta orientada 7 c R? paralela a (e Gy, com 7 # Z,, el NU#0D,
nao satisfazer [¢’ NU| > p inviabiliza possiveis extensoes da periodicidade para certas regio-
es, pois desigualdades cruciais dependem de p fixado. Tendo isso como motivacao, fazemos

a definicao abaixo.

Definicao 2.5. Dado n € A7 seja (e Gy uma direcao nao-expansiva sequndo X,. Dize-

mos que um conjunto (n,@—gemdor Ue FYteé (f_: p)-balanceado (em X, ), com p € N, se

(i) para qualquer reta 7 C R? paralela a 0, se 0/ #+ lyel N # (0, entdo |¢' NU| > p,

(ii) para cada © € N (0,U) com |L[(IZ’7’(U), x)| > 1, hd inteiro positivo p, < p tal que
PyU) < PyUNG) + o+ | LT W), )| -2

Usando que z € N'(0,U + g) se, e somente se, T9x € ./\/(E_: U), é facil argumentar que a
condicao de conjunto (Z p)-balanceado é invariante por translagao.

Dado a € Z, é claro que N'(£,U) esté contido tanto em ,/\/ZQ(Z U) quanto em /\/’ZQ(Z U).
Além disso, ¢ facil ver que T (/\/ZG(Z U)) C /\/’ZQ(Z U) e que T (/\/'Za(f_: U)) C /\/'Za(ﬁ_: U). Lo-
go, para T € /\/ZQ(Z, U)eye /\/'Za(g; U) quaisquer, as sequéncias {1z }q, {T%y}isa C X,
possuem todos os pontos de acumulacao em N (Z, U).

Se U € F° for um conjunto (¢, p)-balanceado, entdo, para qualquer z € /\/'ZQ(Z, U) com

|[7£—:b(IZ’p(U), x)| > 1 para todo b > a, hé inteiro positivo p, < p tal que
Py(U) < PyUNGL) + po + | L (T (W), )| — 2. (2.1.4)

De fato, como |f/[’b(IZ’p(Z/{),x)| > 1 para todo b > a, a sequéncia {T"z};>, C X, admite
ponto de acumulagao z € N ((,U) com |L[(ZZP(Z/{), 2)| > 1. Uma vez que U &é (7, p)-balance-
ado, hé inteiro positivo p, < p cumprindo o item (ii) da Definigao . Portanto, como vale
]L[(IZ”’Z U),2)| < \EZG(IEW (U), x)|, considerando p, = p,, asseguramos ([2.1.4]).

Observe que a argumentacao acima se aplica também em N (U), substituindo IZP(L{ )

por Fir (U). Mais precisamente, se U € F¥° for conjunto (¢, p)-balanceado, entao, para ca-
da x € /\/’ZG(Z, U) com |Eab(ﬂp(u),x)y > 1 para todo b > a, ha inteiro positivo p, < p tal
que

PyUh) < PyUNG) + po + | Lz (F= U), )| - 2. (2.1.5)

A definicao de conjunto (ﬁﬁ7 p)-balanceado foi inspirada na defini¢ao de conjunto (~balan-

ceado presente em [7], a qual, para conveniéncia do leitor, é reproduzida abaixo.

Definicao 2.6. Dadon € A7 seja (e Gy uma direcao nao-expansiva sequndo X,. Um con-

junto (n, £)-gerador U € FY° é dito ser (-balanceado quando

(i) para qualquer reta 7 C R? paralela a 0, se (' NU £ (0, entdo |0 NU| > \Zu NU|-1,
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(”) Pn(u) < PT](U\ZU) + ’EM ﬂL{]—l.

E fcil ver que qualquer conjunto (~balanceado U € FYelé em particular, um conjunto
(7, p)-balanceado com p = |6, NU|—1.
Dadas a (/,U, p)-faixa F C Z* e as (,U, p)-semifaixas F(a), F(a) C Z2, onde a € Z, se

U € FY° for um conjunto (Z p)-balanceado, observe que

F = (@\w) + to),

teZ

F(a) = | (U\&) +t5) e F(a) = J (U\G) - t5).

t>a t>a
Na préxima se¢do veremos resultados que garantem a existéncia de conjuntos balancea-
dos. Em particular, conjuntos (Z, p)-balanceados U € FY° tém (Z U, p)-faixas e, portanto,
(Z, U, p)-semifaixas nao vazias. Além disso, como consequéncia imediata dos Lemas e

temos o resultado abaixo.

Corolario 2.7. Dadon € .AZQ, suponha que (e G seja uma direcao ndao-expansiva seqgundo

X, e que U € FY seja um conjunto (Z p)-balanceado. Entao,

(i) para todo = € N((,U), ou |L[(IZP(L{),$)| = 1, ou a restricio de x & ((,U,p)-faiza

F € periodica de periodo tv, com
t< po+ L (TP W), 2)| -2,
onde p, < p é como na Definigio[2.5;

(7i) para todo x € J\/'ZG(Z,Z/{), com a € Z, ou |EZ%(IZP(U),JZ)| = 1 para algum a, > a,

ou a restrigio de x a (Z U, p)-semifaiza ﬁ(a + my) € periddica de periodo tv, com
t<myg:=p,+ ’EZa(IZp(Z/{),x)‘ —2,

onde p, < p é como em ;

(1ii) para todo x € /\/’ZG(Z,L{), com a € Z, ou |EZM(]:Z”(Z/{),$)\ = 1 para algum a, > a,

ou a restrigio de x a (Z, U, p)-semifaiza F(a + my) € periddica de periodo tv, com
t<mg,:=p,+ ’Eza(f&?(u),x)‘ -2,

onde p, < p € como em .

Note que |LZ(IZP(L{), )| = 1 significa que a restricdo de = & (£,U, p)-faixa F ¢é periddica

de periodo 7,. Naturalmente, o mesmo acontece para (¢,U, p)-semifaixas.
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2.1.1 Condicoes sobre a existéncia de conjuntos balanceados

Nesta subse¢ao, inicialmente, mostraremos que se ha U € F¥°' cumprindo certas propri-

edades e tal que P,(U) < 1{U|+|A|—1, entdo existe conjunto balanceado. Em seguida, su-
pondo que existe C’ > 1 tal que P,(R,,) < C'k7 + |A|—1 para k,7 € N suficientemente
grandes, mostraremos que, sob certas circunstancias, também é possivel obter conjunto ba-
lanceado. Note que as hipoteses sobre a complexidade de n € A% consideradas acima sao
contrastantes.

O lema a seguir serd fundamental para a construcao de conjuntos balanceados.

Lema 2.8. Dadon € A%, suponha P,(T) < |T|+|A|—2 para algum T € F¥?. Entdo, para
toda reta orientada £ € Gy, hd conjunto (n,€)-gerador S € Fe tal que Py(S) < |S|+|A|-2.

Além disso, se S\ ls € ndo vazio, entdo as sequintes condicoes se verificam.

(i) existe semiplano H C Z2 (cuja aresta € paralela a 0) tal que S\ls =T NH,
(ii) P,(S) — P,(S\ls) < |lsNS|—1.

Prova. Seja ‘H' o semiplano minimal (com respeito a inclusao) dentre todos os semiplanos
# C 72 com aresta paralela a leTNH # () verificando

P(TOH) —|T NH|—|A|+2 < P,(T) — |T|—|Al+2.

Se Conv(7 NH') tiver area nula, como P, (T NH') < |T N H'|+|A|-2, entdo qualquer
conjunto n-gerador S C T NH' tal que P,(S) < |S|+|.A|—-2 satisfaz a conclusao da primeira
parte do lema.

Caso contrdrio, 8’ := T NH' € FY° e, portanto, S’\ZS/ é nao vazio. Seja S um conjunto
minimal (com respeito & inclusao) dentre todos os conjuntos U € F¢ com S \Zg/ cucs

que verificam

ByU) = U|=|A[+2 < Py(T) = [T]=|A[+2.

A minimalidade de H assegura que ls = U5 e entdo que S\ ls =8 \ s é nio vazio. Assim,

se g€ lsNSéo ponto inicial ou final de lsNS , a minimalidade de & implica que
Py(S\{g}) = [S\{g}=[A[+2 > Py (T) = [TI-[A[+2 = Fy(S) — |S|—|A|+2,

donde segue que P,(S) — P,(S\{g}) =0, isto é, g € S é n-gerado por S. A definigao de S e
o fato de 8'\ls, = S\ls C S’ implicam que

Py(8\ls) = |8\ ls| | A[+2 > Py(T) = |T|=|Al+2 = Py(S) — S| -] A[+2

e, portanto, que
P,(8) — P,(S\ls) < |0s N S|—1.

Por fim, para concluir a demonstracao, observamos que o semiplano H := ’H(F ;*1)) satisfaz

a condicao requerida. 0
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Nas condicoes do resultado anterior, supondo ainda 7 € AZ* aperiédica, o Lema as-
segura que o conjunto S € F¢ obtido cumpre S € FY°. Além disso, supondo ainda (e Gy
direcao nao-expansiva segundo X,, a Observagao m permite concluir entdo que S € FY°
satisfaz [(s N S| > 2.

Dado U € F¥°, suponha que w, @’ € E(U) sejam arestas antiparalelas. Para qualquer
reta ¢ C R? paralela a @ tal que /NU # 0, se | NU| < |’ NU|, observe que

10NU| > | NU|-1. (2.1.6)

De fato, se |w NU|< |’ NU|, temos que o comprimento de w é menor ou igual ao compri-
mento do segmento £ N Conv(U), donde segue (2.1.6).

Definigao 2.9. Um conjunto U € F° é dito ser quase-reqular quando, para qualquer aresta
w € E(U), existe aresta w' € E(U) antiparalela a w com |’ NU|= |w NU]|.

Note que se U € FY for um conjunto quase-regular, entdo, para qualquer reta ¢ € Gy,
existe reta £ C R? paralela a £ que intersepta arestas @, w’ € E(U) antiparalelas. De fato,
suponha E(U) = {wy,...,w,} enumerado de acordo com a orientacao herdada do bordo de
Conv(U). Considerando w; = w; para quaisquer ¢,j € N tais que ¢ = j(mod n), a convexi-
dade de U implica que se w; ¢ antiparalela a w;, entao w;, ¢ antiparalela a w@;,,. Supondo
w; antiparalela a w@;, sejam R, S C R? os segmentos de reta ligando, respectivamente, os
pontos iniciais e os pontos finais de w; e w;. Note que qualquer reta / C R2 passando pelo
ponto g := RN S € R? que intersepta w; também intersepta w;. Portanto, como arestas
antiparalelas tém o mesmo comprimento, toda rotacao de ¢ passando por g € R? que inter-
septa @, também intersepta w;j,;, mas w;;1 e w;;; sao antiparalelas. Este raciocinio nos
permite concluir que toda reta passando por g € R? intersepta arestas antiparalelas de U.

Os segmentos de reta ligando, respectivamente, os pontos iniciais e os pontos finais de
arestas antiparalelas de um conjunto quase-regular sao chamados de eixos de simetria. Natu-
ralmente, se U € FY° for quase-regular, cada eixo de simetria S C R? de U separa U em
dois subconjuntos Ag, Bs C U com AgU Bg =U e AgN Bg = S NZ2 A palavra simetria é
justificada pelo fato de

|As| = |Bs|. (2.1.7)

Com efeito, dado u € R?, como —u € R? representa a rotacao de v por um angulo de 180°,
note que, se w,w’ € E(U) sao antiparalelas, —w é paralela a @’ e, a menos de translagao,
—w = w'. Isto permite concluir que —Ag é uma translacao de Bg, ou seja, |Ag| = |Bg]|-
Similarmente ao Lema 4.7 de [7], o resultado abaixo mostra como baixa complexidade
forga, para toda dire¢ao /e G1 nao-expansiva segundo X, a existéncia de conjunto (Z p)-ba-

lanceado.

Proposigao 2.10. Dada n € A” aperiddica, suponha que Py(U) < U+ A|-1 para algum
U € FY quase-regular. Entdo, para qualquer direcao = G1 nao-expansiva seqgundo X,, hd
conjunto (n,0)-gerador S € FY°' com P,(S) < |S|+]A|-2 tal que
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(i) |lsnNS|<|lsn S|,

(ii) P(S) — P,(S\ls) < |5 nS|-1.

Em particular, seque que S € FY°' é um conjunto (-balanceado e, portanto, (E_: p)-balanceado

comp=|lsNS|—1.

Prova. Inicialmente, seja g € R? o ponto na intersecio de quaisquer dois eixos de simetria
distintos de 4. Como U é um conjunto quase-regular, a reta antiparalela a A passando por
g € R? intersepta arestas antiparalelas de U, a saber, @, @’ € E(U). Seja ’H(Z’ ) C Z* o semi-
plano minimal (com respeito a inclusdo) tal que g € Conv(#(¥)) e cuja aresta ¢, antipara-
lela a E_: passa por algum ponto inicial ou final de w ou @w’. Seja u € V(U) um ponto inicial
ou final de @ ou @’ pertencente a ¢'. Supondo que S C R? seja o eixo de simetria tal que
u € S, entdo, por construgao, temos que ’H(Z’ ) contém um dos subconjuntos Ag, Bs C U
tais que Ag U Bs =U e As N Bs = S NZ?* (ver Figura 2.1.1). Portanto, como |Ag|= |Bs],
concluimos que

. 1 1
]UOH(€)| > |Bs| > ‘BS’_ilAS N Bs| = §|U|

Figura 2.1.1: Representacao da reta 7 C R? e dos subconjuntos Ag, Bs C U.
Considerando T = U NH(F'), temos que
1 1 1
Py(T) =TI = BU) = |T| < S+ A[=1 = [T] < S| +]A[-1 = S| = [A]-1,

donde segue que P,(T) — |T| < |A]—2.

Sabendo que a reta antiparalela a v que passa por g € R? estd contida em Conv("H(Z’ ),
a minimalidade de H(¥') garante que ¢ intersepta ambas as arestas @, @’ € E(U). Em par-
ticular, da hipdtese de U ser convexo segue que o comprimento de ¢” N Conv(U) é menor ou

igual ao comprimento de ¢ N Conv(U) para toda reta 7" c R? paralela a A e, portanto,

| N"U| = max {|€” NU| : " paralela a E} . (2.1.8)
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—

Segundo o Lema , h4 um semiplano H C Z? (cuja aresta é paralela a £) e um conjun-
to (n,0)-gerador S € FY com P,(S) < |S|+|A|-2 tais que

S\ls = (UNH{T))NH (2.1.9)

e
P,(S) — P,(S\ls) < |ls N S|—1. (2.1.10)
Note que Zs =7 S\ls = Z(MHH(Z'))H”H = Zurm(@) =7 , onde a primeira igualdade ¢ valida para

qualquer § € FY? e a terceira segue do fato da aresta de H ser antiparalela a 7. Mais ainda,
de 1} obtemos que ls NS = Isn (S\Zg) =7 NU. Logo, de l) segue que

1lsNS|= | nU|> |lsNU| > |lsN S|

Enfim, (]2.1.6[) e (|2.1.10|) permitem concluir que S € FY° é um conjunto -balanceado e, por-
tanto, (£, p)-balanceado com p = |l N S|—1. O

Se § € FY° for um conjunto (n, 0)-gerador satisfazendo o item (i) do Lema mesmo
que |573 NS|> |Zg N S|, ainda é possivel que S seja um conjunto (Z p)-balanceado. Mais es-
pecificamente, supondo |[ls NS|> 1 ¢ p = [lsNS|—1, se 0s conjuntos Ly(Z%(S),z) tiverem

cardinalidade suficientemente alta, de forma que
05 N S|< |Ts N S|+|LAT(S), )| -2, (2.1.11)
entao ainda temos

Py(S) — Py(S\ls) < [fs N S|—1 < p+ [LA(T™(S), )| -2,

donde resulta que S € FY° é um conjunto (Z p)-balanceado.
Uma das dificuldades na tentativa de melhorar a constante para C' > % em versoes da
Conjectura de Nivat estd justamente no fato de ndo ser possivel garantir [(s N S| < |fsNS|.

Mais precisamente, dada n € A% aperiodica, suponha que ha n,k € N e % < (' < 1 tais que
PH(RTLJ@) S Cnk + |A|—2.

Fixada uma direcao (e G nao-expansiva segundo X, dentre os conjuntos da forma 7' =
Rux NH(P), com ' C R? antiparalela a 7, tais que |77|> Cnk, seja T = Rnp NH(?) um
cuja cardinalidade de ¢ N R, ; é a maior possivel. Isto é necessario se desejamos aplicar o
mesmo raciocinio da Proposigéo Entretanto, como C' > % e |T|> Cnk, se S € FY° de-
notar o conjunto (1, /)-gerador obtido no Lema [2.8) com relacio a T = Ry, NH(?'), eventu-
almente ¢ possivel que |[ls N S| > [ls NS|. Em suma, esta discussio indica que uma abor-
dagem alfabética pode se tornar uma ferramenta til na demonstracao da Conjectura de Ni-
vat se, de alguma forma, controlarmos a cardinalidade dos conjuntos |L[(I’Z”(8), x)|, onde
p=|lsNS|-1.
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O lema a seguir afirma que, sob certas hipdteses, é possivel “engordar” retangulos sem, no
entanto, aumentar suas complexidades. Isto permitira conectar a condi¢ao de complexidade

assintOtica alta, isto é, quando existe C’ > 1 tal que
Py(R..) < C'kT + |A]—1

para k, T € N suficientemente grandes, com a condi¢ao de baixa complexidade, isto é, quan-
do existe U € F¢ tal que
1
Pn(“) < 5’“’4"./4‘—1

Lema 2.11. Dado n € A%,

(i) se a reta l., € Gy, gerada por e; = (1,0), for expansiva sequndo X,, entdo existem
a, 7 € N tais que, para qualquer k' € N, existe conjunto quase-reqular U O Rogy -,
com [U|= 2ar'T + 2ak' (k' — 1), tal que P,(U) = P,)(Roqw =),

(it) se a reta L., € Gy, gerada por eo = (0, 1), for expansiva sequndo X, entao existem
b,k € N tais que, para qualquer 7" € N, existe conjunto quase-reqular U O Ry, opr,
com [U|= 207"k + 2b7' (7' — 1), tal que Py(U) = P,(Ry 26+ )-

Prova. Inicialmente, recorde que /., € G; ¢é expansiva segundo X, se, e somente se, as retas
orientadas Zei, Zei € G, sao diregoes expansivas segundo X, onde ¢ = 1, 2.
Com relagao ao item (i), supondo (= Zel € Gy, segundo o Lema para gi,gs € Z*

existem conjuntos S, Sy € FY tais que
(s, NS ={g1} CV(S1) els,NS ={g} CV(S)

sdo, respectivamente, n-gerados por 8 e S;. Denote por a € N a maior cardinalidade den-
tre [¢' N S;|, onde ¢ é paralela a (., e i = 1,2. Escolha 7 € N tal que Ry, , contenha tanto
uma translacdo de S; quanto de Sy. Dado ' € N, para cada inteiro 1 < j < k/—1, definimos
o conjunto L; := A; U B; C Z*, onde

Ay = {(s,~j) : ja < 5 < 20K’ — ja)

B :={(s,7—1+7j):ja<s <2ar'— ja}.

O conjunto quase-regular U O Ry, » € definido por U := Rogpr » U L1 U+ U L,y_q. Supon-
do que a aresta Conv(A4;) € E(Rauw U A;) seja paralela a Zel, por construcao, para todo
g € Ay, hd uma translagdo S de Sy, com S{\{¢'} C Raouw -+, tal que Zgi NS; ={g'} C V(S]).
Do fato de ¢’ € S ser n-gerado por Si, segue que P, (Rogw - U{g'}) = Py(Roax -). Este ra-

ciocinio permite concluir que

PT](RZGH/,T U Al) - PT](R2(ZH/,T>‘
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Ainda, como a aresta Conv(B;) € E(Rauw U Ly) é antiparalela a Zel, para todo ¢’ € By,
hé uma translagdo S} de Ss, com SH\{¢'} C Rouw ~ U Ly, tal que Zgé NS, ={g} CV(S)), o

que implica
P,(Roaw + U L1) = Py((Roaw » U A1) U By) = Py(Roaw » U A1) = Py(Rogw 7).
Prosseguindo dessa forma, concluimos que
P,(U) = Py(Raan s UL1 ULy U---ULy_y) =+ = P)(RoawrUL1) = Py(Raap 7).
Por fim, é facil ver que
U| = 2ar'T+2(2ar" — 2a) + -+ - + 2(2aK" — 2a(K" — 1))

(k' — 1)K

= 2ak'T 4+ 4ar'(K' — 1) — 4a = 2ak'T + 2ar' (K — 1).

Com relacao ao item (ii), a prova se faz de forma andloga. O

Note que, para configuragoes aperiddicas, um caso particular do resultado abaixo forne-

ce as hipdteses da Proposicao [2.10, assegurando assim a existéncia de conjunto balanceado.

Proposi¢ao 2.12. Dado n € AX, suponha que hd C' > 1 tal que P,(R..) < C'kT+|A|-1
para k, T € N suficientemente grandes. Se pelo menos uma das retas ., , L., € Gy for expan-

siva sequndo X, entdo, para todo C > 1 existe conjunto quase-reqular U € FY° tal que
1
Pyt) < SlulHAI -1

Prova. Supondo, sem perda de generalidade, que a reta £., € G; seja expansiva segundo X,
segundo o Lema existem a, 7 € N tais que, para todo ' € N, ha conjunto quase-regu-
lar U O Roqy - tal que Py(U) = Py(Raaw ). Dado C' > 1, escolhendo £ > 7(CC" — 1) + 1,

segue que CC't < 7+ (k' — 1). Multiplicando ambos os lados por %2@;{’, obtemos a desi-

gualdade
1 1
C'2a'r < i (2ar'r + 2ax' (& ~ 1)) = S,
donde segue que P,(U) = P,(Roaw ;) < C'2ar'T 4| A|-1 < 5|U|+|A|—1, 0 que prova a pro-
posicao. 0

Veremos no Capitulo 3 que a proposicao acima também esta fortemente conectada com

periodicidade.

2.1.2 Direcoes controlaveis

Nesta subsecao, introduzimos uma condi¢ao que, mesmo nao sendo de complexidade as-
sintética alta ou de complexidade baixa, assegura a existéncia de conjunto (¢, p)-balanceado.

Essencialmente, a nocao de direcao controlavel significa que, para uma dire¢ao nao-expansi-
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va segundo X, a complexidade de certos conjuntos ¢ majorada pela cardinalidade do pro-
prio conjunto acrescida de cardinalidades de alfabetos apropriadamente construidos.
As propriedades de S Ly(Z) previamente discutidas no Capitulo 1 nos levam a introduzir

a seguinte notagao.

Notagao 2.13. Dado n € AZ | seja ('€ Gy uma reta orientada com coeficiente angular ra-
cional. Fizado A € SLy(Z) com A(—ez) = vy, para cada k,7 € N, denote

RE. = A(R.,) € Fe.

E claro que, para qualquer reta 7 c R paralela a /€ G tal que /' N Rf;T # (), temos
que ['N Rf;T]: T.

Dado n € AZQ, seja /e G; uma diregao nao-expansiva segundo X,. Para um conjunto
(n, Z)-gerador U € FY' e p € N tais que

V0 paralelaa 0, 0 40y el NUAD = [ NU> p,
definimos
o, U') = min { LT U'), 2)| -2 - x € N(OU') ¢ |LT W), 2)| > 1}

se existir z € N'(,U') tal que |LZ(IZP(L{’),J:)| > 1, e 7, (U') := 0 caso contrério.

Supondo 1 € A% aperiédica e que ha n, k € N tais que P,(R,.) < nk + |.A|—2, mostra-
remos que limitantes adequadas para a Rfi;complexidade de n estao, de forma natural, as-
sociados a existéncia de conjuntos ([, p)-balanceados.

Inicialmente, se existem k,7 € N tais que
Py(R,.,) < KT +]A|-2,

considerando T = RE

K,T)

é facil ver que o conjunto S € F}° obtido no Lema é (Z p)-ba-

lanceado. Caso contrario, temos que

Py(RL) > kT + |A|-1 ¥V k,7€N. (2.1.12)

—

Desta forma, fixado um conjunto (7, )-gerador U € FY°! satisfazendo fy = (D € H(ID),

se existem &, 7 € N com U\l C RL . tais que

Py(RE,, ) < (5 + D)7+ [A=1+ ¢ (R, UU), (2.1.13)

como PW(RZ;T ul) < P,,(R,‘ZH,T), de (2.1.12) e (2.1.13) segue que

PR, UU) — P(RL,) < Py(RL,. ) — k7 — |A[+1
< (k4 )7+ A -1+ ¢z (REUU) — w7 — |Al+1
=7+ ¢z (RL, UU),
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donde
Pﬂ(Ri,T U Z/{) S Pn(Rfl;,T) +7+ @ZT(RIQ,T U Z/f)

Logo, R‘QT UU € FY° é um conjunto (E_; 7)-balanceado. Se (2.1.13) nao for satisfeito, temos

que
PRy ,) > (k4 D)7+ |Al+¢7, (R . UU)

para todo &, 7 € N com U\l C Rgﬁ. Novamente, se existem #, 7 € N com U\l C RZ,;T
tais que
Pﬂ(RﬁJrZT) S (H + 2)7— + ’A‘+¢ZT(R£,T U Z/{) + QDZT(KR’/[;JA,T U Z/[),

entdo, argumentando de forma similar, vemos que

Pn(Rﬁ-s-l,r ul) < Pn(RZ-s-l,r) +7+ SDET(R£+1,T ul),

K

0 que assegura que Rg 11, UU € FYP' é um conjunto (¢, 7)-balanceado. Mais geralmente,

motivado por essa discussdo, propomos a definicdo abaixo.

Definicao 2.14. Dado n € A2 seja (e Gy uma direcao nao-expansiva sequndo X,. Dado

um conjunto (n, £)-gerador U € FY° cumprindo ly=100Y ¢ H(Z(*l)), dizemos que { ¢é uma
7

K, T

direcdo controlavel se existem k, 7 € N, com L[\Za CR em € Z, tais que

. Ktm B
Py(Rlimirs) < (k+m+ 1)1+ |A-2+ (Z ‘PZT(Rf,T U Z/{)) +m+ 1. (2.1.14)
1=K
Estamos interessados em dire¢oes controlaveis, porque, como veremos adiante, elas for-
cam periodicidade em certas regides de algumas configuracoes especificas e, também, porque
essa propriedade ndo é excessivamente restritiva, j& que P,(R%,,, +1.,) pode inclusive ser es-

. . . . Y4
tritamente maior que a cardinalidade de R, .-

Proposicao 2.15. Sen € AZ for aperiodica, entao, para toda direcao controldavel le G,

hd conjunto (lz p)-balanceado.

Prova. Com efeito, sejam U € FY, k,7 € N e m € Z, como na Definigao [2.14 Inicialmen-
te, se Py(Rf ) < k7 +|A|-2, para T = R, o Lema [2.8 afirma que hi semiplano H (cuja

K,T)

aresta é paralela a E_j e conjunto (7, E_B—gerador S € FY tais que

S\ls =RL NH (2.1.15)

Py(8) — Py(S\ls) < |ls N S|—1. (2.1.16)

E facil ver que (]2.1.15[) e (]2.1.16b implicam que S € FY' ¢ um conjunto (“balanceado e, as-

sim, (7, p)-balanceado com p = |fs N S|—1. Caso contrério, ao escolher m’ € Z, minimal
dentre os inteiros m € Z, que verificam ([2.1.14]) para x, 7 € N, temos dois casos a conside-

rar, a saber, m’ =0 e m’ > 0.
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Se m' = 0, da desigualdade Pn(Rf;T) > kT + |A|—1 e de (2.1.14)) com m = m/, obtemos

Py(RL, UU) < P(RE,) + 7+ ¢ (REUU). (2.1.17)

Se m' > 0, a minimalidade de m’ implica que

k+m/—1

Py(RE ) = (5 m) + |A]=2 + ( S e (RE, Uu)) +ml 41

Logo, a desigualdade acima e (2.1.14) com m = m’ fornecem

P, (R%m, UU) <P (R%m, )+ T+ ngT(Rﬁ+m _uu). (2.1.18)

De forma geral, para m' € Z, (2.1.17)) e (2.1.18) permitem concluir que

P (Rf;—&—m ,T

UU) < Py(RE ) + 7+ | LT (R

k+m/, T

x)’—2

para qualquer zeN(, R£+m ,UU) com |L; (I“(R,Hm, UU),z)| > 1. Além disso, é claro

que RH s WU € FFHé um conjunto (1, ¢)-gerador e que, para toda reta ¢ C R? paralela
a [ tal que E’ﬂRﬁer + 70, vale \E’HR‘;M .|= T, ou seja, R,{er UU € FY°l é um conjun-
o (¢, 7)-balanceado. O

Note que somente controlabilidade nao ¢é suficiente para garantir periodicidade. De fato,
para a configuracao n € A% descrita pela Figura , dada qualquer reta (e Gy com coe-
ficiente angular racional,

PU(RZ,;T) =kT+1 Vk,7eN

A discussao desta subsecao motiva o seguinte problema em aberto.

Problema. Dada n € A%, suponha que existem n,k € N tais que Py(R,x) < nk + | A|—

Se toda direcao nao-expansiva sequndo X, também for controldvel, entdo n € periddica?

2.2 Estendendo a periodicidade de faixas

O lema abaixo utilizara as propriedades de conjunto balanceado para estender, de modo
controlado, a periodicidade de faixas para regides maiores, o que possibilitara, por processo
indutivo, estender a periodicidade de faixas para semiplanos.

Para conjunto (£, p)-balanceado U’ € F¥°', denote
g (U') = PyU') = Pyt \bur)
se |LZ(IZP(L{’),y)\ — 1 para todo y € N((,U') e

b-

Lp

W) = max B, + | Lo TP W), y)|-2 -y € NOUY e LT W), y)] > 1)

caso contrario, onde p, < p denota o menor inteiro que cumpre o item (ii) da Definigao .
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Lema 2.16. Dado n € AZQ, suponha que = Gy seja uma diregao nao-expansiva sequndo
X, e queU € FY seja um conjunto (Z, p)-balanceado. Se a restricio de x € X, a (@ U,p)-
faiza F for periddica de periodo t'v, para algum t' € N, entao a restrigio de x a yUF é pe-
riodica de periodo tv,, onde

t=1t

sex d N(OU) e

caso contrdrio.

Prova. Sendo x|p periddica de periodo t'v, para algum t' € N, se = ¢ ./\/'(E_; U), entao existe
K € Z tal que x| puirs,) = (Ttlﬁfx)|pu(u+,$5[). Como U € F° é um conjunto (7, E_j—gerador,

raciocinando de forma recorrente, concluimos que

1=
x’[MUF: (Tt vél‘) ’[MUF7

ou seja, a restricao de = a Zu U F' é periédica de periodo t'vj.

Supondo x € N((,U) e t' > 1, é claro que |L[(IZP(U), x)| > 1. Neste caso, o item (i) do
Corolario implica que a restricao de x a F' é peridédica de periodo 79, para algum intei-
ro positivo 7 < p, + ’L[@pr (U),x)|—2, onde p, < p satisfaz o item (ii) da Definigao .

Dai segue

[LgU, x)[=7 < > WY e L) Y = M | — ILe@\b, )]

YELy Uy )

= X (Nan-1)

YEL; U\ )
< Y (Ngptn-1)
YELWUNy )
= P,(U) — Py(U\ly) < pe + L (T (U), )| -2,

ou seja,
LU, 2)|< 7+ pa + | Lp(TP (U), 2)| =2 < 2ps + |Lp(T"P (U), 2)|~2).

Pelo Principio da Casa dos Pombos, podemos supor, sem perda de generalidade, que existe
inteiro positivo ¢ < 2(p, + |L[(IZ]"z U),z)|-2) tal que z|y= (T"x)]y. Afirmamos que a
restricdo de x a F' é periddica de periodo tv,. De fato, supondo A, = L[(IZPI (U),x), seja
& = (&)iez € (A;)” a sequéncia definida por & := (T x)|,z,, w) Para todo i € Z. Além dis-
s0, seja 1 < py < p, o inteiro minimal tal que P¢(py) < po + |Az|—2. Note que tal p, existe,
pois |Az[> 1 e Pe(p,) < \LZ(L{\EU, z)|< 7 < py + |Ay]—2. Assim, a minimalidade de py im-
plica P:(pg) = Pe(po — 1). Da igualdade x|y;= (T*%x)|y resulta que

§o81+ Epo—1 = §etr1 v Etapo—1



49

donde, por inducio, segue que a sequéncia infinita £ € (A,)% é periddica de perfodo t. Em

outras palavras, x|r é periddica de periodo tvy. Portanto, obtemos que
zluur= (T %) luur (2.2.1)

Sejam g¢;, g5 € MU os pontos inicial e final da aresta Conv(Zu NU) € E(U), respectivamen-
te. Para cada m € N, sejam u}" := g; — m; e u}' := gy +mu;. Como os pontos u; e u} sao

n-gerados por U — Uy e U + Uy, de (2.2.1]) segue que

x’uU{ui,qu}UF: (Ttﬁzx) ‘L{U{ui,uf}UF'

Por indugao, concluimos que, para cada m € N,

_ (Pt
x|MU{u%,u},...,uZm,u7JP}UF - (T x)|MU{u3 ulm,u}"}UFa

1
Upyeees

ou seja, a restricao de = a EM U F' é periddica de periodo tv;.
Uma vez que p, < p é qualquer inteiro que cumpre o item (ii) da Definigdo ao con-
siderar p, = p, na discussdo acima, resulta dai que a restricao de x a Eu U F' é periddica de

periodo tv; com
t <2 + |Lp(T (U), )| -2) < 287, (U).

Supondo agora t’ = 1, para a tnica U \Zu—conﬁguragéo ve LU \Zu, x), temos que
LU, 2)|—1 < Npyy(y) = 1 < Py(U) = Py(U\bw),

ou seja,
|Ly(U, )| < By (U) — Py(UN\Gy) + 1.

Assim, como antes, podemos supor, sem perda de generalidade, que existe inteiro positivo
t < P,(U) — P,U\ly) + 1 tal que zly = (T"z)|,. Felizmente, neste caso, z|p ja é, em par-
ticular, periddica de periodo tvy e, portanto, a mesma argumentacao do caso anterior asse-
gura que a restricao de x a EM U F' é periddica de periodo tu;.

A hipoétese de (' ser direcao nao-expansiva segundo X,, assegura P,(U) — P, (U \Zu) > 1e,

assim, a desigualdade
PU) = PyU\Ty) +1 < 2(P,U) — Py(U\G)).

Portanto, como U € F¥°'é um conjunto (Z p)-balanceado, independentemente de quem seja
Py, (U), vale a desigualdade P, (U) — P, (U \ly) < ®;,(U), o que encerra a demonstragao do

lema. O

Observagao 2.17. No lema acima, podemos trocar a hipétese de U € FY° ser (E_; p)-balan-

—

ceado pela hipdtese de ser apenas um conjunto (n,£)-gerador tal que

V0 paralela a 0, 040y e 0V NUAD = [0 NU> 2.
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Assim, se a restricio de v € X, d (Z, U,2)-faiza F for periddica de periodo t'v, para algum
t' € N, como existe conjunto (n,@-gemdor T € FY° cuja (lz T,2t")-faiza coincide com F,
argumentando de forma similar, é possivel provar que a restricio de x a Zu U F € periodica
de periodo tv,, onde

t=t

sex dN(,T) e
t <t + Py(T) — Py(T\lr)
caso contrdario. A desvantagem desse resultado é que, ao aplicd-lo sucessivas vezes, periodos

cada vez maiores sao produzidos.

Para fornecer versao do Lema [2.16| também para (¢,U, p)-semifaixas, convenientemente

introduzimos os conjuntos a seguir. Dadas (£, 2, p)-semifaixas F(a), F(a) C Z2, sejam

(G U F)(a) == L>J (Z% @) U {in ()} + 1) (2.2.2)
(v F)(a) = U (F @) 0 {fulli)} - t51) (2:2.3)

O resultado a seguir é enunciado para (£, U, p)-semifaixas da forma F(a), entretanto, fa-
zendo-se as devidas alteragoes, ele também pode ser enunciado para (Z U, p)-semifaixas da
forma F(a).

Lema 2.18. Dado n € AZQ, suponha que (e Gy seja uma direcao nao-expansiva sequndo
X, e que U € FY seja um conjunto (Z, p)-balanceado. Se a restricio de x € X, a (Z, U,p)-
semifaiza ﬁ(a}, com a € 7, for periddica de periodo t'v; para algum t' € N, entao a restricao
de © a (fy U F)(a+1t) é periddica de periodo t7,, onde

se x g_fj\fga(ZZ/I) e

caso contrdrio.

Prova. Inicialmente, se x ¢ N[a(i, U), isto significa que Ny, () = 1 para alguma U\ Ly-con-
figuracao v € EZG(Z/{\ZM, z). Uma vez que a restricao de z a ﬁ(a) é periddica de periodo /v,

é claro que vy = (Tmﬁ’fx)|u\[u para algum inteiro a < m < a +t'. Em particular, temos que

(T D)k, = (T ez ses,= T Dz,

donde, por ocorrer Ny, (v) = 1, segue que

(Tmﬁgx> |Z/{ _ (T(m—l-t/)ﬁex) ‘Z/{'
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—

Portanto, como U € FY° é um conjunto (), £)-gerador, segue por recorréncia que a restrigao
de z a (f; U F)(m) é periédica de periodo ¢'7.

Supondo z € ./\/'[a(z, U) et > 1, entao |Elzb(IZ’p(Z/{),x)| > 1 para todo b > a. Com efei-
to, como na argumentagao para obter , qualquer ponto de acumulaciao z € N (Z U)
da sequéncia {T"x};>, C X, satisfaz |LZ(IZP(Z/I), z)| > 1. Neste caso, contudo, a hip6tese

da restricio de z a F (a) ser periddica de periodo 7, garante que
LT (U), 2)| = | Lz, (TP (U), @)1,
onde p, < p cumpre o item (ii) da Defini¢ao . Portanto, considerar p, := p, fornece

P,U) < Py (U\) + po + ‘EEG(IZ”’”(L{),:E)‘ _9

po + [ L (T (U), 2)| — 2 < &, (W),

Daqui em diante, a argumentagao é andloga a da demonstragao do Lema [2.16] considerando
(2.1.3)) no lugar de ([1.6.3)) e empregando no Corolario o item (ii) em vez do item (i). O

O resultado a seguir serd fundamental para demonstrar a Proposicao [2.21] um dos prin-

cipais resultados desta sec¢ao.

Proposicao 2.19. Dado n € A% suponha que /e G1 seja uma direcao nao-expansiva se-
gundo X, e que U € FF seja um conjunto (Zp)-balcmceado. Se a restricao de x € X, a
(Z, U,p)-faiza F for periddica de periodo t'Uy para algum t' € N, entdo, para qualquer trans-
laggo U de U tal que U’ C H(Zu), a restrigio de x a (E_: U', p)-faiza F' € periddica de periodo
tvy, onde

t < max {t/, 207, (U)} .
Em particular, a restricio de x ao semiplano ”H(zu) ¢ periédica com periodo em £ N (Z?)*.

Prova. Seja u € (Z*)* tal que
Ftu= I € (T,

Suponha, por contradi¢ao, que o conjunto P, formado pelos inteiros m € Z, tais que a res-
tricao de 7™z € X, a (Z U, p)-faixa F' é periddica de periodo vy para algum inteiro posi-
tivo

t < max {t’, QQPKP(L{)}

seja diferente de Z,. Suponha que m’ € Py seja o inteiro maximal tal que, para qualquer

0<i<m, i€ Py Como a restricio de y := Tz & (E_: U, p)-faixa F' é periddica de peri-

odo 7't com 7 < max{t,2¢; (U)}, do Lema [2.16| resulta que a restricao de y a Iy UF ¢

periddica de periodo 77y, onde
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sey & N(LU) e
T < 2@517(7/[)
caso contrario. Isto significa que a restricio de Ttz & (Z, U, p)-faixa F' é periédica de

periodo 70, com 7 < max{t',2®; (U)}, o que viola a maximalidade de m’ € N. O

O resultado abaixo foi primeiramente obtido no Teorema para configuragoes perio-
dicas. Agora, como consequéncia dos resultados desenvolvidos até aqui, essa hipotese pode

ser substituida pela existéncia de conjunto balanceado.

Corolério 2.20. Dadon € A%, seld € FY for um conjunto (lz p)-balanceado, entao, a di-

recao /e G1, antiparalela a (e G1, também é nao-expansiva seqgundo X,,.

Prova. Por hipétese, existem z,y € X, tais que

x|7{([) = ?J|7.[(Z)7
mas
x|7-,5([(71>) # y|7-,5([(71))'

Seja U’ € FY° uma translagao de U € FY tal que
G = 0V € H(ID),

Segue do Lema m que z,y € N (Z U') e, portanto, do Lema que as suas restricoes a
(Z, U', p)-faixa F' sdo periddicas de periodos tvy e t'v, para algum par ¢,#' € N. Como a Pro-
posicao garante que as restri¢oes de x e y ao semiplano ’H(Euz) D ”H(Z) sao periodicas
com perfodos em £ N (Z*)*, segue do Coroldrio m que a reta l € Gy, antiparalela a (e G,

¢ uma direcao nao-expansiva segundo X,,. 0

Similarmente ao que foi feito em |[7], o resultado a seguir mostra como conjuntos balan-

ceados forcam periodicidade.

Proposicao 2.21. Dado n € AZQ, suponha que (e G1 seja uma diregio nao-expansiva se-
gundo X, e que U, T € FY° sejam, respectivamente, (Z p)-balanceado e (Z, q)-balanceado.
Se a restricio de v € X, d (Z, U, p)-faiza F for periédica de periodo t'ty para algum t' € N,
entdo x é periédica com periodo em LN (Z*)* e, para qualquer translagio U’ de U, a restrigio

de x a (Z U, p)-faiza F' é periddica de periodo tvy, onde
t < max {t', 2¢ZP(L{)} :

Prova. Inicialmente, o fato de z ser periédica com perfodo em £ N (Z?)* é uma consequéncia
direta da Proposicao aplicada aos conjuntos U, T’ € FY°' onde T’ é uma translagio de
T tal que T' C H(ly).

Quanto a segunda parte, seja u € (Z*)* tal que

O+ u=000 e q({ED),
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Suponha, por contradi¢ao, que o conjunto @y, formado pelos inteiros m € Z, tais que a res-
tricao de T™"x € X, a (Z, U, p)-faixa F é periddica de periodo tvj, para algum inteiro posi-
tivo

t < max {t', 2Q5Ep(bl)}

seja diferente de Z,. Suponha que m’ € QQy seja o inteiro maximal tal que, para qualquer
0<i<m,ié€ Qy. Resultaentdao do Corolérioe da Proposicao que T™x ¢ /\/'(Z, U)
para todo inteiro m > m’.

Note que, para qualquer 7 > 0, o Principio da Casa dos Pombos assegura a existéncia de

inteiros i > I > m/ tais que

(TIUQT) ‘ (HyTnF = (Twilf) |(5L)TQF,

onde (*+ € G, denota a reta perpendicular a £ € Gy e ({+)” C Z? é a T-vizinhanca de /+.
Além disso, como x ¢é periédica com perfodo em £ N (Z?)*, se 7 > 0 for suficientemente gran-
de, entdo (T7%z)|p= (T™z)|r. Suponha portanto que I > m’ seja o menor inteiro tal que
(T™z)|p = (T™z)|F para algum inteiro i > 1.

Como Tz & N'(£,U), do Lema resulta a igualdade

(T"2) |00 = (T"2) |0

donde (TU=Yuz)|p= (T~ Vuz)|p. Logo, a minimalidade de I implica que m’ = I, o que é
uma contradicio, pois, neste caso, a restricio de T%z a (E_: U, p)-faixa F é periddica de peri-
odo tti com t < max{t’,2®; (U)}, de modo que a Proposicdo permite violar a maxi-
malidade de m’ € Qy. O

Supondo que U, T € FY sejam, respectivamente, (Z, p)-balanceado e (Z, q)-balanceado,
o Corolario e a Proposicao implicam que as configuracoes em N (Z, U) ou N (Z T)
sdo periddicas com perfodos em ¢ N (Z?)*.

Embora o resultado abaixo, similar ao Corolario 4.16 de [7], seja uma consequéncia ime-
diata da Proposicao [2.21] ele terd papel fundamental na prova do teorema principal. Devido
a este corolario, serd possivel construir configuracao aperiédica com 2-periodicidade em sub-

regiao convexa ilimitada.

Corolario 2.22. Dado n € A% suponha que (e G seja uma direcdo nao-erpansiva se-
gundo X, e que U, T € FY° sejam, respectivamente, (Z p)-balanceado e (E, q)-balanceado.
Se a restricao de x € X,, a uma {-faiza F' D U\Zu for periddica de periodo t'U; para algum

t' € N e, além disso, existir conjunto finito B C F' tal que
vyEXna x’B:y‘B — m‘F:y‘Fa

entdo n € periédica com periodo em ¢ N (Z*)*.
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Prova. Inicialmente, note que x|g = (T9n)|5 para algum g € Z?, donde, por hip6tese, segue
que z|r = (T9n)|p. Logo, como U\l C F, a restricio de T9 a (£,U, p)-faixa é periédica de
perfodo t'7, e, portanto, o resultado segue da Proposigio [2.21] O

Se na Proposicao m trocassemos a hipétese de T € FY ser (Z, q)-balanceado pela hi-
pétese de ser apenas um conjunto (7, Z)—gerador, como a restricao de x € X, ao semiplano
”H(Zu) é periodica com periodo em ¢ € Gy, aplicando indutivamente a Observagao m teri-
amos que, para toda reta 7 C R? antiparalela a = Gy, a restricao de x ao semiplano H(Z’ )
seria periddica de periodo ty v, para algum t, € N. A pergunta é se nessas condigdes existe

periodo global para x € X7 Mais especificamente, temos o problema em aberto abaixo.

Problema. Dado n € A%, supondo que P,(S) < |S|+|.A|—2 para algum S € FY?, se exis-

tir uma reta orientada ¢ € Gy tal que, para toda reta orientada 7 C R2 antiparalela a E a

7

restricao de n ao semiplano H(Z’) ¢ periodica de periodo tyv, para algum ty € N, entdo n é

periédica com periodo em £ N (Z*)*?

Em suma, a importancia do problema acima é justificada pelo fato de uma resposta afir-
mativa substituir na Proposigao a hipétese de T € F ser (Z, q)-balanceado pela hi-

—

pétese de ser apenas um conjunto (7, £)-gerador.

2.2.1 Implicagoes da baixa complexidade nos limitantes de alguns

periodos

A seguir, apresentamos um conjunto n-gerador especial construido a partir da hipotese
de baixa complexidade que permitird melhorar o limitante de alguns periodos fornecidos nos

resultados prévios de extensao.

Lema 2.23. Supondo n € A% aperiddica, se P,(U) < SlU|+|A|=1 para algum U € FF*,

entio existe um conjunto n-gerador S € FF° com S C U tal que
(i) Py(S) < 5IS|+[Al-1,

(i)) Se T C 8 for convexo, ndo vazio e diferente de S, entio P,(T) > 1|T|+|A|-1. Em
particular, temos que Py(S) — P,(T) < [5|S\T]] — 1.

Prova. Seja 8" um conjunto minimal (com respeito a inclusao) dentre os conjuntos X' C U

convexos e nao vazios que verificam
1 1
Py(K') = SIK'[=IAI+1 < PyUd) — S| =| Al

Inicialmente, como P,({g}) = |A| para qualquer g € Z?, da desigualdade |A|> ] + |A|-1

segue entdao que |S’| > 2, o que permite concluir que

1
5yS’|+|A|—1 < |S'|+|A|-2.
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Logo, como 7 é aperiédica, o Lema implica que &’ € FY°L O fato de &’ ser um conjunto
n-gerador é uma consequéncia imediata de sua minimalidade.
Seja § C &’ um conjunto minimal (com respeito & inclusao) dentre os conjuntos n-gera-

dores K € FY° contidos em S’ que verificam

1
Py(K) < SIKI+1A4]-1.

Se T C S for convexo, ndo vazio e diferente de S, entao P,(T) > |T|+|.A|—1. De fato, ao
supor, por contradicao, que P, (7)) < %|’T|+|A|—17 como 7 é aperiodica, nao é dificil ver que
T € FY. Logo, o argumento do pardgrafo anterior assegura a existéncia de conjunto n-ge-
rador 8” € F¥° com 8" C T € S C &' tal que

1
Py(8") < IS" AL
o que contradiz a minimalidade de §. Em particular, obtemos que
1 1 1
Py(S) = Py(T) < SISI+IAI=1 = S|TI-Al+1 = SIS\,
donde segue o resultado. O

O resultado acima nos leva a focar numa familia especifica de conjuntos n-geradores, a

qual passard a ser utilizada largamente no texto.

Definicao 2.24. Dado n € .AZZ, dizemos que S € FY° é um conjunto n-gerador mbe (mini-

mal com baiza complexidade) se for n-gerador e verificar
(i) Py(S) < 5IS|+[Al-1,
(i)) Se T C S for convero, ndo vazio e diferente de S, entio Py(T) > 5|T|+|A|-1.

Obviamente, a propriedade de ser n-gerador mbc é invariante por translagao. Além disso,
dado A € SLy(Z), usando que Pa(A™1(K)) = P,(K) para qualquer K C Z* nao vazio e
que SLy(Z) transforma conjuntos convexos em conjuntos convexos, é facil argumentar que

S € FY°l é n-gerador mbc se, e somente se, A~H(S) € FY° é (n o A)-gerador mbe.

Observagao 2.25. Dadan € A aperiddica, suponha P,(U) < LU|+|.A|~1 para algum con-
junto U € FY° quase-regular. Se £ € Gy for uma reta ndo-expansiva seqgundo X, a Proposi-
¢ao e Coroldrio implicam que as retas antiparalelas ZZ € Gy sao ambas direcoes
nao-expansivas sequndo X,. Em particular, dado qualquer conjunto n-gerador mbc S € FYel
(cuja existéncia € garantida pelo Lema , Conv(lsNS) e Conv(lsNS) sdo arestas anti-
paralelas de S (ver Observagdao , de modo que, ao assumir [{sNS| < [sNS|, de
e da desigualdade

PAS) — Py(S\Ts) < [51ds n 8| -1

resulta que S € FY° é também um conjunto (-balanceado e, portanto, (lz p)-balanceado para
p:=|lsNS|—1.



o6

Com hipdteses mais gerais, a proposi¢ao abaixo fornece a mesma conclusao da Proposi-
¢ao 4.11 de [7]. Além disso, frisamos que construgoes importantes do Capitulo 3 estao vincu-

lados a esta proposicao.

Proposicao 2.26. Dada n € A2 aperiddica, se S € FYet for um conjunto n-gerador mbc,

entdao, para toda diregdo /e G1 ndo-expansiva seqgundo X,, |ZS NnS|> 3.

Prova. Suponha, por contradigao, que ha diregao nao-expansiva segundo X, a saber, a reta
orientada £ € Gy, e g, ¢ € Z2 tais que ls NS = {g9,9'}.
E claro que, como S é um conjunto n-gerador, P,(S) = P,(S\{g}). Além disso, observe

que, se valesse |S|= 3, entdo, como S ¢ n-gerador mbe, terfamos P,(S) < 2 + |A|—1, donde
£ (S\{g}) = Py(S) < |Al = |S\{g}[+|A]-2.

Porém, como por hipétese n é aperiddica, a desigualdade acima e o Lema [I.31] implicam que
nao pode ocorrer |S| = 3, pois, neste caso, Conv(S\{g}) teria area nula. Portanto, |S|> 4,

donde claramente

1
SIS+ < IS\ {g}+A]-2.

Resulta entdao do Lema que 8" := S\{g} € FV?. Assim, como ls NS = {¢'} C V(S),

o Lema [1.35| implica que ¢’ € 8’ ndo é n-gerado por &’ ou, equivalentemente, que
Fy(S"\{g'}) < By(S").
Dai segue que
Py(S\ls) = Py(S\{g'}) < P,(S) = P,(8\{g}) = P,(S),
donde P, (S \ls) < P,(S) — 1. Isto permite concluir
Py(S\Ts) < P(8) — 1 = (SISIHMAI-1) 1= 2 (15]-2) + | AI-1 = J[8\Ts+AI-1
o que contradiz a definicao de § como conjunto 7-gerador mbec. O

Dado n € AZZ, seja = G1 uma direcao nao-expansiva segundo X,. Note que, para qual-
quer conjunto 7-gerador S € F¥°. do fato de |[{s N S| > 2 (ver Observacao [1.36) resulta que

1 - .
[2% n sﬂ 1< |lsnS|-2, (2.2.4)
donde segue que
1 - S
[2%08@ l-m+2<|lsnS-1 Vm>1. (2.2.5)

Em particular, se S € F¥° for um conjunto n-gerador mbc, entdo, para cada v € N (Z S),

(2.2.5)) e as desigualdades

—

LAZ2(S),0)| < |LAS\Ts,0) < P(S) = Pu(S\Es) =[Sl n 1] -1
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implicam que p, = [%WS NSI1—1- |LZ(IZ’T’(S), x)|+2 é um inteiro positivo tal que

pe <p:=lsNS|—1

1 N -
[2\63 n sﬂ 1=+ LT (S), ) -2, (2.2.6)

E claro que o mesmo ocorre para (Z, S, p)-semifaixas. Por exemplo, para qualquer confi-

guracio x € /\fza(@_: S), com a € Z, ha inteiro positivo p, < p tal que
L7 T Cp
Slisns| —1=pp + | Lz, (T7(S), )| - 2.

Supondo que |Zg NS| < \Zs NS|, é facil ver que, de |D e do fato de S € FY° ser n-ge-

rador mbc, segue

L,p

P (S) < Byﬁgmsﬂ —1. (2.2.7)

A discussao acima permite reapresentar os resultados envolvendo conjuntos balanceados

de forma menos “poluida” Para conveniéncia do leitor, na proposi¢cdo abaixo sao reescritos

os Lemas e[2.18, Talvez seja 1til recordar que 0, = — (ver Notagao [1.33)).

Proposicao 2.27. Dadan € AZ aperiddica, suponha que S € FY° seja um conjunto n-gera-
dor mbc e que { € Gy seja uma diregio nio-ezpansiva sequndo X,. Se 105N S| < [tsN S,

entao, supondo p = |€_:g NS|—1, temos que S € um conjunto (Z, p)-balanceado tal que

(i) para toda configuragio x € ./\/ga(a S), com a € Z, a restri¢io de x d (Z S, p)-semi-

faiza ﬁ(a + p) € periddica de periodo tv, com

1. .
t < {2|e$m3|] 1< |lsnS|-2:

—

(it) se a restricio de x € X, d (E_: S, p)-semifaiza F(a) for periddica de periodo t'v, para
algum t' € N, entdo a restri¢io de x a (ZS U ﬁ)(a +t) € periddica de periodo tvy,
onde

t=t

se T ng\/[a(i, S) e
1 -
t<2 [mesﬂ 9
caso contrario;

i) para toda configuracio x € N5 Z,S , com a € Z, a restricao de x a ZS,p -semi-
g l,a

faiza F(a + p) € periddica de periodo ti, com

1. .
t < bzsmsﬂ 1< |lsnS|—-2:
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—

() se a restricio de v € X, a (Z S, p)-semifaiza F(a) for periédica de periodo t'v, para
algum ' € N, entdo a restrigio de = a ({s U F)(a +t) ¢ periddica de periodo tb,,
onde

t=t

se x ¢/\/’ZG(Z S) e
t<2 B@msﬂ 9

caso contrdrio.

No proximo capitulo, utilizando as ferramentas desenvolvidas até aqui, de forma similar

a0 que os autores fizeram em [7], provaremos uma versao mais geral do Teorema [I.13]

2.3 Uma condicao que dispensa conjuntos balanceados

Uma vez que repetitividade ndo contribui, até onde sabemos, de forma significativa para
a existéncia de conjuntos balanceados, isto nos motiva a considerar verao modificada desta
nocao, a saber, uma espécie de repetitividade ao longo de retas. Recordamos inicialmente a

condicao original.

Definicao 2.28. Uma configuracio n € AZ* ¢ dita ser repetitiva se, para qualquer conjunto
finito S C 72, existe um conjunto finito U C Z* tal que, para toda translacio U' de U, existe
h € Z* de forma que S+ h CU' e nyn =1, para todo g € S.

O Teorema de Gottschalk estabelece que uma configuracao n € A% 6 repetitiva se, e so-

mente se, Orb(n) é um subshift minimal. Mesmo repetitividade sendo uma nogao restritiva,

o problema abaixo permanece ainda em aberto.

Problema. Dada n € A% repetitiva, se existem n,k € N tais que Py(Rnx) < nk + |A|—2,

entao n € periodica?

Com a existéncia de conjunto balanceado, o corolario a seguir mostra que periodicidade

é facilmente obtida mediante repetitividade.

Corolario 2.29. Dado n € A%, suponha que U € FYe seja um conjunto (Z p)-balanceado.

Se n for uma configuracao repetitiva, entao n é periodica.

Prova. Segundo o Corolario a restricao de qualquer x € N/ (é_; U a (Z, U, p)-faixa F' é pe-
riddica de perfodo t7, para algum t € N. Logo, da Proposigao [2.19 resulta que a restri¢ao de
2 ao semiplano ’H(Zu) é peribdica de periodo 7 para algum t' € N. Por fim, como Orb(x)
é um subshift compacto, existe configuracio 2’ € Orb(z) periédica de perfodo t'#. Portan-

to, a hipdtese de repetitividade encerra a demonstracao. 0
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Em particular, supondo que existem n, k € N tais que P,(R,, ) < nk + |A|—2, note que,
se as retas antiparalelas Z, /e G sao ambas diregoes nao-expansivas segundo X, , entao n é

periédica. De fato, ha conjunto n-gerador S € F¢ com P,(S) < |S|+|A|—-2 e cumprindo
P,(8) — P,(S\ls) < |ls N S|—-1

sempre que S\ls € Fe. Se Conv(S) tiver drea nula, o resultado é obtido do Lema m
Caso contrario, S € FY° tem arestas paralelas as retas orientadas ZZ € G;. Claramente
S € FY° ¢ (-balanceado para ¢ € G satisfazendo |ls N S| < |fs N S|, donde pelo corolario
acima se- gue o resultado.

Introduzimos abaixo a nocao de repetitividade ao longo de retas.

Definicao 2.30. Uma configuracao n € AP ¢ dita ser (-repetitiva se, para qualquer con-
junto finito S C {'NZ2, com ' C R? paralela a ¢ € Gy, existe um conjunto finito U C £ NZ>
tal que, para toda translagio U' de U, existe uw € Z* de forma que S +u C U € Ngyy = 1y
para todo g € S.

Nao é imediato que existem configuracoes (-repetitivas aperidédicas e, tampouco, que re-
petitividade e (-repetitividade nao sao nogoes equivalentes. O exemplo a seguir sana even-

tuais duvidas a este respeito.

Exemplo 2.31. Para alfabeto B bindrio foi demonstrado em [17] que hd sequéncia & € B
aperiodica e repetitiva. Assim, firada uma reta ¢ € Gy com coeficiente angular racional, con-
sidere Nyytqg =& s€ g # 0 € Nyyyg = &1 caso contrdrio, onde v € €N (Z*)* denota um vetor
com norma minima. Por construgdo, seque que n € BZ ¢ uma configuracao (-repetitiva que,

claramente, ndo € repetitiva. Além disso, para g € H({) ndo nulo perpendicular a v, observe
que

(T |3y = (T*0) Ly,
mas

T # T,

ou seja, £ € Gy € uma direcio ndao-expansiva sequndo X,. Portanto, como ndo existem peri-

odos de n em { NZ2*, a Proposicio permite concluir que n é aperiodica.

O lema abaixo assegurara a existéncia de (-faixa sobre as quais a restri¢ado de certas con-

figuracoes resultara periodica.

Lema 2.32. Dado S € FY°, se para alguma reta 7 C R? existem n,k € N tais que S\E’ =
Rox NH(O) e |5 S|> 2, entio [ NS| > |05 N S|—1.

Prova. Inicialmente, se ¢’ for paralela a alguma aresta do retangulo R, j, ndo ha o que pro-

var. Caso contrario, supondo que (e G, seja paralela a 7 , dentre os vetores es = (0,1) e
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—eq, denote por u aquele que pertencer ao semiplano H(@ Supondo que g;, gy € Zs sejam

os pontos inicial e final de Efg NS, considere o conjunto U € FY° cujos vértices sdo os pontos
9i, 9i + u,gg,gs +u e ZQ'

Como apenas um dos pontos g; + u, g +u € FM NU tem a possibilidade de nao pertencer a
S, se 7= Zu, o resultado segue trivialmente. Caso contrario, temos que ¢/ NU C S e, por-
tanto, aplicando ([2.1.6) ao conjunto U obtemos o resultado. O

O resultado abaixo mostra que a nocao de repetitividade ao longo de retas fornece uma

alternativa para a caracterizagao de periodicidade na auséncia de conjunto balanceado.

Proposicao 2.33. Dado ¢ € Gy, suponha que n € A% seja wma configuragdo (-repetitiva e
que existem n, k € N tais que Py(R,, ) < nk+|A|-2. Se = Gy for uma direcao nao-expan-

siva sequndo X, entao n € periddica.

Prova. Com relagao a (e G1, seja S € F¢ o conjunto (n, E)—gerador obtido no Lema com
T = Rux. Se S & FF, como P,(S) < |S|+|A|-2, o resultado segue do Lema [1.31] Caso
contrério, pelo Lema [2.8] ocorre

Py(S) — P,(S\ls) < |ls N S|—1

—

¢ hé semiplano H(¢') C Z2 (com ¢ paralela a ¢) tal que
S\ls = Ry NH(0).

Como £ é direcao nao-expansiva segundo X, e Zs = Z’S, temos que |€73 NS|> 2, pois S é
(n, 0)-gerador. Segue entdo do Lema que [ N S| > | NS|—1. Pondo p := | N S|—1,
isto assegura que ¢/ NZ2 esté contido na (£, S, p)-faixa. Dado = € N'(,S), se |Lz(Z5%(S), z)|

= 1, entao trivialmente x|p~z2 é peridédica de periodo 7. Caso contrario, como
Py(S) < Py(S\ls) +p + |Lg(Z(S), )| -2,

o Lema [2.2| assegura que z|ynz2 é periddica de periodo tvy, com ¢t < p + |LZ(IZP(S), x)|—2.
Portanto, em ambos os casos, ha inteiro 7 € N tal que x|yqzz é periddica de periodo 77,.
Afirmamos que a periodicidade de x|pnz2 é transferida para a configuracao n € A% De

fato, dado g € Z? arbitrario, considere o conjunto finito
S = {gug—i_gf?g—i_zgea"'?g—i_TUf} - (‘e_'_g) 0227

e seja U C (NZ2 tal como prediz a Definicao m para S. Uma vez que z e n coincidem em
regioes arbitrariamente grandes, ha translacao U’ de U tal que 7|y € periddica de periodo
T7,. Para u € Z? satisfazendo S +u C U’ e Ng+u = Ny Para todo § € S’, como ¢, g+ TUp € 3,
temos 1y, = Mgty € Ngtri, = Ng+ri,+u- Portanto, como a periodicidade de nys implica que

Ng+u = Ng+utri,, destas igualdades resulta que

Ng = Ng+u = Ng+utrv, = Ng+77,>
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0 que prova nossa afirmacao e encerra a demonstracao. 0

As Proposigoes e [2.19) sugerem que a nogao de dire¢do controldvel pode ser uma al-
ternativa viavel para abordar a Conjectura de Nivat com a hipdtese adicional de n € A% ser

repetitiva. Isto nos leva a propor o problema abaixo.

Problema. Dada n € A% repetitiva, se existem n,k € N tais que Py(Rnx) < nk + |A|—2,

entdo existe alguma direcao ndao-expansiva sequndo X, que também é controldvel?
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Capitulo 3

Uma abordagem alfabética para a

Conjectura de Nivat

Neste capitulo, seguimos passos adotados por Bryna Kra e Van Cyr em [7], fazendo as
adaptagoes necessarias. A demonstracdo do teorema principal sera feita por contradicao em
varias etapas. Assumindo a existéncia de um contra-exemplo, sera construido outro contra-
exemplo com mais estrutura, mais precisamente, com sub-regiao convexa ilimitada 2-perio-
dica. Fixado um conjunto gerador mbc, a contradi¢ao surgira do fato de o nimero de confi-
guragoes existentes no bordo desta sub-regiao 2-periddica ser maior que o possivel.

O foco deste capitulo ¢ entdo a demonstracao do principal resultado deste trabalho, a

saber, o teorema abaixo.

Teorema 3.1. Dado ) € A, se P,(U) < L|U|+|A|-1 para algum U € FY¥* quase-regular,

entao n é periodica.

3.1 Argumentos iniciais da prova do Teorema 3.1

Suponha, por contradi¢ao, que n € A2 seja aperiddica. O Corolario implica que ha
ao menos uma reta passando pela origem nao-expansiva segundo X, a qual denotamos por
¢ € Gy. Como registrado na Observacao as retas antiparalelas Z { € G4 sdo ambas di-
regoes nao-expansivas segundo X, e qualquer conjunto n-gerador meb S € FY° (cuja exis-
téncia ¢ garantida pelo Lema ¢, em particular, conjunto (Z p)-balanceado com p :=
’Zs N S|—1, onde assumimos, sem perda de generalidade, que (e G é a reta orientada tal
que ’Zs NS|< ]ZS N S|. Mais ainda, sendo € G, direcio nio-expansiva segundo X, note
que a Proposicao fornece conjunto (57, q)-balanceado.

Uma vez que, para qualquer A € SLy(Z), S € F° é n-gerador mbe se, e somente se,
A7H(8S) € FY é (no A)-gerador mbe, como o grupo SLy(Z) age transitivamente nas retas
orientadas passando pela origem com coeficientes angulares racionais, a Proposi¢ao nos
permite assumir, sem perda de generalidade, que ¢ é gerada pelo vetor e = (0,1) e que 7

estd orientada para baixo, isto é, com 7, = —ey (ver Notagao [1.33)).
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Sendo ¢ € G; uma dire¢ao nao-expansiva segundo X, existem configuracoes z,y € X,
tais que
Tl = Yl (3.1.1)
mas
2z 7 Ylgeny- (3.1.2)

Transladando S se necessario, suponha, sem perda de generalidade, que (—1,0) € Zg NS, o

que implica, em particular, que
ls =0 e B(H(IY)) (3.1.3)

(ver Notagao . Como o Lema implica que z,y € N(Z, S), o Corolario e a Pro-

posicao m garantem que z e y sao configuragoes periédicas com perfodos em ¢ N (Z?)*.

Entretanto, é facil ver que (3.1.1)) e (3.1.2)) implicam que no maximo uma das configuracdes
x|H([(_1)) e y‘?—t(é_t—l)) pode ser também periddica horizontalmente, isto é, periédica de periodo
te; = (t,0) para algum t € N. Portanto, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
a configuragao :L'|H([(,1)) nao ¢ periodica horizontalmente.

Usando um processo indutivo, definiremos uma configuracao a € X,, que ¢é aperiédica e
coincide com z em um subconjunto convexo ilimitado de Z2. O conceito introduzido abaixo

é um ingrediente necessario para tal construcao.

Definigdo 3.2. Dado U € FY°, um conjunto convezo T C Z? € dito ser fracamente E(U)-
envelopante se, para toda w € E(T), existe w € E(U) paralela a w com [wNU| < |w N T].
Um conjunto T C Z* fracamente E(U)-envelopante que satisfaz |E(T)| = |E(U)| é dito ser
E(U)-envelopante.

Recordando que FS NSe Zg N S estao contidos em arestas antiparalelas de S, seja F| a

(-faixa definida por
F = {gEé’ﬂZQ:Z’éparalelaaZ, Z’%Egeﬁ’ﬁé’#@}.

Sejam Gy = (—1,0) e By := S. Segundo o Corolério [2.22) hd oy € X, tal que z|p,= a1]5,,
mas &|p, # o1|r,. Seja G um conjunto maximal (com relagdo a inclusdo) dentre os conjun-
tos E(S)-envelopantes B; C T C F} tais que x| = a1|7. Suponha construida uma sequén-

cia de conjuntos convexos, finitos e F(S)-envelopantes
GocBicGicBy,cGyC---CB, CG,p,,

e configuragoes oy, o, ..., oy, € X, tais que, para todo inteiro 1 <17 < m,

—

(i) gBi - ZS’

(i) B; contém tanto G;_; quanto ([—1,7 — 1) x [—i + 1,7 — 1]) N Z?,

(iii) x|p, = ai|B,, mas |, # |k,
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(iv) G; é um conjunto maximal dentre os conjuntos F(S)-envelopantes B; C T C Fj tais
que ZL’|7‘ = ai|T>
onde F; é a (-faixa definida por
F, = {gEE’ﬂZzzlﬁéparalelaaZ U+l eﬁ’ﬂBﬁé@}.

Seja By,11 C H(Z(*l)) um conjunto convexo, finito e E(S)-envelopante contendo tanto G,
quanto ([—1,m) x [—m,m]) NZ? tal que FBmH — (5. Como 7 é uma configuracio aperi6di-
ca, pelo Corolario hé a1 € X)) tal que 2|, = mii|By,, MaS T|p,  # Cmit|Fys
onde F), .1 é a (-faixa definida por

Friq = {g clnN7Z2. 7 é paralela a 0,7 #ZBmH e !N B # 0}.

Seja Gpp1 um conjunto maximal (com relagdo a inclusdo) dentre os conjuntos E(S)-enve-
lopantes B,,11 C T C F,,41 tais que |7 = qyy1|7. Por inducao, esses conjuntos e configu-
ragoes sdo definidos para todo ¢ € N (ver Figura |3.1.1)).

Figura 3.1.1: Conjuntos Go C By C Gy C B C Gy C - -.

Por construgao, para cada i € N, temos que
(=1,0) € lsNS C lg, NGy C V.
Seja (—1,z) € £ NZ2% o ponto final de £ N B; (com relacdo  orientacio de £CD). Para
cada ¢ € N, considere o conjunto transladado
Gi=G; — (0, ).

Note que (T*)z)|a = z|q,= aila,= (T ;)| e que G é maximal dentre os conjuntos
E(S)-envelopantes B; + (0, 2;) C T C F; + (0, %) tais que (T )7 = (T**)q;)|7. Uma

vez que z é periddica com perfodo em ¢ N (Z?)*, a cardinalidade do conjunto

{10z € X, :i e N}
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é finita, ou seja, existe z € N tal que T0?)z = T(©%)x para uma infinidade de i € N. Pas-
sando a uma subsequéncia, pode-se assumir que isso se verifica para todo 7 € N.

Para cada i € N, sejam w;(0), @/(0) € E(G;) as arestas antiparalelas com ;(0) paralela
a [ € G;. Denote por

as arestas seguintes a w;(0) e anteriores a w;(0), enumeradas de acordo com a orientagao

herdada do bordo de Conv(G;). Mais precisamente, denotando a aresta w;(0) por w;(K +1),
para cada 1 < j < K + 1, temos que w;(j — 1) Nw;(j) € V(G;) é o ponto final de w;(j — 1)
e o ponto inicial de w;(j). Do fato de cada G; ser um conjunto E(S)-envelopante, resulta

que K € N é uniforme. Portanto, como U2, G; = H(¢), hé inteiro 1 < k < K tal que
i (k) N Gyl < |1 (k) N G

para uma infinidade de ¢ € N. Suponha que 1 < k,,,;,, < K seja o menor inteiro verificando
esta propriedade. Se k,.;, # 1, note que, para todo i € N suficientemente grande, as arestas
wi(1), ..., @ (kmin — 1) € E(G;) tém comprimentos constantes. Passando a uma subsequén-
cia, podemos entao assumir que, para todo i € N, a cardinalidade de @; (k) N G, é estri-

tamente crescente, enquanto que (se existirem) as arestas w;(1), ..., w;(knin — 1) € E(G})

tém comprimentos constantes. Deste modo, segue que
~ S ~
Gw = U GZ
i=1

é um conjunto convexo fracamente E(S)-envelopante (ver Figura [3.1.2]), com duas arestas

semi-infinitas, das quais uma ¢é paralela a reta ¢ € G; e a outra, paralela as arestas w@;(kmnin)-

G /

(1
Y

Figura 3.1.2: Conjuntos & — (0, z1) C G cGyc---CQG,.

Definimos &; := T(®*)q; para todo i € N e # := T®*)z. Pela compacidade de X,, a se-
quéncia {&;}ien admite ponto de acumulagao o € X, tal que a|s= Z|g, pois &;lg,= &ilg,

para todo 1 <4 < j. Em particular, a|s ¢ periédica com perfodo em ¢ N (Z?)*.
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Nosso objetivo agora serd provar que a reta passando pela origem e paralela a w; (ki) é
direcao nao-expansiva segundo X,. No restante do texto, adotaremos portanto a convengao

abaixo.
Notacao 3.3. Denote por 7 € Gy a reta orientada paralela a w;(kpin) € E(G’l)

Para cada 0 < 7 < ki, seja E_; C R? a reta orientada que contém e é paralela as ares-
tas @;(j) € E(G;). Tome @, := l, e defina indutivamente @, := g € H(FY) para
todo 7 € N. Considere

— ~

GO =Ml 1) N (G UG U UG) VTeEN (3.14)

GO =G,

w

Afirmacao 3.4. Ezxiste T € Z, para o qual alé(ﬂ = i\ém, mas a|@<f+1) #+ :%|G<T+1). Em par-
ticular, se U € FY° for conjunto (n,ﬁ)—gemdon com Z’u = @r11, entao, para a € Z tal que
UG, + aty € GO, temos que o € Ny, (CU).

Prova. Uma vez que a|z0= ¥|50), suponha, por contradi¢do, que a|x() = |z, onde

—

GO = H(ly,,..-1) N (Gu U | Gr).
T=1

Note que as arestas w;(kmin — 1), @i(kmin), @i (kmin + 1) € G; tém coeficientes angulares
racionais constantes, isto é, independentes de 7 € N. Portanto, para «+ € N suficientemente

grande, segue que ha inteiro 7 € N cumprindo

—

Copin1 O Gr €72 € Ly, 1 NG, € 72, (3.1.5)

onde kamﬂ C R? denota a reta orientada que contém e é paralela a aresta @, (kmin + 1).
Fixado um destes indices ¢ € N, observe entao que (3.1.5)) implica que

G =Nl 1) V(G UG U UG N H (1)

min

¢ um conjunto convexo E(S)-envelopante. Todavia, da hipétese de o) = Tz resulta

que an = z| G, 0 que contradiz a maximalidade de GG,. Portanto, existe 7 € Z tal que
Oé|é£,7) - Ji|éy),
mas

a’G&T+1) # j‘|é£}7‘+1) .

Em particular, para qualquer a € Z tal que M\E’M + avp C (N}ff), ocorre o € Nva(ﬁ_;,u).
De fato, suponha, por contradicao, que Ny, () = 1 para algum v € E@a(u\@,,a). Sendo



67

U € FY°" um conjunto (7, Z’)—gerador, a igualdade a\ém = Z| 4 e a hipotese de N, (v) =1

fornecem, por raciocinio indutivo, que

04|Auc~;g> =z AUGLT) (3.1.6)

onde
A= {iy(0,) +tTy -t > a}.

Sejam S’ € FY°! uma translacio de S tal que 675/ = @,11 € b € Z o menor inteiro tal que
(U NS') 4+ by C Grg NGUHY,

Mesmo que o conjunto éff) nao seja necessariamente fracamente F(S)-envelopante (ver

Figura [3.1.3)), nao ¢é dificil concluir que, ainda assim, ocorre

S\l + 1ty c G Vit >0 (3.1.7)

Figura 3.1.3: Principais situagoes em que CNJSJT) nao é fracamente F(S)-envelopante.

Portanto, como &’ € F}° é n-gerador, procedendo indutivamente, de (3.1.6]) e (3.1.7) re-

sulta que 04|G(T+1> = i|é(7+1), o que viola a extremalidade de 7 € Z. O

Se a reta 7 € G1, paralela a 0y fosse uma diregao expansiva segundo X, a partir do

min )
Lema m poderiamos obter a igualdade (3.1.6)) para algum A. Como na prova acima, dis-
poriamos de 1' para derivar absurdo, o que nos leva a concluir que 7 é uma dire¢ao nao-
expansiva segundo Xj,.

Para concluir esta segdo e a primeira etapa da prova do Teorema [3.1] como o leitor pode
suspeitar, o Corolério [2.7] fornecerd periodicidade para a configuragdo o ao longo da reta
nao-expansiva obtida.

Das construgoes anteriores, observe que éff) (com 7 € Z, como na Afirmacao pos-
sui duas arestas semi-infinitas paralelas as arestas semi-infinitas de G,,. Nosso objetivo ago-
ra serd construir um subconjunto convexo e ilimitado X de G(7 (com duas arestas semi-
infinitas paralelas as retas orientadas E, Ve G1) tal que a configuragao o seja 2-periddica.

De acordo com a Proposicao , existe um conjunto (Z/ ,q)-balanceado U € FY°, com

q= |Z’u NU|—1, o qual pode ser transladado de forma que Zzl/{ = Qr11. Assim, para a € Z co-
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mo na Afirmacéao ou melhor, quando a (67 ,U, q)-semifaixa F (a) esté contida em G(7)
item (ii) do Corolario [2.7/implica, em particular, que «f Flay) € Periodica de periodo t'Up para
certos ' € Ne a; € Z, com a; > a.

Sendo « ao verticalmente periddica, isto é, periddica de periodo tes para algum ¢t € N,
também é periédica de periodo t'ty. Observe

entdo oz, ou seja, oz,

Yy a|ﬁ(a1)+teg )+tea

que, se
(F(ay) + tes) N F(ay) # 0,

tomando

W= U F(ay) + stey),

trivialmente temos que alyy é 2-periédica com perfodos em ¢ N (Z*)* e £' N (Z?*)*. Caso con-
trario, sejam

@_'T—i-l + teg, ceey @_'r-m + t€2

as retas paralelas a £/ que estdo entre F(a) e F(a) + tes. Denotando Uy = U + tes, é cla-
ro que Fi(ay) := F(a1) + tes 6 uma (¢, Uy, q)-semifaixa contida em G(7). Além disso, ocorre

’ = @r11 + tea. Assim, uma vez que a restricao de « a F(al) ¢ periddica de periodo t?}g/

o Lema permite concluir que a restricdo de a ao conjunto (Eul U Fy)(mq) (ver (2 )
é periddica com perfodo em ¢’ N (Z?)* para algum m; € Z, com m; > a;.

Supondo que Uy seja uma translagao de U tal que Z’MQ = @r12 + tes, escolha ay € Z de
modo que (F’ul U F})(my) contenha a (¢, Uy, q)-semifaixa Fh(as). Logo, do Lema [2.18] resulta
que a restrigdo de « ao conjunto (EL2 U Fy)(ms) é periédica com perfodo em ¢ N (Z2)* para

algum my € Z, com my > ay. Procedendo desta forma, obtemos que a restricao de a a

(G, UF)(my)U---U (6, UFE,)(m,)

é periddica com periodo ¢’ N (Z?)*, onde, para cada 1 < i < k, U; é uma translacio de U
tal que K_L = @r1i + teg € a; € 7 é escolhido de modo que (Z/L{H U F’i_l)(mi_l) contenha a
(Z’ ,U;, q)-semifaixa ﬁz(az) Mais ainda, como a|x) ¢ periddica de perfodo tes, concluimos

que a restricao de o ao conjunto

—

W = U (G U F)(m1) U+ U (£, U Fo)(my) U Flay)) + stes)

também ¢ periddica com periodo em ¢ N (Z?)* e, portanto, 2-periédica (ver Figura [3.1.4)).
Pela construcao, em qualquer caso, pode-se obter um conjunto fracamente E(S)-envelo-

pante K' C W com duas arestas semi-infinitas paralelas as retas (el

Definicao 3.5. Seja K C Z? o conjunto convexo mazimal (com relagio a inclusdo) dentre os

conjuntos converos T D K' tais que ol é 2-periédica com periodos em €N (Z*)* e €' N (Z*)*.

Afirmamos que K C H(g,). Com efeito, como K é convexo e contém K’ (o qual possui

duas arestas semi-infinitas paralelas a lel ), supondo K ¢ H(g,), segue entdao que @,11 N
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[
\

Figura 3.1.4: Representagdao em pontilhado do conjunto W C fo) tal que alyy é 2-periddica.

contém infinitos pontos. Deste modo, como a|x e  sdo verticalmente periddicas e & =
fl@ﬁf)’ segue que

a’é;u(ﬁTHmK) = j|@;u(ﬁ7+1ﬂK)'
Portanto, como na prova da Afirmacao , a partir de (3.1.7)) podemos contradizer a extre-
malidade de 7 € Z,.

Como G, C R? é paralela a Ve Gy, as inclusdes K' C K C H(g,) garantem que K pos-
sui uma aresta semi-infinita paralela a reta ¢'. Falta mostrar que K possui uma aresta semi-
infinita paralela a £ € Gy. Se K C 7-[([), isto ¢ obtido de raciocinio andlogo ao acima. Sendo
assim, para concluir basta argumentar que K C "H(Z) Suponha, entao, por reducao ao ab-
surdo, que K ¢ ’H(Z) E facil ver que, para qualquer reta ¢ C "H(Z (=1)) paralela a  ocorre
KN {"| = oo. Portanto, o fato de & = T®*)z ser verticalmente periédica e coincidir com a
em ég) permite estender a 2-periodicidade de Z| Krm(#(-D) bara j|%(i<—1>)> 0 que é um absur-
do, pois tomamos x’?—t(ﬂ*l)) sendo verticalmente peridédica mas nao horizontalmente perio-
dica. Portanto, K C H(¢) é um conjunto convexo com duas arestas semi-infinitas paralelas
as retas (e £,

A maximalidade de K assegura, a partir do Lema m, que as retas orientadas Z 7 eG
sdao também direcoes nao-expansivas segundo X, := Orb(a). E claro que isto implica que

a € X, é uma configuracao aperiddica.

3.2 Limitantes para os periodos de al¢

Queremos obter informacoes sobre os periodos da restricao de a ao conjunto K. Para
tanto, utilizando a propriedade que P,(S) < 1|S|+|A|—1, construiremos inicialmente dois
conjuntos n-geradores com dimensoes nao superiores a metade da dimensao de S.

Dado U € F¥°, fixado o € Gy, denote por diamy, (i) o ntimero de retas paralelas a o

cuja intersecdo com U é ndo vazio. Sejam £, €y C R? retas antiparalelas, com #£; paralela
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al, para as quais U; := SN H(Zl) ely ;=8N H(Zg) cumprem diam,(U;) = (7‘113“;‘(5)} e
diam,(Us) = (dlm#é(s)} Note que

By(Uy) < Py(S) e Py(l) < Py(S),

pois, caso contrario, como Uy, Us C S, terlamos entao que ¢ ou £ seria dire¢ao expansiva se-

gundo X, exatamente o oposto do que acontece. Dai, se |U;| > %\S |, entao
1 1 1
Pth) — th] < Po(8) — ] < 5ISIHAI-1 — | < SISI+AI1 — 18] = [A]-1,

donde segue P, (U;) < |[Uy|+]A|—2. Logo, existe conjunto n-gerador T C U;. Se |Uh] < 3/S],
entdo, é claro que [Us| > %|S | e, como antes, existe conjunto n-gerador 7 C Uy. Em qualquer
caso, hé conjunto 7-gerador T C S tal que diam,(7) < [¥2245)7 " De forma andloga, pro-
va-se que existe também conjunto n-gerador 7' C S tal que diamy (T”7) < [%1

Faremos agora uso sobretudo de resultados da Secao 2.2.1, com o objetivo de majorar os
perfodos em £ N (Z?)* e ' N (Z?*)* da restrigao de o a K. Salientamos que sao estes majoran-
tes que permitirao derivar absurdo na ultima se¢ao deste capitulo.

Outra peca 1til para esta majoracao sera o Teorema de Fine-Wilf. Para conveniéncia do

leitor, seu enunciado é recapitulado abaixo.

Teorema 3.6 (Fine-Wilf [10]). Supondo que f = (fi)ien € f' = (f!)ien sejam duas sequéncias
periddicas de periodos q e ¢, respectivamente, se f; = f! para pelo menos q+ ¢ — mdc(q, q')

entradas consecutivas, entao f = f'.

A menos de translagao, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a aresta de K

paralela a ( satisfaz
U NK ={(0,i) € Z*: i > 0},

Na demonstracao da afirmacao a seguir é imprescindivel que o leitor tenha em mente as
Notacgoes e [1.26] bem como a linguagem de semifaixas do Capitulo 2.

Afirmacgao 3.7. A restricio de o ao conjunto K é verticalmente periodica de periodo toes

para algum ty < (%\Zg NS|] =1 e periddica de periodo tyTy para algum t) < |5 N S|—2.

Prova. A demonstragao serd dividida em dois casos. Inicialmente, seja a € Z um inteiro tal

que a (Z S, p)-semifaixa F (a) esteja contida em K. Como S é um conjunto n-gerador, a ma-

ximalidade de K implica que « € ./\/'ZG(Z, S). Portanto, o item (iii) da Proposicao [2.27| forne-

ce que a restrigdo de a a F'(a + p) é verticalmente periédica de periodo ty0,, onde ¥, = e,
com

to < B\ZS N Sﬂ —1. (3.2.1)

Além disso, como alx é verticalmente periédica e F(a + p) C F(a) C K, é facil argumentar

que a restricdo de « a F (a) é verticalmente periddica de periodo tges.
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Tendo em vista a Definicao , fixamos k, k" € N para os quais | é periédica de peri-
odos h := key e W := K'Uy.

Caso 1. Assuma que [(s N S| < |l N S].

Denote ¢ := |f5 N S|—1. Sejam &’ uma translacio de S tal que s = ch(_l) ed € Z um

inteiro tal que a (Z’ , S, ¢')-semifaixa F (a") esteja contida em K. Como antes, a maximalida-

de de K implica que a € ./\/’7@, (Z’, S’). Logo, o item (i) da Proposigao [2.27| estabelece que a

restricao de «a a ﬁ’(a’ + ¢') e, portanto, a ﬁ’(a’) é periddica de periodo t,vy, com
/ 1 o / 1 o

E claro que, para todo m € Z., ocorre gy = (Tmh/a)hg(a) e oy = (Tmha)\ﬁ,(a,).

Sejam my, my € N tais que
IT := (F(a) + mih) N (F'(a') + msh)

contenha uma translacao de S\{/s, £ }. Denote ¢} := 7 ¢ defina Z;H .= ¢/~ para todo
inteiro ¢ > 1. Consideramos (ver Figura (3.2.1))

(ZA\H(lp)) Nl = {g; +t0y : t >0} Vi>1.

Fixado i > 1, se V for uma translacao de 7 tal que g; é o ponto inicial de Z’V NV (com
relagdo a orientacao de E’), resulta da majoragao que V — t{vpy C F(a) + mqh'. De
fato, denotando vy = (u, V), podemos interpretar ;1 > 1 como o ntimero de retas verticais
que intersectam o conjunto {(z,0) : 1 <14 < p}. Isso nos permite entdo escrever diam,(S) =
(IsNS|=1)p+1+7, onde r > 0. Sendo assim, como diam, (V) < [5 diam,(S)], para provar

que V — t)iy C F(a) +myh/, basta mostrar que
1
diam,(S) — {2 diamg(S)-‘ >0,

Isto porque, cada vez que V é transladado por miltiplo de —%, o conjunto F(a) +mqh' é
privado do mesmo miultiplo de p retas verticais. Uma vez que vale (3.2.2)), é suficiente abor-
dar duas situacoes, a saber, |Z:9 NS|=2s,comty=s—1,e \Zg NS| =2s+1, com t, = s,

onde s € N. Na primeira possibilidade, temos

diam,(S) — B diamg(S)w —(s—Du> ;diamg(S) —1—(s—1)p

pltr o
2 -2

> 0.

Ja na segunda, ou seja, para |€?§ NS| = 2s+ 1, ocorre

diam,(S) — B diamg(S)-‘ —sp > ;diamg(S) — ; —spu=—=>0.

r
2

Portanto, V — t)ty C F(a) 4+ myh'.
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Fixado t > 0, se V' for uma translagao de T’ tal que g; + tUp» é o ponto inicial de Ny
(com relagao a orientacao de v ), de forma similar ao que foi argumentado acima, segue de
que V' — tges C ﬁ’(a’) + msh.

Recorde que S € F° ¢ um conjunto (Z, p)-balanceado. Além disso, no presente caso,
como argumentado na Observacao m, temos que S também é um conjunto (Z’ ,q')-balancea-
do. Logo, usando o item (i) da Definigao , uma vez que

to < [ls N S|—2 < diamy (IT) e t) < |0l N S|—2 < diamy,(11),

segue que a restricao de o ao conjunto (F(a) +myh') U (F'(a') + mah) é 2-periddica de pe-
riodos tpey e tyUp.

Sejam V e V' translagoes de T e T’ tais que g; é o ponto inicial de Z’v NVel,NnV (com
relacao a orientacao de 7 ). Pelo argumentado acima, resulta que V — t{tpy C F (a) +myh/
e V' —toes C F'(a') + moh (ver Figura . Este fato e a discussdo no paragrafo anterior
implicam

g = (T ) gy e alungey = (T7°%a) v ).

Logo, uma vez que V e V' sdo conjuntos n-geradores, das igualdades acima resulta
(T—t0€2 ) — _ (T—t{)i‘el )
Qg = Qg = ®)gr>

o que estende a 2-periodicidade de « para g;.

j V'~

4 \
4 \
’ \
’
\
\
\
\
\
\

(

Figura 3.2.1: Representacao dos conjuntos V e V', onde o pontilhado representa F’ (a).

Sejam, agora, V e V' translacoes de T e T’ tais que g, + Uy é o ponto inicial de Z’V NnYye
7, NV (com relagdo & orientacao de ). Temos que V' — toey C F'(a’) + myh. Além disso,

decorre de (3.2.2)) que
V —thiy C (F(a) +mih') U (F'(a) +mah) U{g}.

Logo, o fato da restri¢io de o ao conjunto (F(a) +myh') U (F'(a’) + mah) U {g:} ser 2-peri-

6dica de periodos tpeq € Uy assegura as igualdades

alyggita,y= (T ) igra,) € Aonigray= (T70%Q) vn (g 4,1}
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donde segue que
—toe2 . o —tL Ty
(T a)g1+17@/ = Ogy+5, = (T 0t a)gl-‘rﬁgm
ou seja, a 2-periodicidade de « é estendida entao para g; + v. Por inducao, concluimos que

a restricao de av ao conjunto
(F(a) +mih') U (F'(a) +mah) U{gy + tty : t > 0}

é periddica de periodos tpey e t,Upy. Levando-se em consideragao o passo anterior, uma argu-

mentacao analoga fornece que a restricdo de o ao conjunto
(F(a) 4+ myh') U (F'(a') + mah) U {gy + tTp : t > 0} U {gy + tTw : t > 0}

¢ periddica de periodos tpes € t,vy. Portanto, por inducao, obtemos que a restrigdo de v ao
conjunto
- . (o)
(F(a) +mih) U (F'(a') + mah) U <U {g; +t0p : t > 0})
i=1
é periddica de periodos toes € t)Up.
Por fim, como «|x é peridédica de periodos h = key e h' = K'Uj, utilizando o Teorema de
Fine-Wilf nao ¢é dificil argumentar que a|x é periddica de periodos tyeq € )y, 0 que encer-

ra este caso.
Caso 2. Assuma que [l N S| < |5 N S|.

Denote ¢ := |£7f5 N S|—1. Se para alguma translagdo S’ de S existir (Z’ , S, ¢')-semi-faixa
F'(d/) € K tal que a € N o (7" 8"), observando que S € FY°l agora é também um conjunto
(Z’ ,q')-balanceado, com raciocinio similar ao caso anterior, obtemos que «a|x é peridédica de
periodos tpeq € tivy, com

to < BM} msﬂ —1

¢ < B\Zﬁs n sﬂ 1< BN S|-1 < |8 NS|-2,
o que encerra o resultado.
Caso contrério, inicialmente, a Proposi(;éoaﬁrma que existe conjunto (6_7 ,7)-balancea-
doU € FY, com r = |Z{J NU|—1, o qual podemos supor satisfazer Zzl,{ = K_;,é_l). Para cada

inteiro ¢ > 1, seja U; uma translacao de U tal que

G =0 e 1Y),

Ui
onde Zz,/fl = Z’u Retomando a notacao estabelecida no inicio da Secao 2.2, nao é dificil ar-
gumentar que ¢@7T(Ui) = @Z,W(Z/{) =: ¢ para todo i € N.

Seja by € Z um inteiro tal que a (¢,Us, r)-semifaixa F!(b;) esteja contida em K. Recor-
dando que A’ = KUy, note que o Lema implica, em particular, que a restricao de « a
(Z,ul U F!)(by + 20) é periddica de perfodo t0y com ¢ < max{x’,2¢}. Suponha construida
uma sequéncia de niimeros inteiros by, b, . . . , by, tais que, para cada 1 <7 < m, F’i’ (b;) é uma

(Z’ ,U;, r)-semifaixa que satisfaz
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(i) arestrigdo de a a (Z/u UF!)(b;+28) ¢ periddica de perfodo 0y com ¢ < max{r’, 20},

—

(i) Flia(bisr) C (G, U F) (b + 20).

Seja byy1 € Z um inteiro tal que a (U1, 7)-semifaixa ﬁ,ﬁwl(bmﬂ) esteja contida em

(_Lm U E")(by, + 2¢). Denotando por ¥y, com r” < max{x’,2d}, o periodo da restri¢io

de o a }mﬂ(bmﬂ), segue do Lema [2.18 que a restri¢ao de a a (E_LWH U ﬁé@+1)(bm+1 +29) é

periédica de periodo tvy, onde t < max{x”,2¢}. Por indugdo, os niimeros inteiros b; estao
definidos para todo i € N. Em particular, resulta desta construgao que a restricdo de o ao
conjunto

oo

r=Ku (U ﬁ,!(bﬁ)

i=1
¢é periddica com periodo paralelo a 7 (mas ndo verticalmente periddica pela maximalidade
de K).

Este fato assegura a existéncia de uma translacdo S’ de S e de uma (!7’ , S, ¢')-semifaixa
F’”(a’), com a' € Z, contida em I para a qual o € /\/77&/ (Z’, §’). Com efeito, suponha, por
reducao ao absurdo, que, para qualquer translacao S’ de S, ndo existe (!7’ , S8, ¢')-semifaixa
F'(a') contida em I" cumprindo a € N, 7o (7' 8"). Uma vez que o rk € periédica com peri-
odo paralelo a 7 , aplicando o Principio das Casas dos Pombos, é possivel obter translacao S’
de S tal que, para uma (Z’, S', ¢')-semifaixa ﬁ’(a/), com a’ € 7Z, e para algum ¢t € N, acontece
& Friary = Ol () g1, € tanto F'(a/) quanto F'(a') + tey estdo contidos em I'\K = U F/(b;).
Sendo assim, usando a suposicao de reducao ao absurdo, isto é, que a € N 7ol (Z’, S'), um ra-
ciocinio similar ao que foi utilizado para construir I" permite produzir periodicidade vertical
em regiao ilimitada cuja a interse¢ao com I" também é ilimitada (ver Figura . Isto pos-
sibilita violar a maximalidade de IC, pois, para algum g € Z’,é_l) NZ2, é possivel estender sua

2-periodicidade ao conjunto {g + tUp : t > 0}.

Figura 3.2.2: Representacio da (¢, S, ¢')-semifaixa F'(a') e do conjunto F'(a’) + tes.



75

Para cada i > 1, seja entdo S uma translacao de S’ tal que

onde 7 := l,. Seja a; € Z um inteiro tal que a (', S}, ¢)-semifaixa F'(a}) esteja contida
em [ e, para cada inteiro ¢ > 1, seja a; € Z um inteiro tal que a (¢, S/, ¢')-semifaixa F(a;)
esteja contida em ({5, UF;_;)(a;_; +2¢'). Como o nimero de retas paralelas a ¢’ entre &'
e K ¢ finito e, estamos assumindo que, para qualquer translacdo &’ de §, nao ha (¢',S',¢')-

semifaixa F'(a/) € K cumprindo a € N, 7y (. 8"), tome I > 1 o maior nimero inteiro tal

que @ € N, (Z’, S7). Sendo assim, na Proposicao [2.27, o item (iii) fornece que a restrigao

de a a F)(a) 4+ ¢) é periédica de periodo #'Ty com t' < f%@; NS|] —1 e o item (iv), em
particular, que a restricdo de « a (!79[ UF))(d} + 2¢') é periédica de perfodo Ty com t) <
2[%@5 NS|] — 2. O item (iv) da Proposicao ¢ a maximalidade de I asseguram entao
que, para cada i > I, a restrigao de o a (57’5 UF))(a, +2¢') é periédica de perfodo #)7y. Isto

significa que a restricao de o ao conjunto

I = U e+ 24)

=1

é periédica de periodo tvy, onde
1 — — —
£ <2 Hf{s msﬂ o< |IsnS|-1< |75 S|-2.

Por fim, note que a intersecao de I"" com K é um conjunto ilimitado tal que, para qualquer
reta (" paralela a 7, se ¢/ N K # 0, entdo |[¢" N I''= oo. Usando que «|x é periddica de
periodo h' = KUy, é facil argumentar a partir do Teorema de Fine-Wilf que a restrigao de
a a K é periddica de periodo t{v. Com relagdo a periodicidade vertical, observe que a ma-
joracao t;, < |ng N S|—2 garante que F(a) N (F(a) + th7y) # 0, donde resulta que g é pe-

riddica de periodo tpes, 0 que encerra a demonstragao. O

3.3 Conclusao da prova do Teorema (3.1

Esta se¢do é dedicada aos argumentos finais da demonstra¢ao do Teorema [3.1} A confi-
guragao abaixo serd uma ferramenta importante nos nossos argumentos e sua unicidade é

garantida pelo Teorema de Fine-Wilf.

Definigao 3.8. Seja 8 € X, a dnica configuracao 2-periodica de periodos toes e tyvpy (como
na Afirmacao satisfazendo alx = Blx.

Denote ZO = Zs e defina indutivamente ZZH = E(H)

Proposicao 2.26, dado d’ > 1, defina o conjunto

para todo ¢ > 1. Tendo em vista a

d -1
Bd’ = U {fs(zz) - l@g : 0 S l S |ZS ﬂS|—3},

=0
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onde fg(lz-) € 7? denota o ponto final de ; N'S com relacdo a orientacio de / (como

introduzido no inicio do Capitulo 2). Defina
S* := 8\ {is(¢") : I" ¢ antiparalela a , " NS # 0}.

Note que, para obter S*, de cada reta ¢ antiparalela a £, com ¢/ NS # ), é removido de
" NS o ponto mais baixo is (E” ). Sendo &* um subconjunto convexo proprio de S (o qual é

n-gerador mbc), ocorre
P/S) - Bi(8) < [518\8"]] =1 < Is\8°]-1. (33.1)

Segundo a Afirmagcao , ol ¢é periddica de periodos tges € b’ 1= t,Uy, onde

1 - "
mg[ﬂ@msﬂ—1gwsm&—z (3.3.2)

e
t < |0 nS|—2. (3.3.3)
Denote por zy < z; < -+ <z, 0s pontos de S\S*, ordenados pela ordem lexicografica,

que estdo entre os pontos inicial zg := is(fs) € fsNS e final 2,y := fs(fs) € £sNS. Para ca-
da par de inteiros 0 < i < j < m/, defina o vetor (¢;;, 1;;) := 2z; — 2z;, 0 qual, por construcao,
satisfaz ¢;; > 1. Por conta de (3.3.3)), é claro que existem 0 < ¢ < j < m/ para os quais

toUy = zj — 2z;. Defina entdo
d:=min{¢;; : 0 <i<j<m', (éperiddica de periodo z; — z;} .

Retomando a escritura diamy(S) = (|fs N S|—1)u+ 1 + 7, onde p > 1 é a primeira coor-

denada de vy e r > 0, note que
diamy(S) > (|0 NS|-2)pu+1+7r > thu+1,

donde segue que d < tyu < diam,(S) — 2. Em particular, claramente acontece lsN By =0.

Recordando que fc N K = {(0,i) € Z2 : i > 0} e que s = (1) € H({D), seja o’ € Z
um inteiro tal que a (6_: S, p)-semifaixa F (a') esteja contida em K. Como «f oo é, por cons-
trucao, verticalmente periddica e N 7D = (), seja a > @ inteiro tal que a restricao de «
ao conjunto ({s U F)(a) ¢ verticalmente periédica. Note, no entanto, que, devido & maxima-

lidade de K, a restricio de a a (fs U F)(a) ndo é 2-periddica. Com isto, resulta que

h/
| geuryw 7 (T )| Zurya)
embora tenhamos

Afirmacdo 3.9. A restricio de o ao conjunto ({5 U F)(a) é verticalmente periédica de pe-

riodo tes para algum inteiro positivo t < (%\Zs NS|] —1.



Prova. Inicialmente, suponha que
(Tjeza)’S o (Tj’ez-i-h’a)‘s v j,j/ > a.
Note que, no entanto, como kA’ é um periodo de alx, acontece

(TjeQOZ)"S\ZS: (Tj@ﬁh 04)|5\ZS Vj>a.

Para A = {(T"2a)|s : j > a}, B = {(T"**"a)|s : j > a} e B' = {(T"*""a) 5

de (3.3.4)) e (3.3.5) segue que

[A[+B|= AU B|< Y {7 € L(S.n) : V|s\z= 7}

YEB'

A desigualdade |B’| < |B| e a hipétese de S ser n-gerador mbe implicam que

7

(3.3.4)

(3.3.5)

tj = al,

A< (Z {7 € L(S,m) : Vls\is= 7}\) — 1B =Y ({7 € L(S,n) : V|s\z5=7}-1)

YEB' YEB'

< P(8) - Py(S\s) < [3lsnsI] - 1.

Portanto, como |[ls N S| < |fs N S|, introduzindo o alfabeto finito

Ly, (F7(S) U {fs(ls)} ),

a majoragao [A|< [3 10sNS[]—1 e 0 Teorema de Morse-Hedlund (ver Teorema, [15]) asseguram

que a restricdo de o a0 conjunto (55 U F)(a + p) e, portanto, a (Eg U F)(a) é verticalmente

periédica de periodo tey com t < (%][S NS|] — 1. Por fim, denotando por ey o periodo ver-

tical minimal de oz, = (T" )| F(a)’

para concluir a demonstragao, observe que basta mos-

trar (3.3.4)) apenas para a < j,j' < a + k. Sendo assim, suponha, por redu¢ao ao absurdo,

que existem a < j,j’ < a + K tais que
(Tj62a)|3 _ (Tj,e2+h/a)|5_
Se j = j', como (Tje2a)|ﬁ(a) = (Tj62+h'oz)|ﬁ(a), da igualdade acima segue que

(Tjeza”ﬁ(a)usz (Tjez—i-h a)lﬁ(a)US'

7 . . ~ ; ; / . .
Logo, como S é um conjunto n-gerador, por inducdo, obtemos que T7¢q e T7¢2+" o coinci-

dem em (fs U F)(a), o que contradiz a maximalidade de K.

Se j < j', como
(Tjeza)|$\is: (Tj ez2+h O‘)|S\Zs: (Tj e2a)|8\[3’

a sequéncia £ = (&;);>, definida por &; := (T"2«) satisfaz

|]:E,p(5)

&1+ Eip1 = §r&rn - it
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Sendo al verticalmente peridédica de periodo tges, é claro que £ é uma sequéncia peridédica

de periodo ty < \Zg NS|—2 < p. Dai, para i = j + tom + s, onde 0 < s < tg e m > 0, ocorre

& = Eirtomts = s = Ejrrs = Ejrptoms = Citjr—j-

A igualdade acima significa que a sequéncia (;);>; e, portanto, a sequéncia (&;);>, é peri-
6dica de periodo j' — j < Kk, 0 que viola a minimalidade de ke,.
O caso em que j > j' é completamente andlogo ao anterior, o que completa a demons-

tracao. ]

Para cada inteiro [ € Z,, denote S; := S + (—1,0). Sendo « aperiédica, como (eGé
uma direcao nao-expansiva segundo X, = OT@), a Proposicao permite concluir que
a restricao de a a qualquer (Z Sy, p)-faixa F ; nao é em particular verticalmente periddica.
Sendo assim, definindo

d = |8\S*|—d = diam,(S) — d > 2,

para cada 0 < [ < d — 1, seja @; € Z o menor inteiro tal que a restricdo de a a

(s, U F)(a) = U (S + (—1,4))
i>a
é verticalmente peridédica. Note que a semifaixa acima existe porque podemos aplicar o
Lema [2.18|sucessivas vezes e obter uma regiao no segundo quadrante onde « ¢é verticalmente
periédica (mas nao 2-periédica). Ademais, é claro que, para cada 0 <[ < d — 1, a definicdo
de By assegura
By+ (=li)CK Vi>a.

Para cada S*-configuragao v € L(S*,7), denotamos por N§(y) o nimero de S-configu-

s+ =1. Observe que N§(v) = 1 significa que, para quaisquer
s=7=7"

ragoes 7' € L(S,n) tais que v/

S-configuragoes ', v" € L(S,n), v/ s+ implica que 7" = ~".

Afirmacao 3.10. Para cada 0 <1 < d — 1, supondo a; € Z definido como acima, entdo

(i) {a

St(—la—1) 1 0 <1 < d— 1}‘ =d,

(ii) para todo v € {a|ssy(—1a-1) : 0 <1 < d—1}, tem-se que Ni(v) > 1.

Prova. Com relacdo a primeira parte, suponha, por contradicdo, que ha 0 <[ <’ <d—1
tais que

(%

$*+(_l7al_1): o

Seja ¢’ C R? a reta paralela a £ tal que U* := S* NH({") satisfaz U* + (—1',0) € H({D)
e (U* + (=1',0)) N £=Y £ §. Denotando, respectivamente, por est; e esty os periodos de

S*-i-(—l',al/—l) .

a|(fslul7“z)(az) e a|(ZSZ/Uﬁl’)(al/)7 escolha m € N tal que tanto U* + (=1, a; — 1) + mt;e2 quanto
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U+ (=, ay —1)+mtyes estejam contidos em (ESUF)(G). Tomando J := (=1, a;—1)+mteq

e J = (=U'yap — 1) + mtyes, em particular, ocorre

«

U+ = Qs (—lay—1) = Qv (1 ay—1) = Ay (3.3.6)

Recorde que da Proposicao m temos p — 1 = |Zg NS|—2 > 1. Como U* possui duas ares-
tas antiparalelas verticais, das quais uma é Conv(Zg NS), observe que toda reta vertical que

intersepta U* o faz em pelo menos p — 1 pontos. Considerando agora os conjuntos
Fyo= (FP U U (b)Y + T e Froo= (FPN U U {fue (Gr)}) +

defina as sequéncias £ = (& )r>0 € & = (£)r>0 pondo &, = (T"%a)|f, e & = (17*0a)|F,
para todo r > 0. Note que, das Afirmagoes [3.7] ¢ [3.9] segue que & e &’ sdo periddicas de pe-
riodos n,n’ < (%M; NS|] — 1. Assim, a igualdade em (3.3.6)) nos diz que & e £’ coincidem

em pelo menos |Zg N S|—2 entradas consecutivas e, portanto, como
n+n' —mde(n,n') < |lsNS|—2,

0 Teorema de Fine-Wilf implica que as sequéncias £ e & sdo iguais. Em particular, definin-
do F* := U,>o(U* + rez), temos que

Qx4 J = Q|p*y .

Admitindo d = ¢;;, a definico de d prediz que a configuracdo «|c é periddica de periodo
u:= (d,¢y;). Dado ¢’ = g+ J' € (F*+.J)N{Y, como ¢ + ey € (F*+ )N da igual-

dade acima segue que

Qg'tey = Qgtes+J’ = Agtes+J = Agtes+J+u:

Uma vez que g € F* N G’ e que diam,(U*) > d + 1, é facil ver que g + e5 + u € F*, donde
segue que g+ ex +u+ J € (F* + J). Logo, isto implica que

Qgtestutd = Qgtestutt = Qg'+tertu-

Temos entao ag e, = Qgrqe,+u. Portanto, a restricao de o ao conjunto
/ L * / 7(—1)
{¢+e:g €@ +7)nlVuk

¢ periddica de periodos u e reg para algum x € N. Por fim, denotando (v}, v) := t{ Uy, co-
mo d > 1ev) > 1, a escritura (dvh, — v{1);;)(kes) + vik u = dr(tUy) permite construir con-
junto que contém K estritamente e cuja restricao de a é periédica com periodos em £ N Z?
e ' NZ2%, o que viola a maximalidade de K.

Com relacdo & segunda afirmacio, como 8* + (=1, a; — 1) C (s, U F})(a;), da minimali-

dade de a; segue o resultado. O
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Sejam

Emi—d = Zmi—d+1l = <X 2y

os tltimos d + 1 pontos de 2y, z1, . . ., 2z, (preservando a ordenagao original). Para cada in-
teiro 0 < < d — 1, defina o vetor

Ul = Zm! — Zm/—d+1-

lﬁ,(c_l) e S\Zg C K, e seja S* a correspon-

Seja S uma translacdo de S satisfazendo ng =
dente translagdo de §*. Uma vez que 2,/ g4y € 2z, pertencem ao subconjunto de S\S* e
que Zﬁ; N (S\S*) = 0, ndo é dificil se convencer que S* 4+ u; C K para todo 0 <1 < d — 1

(mesmo quando zy_g4; € 0/ é:l)).
Afirmacao 3.11. Para cada 0 <1 < d — 1, supondo w; definido como acima, entao

(i) |{o

S 0SI<d=1}| =d,

(i) para todo v € {a|g.y,, 10 <1< d—1}, tem-se que N3(y) > 1.

Prova. Com relacao a primeira parte, suponha, por contradicdo, que ha 0 <l <l'<d -1
tais que

«

Sy - (3.3.7)
Como observado acima, temos que tanto S*+w; quanto S*+uy estdo contidos em K. Levan-

do em consideracao que « e [ coincidem em K, de (3.3.7) e do fato de [ ser verticalmente

periédica de periodo tyes, com tg < |ZS N S|—2, segue que

S~*+ul: a

6|F+ul: ﬁ|ﬁ+ul/7 (338)

onde F := U;ez(S + iey). Logo, como f3 é periddica de perfodo (d, ;) para algum 0 < i <
Jj <m'ed<diam(S) — 2, usando ([3.3.8) ¢ facil argumentar que  ¢é peridédica de periodo

Up — Uy = Zm!—d+l — Zm/—d+l-

Porém, pela construgao, a primeira coordenada do vetor u; — uy é positiva e estritamente
menor que d, o que contradiz a minimalidade de d.

Com relagao a segunda afirmagao, observe que a definicdo de u; = 2,y — 2y —q1q € 0 fa-
to de z,,y = fg(é_fg) garantem que S + u; ¢ K para todo 0 < I < d — 1. Logo, se Ni(v) = 1
para algum v € {«

G4y - 0 <1 < d— 1}, usando que S é n-gerador e que alc é periddica
de periodo tv}s, entdo, para g € E’,(C_l) N (S + ), terfamos que a restrigdo de o ao conjunto
KU{g+tvp :t >0} também seria periédica de periodo ¢,7y. Note que essa conclusao sé é
possivel porque |5 N (S +w)| > |l's NS|—1 mesmo quando |[llsNS|> |l'sNS|. Isto ocorre

porque, segundo a Proposigao [2.26], o paralelogramo de vértices

—

i5(05),i5(05) + ea, fs(75), fs(ls) + e
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estd contido em S. Eventualmente, poderia ser necessario considerar uma translacao S de
S + u; de modo que fs(%) € Z’,(C_l). Por fim, como

«

S*-‘rul = (TterQ)

5*+ul )
o fato de S ser um conjunto 7-gerador aliado a Ng(y) = 1 garantiria entao
a’{g+tﬁz,;t20} = (TterOé)‘{g—&—tﬁe/:tZO}a
o que violaria a maximalidade de K. U

Enfim, para gerar uma contradi¢do, é necessrio provar que as S*-configuracoes presen-
tes no item (i) da Afirmagao sao diferentes das S*-configuragoes presentes no item (i) da
Afirmagao [3.11} Uma vez que as configuragoes do item (i) da Afirmagao sdo elementos

de L(S*, ), para tal é suficiente entao provar o resultado abaixo.

Afirmacao 3.12. Para cada inteiro 0 < s < d — 1, tem-se que

()

5*¢ L(S*,ﬁ) Vi>a.
Prova. Suponha, por contradicdo, que existem inteiros 0 < s < d — 1 e i > a tais que

(T+a)

s€ L(S™, ). (3.3.9)

Recorde que f3 é periddica de periodos tyeq, com ty < (%]ZS NS[1—1< [lsNS|-2, e (d,y;)
para algum par 0 < i < 7 < m/. Assim sendo, a definicdo de B; C 8* garante que

VA, e L(S6), ls,=7"s,= 7 =7" (3.3.10)

Claramente (T*Yq)|5,€ L(Bqg, ). Uma vez que h' = tjiiy é um perfodo de alx, como
By+(—s,1) C K, ocorre (T*Vq)|p, = (T*+™" q)| 5. para todo m € N. Para m suficien-
temente grande fixado, temos By + (—s,i) +mh’ C K, donde segue que (797" q)|s. €

L(S*,3). Logo, do fato de a|x = S|k, resulta de (3.3.9) e (3.3.10|) que

(T(—s,i)a> = (T(—s,i)+mh’a)

S*-

Assim, considerando A := A=Y (173 UF )(a), a igualdade acima implica, em particular, que
as sequéncias a4 e (T™" a)|4 coincidem em pelo menos |ZS NS|—2 entradas consecutivas. Da
Afirmagao 3.9 segue que a sequéncia a4 ¢ periddica de periodo tey com ¢ < [%Mjg NS —1.
Portanto, como

t 4 tg — mde(t, o) < [0s N S|—2,

do Teorema de Fine-Wilf resulta a| = (T™" a)|4, 0 que contradiz a maximalidade de K. [J

Por fim, como L(S*, «) C L(S*,n), das Afirmacoes |3.10} |3.11] e 3.12 resulta que o niime-
ro de S*-configuracoes v € L(S*,n) distintas tais que N4() > 1 ¢ ao menos d+d = |S\S*|,

ou seja,

Py(8) = Py(8") 2 d + d = |S\S7],
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o que contradiz (3.3.1]) e, portanto, encerra a demonstragdo do Teorema . 0

A Proposicao 2.12] e o Teorema [3.1] permitem derivar periodicidade a partir de hipdtese

de carédter assintotico. Mais precisamente, temos o resultado a seguir.

Teorema 3.13. Dado n € A%, suponha que P,(T) < |T|+|A|—2 para algum T € FY?. Se
existirem A € SLy(Z), com A(er) € T —T ou Alex) € T —T, e C' > 1 tais que

Ppoa(Ryr) < C'vr + | A|-1
para todo k, T € N suficientemente grandes, entdo n € periodica.

Prova. Para fixar ideias, suponha que A(e;) € T — T, e seja /'€ Gy a reta orientada tal que
A(ey) = ¥y Como existe conjunto n-gerador contido em 7, a Observacao e a hipotese
de A(ey) € T — T permitem concluir que /'€ G, é uma direcio expansiva segundo X,. Lo-
go, se V= Zel € G; denota a reta orientada tal que Uy = e, entdo, pela Proposicao m
temos que Zel ¢ uma direcao expansiva segundo X, .4 = m. Uma vez que A(—e;) ¢
T — T, é claro que lzl também ¢ uma diregao expansiva segundo X4, donde decorre que
e, € Gy ¢ uma reta expansiva segundo X,;.4. Um caso particular da Proposicao afirma

que hé entdo conjunto quase-regular U € FY tal que

1
Proaltd) < 5 UI+A-1.

Portanto, o Teorema [3.1| implica que n o A é peridédica, donde, naturalmente, segue que n é

periddica. 0
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