Exame de Qualificacao

Resolva 4 das 5 questoes apresentadas. Explique suas
respostas detalhadamente. Cada questao deve ser re-
solvida em folha de resposta separadamente

1. Sejam Y7,...,Y,, uma amostra aleatéria da densidade

2 1 (log y)?
(27T))\yeXp{— 2)2 J

fly) =

comA>0eye(0,1).
a) Encontre o EMVUMYV de A\?
b) Obtenha a cota inferior de Cramer-Rao para 7(\) = \2.

2. Sejam X1,..., X,, uma amostra aleatéria de X ~ N(0,0?). Considere
os seguintes estimatores: 71 = | X; — Xs| e Th = \/(1/n) S X?

a) E T nao viesado para o ?

b) E T, nao viesado para ¢ ? Se nao, encontre um estimador T, que seja
nao viesado para o.

3. Seja X7, ..., X, uma uma amostra aleatéria de uma densidade U (6, 65).

a) Encontre os estimadores nao viesados, uniformente de minima variancia

de 91 [§ 92.

Para os itens seguintes suponha #; =0 e 6 =6 > 0.

b) Construa um intervalo de confian¢a para f com exatamente 95% de
confianca.

c) Verifique se existe um teste uniformemente mais poderoso para testar a
hipotese nula Hy : 0 = 6, contra a hipdtese alternativa H, : 6 # 6,
0y > 0, fixo e conhecido



4. O tempo de vida das lampadas de um certo produtor pode ser con-
siderada como tendo distribuicao exponencial com taxa de falha 6. Sera
realizado um experimento onde 3n lampadas deste produtor sao submeti-
dos a tensoes iguais a 11V, 200V e 300V, n lampadas para cada voltagem.
O experimento é realizado para testar se a taxa de falha é proporcional a
voltagem.

a) Dé um modelo estatistico, colocando as suposigoes adotadas.

Qual seria o modelo caso o experimento parasse depois de um tempo
to?

b) Dé dois testes assintéticos de nivel de significancia 5% para testar a
hipdtese.

9. Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatdria da distribuicao Rayleigh dada
por:

1 fx?
f(z]0) = 0x exp{—iﬁxg} e F(z|f)=1- exp{%}
comz >0ef>0.
a) Dé um intervalo de confianga 90% exato e outro assintético paray = 671

b) Considere agora a seguinte priori, p() o< 8 exp(—30), 6 > 0. (Dis-
tribuicdo Gama(a, 3).) Calcule a esperanca da posteriori da mediana
da distribuicao Rayleigh.
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Questao \ Pontos

1 2
2 2.5
3 1.5
4 2
5 2



Questao 1. Sejam Xi,---,X,, -+ independentes, onde a densidade de X, f, é dada por
7(m+l) 1 1
folz) =€ ngex>——e fplr)=0sex < ——.
n n
Defina 7, 1= Sttt

i. Verifique se existem: uma constante ¢ e uma fungao g tais que

Zn — 9(Zy) = ¢, quase certamente, quando n — oco.

ii. Em caso afirmativo identifique a constante c e a funcao g.

o 1

Hint: Para p real positivo, >~ , = é convergente se p > 1.



Questao 2. Sejam Xq,---,X,, - independentes e identicamente distribuidas. com distribuicao Weibull
de parametros A e k, sendo k > 1, ou seja com densidade

f(z) = k (f)k_le—(%)’“

quando z > 0 e f(x) = 0 em caso contrario. Prove que existe uma constante ¢ (identifique
em cada caso, esta constante) tal que:

(3) o ()

n

i.

— ¢, quando n — oo,

quase certamente e em probabilidade.

X1+ + X,

(%) = (%)

quase certamente e em probabilidade.

© — ¢, quando n — 0o,

Hint: Se X tem distribuigdo Weibull(}, k) entéo a fungéo geradora de momentos de X é

ST )k

n=0




Questao 3. Sejam Xi,---,X,, -+ independentes, onde a densidade de X, f, é dada por
7(m+l) 1 1
folz) =€ n sexZ—Eefn(m):Osex<—ﬁ.

Defina Z,, := X1 + - -- + X,,. Verifique se
Zn— E(Z,)
—_—
Var(Z,)

em distribuigao e quando n — co. Onde X segue uma distribuigdo Normal padrao: N(0,1).
Hint: Defina Y,, := X,, + %



Questao 4.

Sejam X1, ,X,, - independentes e identicamente distribuidos com distribuicao exponen-
cial de parametro a. Isto é f(z) = ae™**, > 0 e f(xz) = 0 en caso contrario. Seja

Vi i=max{Xy, -, Xp}, n>1.
Prove que existen sequencias numéricas {a, }n>1 € {bn}n>1 tais que se
W, :=a,V, +b,, n>1

verifica-se:
i. W, — W, em distribui¢do, quando n — oco. Onde W tem distribui¢do acumulada
Fy(w) =e™® " sew >0 e Fy(w) =0, em caso contrario.
ii. W,, — T, em distribuigao, quando n — co. Onde T tem distribuigdo acumulada Frp(t) =
e " set>0e Fp(t) =0, em caso contrario.

Hint: (1+ %)™ — €, quando n — oo.



Questao 5. Sejam X e Y varidveis aleatérias continuas e Cx y tal que
Cxy(u,v) = Prob(F(X) <u,G(V) <w), u,v € [0,1],

sendo F a distribuigao marginal de X e G a distribuigdo marginal de Y. Sejam «(-) e 8(-)
duas fung¢oes mondtonas e estritas em: Imagem(X) e Imagem(Y') respectivamente. Ambas
funcoes decrescentes. Prove que

Ca(x),80) (U, v) =u+v—14+Cxy(l —u,1—v),Vu,v € [0,1],

onde Cy(x),3(v)(, ") segue a mesma convengao especificada para Cx y (-, -).



