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1. (2 pontos) (a) Enuncie detalhadamente o Teorema da Função Impĺıcita e o Teorema da Função
Inversa (nos contextos mais gerais que você souber).

(b) Seja g : Rn → Rn uma função de classe C1 e suponha que exista M > 0 tal que

||g(x)− x|| ≤M ||x||2

para todo x ∈ Rn. Mostre que g é localmente invert́ıvel perto da origem e calcule Dg(0).

2. (3 pontos) Seja S(0, r) = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3;x21 + x22 + x23 = r2} a esfera centrada na origem
e de raio r.

(a) Calcule o maior valor da função f(x) = x21x
2
2x

2
3 com x = (x1, x2, x3) ∈ S(0, r).

(b) Mostre que se a, b, c são números reais não-negativos então (abc)1/3 ≤ a+ b+ c

3
.

3. (3 pontos) Decida se cada afirmação é verdadeira ou falsa, apresentando uma breve demonstração
ou um contra-exemplo, conforme o caso.

(a) O sistema de equações diferenciais
d

dt
x(t) = x(t) + (x(t))3,

d

dt
y(t) = −y(t) + (y(t))3,

(1)

definido em R2 admite soluções periódicas com peŕıodo T > 0.

(b) Se Q : Mn(R)→Mn(R) é dada por Q(A) = A2 então DQ(A)B = AB +BA.

(c) A função f : R2 → R2 definida por f(0, 0) = 0 e

f(x, y) =
xy(x2 − y2)
x2 + y2

, (x, y) 6= (0, 0),

é de classe C2 em R2.

4. (2 pontos) (a) Enuncie detalhadamente o Teorema de Stokes no contexto mais geral que você
souber.

(b) Seja B(n, r) a bola de raio r em Rn. Note que volB(2, r) = πr2 e volB(3, r) = 4
3πr

3, como
aprendemos no colégio. Mostre que volB(4, r) = 1

2π
2r4.

Dica: Sabemos que volB(4, r) =

∫
B(4,r)

dx ∧ dy ∧ dz ∧ dt. Parametrize a bola B(4, r)

por

(x, y, z, t) = F (σ, ψ, θ, φ) = (σ sinψ sinφ cos θ, σ sinψ sinφ sin θ, σ sinψ cosφ, σ cosψ),

com (σ, ψ, θ, φ) ∈ [0, r]× [0, π]× [0, 2π]× [0, π]. Use o Teorema de Stokes.

Observação: É verdade, mas você não precisa provar, que fixado um raio qualquer r > 0
temos volB(n, r)→ 0 quando n→∞. Reflita!

Justifique todas as suas respostas. Boa prova!


