Exame de Qualificacao — Doutorado em Estatistica

1* Parte: Inferéncia Avancada

22 de Fevereiro de 2018

Instrucoes:

. A prova é composta de 3 questoes, que devem ser respondidas de forma clara e completa.
. A duracao da prova ¢ de 3 horas.

. Nao é permitido consulta.

. Inicie cada questao em uma folha separada e coloque o seu nome completo e RA em cada

folha.

. Seja X = (Xq,...,X,,) um vetor de varidveis aleatdrias independentes, tais que X; ~
Poisson(# e°#), onde zi,...,2, sao constantes conhecidas, ndo todas iguais. Ou seja, a

funcao de probabilidade de X; é dada por

Fa (10, B) = exp{—0 7%} (6 =) (). 8508 R

Seja Y = (Y3,...,Y,) um vetor de variaveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas com distribuigdo Poisson(\), A > 0, e suponha X e Y independentes.

(a) Obtenha a estatistica de Rao—Escore QF (X) para testar a hipotese Hy : 3 = 0 versus

H, : 8 # 0. Especifique a regiao critica do teste de nivel assintotico a.

Z?:l i 5 — Z?:l Zi M, = Z?:1 27 o M. — Z?:l Lizi
3 - 9 - Tz T .

Sugestao: Defina z =
n n n n

(b) Para 5 = 0, determine o estimador nao viciado de variancia uniformemente minima
de (0 — \)2.

(c) Para = 0, considere A,(X,Y) a estatistica do teste da razdo de verossimilhangas

para testar Hy : 0 = X versus H; : 0 # A\. Mostre que
—21log Ap(X,Y) =2n | Xlog X +YiogY — (X +Y) logfy| ,

. X+4Y
onde 6y = *

. Especifique a regiao critica do TRV de nivel assintotico a.



2. Seja X = (X1,..., X,,) uma amostra aleatoria da distribui¢do exponencial deslocada, com

densidade de Lebesgue em R dada por
f(z]0) = e~ @9 Ip)(z), 0 € R.

Considere as estatisticas 7'(X) = Xy = min {Xy,..., X,,} e V(X) = X(n) — X1), onde
Xy =max{Xy,..., X,}.

(a) Mostre que T e V sdo independentes.
(b) Obtenha o estimador de maxima verossimilhanga de 6.

(c) Para n = 1, considere um modelo bayesiano em que a priori para 6 é a distribuigao
Gama(2,1), com densidade dada por m(0) = e~ I(g)(f). Encontre o estimador

de Bayes de 6, sob a perda quadratica. (Suponha X > 0).

3. Considere uma amostra aleatoria X = (Xy,...,X,,) de tamanho n de uma distribuigao

com densidade dada por

7016y = 222D 1 (), 0> 0,

onde g € R é conhecido.

(a) Para uma amostra de tamanho n e assumindo que 6 ~ U(0,1), determine a distri-

buicao a posteriori de 6.

(b) Para uma amostra de tamanho 1, encontre o estimador de Bayes com respeito a

perda L(6,a) = 6%(6 — a)?.

(c) Para f = 0 e uma amostra de tamanho n, obtenha um teste UMP de nivel a para

testar Hy : 0 < 6y versus Hy : 0 > 0,.



Exame de qualificagao, doutorado, 23/02/2018

Probabilidade

e Nao ¢ permitido consulta.

e [nicie cada questdo em uma nova folha. Use s6 um lado de folha. FEscreva
de maneira clara e organizada. Numere e identifique cada folha utilizada.

e FEnuncie todos o0s teoremas utilizados.

1. Seja p uma medida aditiva (pode nao ser g-aditiva) sobre uma algebra A.
Sejam A, Ag, ... € A, disjuntos e tais que A = U2, A; € A. Prove que p(A) >
221 1(A;).

2. Sejam A uma algebra e p(A) - a classe monétona gerada por A. Prove que

p(A) = a(A).

3. Seja 0 < r < o0, X,, € L" para todo n, X,, — X em probabilidade. Prove que
as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) a familia {|X,,|", n € N} é uniformemente integravel;

(b) X,, » X em L";

(¢) E(|Xn[") = E(IX]") < oo.

4 Sejam X, Xs,... v.a. independentes. Mostre que entao v.a. limsup X,, e

liminf X,, sdo degeneradas (constantes quase certamente, pode ser +00).

5. Sejam Xi, Xo,... v.a.iid. com EX; =0, Var X; = 1. Seja S, = X7 +--- X,,.
Prove que



