MMT719 - 1S 2018 - Exame de Qualificacao

Nome: RA:

Escolher itens cujo total de pontos possiveis nao ultrapasse 10,5 (existem 12 pontos disponiveis). Salvo mencao
em contrario, V' denota um espago vetorial sobre um corpo F. Todas as respostas devem ser devidamente
justificadas (contas sao justificativas). Bom trabalho!

1. Suponha que T seja um operador linear num espago vetorial real V' de dimensao finita cujos fatores invariantes
sao:
A =2t -1t -7)?°  fO=020C-1)%(t-7) e fi()=C-1)-)
(a) (0,5) Encontre os polindémios minimo e caracteristico de T'.

(b) (0,8) Encontre uma forma canénica de Jordan para T.

2. Seja T : R* — R* a transformacao linear dada por
T(x1, 29, 23,24) = (3x3 + 14,221 + 229 — a3 + 224, T3 + 4,314 — X3).

(a) (1,0) Encontre uma base de Jordan com respeito a T'.
(b) (0
1

,5) Calcule os fatores invariantes de T'.
(¢) (1,0) Descreva todos os subespagos T-invariantes.

3. Seja V o espago vetorial P2(R) dos polindémios de grau menor ou igual a 2 e considere as fungdes f; : V —
R,7=1,2,3, dadas por

(a) (0,8) Verifique que f; € V* parai=1,2,3 e que 8 = {f1, fa, f3} é base de V'*.
(b) (0,7) Encontre base « de V' de modo que f seja sua base dual.

4. Responda se cada uma das afirmacgoes abaixo é verdadeira ou falsa.

(0,5) Se V=V ®Va® @V, entdo V* é isomorfo a V;* @V, @ --- & V.
(b) (0,5) Se A € M, (R), existe P € GL,(R) tal que PAP~1 = A’
(0,5

5. Considere a forma quadratica em R?® dada por q(x,y,2) = 2(xy + 22z + yz) — (22 + y? + 2?) e seja ¢ a
forma bilinear simétrica tal que q(v) = ¢(v,v). Considere também o operador linear 7' em R? tal que
(T'(ei),ej) = P(e;, ej) para quaisquer 1 < ¢,j < 3 sendo {e1, ez, e3} a base candnica e (, ) o produto interno
usual do R3.

(a) (1,0) Encontre base 3 de R3 com respeito a qual as representacoes matriciais [T]g de T e [¢]z de ¢ sejam
diagonais.

(b) (0,5) Calcule a assinatura de ¢.
(c) (0,7) Dé exemplo de uma base v de R? tal que [¢], é diagonal, mas [T]] nao é diagonal.
6. Sejam V e W espagos vetoriais sobre F.
(a) (1,0) Mostre que existe unica transformagéo linear I' : V @ W — Homp(V*, W) satisfazendo

Fv@w)(f)=f(v)w  para quaisquer veViweW,feV".

(b) (1,0) Mostre que, se dim(V') < oo, I' é um isomorfismo.
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1. a) Sejam U C R™ um aberto e f : U — R™. Defina o que significa f ser diferencidvel em um ponto a € U.
b) Seja f : Myxn — My, dada por f(A) = A? onde M,,x,, denota o espaco das matrizes n por n (esse espaco

. . 2 . .
é naturalmente associado ao espago R™ ). Determine a derivada do mapa f.

2. Seja p um polinémio com coeficientes reais e grau(p) > 1. Defina a funcio f : R? — R2? por f(z,y) =
(p(z + y),p(z — y)). Prove que existe um conjunto aberto e denso de pontos de R? para os quais o mapa f

é um difeomorfismo local quando restrito a alguma vizinhanca de cada um desses pontos.
3. a) Enuncie o teorema da fungéo implicita.
b) Seja f : R™ — R um mapa suave e tal que y € R é um valor regular. Prove que f~!(y) é uma variedade e

calcule a dimensao desta variedade.

4. Prove que a 1-forma definida em R?\{0} dada por

—y z
w= dx d
r? +y? JrJc2+y2 v

é uma forma fechada, mas nao é exata.

5. a) Defina o que é uma variedade orientével.

b) Disserte sobre o teorema de Stokes (e.g. enuncie o teorema, dé uma aplicagao,...)
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Exercicio 1. (4pt) Responda verdadeiro ou falso para as afirmagdes abaizo,

dando uma demonstracdo ou um contra-exemplo para justificar cada resposta.
1. Todo conjunto compacto € fechado;

2. A exponencial compleza e = cost + isint fornece um homeomorfismo
entre o intervalo [0,27) e o circulo S';

3. Seja D? = {(z,y) € R? | 2% + y? < 1} o disco bidimensional. Entdo, toda
fungdo continua f : D* — D? possui ponto fixo;

4. Sepr : X XY — X € a projecao no primeiro fator, entdo p; € uma
aplicacdo fechada.

Escolha 3 das questoes abaixo para responder:

Exercicio 2. (2pt) Seja f : X — Y wma funcgdo qualquer. Sendo Y compacto
e Hausdorff, mostre que f € continua se, e so se, o grdfico de f,

I(f) ={zx f(z) |z € X}
€ fechado.
Exercicio 3. (2pt) Mostre que todo espago métrico compacto € sequndo contdvel.

Exercicio 4. (2pt) Seja p : E — B um recobrimento. Mostre que se B é
compacto e p~1(b) € finito para todo b € B, entdo E é compacto.

Exercicio 5. (2pt) Seja X um espaco topoldgico compacto e Y um espago
topolégico Hausdorff. Mostre que toda aplicacdo continua e bijetora f : X =Y
€ um homeomorfismo. Com base nisto decida se pode ezristir ou nGo uma curva
de Peano injetora.

Exercicio 6. (2pt) Mostre que um mapa f : S* — X, onde X é um espago
topoldgico arbitrdrio, € homotopico a wm mapa constante se, e so se, existe uma
extensio de f para o disco D?.



