Exame de Qualificacao - MM427 - 14/12 /2012

Todos os anéis considerados nesta prova sao comutativos com 1 # 0. Na prova Z e Q denotarao,respectivamente,
o conjunto dos ntimeros inteiros e dos niimeros racionais.

1) Faga cada uma das questoes abaixo.

a)(1,0) Seja S um Z-modulo finitamente gerado tal que Z C S C Q. Responda se é falsa ou verdadeira a
seguinte proposicao: Se Z # S, entdo S ndo é subanel de Q (justifique sua resposta)

b)(1,0) Sejam R = C[X7, -+, X,] o anel de polindmios em n variaveis sobre o corpo de nimeros complexos
C,IC Rumideal e ¥(I)={(ar, -+ ,an) € C" f(a1, -+ ,an) =0,Vf € I'}. Mostre que:
#(9(I)) = m < oo se e somente se 2 é um anel Artiniano com exatamente m ideais maximais.

c)(1,0) Sejam A um anel e I ,J ideais de A satisfazendo I + J = A. Mostre que: 4 ®4 4 = {0}.

d)(1,0) Dados um anelR e M um R-moédulo. Mostre que: Se ¢ : M — R é um homorfismo sobrejetor de
R-modulos entdo existe x € M tal que M = Ker(p) @ zR.

2. (3pts)(Dimensao de Krull) Seja A um anel.

a) Defina a dimenséo de Krul de um anel A.

b) Explique porque a dimensao de Krull de um anel local e noetheriano é sempre finita.
¢) Dé um exemplo de um anel A com dimensao de Krull infinita.

d) Se A = k[X,Y, Z] é anel de polinomios a 3 variaveis sobre o corpo k e g ¢ o ideal definido por p = (X2,Y Z).
Qual é a dimenao de Krull de %? Justifique sua resposta.

3 (3pts) Sejam R um anel e M um R-modulo. Mostre que:
a) Se N é submodulo de M e % =mR+...+m,Rentao M =mR+....+m, R+ N.

b) Se para todo m € M nao nulo tem-se que todo submodulo de % é finitamente gerado entao todo
submoédulo de M ¢é finitamente gerado.

¢) Sejam M, My dois R- submodulos de M. Mostre que:

c ) Mi+Ms> Mo
1 M; — MinMg*®

c3) Se M = My + M entédo ﬁ ~ Nﬂh X % Conclua que, neste caso, se M; N My = {0} entdo M é
M

noetheriano se e somente se A © MMQ também sao.

BOA PROVA
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Em todas as questoes, g denota uma algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo K algebricamente
fechado de caracteristica zero. Escolha questoes cujo total de pontos possiveis nao exceda 10 (existem
11,7 disponiveis). Respostas sem justificativas serdo desconsideradas. Bom trabalho!

1. (0,6) Enuncie o teorema de Engel

2. (0,6) Seja b a sub-algebra de gl, das matrizes triangulares superiores. Calcule a matriz da forma
de Killing de h com relagao a uma base de §.

3. Determine se cada uma das afirmacoes abaixo é verdadeira ou falsa.

(a) (0,6) O conjunto de todas as derivacoes internas de g é um ideal da algebra de todas as
derivacoes de g.

(b) (0,6) Toda representacao de dimensao finita de uma algebra de Lie soliivel é completamente
redutivel.

(c) (0,6) gl,, possui uma tnica decomposigao de Levi.

(d) (0,6) Se ¢’ = g, entao g ¢é semi-simples.

(e) (0,6) Se V e W sao representacoes de dimensao finita de uma &lgebra semi-simples, o
caracter de V. ® W é o produto dos caracteres de V e W.

(f) (0,6) Existe uma &lgebra de Lie semi-simples de dimensao 7.

(g) (0,6) Sejam A uma base para um sistema de raizes R, RT o corespondente conjunto de
raizes positivas e W o grupo de Weyl de R. Se o € A e 0 € W sdo tais que {(oq40) = £(0)+1,
entdo o~ () € RT.

(h) (0,6) Se g1, g2 sdo subdlgebras de g satisfazendo g = g1 @ go como espacos vetoriais, entao
a multiplicacdo estabelece um isomorpfismo de espacos vetoriais U(gy1) @ U(g2) — U(g).

4. (1,2) Seja g uma &lgebra de Lie solivel. Mostre que o conjunto das classes de isomorfismo das

representacoes irredutives de g estd em bijecao com com o conjunto dos funcionais lineares em
/

0/g’.

5. (1,2) Para a € g* considere T, : g — g por T, (x) = a o ad (z) e denote por I, a imagem de
To. Defina wy, : Iy x 1o — K por wq (B,7) = a([z,y]) se 8 =Ty (z) e v = T, (y). Mostre que
weq esta bem definida e é uma forma biliniear anti-simétrica nao degenerada em [I,. Conclua que
dim I, é par.

6. (1,5) Reconstrua o sistema de raizes de tipo G a partir de sua matriz de Cartan e determine o
comprimento do elemento mais longo de seu grupo de Weyl.

7. Sejam g = sly e V uma representacao de g. Para cada n > 0, denote por V(n) uma representacao
irredutivel de dimensao n + 1.
l )
(a) (1,2) Sejam V', V2 ... V! subrepresentacoes irredutiveis de V tais que V.= @ V7 e
j=1
considere [V : V(n)] := #{j : V7 é isomorfo a V(n)}. Mostre que [V : V(n)] ndo depende
da escolha das subrepresentacoes V7.
(b) (0,6) Dé um exemplo onde existe mais de uma escolha de decomposicao de V' como soma
direta de subrepresentacoes irredutiveis.
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1. a) (0,5 pt) Definir o Radical de Baer 3(R) de um anel R. Definir elemento fortemente
nilpotente de um anel.

b) (2 pt) Demonstrar que 5(R) coincide com o conjunto dos elementos fortemente nilpotentes
de um anel R.

2. a) (1 pt) Definir o grupo de Brauer B(F") de um corpo F. (Justificar que é um grupo!)
b) (1,5 pt) Mostrar que o grupo de Brauer B(Q) dos racionais contém uma infinidade de ele-
mentos de ordem 2.

3. a) (1 pt) Mostrar que o produto tensorial de duas dlgebras centrais simples sobre o corpo F'
€ de novo uma 4lgebra central e simples sobre F'. (Aqui as dlgebras sdo de dimensao finita sobre
F.)

b) (1,5 pt) Seja A central simples sobre F, dimr A < oo e seja 0 uma derivagdo de A (isto é
d € linear e d(ab) = d(a)b + ad(b) para quaisquer a, b € A). Mostrar que existe ¢ € A tal que
d(z) = xc — cx paratodo z € A.

4. (2,5 pt) Responder falsa ou verdadeira a cada uma das perguntas abaixo. Justificar as
respostas! (Resposta sem a devida justificativa ndo sera considerada.)

a) Se R € um anel artiniano a esquerda entdo o radical de Jacobson de I? € nilpotente.

b) O grupo de Brauer de um corpo ' pode conter subgrupos ciclicos infinitos.

¢) Se o anel R € artiniano a direitae 1 € R, entdo R € noetheriano a direita.

d) Se R € um anel semi-primo entdo todo ideal minimal (a direita) / de R tem a forma / = eR
onde e = ¢ é idempotente.

e) A dlgebra das transformacdes lineares de um espaco vetorial sobre o corpo £’ € simples.

5. (1 pt) Seja V' um espago vetorial de dimensao infinita sobre o corpo F', com base eq, es, ...}
definimos as transformacdes lineares = € y em V' como segue:

xiep \/Eekﬂ, y:ep — 0, Vi €po1 Ve,

para todo k > 1.

a) Mostrar que a subdlgebra A gerada por z e y dentro da dlgebra das transformacdes lineares
de V' contém a identidade.

b) A subdlgebra A € primitiva?

Boa Prova!
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Ao resolver cada questdo, enuncie os resultados utilizados.

1. Dado z € [a, b], prove que o conjunto
A, ={f €Cla,b]: f(z) >0}

é aberto em Cfa, b].

2. Seja £/ um espago normado, e seja ()72, uma sequéncia em E tal que

oo

Z |¢(x;)| < oo para todo ¢ € E'.

j=1
Prove que
sup |p(z5)] < o0.
n¢us1;§; !
3. Seja T : b — L(l2;€3) definido por
T((a)521)((§5)721) = (@&5)724
para todo ()32 € L € (§5)521 € Lo
(a) (0,5) Prove que T € L({oo; L(€2;42)).
(b) (1,0) Prove que [ T((a;)52,)[| = [l(a;)52. I
(¢) (0,5) Prove que o espago L(¢3;2) nao é separdvel.
4. Seja H um espaco de Hilbert, com produto interno (.|.). SejaT: H — H
uma aplicagao linear tal que

(Tzly) = (x|Ty) para todo z,y € H.

Prove que T é continua.



5. Sejam 1 < p < ocoel < g < oo indices conjugados, ou seja (1/p)+(1/q) =
1. Dada h € Ly[0,1], seja T}, : Lp[0,1] — L,[0, 1] definido por

Tw(f) = fh para toda f € L,[0,1].
(a) (0,5) Prove que T}, € L(L,[0,1]; L,[0, 1]).

(b) (1,5) Se T; € L(L,4[0,1]; Ly[0,1]) é o operador dual ou adjunto, prove
que
T} (g) = gh para toda g € L,[0,1].
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Atencgao: Esta prova contém 7 questoes. Escolha quatro questoes da
primeira pagina, e uma questao da segunda pagina.

1. Mostre que SU(n) é simplesmente conexo.

2. Seja G o grupo de Heisenberg, isto é, o grupo de Lie das matrizes
da forma

o O =
]
— QW

com z,y,z € R.

(a) Calcule Z(G).

(b) Escreva a expressao da medida de Haar de G nas coordenadas
(x,y, z) e nas coordenadas dadas pela aplicagao exponencial.

3. Seja P = G x, H um produto semi-direto em que G e H sao grupos
de Lie conexos e p : G — Aut (H) um homomorfismo diferenciavel.
Suponha que H seja unimodular. Mostre que se a algebra de Lie g de
G é simples entao P também é unimodular.

4. (a) Enuncie o Teorema de Cartan.
(b) Seja a € R\ Q e considere H < GL(2,C) o subgrupo das matrizes

da forma .
<€0 ega), teR.

O subgrupo H é um grupo de Lie?

5. (a) Descreva os grupos de Lie conexos abelianos. Quais deles sao
compactos?

(b) Mostre que a variedade diferencidvel R? admite exatamente duas
estruturas de grupo de Lie.



2

6. Para cada uma das afirmacoes a seguir diga se é verdadeira ou falsa,
justificando a resposta, no caso verdadeiro ou apresentando um contra-
exemplo no caso falso.

(a) Se G é um grupo de Lie conexo entao G é unimodular se, e s6 se,
tr (ad (A)) = 0 para todo A na algebra de Lie de G.

(b) Se G é um grupo de Lie conexo unimodular entao todo grupo de
Lie conexo H, localmente isomorfo a GG, também é unimodular.

(c) Seja 3(g) o centro da dlgebra de Lie g de um grupo de Lie G. Se
3 (g) = {0}, entao o centro de G se reduz a {1}.

(d) Seja G um grupo de Lie conexo unimodular. Entao, todo subgrupo
de Lie H C G também é unimodular.

7. Deé, se possivel, exemplos das situagoes abaixo. Justifique, caso nao
exista exemplo.

(a) Um grupo de Lie G cuja dlgebra de Lie g é soluvel e tal que a
aplicacao exponencial exp : g — G nao é difeomorfismo local.

(b) Um grupo de Lie G nao compacto e um espago homogéneo G/H,
que admite uma métrica Riemanniana G-invariante.

(c) Um grupo de Lie G que admite uma métrica Riemanniana bi-
invariante e um subgrupo fechado H C G tal que em G/H nao tem
métrica Riemanniana G-invariante.

(d) Grupos de Lie G e H conexos que nao sao isomorfos e tais que suas
algebras de Lie g e h sdo isomorfas e seus grupos fundamentais m (G)
e m (H) também sao isomorfos.
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Escolha 5 questoes entre as abaixo.

1. Construa explicitamente um retrato por deformacao do toro sem
um ponto na uniao dos seus circulos longitudinal e meridional.

2. Calcule a homologia de C' X (cone) e SX (suspensao) em termos da
homologia de X.

3. Mostre que dado k£ > 1, existe N > 1 tal que se n > N entao
m(SO(n)) = m(SO(n + 1)).

4. Seja X = (8% x RP3)#RP®. Calcule a homologia e a cohomologia
de X com coeficientes em Z, Z, e Q. Calcule ainda a estrutura do anel
de cohomologia.

5. Mostre que H;(X x S™) = H;(X) ® H;_,(X) para todo i,n (defina
H;=0sei<0).

Dica: Mostre que

Hi(X x S™) 2 Hy(X)® Hj(X xS, X x{xo}) e

Hi(X x S™, X x {xo}) = H, (X x S 1 X x {x0}).

6. Mostre que a inclusao i : A — X de um subcomplexo em um
complexo CW finito é uma cofibragao.



