Exame de Qualificagao Grupos de Lie 04 Julho 2014
Nome:

1. Seja G um grupo de Lie conexo com &algebra de Lie g. Tome elementos X,Y € g
que geram g (isto é, X e Y nao estao contidos em nenhuma subélgebra prépria de
g ou, o que é equivalente, os colchetes sucessivos entre X e Y geram g). Mostre que
0s grupos a l-parametro exptX e exptY geram G.

2. Sejam G um grupo de Lie conexo e simplesmente conexo e h C g um ideal de
codimensao 1. Mostre que (exp b) é fechado.

3. Seja GG um grupo compacto nao abeliano. Mostre que a aplicagao exponencial em G
nao é difeomorfismo local.

4. Sejam G um grupo de Lie conexo e H um subgrupo fechado. Seja também K um
subgrupo compacto e suponha que dim K — dim (K N H) = dim G/H. Mostre que
K age transitivamente em G/H.

5. Para cada uma das afirmagoes a seguir diga se é verdadeira ou falsa, justificando a
resposta.

(a) Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie g. Mostre que se a dlgebra
derivada g’ = [g, g] coincide com g entdo G é unimodular.

(b) Seja K um grupo de Lie compacto e conexo. Entao, o grupo afim Af (K)
também é compacto.

(c) Se G e H grupos de Lie conexos localmente isomorfos (isto é, suas dlgebras de
Lie sdo isomorfas) e seus grupos fundamentais 71 (G) e m (H) sao isomorfos
entao G' e H sao isomorfos.

(d) Seja G um grupo de Lie conexo e denote por G seu recobrimento universal. Se
G é compacto entao o grupo fundamental de G ¢é finito.
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Observacgao: E proibido desgrampear as folhas da prova. Respostas sem justificativas, ou que nao
incluam os cédlculos necessarios, nao serao consideradas. Desejo-vos uma boa proval

(1) (1.5 pontos) Seja C[0, 1] espago de funcdes f : [0,1] — R continuadamente diferencidveis.
Seja || f]l := | flloo + ||f'[loo, Para toda f € C[0,1]. Mostre que || - || define uma norma em
C0,1] e (CY[0,1];| - ||) é um espaco de Banach. Mostre também que (C[0,1], || - ||eo) néo
¢ de Banach.

(2) (2 pontos) Seja (X, || - ||) espago de Banach. Sejam M; e M dois subespacos fechados de
X tal que M7 N My = {0}. Mostre que M; + My é fechado se e somente se existe uma
constante o > 0 tal que

lzll <allz+yll,  VaeM eVye M.

(3) (2 pontos) Seja X espago vetorial normado sobre R de dimensao infinita. Prove que a
esfera unitaria S = {z € X : ||z|| = 1} é nunca fechada na topologia fraca o(X, X*). Qual
¢é o fecho de S nesta topologia?

(4) (2 pontos) Seja H := L*([0, 3];C) espaco de Hilbert de funcdes definidas em [0, 5] com
valores em C. Para todo K(z) € C([0, 3]; C) defina um operador Tk : H — H por

(Tx f)(z) = K(x)f(z),  feH.

(a) Mostre que Tx € B(H).

(b) Encontre o adjunto T}, de Tk.

(c) Mostre que para K(z) =1+ z, Tk € inversivel.
(d) Para K(z) = x, encontre op(Tx) e o(Tk).

(5) (a) (1 ponto) Seja H espago de Hilbert complexo. Sejam Ay, A; € B(H) operadores pos-
itivos. Mostre que A;As é positivo se e somente se A; e Ay comutam.

(b) (1.5 pontos) Seja H espaco de Hilbert separdvel. Dado uma sequencia {\,} tal que
An — 0, prove que existe um operador compacto 7" tal que o(T) = {\,} U {0}. Sob
qual condicao este operador fica auto-adjunto?
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Incluir na prova todas as contas feitas nas resolugoes. Respostas nao acompanhadas de argumentos
que as justifiquem néao serdo consideradas.

Bom Trabalho!

1) Seja (X, E) um complexo CW e denote por «; ao ntmero de i— células em E. Mostrar que a
caracteristica de Euler é dada por
X(X) = (-1)'a

i>0
onde x(X) = Zizo(fl)iposto(Hi(X)).
2) Seja p : X — X um espaco de recobrimento e n > 2. Provar que p, : m,(X,2y) — m,(X, x0) é um
isomorfismo.

3) Sejam X, Y complexos CW finitos, conexos, de dimensao n e com exatamente uma n-célula.

i- Mostre que H,,(X) é zero ou isomorfo a Z,
ii- Mostre que se H,,(X) ~ Z entdao H, _1(X) ~ H,_1(X" 1) onde X"~ ! é o n — 1 esqueleto de X.
ili- Mostre que se H,(X) ~Z ~ H,(Y) entao
H (X))@ Hp(Y) se 0<k<n
Hi(X{Y) = Z se k=0,n
0 c.c
4) Calcular H,(CP™) parap =1,...,2n.
5) Provar verdadeiro ou falso
a- CP? ndo é homotopicamente equivalente a S2 v S*.
b- O funtor H;(-,Z) classifica as variedades fechadas de dimensao 2.
c- Seja Ga.4 a variedade de Grassmann de 2-planos orientados em R*. Entao m(Gau) = 0 e
7T3(G2;4) =7Z X 7.
d- 7T13(SO(15)) =0.



