EQM - MM 453 - Topologia Geral - 13/07/2012

RA /Nome:

Faca somente 5 das 7 questoes abaixo.

1. Seja X = {zy,...,2,} um conjunto finito com n > 2 elementos.

(a) Mostre que podem ser definidas pelo menos n + 1 topologias nao-
homeomorfas em X.

(b) Para n = 2, descreva todas as topologias nao-homeomorfas que
podem ser definidas em X.

Curiosidade: Para n = 5, existem exatamente 6942 topologias nao-homeomorfas
em X.

2. Para a,b € Z, b > 0, considere N,;, = {a + nb; n € Z}.

(a) Mostre que a familia {N,,} é base de uma topologia 7 em Z.
(b) Mostre que, em 7, cada conjunto N, ¢ fechado.

(c) Mostre que T é Hausdorft.

3. Seja X um espaco topoldgico e f : X — R uma funcao continua
tal que f(z) =0 para todo x € D, onde D C X é um conjunto denso.
Mostre que f(z) =0, para todo = € X.

4. Seja X um espacgo topologico normal, e A, B dois fechados disjuntos
de X. Prove que existem abertos U,V de X taisque ACU, BCV e
unv =10

5. Mostre:
(a) Um subespago fechado de um espago topolégico compacto é com-
pacto.

(b) Um subespago compacto de um espago topolégico de Hausdorff é
fechado.

6. Seja O(n), n > 2, o conjunto das matrizes A, de dimensao n x n,
tais que AA" = A'A = Id. Considere O(n) como subespago topoldgico
de R™. Mostre que O(n) é compacto e desconexo.

7. Seja f :[0,1] — S™ (n > 2) um lago em zy. Assuma que f é
homotépico a um lago g : [0,1] — S™ em xy que ndo é sobrejetor, e

prove que 7 (S™) = {0}, para n > 2.
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1. Questao. SejaU C R"abertoe f : U — R diferenciavel. Mostre que se |-

para todox € U ei =1,...,n, entdo () é limitado quando 2 C U é limitado e convexo.

L)< m

2. Questao. Seja f : (a,b) — R uma funcao de classe C? e seja ry € (a,b) um ponto
critico de f. Mostre que se f”(x) < 0 para todo x € (a,b), entdao xo é ponto de maximo
global. Este é o tinico ponto em (a, b) onde f(x) assume seu méximo global?

3. Questao. Demonstre o teorema da aplicagao inversa, usando o teorema do posto.

4. Questao. Seja ) C R? um aberto conexo e limitado tal que S = 9 é uma superficie
de classe C.

(a) Seja F:R® — R? uma aplicagdo de classe C'. Usando o Teorema de Stokes (em sua
forma mais geral), mostre que

/dz’v(F)dx :/ (F'-n)dS (Teorema da Divergéncia).
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(b) Seja u : R? — R de classe C?. Mostre que

/Aud:r:/ %dS,
Q a0 On
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onde Au = 2?21% e g—z denota a derivada de u na dire¢ao do vetor normal a 0f).
i

5. Questao. Sejam w; e wy 1-formas de classe C' em R3. Se wy(x) # 0 para todo = € R3
e w; Awy =0, entdo w; = fws, onde f: R? — R é uma funcao de classe C*.



