Exame de Qualificacao do Mestrado

Topologia Geral

06,/12/2013

Ao resolver cada questao, enuncie cuidadosamente os resultados utiliza-
dos.

1. Seja X um espaco T3, ou seja um espaco 17 regular. Dados a,b € X,
com a # b, prove que existem abertos U e V em X taisquea € U, beV e
unv =19.

2. Seja X um espago topoldgico. Seja {A; : i € I} uma familia de
subconjuntos fechados de X tal que ()..; A; # 0. Seja U um subconjunto
aberto de X tal que

el

(AicU.

iel
Dado um subconjunto compacto K de X, prove que existem iy, ..., 4, € [ tais
que

KNA,n---NA, cU.

3. Seja X um espago topolédgico. Seja {S; : ¢ € I} uma familia de
subconjuntos conexos de X. Seja S um subconjunto conexo de X tal que
SN S; # 0 para cada i € I. Prove que o conjunto

Squ&)

é conexo.



4. Prove que os espagos X e Y nao sao homeomorfos entre si nos seguintes
casos:

(a) X =[0,1], Y =S
(b) X =10,00), Y = (0, 00).
(¢) X =R, Y = R2.

5. Um conjunto X C R" é dito xg-estrelado (xy € R") se
(1 —t)zo +tx € X para todo z € X, t € [0,1].

Prove que cada fungao f € C'(X;Y') é homotdpica a uma fungao constante
nos seguintes casos:

(a) X é um subconjunto zg-estrelado de R™ (zp € R") e Y é um espago
topoldgico.

(b) X é um espaco topoldgico e Y é um subconjunto yp-estrelado de R"
(yo € R").



Nome:

RA:

Departamento de Matematica - IMECC - Unicamp
Exame de Analise no R" — 09 de dezembro de 2013.

1. Questio. (2.0) Sejam f e g duas fungdes diferencidveis em uma vizinhanga de 0 € R”. Suponha que f(0) =
e que (Vif)(0) = (V+g)(0). Seja h uma funcdo definida em uma vizinhanca Q de 0, tal que, f(x) < h(x) <

2(0)
g(x)

em Q. Mostre que A ¢ diferencidvel em x = 0.

2. Questao. (1.5) Seja R™ o conjunto das matrizes reais (X;;)nxn. Seja f : R™ — R definida por f(x) = det(x).
Mostre que os valores maximo e minimo de f na esfera

inz,j =n
ij

sdo 1 e —1, respectivamente, os quais sdo atingidos em matrizes ortogonais.

3. Questao.

(a) (1.5) Demonstre o teorema da aplicag¢do implicita usando o teorema do posto.

(b) (1.0) Mostre que se f : R — R é de classe C', entdo f ndo pode ser injetora.

4. Questio. (2.0) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Mostre que o gréfico de f, definido por

Gr={(x,f(x) eR* x € [a,b]},

¢ um conjunto de medida nula em R2.

5. Questao.

a)

b)

Seja Q C R? um aberto conexo e limitado tal que d é uma superficie de classe C**. Mostre que se u: R? — R

é de classe C? entiio X
| dudx= | Vu-nds,
Ja 2Q

3 8214
A=Y ==
“=Loe

=

onde

e n denota a normal exterior a Q. (Sugestdo: escreva Au como o divergente de um campo).

Represente por E(#,x) um campo elétrico e por B(z,x) um campo magnético, ambos suaves e aplicados em
um ponto (,x) € R, x R3. Um principio basico de eletromagnetismo nos diz que

JB
VXXE: _y,

onde V, x E é o rotacional de E calculado somente na varidvel x € R®. Suponha que C seja uma curva simples,
fechada, suave por partes e orientada no sentido anti-horario. Demonstre que se S for qualquer superficie com
dS = C e orientada com normal n compativel com a orientagio da curva (S estd, assim, orientada no sentido

positivo), entdao
fE-dr: 9 /B-ndS.
c at Js

Observacao: a integral da esquerda representa integral de linha sobre C.

Boa Prova!















Exame Qualificacio - Algebra Linear - 15/012/2013

Nesta prova Q,R e C denotarao respectivamente os niimeros racionais, reais e complexos. Também
denotaremos por M, (K) o conjunto das matrizes n X n com entradas no corpo K e por
GL,(K) C M, (K) o subconjunto das matrizes invertiveis.

Escolher questoes cujo total de pontos possiveis seja 100. Respostas sem justificativas serao
desconsideradas.

1. Responda cada uma das questoes abaixo justificando suas respostas com detalhes.

a) Responda falso ou verdadeiro a cada uma das afirmagoes abaixo:

a;)(5pts) Seja A € M, (R). Existe P € GLy(R) tal que P~' AP ¢é diagonal se e somente se existe P e GL,(Q)
tal que P~'AP é diagonal.

a2)(5pts) Seja f: R™ x R™ — R uma forma bilinear e alternada. Se A € M,,(R) é a matriz de f numa base 3
de R™ e n é impar entéo det(A) = 0.

2 0 0 2 1 0
b)(10pts) Verifique se A, B € M3(R) sao semelhantes ou ndo,onde A= 1 1 1 |eB=| 0 2 0
0 -1 3 0 1 2

¢)(10pts) Sejam K um corpo, V um K-espago vetorial , T': V' — V um operador linear injetor e W C V' um
subespaco vetorial T-invariante. Mostre que : T : % — % definido por T(v + W) = T'(v) + W é um operador
linear bem definido e, mais ainda, se a dimensao de W ¢é finita entdo T tambem é injetor.

d) (10pts) Sejam V = C* e T : V. — V um operador linear injetor. Sabendo que dados 0 # z € C e um
ntmero natural k > 1, o polinomio X* — z € C[X] tem k raizes distintas duas a duas, mostre que: Se existe
um nimero natural m > 1 tal que T™ é diagonalizavel entao T' é diagonalizavel. Mais ainda exiba um exemplo
de um operador T : R? — R? para o qual o resultado nio ¢ verdadeiro (ie, existe m > 1 com T™ diagondlizavel
;mas T nao).

€)(10pts) Sejam V = C" com produto interno [, | e T : V. — V um operador linear normal em relagdo ao
produto interno dado. Mostre que: Se todo auto valor de T é real e estritamente positivo entao 1" é operador
positivo (ie, para todo 0 # v € V tem-se que 0 < [v,T'(v)]).

2. Sejam K um corpo, V e W dois K-espagos vetoriais de dimensao finita n e m respectivamente.

a)10pts Enuncie a propriedade universal que define o espaco vetorial V @ W e mostre que: Se S : V — V é um
operador linear entao existe uma tnico operador linear S® I : V@ W — V ® W que satisfaz: para quaisquer
veVeweW, S@Ivew)=Sw) ®w.

c)10pts Seja T : V — V um operador linear. Mostre que:

c1) Se g(X) € K[X] entao g(T®1)=g(T)®I.

c2) Se f(X) € K[X] entdo f(T) = 0 se e somente se f(T' ®I) = 0. Conclua que T é diagonalizavel se e somente
se T'® I é diagonalizével.

3. a)7pts Seja T : RS — RS um operador linear com polinémio caracteristico fr(X) = (X — 1)3(X — 2)3.
Afirmamos que se o polinémio minimo de T é pr(X) = (X — 1)%(X — 2) entdo a dimensdo do espago dos
auto-vetores de T' é igual a 5. Pergunta-se: Tal afirmacao é falsa ou verdadeira?

b)13pts Seja T : R* — R* definido por T(z,y, z,w) = (v +y—22,2x+y+ 2w,z + 2z +w, —y+ 2z +w). Sabendo
que o polindmio caracteristico de T'é fr(X) = (X —1)* encontre a forma de Jordan de T e uma base de Jordan.

4.a)8pts Sejam K um corpo , f: K™ x K™ — K uma forma bilinear, A, B € M,,(K) duas matrizes simétricas.
A afirmac@o A e B representam f (ie, existem bases a e § de K™ com [f]o = A e [f]s = B) se e somente se A
e B sao semelhantes é falsa ou verdadeira?

b)12pts Seja f(z,y, z) = 322 + 3y? + 322 + 2v/22y + 2v/2x2 uma forma quadratica definida sobre R3. Encontre
uma matriz ortogonal U de forma que a troca de variaveis (2) = U(ié) sstisfaca f(r1, 22, 23) = ax? + bad + ca3,

z

para convenientes a, b, ¢ € R.

Boa Prova



