Exame de Qualificacao — Doutorado em Estatistica
Inferéncia Avancada
25 de Fevereiro de 2016

Instrugoes:

. A prova de Inferéncia Avancada é composta de 3 questoes que devem ser respondidas de

forma clara e completa.
. Nao é permitido consulta.

. Inicie cada questao em uma folha separada e coloque o seu nome completo e RA em cada
folha.

. Valores das questoes: 1) 3,3 2) 3,3 3) 34.



1. Sejam X1,..., X, varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com
distribui¢do uniforme em (0, #), onde 6 > 0 é um parametro. Considere X = (X,...,X,),

e defina as estatisticas

onde X1y = min{Xy,..., X} e Xy = max{Xy,..., X, }.

(a) Mostre que T' e V' sao independentes.

(b) Prove que T'/6 é uma quantidade pivotal, e obtenha um intervalo de confianca (1—«)

para 6 baseado nessa quantidade pivotal.

2. Sejam X,..., X, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com

distribui¢ao Beta(d, 1), ou seja, cada observacao tem densidade de Lebesgue dada por

fo(x) = 02" T (@),

onde € > 0 é um parametro. Considere X = (X1,...,X,,), e defina as variaveis aleatorias
Y, =—0logX;, i=1,...,n.

(a) Determine a distribui¢ao de Y;.
(b) Encontre o estimador nao viciado de variancia uniformemente minima de g(#) = 1/6.

(c) Obtenha um teste UMP de nivel o para testar Hy : 6 < 1 versus H; : 6 > 1.

3. Considere X uma variavel aleatoria com densidade de Lebesgue f(:|n, ) onde 5 > 0 e

n >0,

flatn8) =2 (2)" exp (= @/0)) Tom o)

Observe que I'(r) = [ e " t"dt e que E(X") =n"T'(1 + 5) para 1 > 0.
3.1. Supondo 8 = [, conhecido, determine o estimador nao viciado de varidncia unifor-
memente minima para 7™, e calcule a variancia do estimador achado com base numa

observacao de X, digamos x. Generalize esse resultado para n observacoes z1,...,x,

de uma amostra aleatoria de X.

3.2. Considere a familia das distribui¢oes Inversa de Gama IG(a,b), a > 0, b > 0,

a

I'(a)

Se 1 tem uma priori IG(1, by), assumindo 5y = 1, entao: (a) mostre que a distribuigao

(a b
f(z]a,b) = 2~ exp < — E> I0,00) ().

a posteriori de n é dada por
nlx ~ IG(2,x + by).

Nesse caso, (b) compute o estimador de Bayes para n sob a perda quadrética.



Exame de Qualificacao — Probabilidade
Doutorado em Estatistica
Fevereiro de 2016

Instrucgoes:

1. A prova de Probabilidade é composta de 3 questoes que devem ser respondidas de

forma clara e completa.
2. Nao é permitido consulta.

3. Inicie cada questao em uma folha separada e coloque o seu nome completo e RA em

cada folha.



1. Define, o que significa que a familia (Y,,,n > 1) é uniformemente integravel. Quais

condicoes suficientes para a integrabilidade uniforme vocé pode apresentar?
(a) Sejam X, X5, X3,... v.a. i.i.d., com EX; =0 e Var X; < co. Denote
Y, =nY3(X, 4+ + X,).

Mostre que a familia (Y,,,n > 1) é uniformemente integréavel.

(b) Sejam (X,,n > 1) e (Y,,n > 1) duas familias uniformemente integraveis de

v.a. Prove que (X, + Y,,n > 1) é uniformemente integravel.

2. Seja (X,,) uma sequéncia de v.a. independentes tais que P[X,, = n??%] = 1 - P[X,, =
0] = # O que podemos dizer sobre a convergéncia em probabilidade da sequéncia
(X,)? Em distribuicao? Em L, (a resposta pode depender de p)? Quase certa-
mente? Identifique lim sup X,, e liminf X, q.c.

3. Sejam (Z,) v.a.i.i.d. com a distribuigdo Normal Padrao. O que podemos dizer sobre

a convergéncia q.c. das seguintes séries?

© 3 2
W Y
(0 3



