Exame de Qualificacao de Probabilidade
Mestrado em Estatistica
09 de agosto de 2013

Instrugoes:

1. A prova é composta de 5 questdes que devem ser respondidas de forma clara e

completa.
2. A duracao da prova é de 4 horas.
3. Nao é permitido consulta.

4. Inicie cada questao em uma folha separada e coloque o seu nome completo e RA em
cada folha.
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1. Sejam A;, As, ... eventos em um espaco de probabilidade tais que A, T A quando

n — 00, ou seja,
o0
A, CA,.yparatodon>1 e A= U A,.
n=1

Suponha que B é um evento independente de A, para todo n > 1. Prove que A e

B sao independentes.

2. Seja (X,Y) um ponto escolhido aleatoriamente no quadrado (0,1) x (0,1). Defina
Z =XY.

(a) Mostre que a densidade de Z é dada por

fz(z) =

—logz se < z<1,
0 caso contrario.

(b) Determine F(X |Z = z) para 0 < z < 1.

3. Sejam Xy, X, ... variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas,

CcOoI1

(a) Qual a probabilidade de que a seguida ‘10’ seja observada infinitas vezes na

sequéncia?

(b) Seja N o numero de 0’s e 1’s até que apareca a seguida ‘10’ pela primeira vez.

Determine o valor esperado de N.

4. Sejam Xy, Xo,... varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas,

com média p e variancia o? finita e positiva. Para n > 1, defina

2 n
Y= —"—"— k X.
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Mostre que Y,, — pu em probabilidade quando n — oo.

5. Seja {U,}n>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas, com distribui¢ao uniforme em (0, 1), e defina

n

Yo = ([Ju) ™"

i=1
(a) Mostre que a sequéncia {Y, },>1 converge quase certamente para uma cons-

tante ¢ e encontre o valor de c.

(b) Prove que v/n (Y, — ¢) converge em distribuigio, apresentando a distribuicao

limite.



