Exame de Qualificagao (mestrado.2012.1) — Probabilidade

1. Considere dois eventos A, B. Seja (A, )n,eny uma sequéncia de eventos tais que,
para todo k € N se verifica Ao, = A, Agr1 = B.

e Calcule limsup,, . A4,.
e Calcule liminf, _,.. A,.

e Em que caso limsup,, .. A, = liminf, , A,7

2. Sejam X1, Xo, ..., X, v.a. i.i.d. Uniformes [0, 1]. Sejam

U= min X, V = max X,.

1<k<n 1<k<n

Calcule a densidade conjunta de U e V.

3. Sejam X, Xo,... va.iid., EX; =0, IEXl2 =1 Seja S, =X;+---+X, e
seja F, a o-dlgebra gerada por X1, X», ..., X,. Calcule E(S2,, — S2 | F,).

n

4. Verifique se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras ou falsas (prove ou dé um
contra-exemplo):

a) se X,, — X em probabilidade, entao X,, — X — 0 em probabilidade;

(
(b

se X,, = X em distribuicao, entao X,, — X — 0 em distribuicao.

(c) se X, = X em L,, entdo X,, — X em probabilidade.

)
)
)
(d) se X,, — X em probabilidade, entao X,, = X q.c.

5. Sejam X7, Xy, ... v.a. independentes, X,, é uniforme no intervalo [—/n, J/n].
O que podemos dizer com relacao a Lei Forte dos Grandes Numeros e o Teorema,

Central de Limite para esta sequéncia? Caso algum destes fatos se verifique, o for-
mule explicitamente para a sequéncia em questao (especificando os parametros).



Exame de Qualificagao (mestrado.2012.2) — Probabilidade

1. Calcule a densidade de v.a. Z = X + Y, onde X,Y sao v.a. independentes,
X ~U[-1,1, Y ~ Ezp(1).

2. Seja (X,,n > 1) uma sequéncia de v.a. ndo negativas, e tal que X,, — 1 q.c.
quando n — oco. O que podemos dizer sobre a sequéncia (EX,,n > 1)7 E se
tivermos a informagao adicional que (considere (a), (b), (c) separadamente)

(a) X,41 > X, q.c. para todon > 17
(b) Xn+1 < X, q.c. para todo n > 17
(¢) (Xn,n > 1) é uniformemente untegrével?

(Obs.: enuncia os teoremas utilizados.)

3. Seja (Q, F,P) um espago de probabilidade, A C F uma sigma-algebra, e X
uma v.a. integravel.

(i) Dé a definigao da esperanga condicional E(X | A). Enuncie o resultado que
nés permite provar a existéncia da esperanca condicional.

(ii) Prove que, se X é A-mensurédvel e E(X1,4) = 0 para qualquer A € A, entdo
X =0q.c.

4. Seja pg > 0 um parametro. Dé um exemplo de uma sequéncia de variaveis
aleatérias (X,,n > 1) tal que X,, — 0 em LP para p < pp, mas X,, ndo converge
para 0 q.c. e em LP para p > py.

5. Sejam X7, Xy, ... v.a. independentes, X,, é uniforme no intervalo [—/n, /n].
O que podemos dizer sobre as Leis Fraca e Forte dos Grandes Numeros para esta
sequéncia (caso o respetivo resultado valha, o formule explicitamente)?



