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EXAME DE QUALIFICACAO PARA O MESTRADO EM ESTATISTICA

EXAME de INFERENCIA

07 de Janeiro de 2010

Instrucoes
1. A duracao do exame é de 4 horas.
2. Nao é permitida consulta.

3. Resolva quatro (4) das cinco (5) questoes propostas. Indique na seguinte tabela quais

questoes foram escolhidas.

Questao |1 2 3 4 5

4. Cada questao tem a mesma pontuacao.

5. Inicie a resolucao de cada questao em uma nova folha. Use somente um lado de cada

folha.
6. Escreva de maneira clara e organizada.
7. Justifique suas respostas.

8. Numere e identifique cada folha utilizada.

Tranquilidade e Bom trabalho



Questao 1

Seja X uma tinica observagao da densidade f(x,0) = 0297115 1)(x) onde 6 > 0

(a) (8 ptos) Encontre uma quantidade pivotal e a use para construir um IC para 6.
(b) (9 ptos) Encontre um IC melhor do que (Y/2,Y), dado que Y = —log(X)

(c) (8 ptos) Existe um teste UMP de tamanho « para testar
Hy:0>2vs H,:0<27?
Se existir tal teste determine-o.

Questao 2

Suponha que n pecas de equipamentos sao submetidas a teste e que suas taxas de
falhas X7, ..., X, formam uma a.a. da densidade exponencial com valor esperado 1/6.
Queremos estimar a probabilidade de falha anticipada, isto é, 7(0) = P(X; < k) para
algum k fixo.

(a) (15 ptos) Encontre o ENVUMYV para 7(0).

(b) (10 ptos) Encontre um intervalo de confianga assintético para 7(0).

Obs. ﬁ ~ Beta(l,n — 1)
Questao 3
Sejam Xi,...,X, eY,..., Y, duas amostras aleatérias independentes das densidades
N (s, 0%) e N(u,,0?), respectivamente.

(a) (8 ptos) Encontre o ENVUMYV para ji, — .

(b) (17 ptos) Deseja-se testar a seguinte hipdtese:

Hy: py = po vs Hy @ iy # o

Encontre o teste de Razao de Verossimilhanca Generalizado de tamanho « e sua

distribuicao.



Questao 4

Seja X, ..., X, uma a.a. da densidade N(6,6?) com 6 > 0. Para este modelo ¢S é um

estimador nao viciado para 6, onde

IR () B T
c= VAT (n)2) , S —n_liz::l(Xz X)~.

(a) (6 ptos) Demonstre que para toda constante a, o estimador T, = aX + (1 —a)(cS)

¢ um estimador nao viciado para 6.
(b) (9 ptos) Encontre o valor de a que produz o estimador 7;, com menor variancia.

(c) (10 ptos) A estatistica (X, S?) é suficiente e completa?

Questao 5

Seja X1,...,X, uma a.a. da densidade Gamma(p, 1/6) com p conhecido, isto é,

o) 0

(a) (8 ptos) Seja p = 1. Encontre o teste mais poderoso de tamanho « para testar

Hy:0=0y vs H,:0=460,, com 6t > 0,.
(b) (9 ptos) Encontre um teste UMP para testar Hy: 0 < 6y vs H,:0 >0,

(c) (8 ptos) Encontre o estimador de Bayes, com p = 1, supondo perda quadrética

para 0 e assumindo uma densidade a priori § ~ Gamma(a, [3).
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Questao 1

(a) (6 ptos) Seja X uma tnica observagao da densidade

6(3379)

f(%e):m,

e R, zeR.
Encontre o teste mais poderoso de tamanho « para testar,
Hy:0=0vs H, :0=1.
(b) (7 ptos) O teste encontrado em (a) é UMP de tamanho « para testar
Hy:0<0vs H,:0>07?
(c) (12 ptos) Seja Xi,..., X, uma amostra aleatéria da densidade f(x,0) = 2z/6?
onde 0 < x < 6. Encontre um intervalo de confianga (1 — «) exato para 6.

Questao 2

Assuma que (N7, No, N3) tenha distribuigdo multinomial com tamanho de amostra n

(> 2) e vetor de probabilidades (p1, p2, p3)-

(a) (7 ptos) Encontre o estimador de maxima verossimilhanga de 7 = pps.
(b) (8 ptos) O estimador encontrado em (a) é ENVUMV? Se nao, encontre-o.

(c) (7 ptos) Seja 0 < 6 < 1. Encontre o teste de RVG para testar
Hy:pr=0, pp=20(1-10), ps=(1-06)

versus a hipotese alternativa H,: nao se cumpre Hy.

(d) (3 ptos) Qual é a distribuigao assintética do teste encontrado em (c)?

Questao 3
Sejam Yy, ...,Y,, varidveis aleatérias independentes tais que Y; ~ N(Bx;,0?), onde

b € R e os x; sao numeros conhecidos.

(a) (5 ptos) Encontre estatisticas conjuntamente suficientes para (3, 0?).
(b) (6 ptos) Encontre os ENVUMYV para 3 e o2

(c) (6 ptos) Encontre os estimadores de méaxima verossimilhanga de 3 e 0.



(d) (8 ptos) Suponha ¢? conhecido. Encontre o teste mais poderoso de tamanho a

para testar
Hy:6=0vs H,: =0
com [y > 0 especificado.
Questao 4

Seja X71,..., X, uma amostra aleatéria da densidade,
flz,0) =00+ (1-2), 0<2<1, 6>0.

(a) (6 ptos) Encontre um estimador de momentos para 6.

(b) (6 ptos) Determine a distribui¢ao assintética do estimador encontrado em (a)

especificando os parametros da distribuicao.

(c) (7 ptos) Determine a distribuicdo assintética do estimador de maxima verossimi-

lhanca de 6 especificando os parametros da distribuicao.

(d) (6 ptos) Encontre o estimador de maxima verossimilhanga de (260 +1)/(1 + 62).

Questao 5 Sejam Xi,..., X, uma a.a. de uma distribuicao geométrica com funcao de

probabilidade
f(z]0) =(1—-0)"0, x=0,1,2,..

e 6 € (0,1) desconhecido. Suponha que @ tenha distribuigao priori Beta(a, [3)

a) (7 ptos). Encontre o estimador de Bayes de 6 sob a perda quadrética.
b) (5 ptos). O estimador encontrado no item a) é viesado?
c) (5 ptos). O estimador encontrado no item a) é consistente?

d) (8 ptos). Encontre o estimador de Bayes de (1 — 0)/6? sob a perda quadratica.



Exame de quailificacao

Probabilidade, Janeiro 2010
e A prova € composta de 5 questoes.
e A duracao da prova € de 4 horas.

e Nao € permitido consulta.

Inicie cada questao em uma nova folha. Use s6 um lado de folha. Escreva
de maneira clara e organizada. Numere e identifique cada folha utilizada.

Tranquilidade e bom trabalho!

1. Seja (§2, F,P) um espago de probabilidade. Para A, € F,n =1,2,..., mostre
que se
liminf A,, = limsup A4, = A,

n—oo n—oo

entdao P(A,) — P(A), onde

limsup A,, = ﬁ D Ap, liminf A, = D ﬁ Ay
n—oo n=1k=n e n=1k=n

2. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade e seja X uma v.a. positiva com
0 < EpX < co. Mostre (enunciando sem demonstrar os resultados utilizados)
que:

(a) se, para A € F,
Ep(X14)
A =

entao (2, F,Q) é um espaco de probabilidade;

(b) se Y : Q — R é uma v.a. entao

Ep(XY)

EoY =
Q EpX

3. Sejam X e Y v.a. em (22, F,P) e A uma o-élgebra contida em F.



(a) Dé as defini¢oes de E(X | A) e E(X | Y).

(b) Mostre que E[E(X | Y)] = EX.

4. (a) Enuncie e prove o lema de Borel-Cantelli.
(b) Dé um exemplo de uma sequéncia de v.a. i.i.d. que nao satisfaz lei forte dos
grandes nimeros (justifique!).

5. Sejam Xj, Xs,... v.a. i.i.d. Uniformes (0,a). Mostre que para todo a > 0
temos que n~X» — 0 em probabilidade, mas nao quase certamente.



Exame de Qualificacao de Probabilidade

Mestrado em Estatistica
25 de fevereiro de 2010.

1. A prova consiste de 5 questoes que devem ser respondidas de forma
mais completa possivel.

2. Nao é permitido consulta

3. Inicie cada questao em uma folha separada. Escreva somente em um
lado da folha.

4. Coloque no alto de cada folha o nimero da questao sendo respondida
e seu nome.



. Sejam Xy,..., X, variaveis aleatérias independentes e idénticamente
distribuidas com distribuicao comum Cauchy, isto é, sua densidade
comum ¢é dada por

1
T)=——"—, —00<T<0
f@) (1 + 2?)
e sua funcao caracteristica
p(t) =e M, —oo <t < 0.

(i) Qual a distribuicao da média amostral X,, = (1/n)(X; +...+ X,,)?
Defina as variaveis
_ Z?:l Xj e 7 — Z?:l Xj

NLD " n?
(ii) Examine as convergéncias em distribui¢ao e em probabilidade das
sequéncias (Yy,)n>0 € (Zn)n>o0-

Y,

. Sejam X1, Xo, ..., X, v.a’siid U(0,1). Defina
U,= min X; e V,= max X;.

1<i<n 1<i<n
(a) Mostre que o vetor (nU,,n(1—V,)) converge em distribuigao e ache
a distribuicao limite.

(b) Seja R,, = V,, — U,. Ache a distribuigao assintética de n(1 — R,,) e
mostre que R, — 1 em probabilidade.

. Considere o triangulo com vértices (—1,0),(1,0),(0,1) e seja (X,Y)
um vetor aleatorio uniformemente distribuido neste triangulo. Ache
E(X +Y).

. Se {Br,1 < k < n} sdo eventos em um espago de probabilidade
(Q, A, P) tais que

> P(By)>n-1
k=1

entao
P(Ng_,Bx) > 0.

. Sejam Uy, Us, ... v.a’s independentes tais que Uy, ~ U(—ay, ai). Mostre
que se existe M > 0 tal que |ax] < M mas > a? = oo entdo vale a
condicao de Lindeberg.



