
Álgebra Comutativa-MM427 - 1S 2009 - Exame de Qualificação

Nome: RA: 17/07/2009

Em todas as questões a palavra “anel” significa anel comutativo com identidade não nula. Todo módulo é
um módulo (unitário) sobre um anel. Sistemas multiplicativos não contém o zero. Escolha questões de modo
que o total de pontos posśıveis seja 100. Respostas sem justificativas não serão consideradas. Bom trabalho!

1. Determine se cada uma das afirmações abaixo é verdadeira ou falsa.

(a) (05pts) Se A ⊆ B é uma extensão de anéis, então dimKr(A) ≤ dimKr(B).

(b) (05pts) Todo módulo livre é injetivo.

(c) (05pts) Um ideal primo P é minimal no conjunto dos ideais primos contendo um ideal dado I se,
e somente se, alt(P/I) = 0 (aqui alt é a altura de um ideal).

(d) (05pts) Se U, V, W são A-módulos com U 6= {0} e U ⊗A V é isomorfo a U ⊗A W , então V é
isomorfo a W .

(e) (05pts) Seja F = K(x1, . . . , xn) o corpo de frações do anel de polinômios K[x1, . . . , xn] onde K é
um corpo. Então, todo elemento de F\K é transcendente.

(f) (05pts) Se J é o radical de Jacobson de A e S é um sistema multiplicativo, então S−1J é o radical
de Jacobson de S−1A.

(g) (05pts) Se A ⊆ B é uma extensão integral de anéis, Q é ideal primo de B e P = Q ∩A, então Q
é ideal maximal se, e somente se, P for ideal maximal de A.

2. (05pts) Dê um exemplo de um epimorfismo de A-módulos V
π−→ W e um A-módulo M tais que o

homomorfismo correspondente HomA(M, V ) π−→ HomA(M,W ) não seja sobrejetor.

3. Suponha que I seja um ideal do anel A contido no radical de Jacobson, considere B = A/I e sejam V,W
A-módulos com V finitamente gerado e f ∈ HomA(W, V ). Sejam também W ′ = W/IW, V ′ = V/IV e
f ′ ∈ HomA(W ′, V ′) o homomorfismo induzido por f . Mostre que:

(a) (05pts) Se B ⊗A V = 0, então V = 0.

(b) (05pts) Se f ′ é sobrejetor, f também é.

4. (10pts) Suponha que A ⊆ B seja uma extensão integral de anéis e que S ⊆ A seja um sistema
multiplicativo. Mostre que S−1B é extensão integral de S−1A.

5. (10pts) Calcule a dimensão de Krull do anel Z[x, 1/5,
√

5].

6. (a) (05pts) Defina ideal primário e decomposição primária de um ideal.

(b) (10pts) Considere o anel de polinômios A = K[x, y] onde K é um corpo. Encontre duas decom-
posições primárias reduzidas distintas para o ideal I = (x2, xy).

7. (10pts) Suponha que A seja um anel Artiniano e J seja o radical de Jacobson de A. Mostre que A/J
é isomorfo a um produto cartesiano finito de corpos.

8. Seja A um anel Noetheriano.

(a) (05pts) Suponha que A seja local e que J seja um ideal M-primário de A onde M é o ideal
maximal de A. Mostre que todo ideal K satisfazendo J ⊆ K ⊆M é M-primário.

(b) (10pts) Sejam P um ideal primo de A, I um ideal P -primário e S o conjunto de todas as cadeias
de anéis P -primários contendo I. Mostre que existe uma cota superior finita para o comprimento
das cadeias em S.

(c) (10pts) Sejam P, I e S como no item anterior e S′ o conjunto dos elementos maximais de S.
Mostre que todo elemento de S′ tem o mesmo comprimento (a ordem parcial em S é dada por
c ≤ c′ se c′ for um refinamento de c).

Dica para (b) e (c). Considere B = AP /IP e o B-módulo PAP /IP (aqui AP é a localização de A em
P e IP é a imagem de I em AP ). Calcule dimKr(B). Use (a) com A = B e J = (0).
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Ao resolver cada questão, enuncie os resultados utilizados.

1. Seja E um espaço normado, e seja M um subespaço de E de dimensão
finita. Seja y ∈ E \M , e seja

d = d(y,M) = inf
x∈M

‖y − x‖.

(a) Prove que existe x ∈M tal que ‖y − x‖ = d.

(b) O vetor x de (a) é único? Prove ou exiba um contra-exemplo.

2. Sejam E e F espaços de Banach, e seja T : E → F uma aplicação tal
que ψ ◦ T ∈ E ′ para cada ψ ∈ F ′. Prove que T é linear e cont́ınua.

3. Sejam E e F espaços de Hilbert, e seja T ∈ L(E;F ). Prove que as
seguintes condições são equivalentes:

(a) ‖Tx‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E.

(b) (Tx|Ty) = (x|y) para todo x, y ∈ E.

(c) T ∗Tx = x para todo x ∈ E.

Sugestão: Para provar a implicação (a) ⇒ (b) note que ‖T (λx + y)‖2 =
‖λx+ y‖2.



4. (a) Prove que ∫ π

−π

t
sinnt√

π
dt = (−1)n+1 2

n

√
π.

(b) Prove que
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
.

Sugestão: Para provar (b) use (a) e a identidade de Parseval.

5. Sejam E e F espaços normados, e seja T : E → F uma aplicação
linear e cont́ınua.

(a) Prove que T : E → F é cont́ınua se E e F são munidos das topologias
fracas.

(b) Prove que T ′ : F ′ → E ′ é cont́ınua se F ′ e E ′ são munidos das
topologias fracas-estrela.
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Questão 1 (2 pontos)
Considere a matriz

X =

 0 −1 −1
1 0 −1
1 1 0


como um elemento da álgebra de Lie de SO(3). Determine o subgrupo a um
parâmetro exp(tX).

Questão 2 (2 pontos)
Sejam G e H grupos de Lie e ϕ : G → H um homomorfismo de grupos
cont́ınuo. Prove que ϕ é um homomorfismo de grupos de Lie.

Questão 3 (2 pontos)
Dê exemplo de dois grupos de Lie não abelianos que não são isomorfos, mas
cujas álgebras de Lie correspondentes são isomorfas. Demonstre todas as
suas afirmações.

Questão 4 (2 pontos)
Use ações transitivas de grupos para construir topologias e estruturas difer-
enciáveis no conjunto das estruturas complexas em R2n. Lembre que uma
estrutura complexa em R2n é uma aplicação linear J : R2n → R2n tal que
J2 = −1.

Questão 5 (2 pontos)
Seja G um grupo de Lie conexo, e seja g a álgebra de Lie correspondente.
Mostre que os autovalores de ad(X), X ∈ g são imaginários puros e con-
clua que a forma de Cartan-Killing 〈X, Y 〉 = tr(ad(x)ad(y)) de g é negativa
semidefinda.



Exame de Qualificação de MM440(Curvas Algébricas)- 2o Sem/2009
Nesta prova Q, R e C denotarão respectivamente os corpos de números racionais, reais e complexos.

Escolha 10 entre as 12 questões propostas

1. Dado um corpo K, considere para cada n ∈ N o conjunto Vn = {(x, y, z) ∈ A3(K); x + y + z = n}.
Pergunta-se: V = ∪nVn é um subconjunto algébrico de A3(K)? Justifique sua resposta.

2. Enuncie os teoremas de zeros de Hilbert.

3. Sejam K um corpo algebricamente fechado e I, J ideais próprios do anel de polinômios S = K[X1, · · · , Xn].
Considere V1 = ϑ(I) = {a = (a1, · · · , an) ∈ An(K); f(a) = 0 ∀ f ∈ I} e V2 = ϑ(J). Mostre que:

V1 = V2 ⇐⇒ existem m, n ∈ N; In ∈ J e Jm ∈ I

4. Dadas duas curvas F,G ∈ C[X, Y ] . Considere o ideal I = (F,G) ⊆ C[X, Y ] , sabe-se que
1 ≤ ](ϑ(I)) = n < ∞. Mostre que: Se J =

√
I e R = C[X,Y ]

J então n = dimC(R) =dimensão de R como
C-espaço vetorial. Cacule n para F = Y 2 −XY + X(X − 1) e G = Y −X2.

5. Seja C ⊂ A2(C) a curva afim e irredutível dada pela equação Y 2 − XY − X(X − 1) = 0. Considere
R = C[C] o seu anel de coordenadas (ie, R = C[x, y] com y2 = xy + x(x− 1)) e k(C) o seu corpo de funções
racionais. Dado z = x

y encontre o conjunto dos polos e dos zeros de z.

6. Dada a curva afim F = X3 + 3X2 + Y 2 + XY + 2X − Y + 1 ∈ A2(C). Verifique que o ponto P = (−1, 1)
está em F e que que ele é um nó.

7. Dadas as curvas F = Y 4X2 + Y 2X2 + Y 3 + X2 e G = Y 3X2 + Y X2 + Y 2. Calcule I(P, F ∩ G), onde
P = (0, 0).

8. Enuncie o teorema de Bezout para curvas planas e projetivas e mostre que se C1 e C2 são cônicas
projetivas, irredutíveis , distintas e ](C1 ∩ C2) ≤ 3 então as cônicas se tangenciam.

9. Seja C a cúbica regular , dada pela equação ZY 2 = X(X2 − Z2). Considere C,⊕ com a estrutura de
grupo aditivo tendo O = (0 : 0 : 1) como elemento neutro. Dados P1 = (1 : 0 : 1), P2 = (1 : 0 : −1) e
Q = (0 : 1 : 0). Mostre que: 2P1 = 2P2 = 0 e que P1 ⊕ P2 = Q, ou seja, H = {O,P1, P2, Q} é subgro (de
Klein) de C.

10. Seja F = C(x, y) o corpo das funções racionais da cúbica regular zy2 = x(x − z)(x − 2z). Tome
(x)0 e (x)∞ os divisores de zeros e de polos, respectivamente, de x. Calcule o grau de cada um deles (ie,
deg((x)0) =? deg((x)∞) =? )

11. Seja C ⊂ P2(C) uma curva regular com corpo de funções racionais F e gênero g = 1. Mostre que: para
todo P ∈ C (estamos identificando ponto de C com place) e para todo 1 ≤ r ∈ N, dim(rP ) = r.

12. Sejam D e D′ dois divisores de uma curva regular C ⊂ P2(C). Mostre que: Se D + D′ = W com W
sendo um divisor canônico então: dim(D)− dim(D′) = 1

2 (deg(D)− deg(D′)).

1



Exame de qualificação ao Doutorado
MM–444, Álgebra não Comutativa

Dezembro de 2009

1. (2 pt) a) Definir anel semi-simples (completamente redut́ıvel).
b) O anel das matrizes triangulares superiores n× n sobre R é semi-simples?
c) O anel das matrizes diagonais n× n sobre R é semi-simples?
d) O anel das matrizes n× n sobre Z é semi-simples?

2. (1 pt) Seja V um espaço vetorial de dimensão infinita (enumerável) e seja A o conjunto
de todos operadores lineares em V que são do tipo T+λI, onde a imagem de T têm dimensão
finita, I é o operador identidade de V e λ percorre o corpo de escalares.

a) Mostrar que A é um subanel do anel de todos operadores lineares em V (com as
operações usuais). Este anel é primitivo?

b) O anel A é artiniano à direita? Noetheriano à direita?

3. (3 pt) a) Sejam A e B duas álgebras sobre um corpo F tais que A ⊗F B é simples.
Mostrar que A e B são simples.

b) Definir grupo de Brauer de um corpo F .
c) A álgebra C⊗R C é com divisão? Ela é simples?

4. (3 pt) Seja L uma álgebra de Lie.
a) Definir álgebra universal envolvente U(L) de L.
b) Seja dimL = 3 e sejam u, v, w uma base de L tal que [u, v] = w e [w, u] = [w, v] = 0.

Responder às perguntas abaixo:
(b1) U(L) é noetheriana ou não?
(b2) Qual o centro de U(L) ?

5. (1 pt) Seja L = L(x1, x2, . . . , xn) a álgebra livre de Lie com geradores livres x1, x2,
. . . , xn e seja L′ = [L,L] a álgebra derivada de L. Mostrar que o conjunto

[xi1 , xi2 , xi3 , . . . , xik ], i1 > i2 ≤ i3 · · · ≤ ik, k ≥ 2,

é uma base de L′.

Boa prova!



Exame de Qualificação do Doutorado
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RA Nome .

1. Seja E um espaço normado de dimensão finita, e seja M um subespaço
próprio de E. Prove que existe y E E, com Ilyll = 1, tal que IIy - xII ~ 1
para cada x E M.

Sugestão: Use o Lema de Riesz.

2. Seja E um espaço normado, e seja P E C(E; E) tal que p2 = P.
Sejam M = 1mP e N = KerP.

(a) Prove que E = M + NeM n N = {O}.
(b) Dado T E C(EjE), prove que TP = PT se e só se T(M) C Me

T(N) C N.

3. Seja E um espaço de Banach, e sejam M e N dois subespaços fechados
de E tais que E = M + N. Prove que existe uma constante c > O tal que
cada x E E admite uma representação da forma

x = s + t, onde sEM, tE N, IIsll + IItll :; cllxll·

Sugestão: Use o Teorema da Aplicação Aberta.

4. Seja E um espaço com produto interno, e sejam x, y E E. Prove que

IIx + Àyll ~ IIxll para cada À E IK{:}x ..L y.



5. Seja E um espaço de Hilbert separável, e seja (Xj)~l uma sequência
ortonormal completa em E.

(a) Prove que existe um único operador TE .c(E; E) tal que TXj = Xj+l
para cada j E N.

(b) Se T* E .c(E; E) é o operador adjunto, prove que T*Xl = Oe T' x, =
Xj-l para cada j ~2.

(c) Prove que T*T = I, mas TT* 1= I.



DM-IMECC-UNICAMP
Primeiro Exame de Qualificação de Doutorado
Análise - Equações Diferenciais Parciais I
16/12/2009

AlunojRA: -------------------------------/-----------

Escolha 4 (quatro) questões. Cada questão vale 2,5 pontos.

Questão 1. Sejam O um aberto limitado do ]Rn (n 2: 2) com fronteira suave
e G a sua função de Green. (G(x, y) = <l>(x - y) - <l>X(y), onde <l> é a solução
fundamental do Laplaciano e <l>Xé a função contínua em O, harmônica (de classe
C2) em O e igual a <l>(x-·) em ao.) Para quaisquer x,y E o com x #- y, mostre
que

a) G(x, y) > O;
b) G(x, y) < <l>(x - y) se n 2: 3;
c) G(x, y) < <l>(X~Y), se n = 2, onde d é o diâmetro de O.
d) Descreva, em termos da função de Green G, a solução do problema

-~U = f em O, ulao = o.

Questão 2. Sejam O um aberto limitado do IRn, T > O, OT = O X (O, T], rT a
fronteira parabólica de OT (rT = aOT - (O x {t = T}» e b um dado vetor do
IRn. Prove o Princípio do Máximo Forte para a equação Ut; - ~u+b.\lu = -1
em OT (8. ~X, x E O, t E (O, T]). Mais precisamente, prove que se u E
C2 (OT ) nC (OT) é uma solução desta equação, então o máximo de u em OT não
pode ser atingido num ponto de OT - rT.

Questão 3.
a) Se Utt - 8.u = O em IR3 x (O, (0) (x E IR3, t > O, ~ = 8.x) e u(', t)

é radial (com simetria esférica, u(x, t) = ver, t), r = Ix!) então u é da forma
u(x, t) = F(r + t) + G(r - t) .

r
b) S ' 1 - d bl { v« - ~u = O, x E IR3, t > Oe u e so uçao o pro ema (O) = O (O) = () lIJ)3U x, , Ut; x, 9 r , x E JN..

então u = 21r J::trg(r)dr, com 9 estendida a IR de forma par (g(-r) := 9(7)
se 7 < O).

c) Resolva o problema

{

Utt - ~u = e-1xI2, x E IR3, t > O
u(x, O) = Ut;(x, O) = O, x E IR3.

Deixar a resposta dependendo de integrais da função e-T2
•



Questão 4.
12:12

:a) Seja K(t), K(t)(x) = (47r)-n/2 fRn e--;U dx, o núcleo do calor no lRn,

t > O, ,x E lRn. Prove que K(t) -t Ó em S'(lRn) (no sentido das distribuições
temperadas no lRn) quando t -t 0+ i.e. limt->o+(K(t), cp) ~ (ó, cp) := cp(O),
para qualquer ip no espaço de Scwartz S(lRn).

b) Sejam sE lR,uo E HS = HS(lRn) e u(t) := (e-itl~12úà)V, t E lR,i = v=I.
Mostre que u(t) E HS para todo t E lR, lIu(t) - uollHs -t O quando t -t O
e Ut = i8.u em S'(lRn) i.e. limh->o(u(t+~-u(t), cp) = (i8.(u(t», cp) para quaisquer
tE lRe cp E S(lRn). (8. = 8.x, x E lRn.)

Questão 5. Considere o problema de Cauchy para a KdV (equação de
Korteweg-De Vries)

{
Ut = Uxxx + uUx, x E lR, t > O
u(x, O) = Uo(x), x E lR.

Sejam A1 um subespaço vetorial real de dimensão finita da classe de Schwartz
S = S(lR) e HS o espaço de Sobolev HS(lR) real (só com funções reais).
Suponhamos que o dado inicial Uo esteja em M e que valha a estimativa
I(UIUUx)HsI :S cllullk. para alguma constante c (estimativa do Kato) , qualquer
que seja u E S, obtenha (mostre a existência de) uma solução u E COO (lRx [O, T»
deste problema, onde T = (cll Uo11n» ) -1 (se Uo = O, u = O é solução) e mostre
que

para todo t E [O, T), u(t) = u(-, t).
Sugestão: Dada uma base de M, {cpl, ... ,cpm} (m = dimM) ortonormal

em relação ao produto interno do HS, temos que u( t) = 2:,7=1 j3j (t)cpi é uma
solução de (*) se (e somente se) as funções j3j satisfazem o sistema de edo's
j3{(t) = 2:::;:1 j3j(t)( ~xxlcpl)Hs + 2:::~k=1j3j(t)j3k(t)( ~cpklcpl)Hs, com a condição
inicial j3j(O) = (Uolcpi)Hs, 1= 1,'" ,m. Justificada a existência (também temos
a unicidade) de solução deste sistema definida em algum intervalo maximal
[O, Tmax), estime c1tllu(t)1I1s. Use o seguinte fato de EDO (sem demonstrar)
sob hipóteses razoáveis: Se p' :S f(p), p(O) = po e,' = fCl), ,(O) = Po, para t
variando num intervalo contendo a origem, então p(t) :S ,(t) para todo t neste
intervalo.



Exame de Qualificação de Doutorado

Geometria Riemanniana
Dezembro de 2009

Questão 1 (2 pontos)
Seja U := {(u, v) ∈ R2 | 0 < v < ∞,−ε < u < 2π + ε} e seja S = φ(U) um
parabolóide de revolução, onde φ : U → R3 é dada por:

φ(u, v) = (v cos(u), v sin(u), v2).

Encontre a equação de uma geodésica passando pelo ponto (1, 0, 1), e cujo
vetor tangente é da forma (a, b, a).

Questão 2 (2 pontos)
Sejam M e M variedades riemannianas e f : M → M um difeomorfismo.
Assuma que M é completa e que existe uma constante c > 0 tal que ||v|| ≥
c · ||dfp(v)|| para todo p ∈ M e todo v ∈ TpM . Prove que M é completa.

Questão 3 (1 ponto cada item)
Uma variedade riemanianna M de dimensão n ≥ 3 é chamada Einstein se
para quaisquer campos tangentes X e Y vale que Ric(X, Y ) = λg(X, Y ),
onde Ric é a curvatura de Ricci da métrica g, e λ : M → R é uma função
diferenciável. Mostre que:

(a) Se M é uma variedade Einstein conexa, então λ é constante.

(b) Se n = 3 e M é uma variedade Einstein conexa, então M tem curvatura
seccional constante.

Questão 4 (2 pontos)
Mostre que duas variedades riemannianas de dimensão n completas, simples-
mente conexas e de curvatura nula são globalmente isométricas. Em outras
palavras, é um Rn com a métrica euclideana.



Questão 5 (1 ponto cada item)

(a) Dê um exemplo de uma variedade completa de curvatura seccional con-
stante igual a 1 que não seja a esfera padrão.

(b) Dê um exemplo de uma variedade completa de curvatura seccional con-
stante igual a 0 que não seja o Rn munido da métrica euclideana.


