Exame de Qualificagao em Analise
Mestrado — Julho de 2008

Nome:
RA:

Questao 1

(a) Mostre que a fungao f : R? — R dada por f(z,y) = 2° ¢ uma aplicagio aberta mas
nao € uma submersao.

(b) D& um exemplo de uma aplicagao f : R — R? de classe C™ que seja injetiva mas

nao seja uma imersao. Justifique.

Questao 2 Considere uma funcio continuamente diferenciavel
[ A a 2 4
YW= {iﬂl'l’h U-’2:- %3, !J"Ili-] + L,f C m = IR

tal que para um certo (T, %2) € intl tem-se que ¢/(Z, T2) é injetora.

(a) Mostre que para algum par (i,j), com ¢,7 € {1,...,4}, e i < j, existe um aberto V
com (%;,%2) € V C intlU e tal que a aplicagio definida para (x,,z2) € V por h(z;,2;) =
(¥i(21, x2), ¥ (21, 22)) € um difeomorfismo C* sobre um aberto W C R?,

Sugestao: considere a matriz Jacobiana da aplicacio no ponto (Z;, Z3)

(b) Suponha por simplicidade que o resultado do item (a) valha parai = 1, j = 2. Mostre
que para todo (z,x2) € V existe um tnico (y;, y2) € W e uma funcio [ = (f1, f2) : W — R?
tal que ¥(zy, 22) = (1, %2, (v, v2), f2(4h,42)). Em outras palavras, mostre que ¢(V) é o
grafico de f: W C R? — R?

(3) Seja [ = (f1, [z, f3) : U — R? uma funcio ndo identicamente nula de classe C* e
posto 3 em todos pontos do aberto U C R", n = 3. Mostre que a fungao g(z) definida por
glz) = fi(x)? + fo(2)? + fa(z)?, x € U, ndo tem ponto de maximo no aberto [/,

Sugestao: argumente por contradicido considerando Vg e observando o sinal de g.



Questao 4 Considere o problema de encontrar os pontos criticos da fungio f: R* = R
dada por f(z,y, z,w) = 2 + w?, submetidos acs vinculos g;(z,y, z,w) =0, galx,y, 2, w) =
1, gs(z,y,z,w) =1, onde as trés fungdes vinculantes sdo dadas por gy(z,y,z,w) =
22—, glayzw) =2+ + (2= 12+ (w—12 glz,yz,w) =2-2% -y

(a) Identifique o conjunto dos pontos admissiveis, isto ¢,

Z

{(z,y.2.w) R : gy, 2,w) = 0, 0a(x, 9, 2,w) = 1, ga(w,y, 2, w) = 1},

e mostre que ele estd contido em um subespaco afim (isto é, um transladado de um subespaco
vetorial) de dimensio dois.

(b) Enuncie a forma geral do método cldssico dos multiplicadores de Lagrange. Este
método pode ser aplicado ao problema de encontrar os pontos criticos da f deserita acima
com os vinculos dados? Justifique.

(c¢) Encontre os pontos criticos do problema vinculado e classifique-os.

Questao 5
(a) Seja f:R" — R™ diferencidavel. Mostre que o operador pullback f* é tal quese e e
3 sdo formas de grau k e I, respectivamente, entdo f*(o A 3) = f*(a) A f*(53).
(b) Sendo f como no item (a), mostre que o operador diferenciagio exterior e o operador
pullback f* comutam.
Sugestdo: proceda por inducao finita.
(¢) Ainda com as notagoes do item (a), se a for uma forma fechada, f*(a) é fechada? Se

e for uma forma exata, f*(o) € exata? Justifique suas respostas.

Questdo 6 Considere a calota M = {(z,y,2) € R: 2 +y? +22=1e z > 1/2} e a
2-forma 8 = 2zdx A dz + 2zdy A dz.

(a) Obtenha uma 1-forma o tal que do = 3.

(b) Exiba uma parametrizacio de dM.

(c) Calcule f,, 5.
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Escolher questdes cujo total de pontos possiveis seja 100. Bom trabalho!

1. Escreva as definigbes dos seguintes conceitos:

(a) (O5pts) Auto-espago generalizado de um operador linear.
(b) (05pts) Niicleo de uma forma bilinear.

2. (05pts) Enuncie a propriedade universal do produto tensorial entre dois espagos vetoriais.
3. Responda se cada uma das afirmactes abaixo é verdadeira ou falsa justificando suas respostas.

(a) (05pts) Se A € My (C) existe P € GL,(C) tal que PAP~1 = At

(b) (05pts) Se A é uma matriz mxn, B é uma matriz nxm e n < m, entdo det(AB)=0.

(c) (05pts) Sejam A uma matriz simétrica associada a uma forma quadrética fem V =C"e
g:V xV — C a forma bilinear determinada por A. Se os autovalores de A séo distintos,
entéo existe um vnico conjunto {V1,...,V,} de subespagos unidimensionais de V' que
geram V e satisfazem g(V;, V;) = {0} quando i # j.

(d) (05pts) A imagem de uma fungdo bilinear é um subespaco vetorial do seu contradominio.

4. (10pts) Seja f(z,y,2) = 222 4 5¢° + 222 — dzy — 2zz + 4yz uma forma quadrética em R3.
Calcule a matriz de f na base {(2,0,-1),(1,~1,-2),(0,1,3)}.

5. (10pts) Sejam T e S dois operadores lineares autoadjuntos em V = C™ com o produto interno
usual (u,v). Mostre que se (T'(v),v) = (S(v),v) para todo v € V entdo T = S.

6. (10pts) Suponha que V seja um espago vetorial real de dimensdo 5 e que T : V — V seja
uma, aplicacfio linear com polindmio minimo igual a p(z) = z(z® + 1). Descreva as possiveis
decomposi¢bes de V' em subespagos invariantes por T.

7. (15pts) Seja T : V — V o operador linear em V = C* definido por
T(z,y, 2,w) = (—2z + 4y, — + 2y, ~2z + 4y = 2,3z — 6y — w).
Encontre uma base de Jordan para T e a forma candnica de Jordan de T'.

8. (15pts) Suponha que T, S : V' — V sejam operadores lineares sobre um espaco vetorial real
V de dimensfo finita satisfazendo T'S = ST. Se p(z) é um fator irredutivel do polinémio
caracterfstico de T', mostre que o espago V, = {v € V : (p(T))¥(v) = 0 para algum k > 0} é
um subespago S-invariante néo trivial.

9. (15pts) Mostre que se A € M,(C) é anti-hermitiana, entdo A é unitariamente diagonalizdvel
e seus autovalores sio imagindrios puros.



Exame de Qualificacao: Topologia
16,/07 /2008

Escolher quatro das seguintes questoes:

1.

a) Sejam X e Y espagos topoldgicos onde Y é compacto. Seja zg € X.
Prove que para qualquer aberto NV tal que {zp} x Y C N C X x ¥, existe
um aberto U X tal que {zmp} =Y CUx¥ CN.

b) Provar que se X e Y sfo compactos entio X x ¥ € compacto. Nao
pode assumir o teorema de Tychonoff,

a) Sejam X um espago topolégico regulare A C U C X com A compacto
e L7 aberto. Provar que existe um aberto V tal que AC V C V C UL

b) Seja {X; : i € I'} uma familia de espagos topolagicos. Prove que o
produto I[1;-; X; é regular se e somente se cada fator X, é regular.

a) Prove que todo espago métrico € normal.

b) Seja (X, d) um espago métrico compacto e § uma familia de fechados
com intersecio vazia. Prove que existe uma constante A = 0 tal que todo
subconjunto A de X com difimetro menor que A é disjunto de algum F € §.

Topologia dos intervalos semi-abertos (reta de Sorgenfrey), Consideramos
R com a topologia definida pela base dos intervalos semi-abertos [a,b),
denotamos este espaco topoldgico por By. Prove que

{a) Ry verifica o primeiro axioma de enumerabilidade e nao verifica o
segundo axioma de enumerabilidade.
(b) Ry ¢ separavel e Lindelof
(c) Ry & normal.
(d) Ry = Ry nao é Lindelof. Considere L = {{z, —z) : z € R} prove que
& fechado e discreto.
a) Seja X um espaco topoldgico. Prove que as segnintes condigtes sao
equivalentes:

i.- Toda aplicacio contimua f : §' — X é homotdpica a uma aplicagio
constante.

ii.- Toda aplicacio continua f : 87 — X tem uma estensio a uma aplicacio
continua F : D? — X,

iii.- Para todo xg € X, m (X, zp) = 0.
b) Prove ou dé contra~exemplo para as seguintes afirmacoes:
i- m(8! x §% x RP?) = Z x Z,.

ii- B? & homeomorfo a B3,



