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INSTRUCOES

1. A duragio da prova é de quatro (4) horas.
2. Néo é permitida consulta.

3. Inicie cada questdo em uma nova folha. Escreva de maneira clara e organizada. Nu-

mere e identifique cada folha utilizada.
4. Escolha e resolva quatro (4) das cinco (5) questoes apresentadas a seguir.

5. Trangiiilidade e Boa Sorte.



1. Considere uma amostra simples, X7, proveniente da seguinte densidade
f@) = (/) exp (o —af) = | /ASPET ) s m>e
(1/2)exp(z —a) se z<
1.1. [9pts] Calcule o teste mais poderoso de tamanho é para Hy: a=ap vs Hy:a =
a1, o3 > ag, emque 1 — 4§ >> 1/2.
1.2. [6pts] Considere o espago dos testés mais poderosos de tamanho 6, em que 1-6 >>
1/2, para Hp: @« =1 vs H; : a = 2. Determine o elemento desse espaco, isto ¢, o

teste, que minimiza a soma P(Erro do tipo I) + P(Erro do tipo II) e calcule seu

tamanho.

1.3. Assuma que a quantidade « seja aleatéria e que a distribui¢ao a priori para a seja

uma. exponencial de hiperparametro 1.

1.3.1. [5pts] Calcule a distribui¢do a posteriori de a; e

1.3.2. [5pts] Determine a regra de Bayes para o (considere a perda quadratica).



2. Seja X3, - - X, uma amostra aleatéria proveniente da distribuicso de Pareto néo padréo,
de parametros de posigao e escala y e o respectivamente e pardmetro de forma igual a

0, cuja distribuigdo acumulada apresenta a seguinte expressao

. 1_gxp{_@} e 234

0 ; se z< U
2.1. Assuma u = o conhecido.
2.1.1. [5pts] Obtenha o estimador de Méxima Verossimilhanga para o, o}y
2.1.2. [5pts] Verifique se a distribuigdo pertence a uma familia exponencial.
2.1.3. [5pts| Verifique se existe um ENVUMYV para o.
2.1.4. [5pts] Apresente uma quantidade pivotal para ¢ e determine o 100 x v %

intervalo de confianga para o.

2.2. [5pts] Discuta agora o problema de estimagao no caso paramétrico bidimensional,

isto é, para (u, o) desconhecido.



3. Prioris e Posterioris, Riscos e Informagdo Amostral.

3.1. [7pts] Demonstre a seguinte proposicao:
Considere a verossimilhanca de z, f(x|0) = h(x)e®>¥©®). Sejam p e A hiper-
pardmetros e k(-,-) uma fungdo conhecida. Definamos a distribuicdo a prior:

para 8 por

(01w, A) = k(p, A) exp{fu — A(6)}.

A posteriori para 0 apresenta, entdo, a forma
7@+ z, A +1)=k(p+z, 2+ exp{f(p+z) — (A + ‘1)1/1(0)}.

3.2. Assuma para z observado, uma verossimilhanga gama (a, ), dada pela forma

ﬂa xa—l -Gz

f(elos B) = gya'e

3.2.1 [4pts] Determine, a familia de prioris conjugadas para a quantidade aleatéria
(a, B)-

3.2.2 [5pts] Calcule a Informagao de Fisher Conjunta, I(a, 3), para z.

3.2.3 [4pts] Compare, assintoticamente, usando todos os resultados tedricos
que julgar convenientes (justifique), o estimador de méxima verossimi-
lhanca e o estimador de Bayes para (a, §).

3.3. [5pts] Considere a perda de Esscher L(, §) = exp{y0}(f — 6)?,, em que + é uma,
constante positiva. Se 7 representa uma determinada priori em 6, determine o

estimador de Bayes 6™, para a quantidade .



4. Para os itens 4.1-4.3, considere uma familia exponencial de um parametro.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

[7pts] Sob que condigdes, tal familia de distribuigbes tem razdo de verossimilhancas

monétona? Demonstre sua afirmativa.
[3pts] Tlustre 4.1 por dois exemplos, em detalhes.

[5pts] Mostre que o teste definido por

1 se E?:l T > k’
¢ (in) = Y se Z’:‘:l T = k;

i=1
0 se Y.,z <k,
é um teste UMP de tamanho a para Hy : p < po vs Hy : p > pg, em que 7 é tal

que

P(} " Xi > klp=po) +YPQ_ Xi = klp =) = a.

i=1 i=1

Considere, para os itens 4.4-4.5, X1, X3, ..., X;, uma amostra aleatéria N(6,1).
[5pts] Encontre o teste UMP para Hp : 6 < 6y vs H; : 0 > 6.

[5pts] Mostre que néo existe um teste UMP para Ho : 6 = 0o vs Hy : 6 # bo.



5. Seja X, - - -, X, uma amostra aleatéria da distribuicdo f(-|a, §) definida para o > 0, 8 >

0 por
' afez®! se 0<z < gt
f(z|a, B) =
0 caso contrario
5.1. [8pts| Determine a estatistica suficiente baseada na amostra Xj,---, X, para

(a, B). Fundamente sua resposta.

5.2. Considere nos itens 5.2.1 e 5.2.2 uma unica observagao, X, de

%x‘("‘“) exp{—pB/z} se >0

0 se <0

f(z|a, B) =

5.2.1. [6pts] Demonstre que esta familia corresponde a uma familia exponencial
k—paramétrica, apresente a forma canoénica e descreva seu espago natural
canonico.

5.2.2. [6pts] Especifique a forma da estatistica suficiente T(X) para (o, 5) (pode
justificar por que existe T suficiente?). Apresente a forma da fungao geradora

de momentos para T'(X) e determine E(T(X)).

5.2.3. [5pts] Deduza a forma da estatistica suficiente T* baseada na amostra Xy, - - -, Xy,
eem 7.
Dica: Resolva 5.2.1 e 5.2.2 usando uma amostra X. A amostra X;, Xs,..., X, deve

ser considerada no item 5.2.3.



EXAME DE QUALIFICACAO PARA O MESTRADO EM ESTATISTICA
PROVA DE PROBABILIDADE

janeiro de 200%

A prova é composta de 6 questies.

A duragdo da prova € de 4 horas.

Nao é permitido consulta.

Inicie cada questdo em uma nova folha. Use s6 um lado de folha. Escreva de maneira clara
e organizada. Numere e identifique cada folha utilizada.

Tranquilidade e bom trabalho!

1. Seja (Q, F, P) um espago de probabilidade. Mostre que:

e Se {w} € F, Vw € Qe P({w}) é constante (ou seja, nédo depende de w), entdo Q é finito.
e Para A, € F,n=1,2,..., mostre que se

liminf A, = limsup A, = A,

n-—00 n—oo

entdo P(A,) — P(A), onde

o0 o <]
limsup A, = n U Ap

7—00

n=1k=n

o0 o0 A4
liminf A, = | () Ax
n—o0

n=1k=n

2. Defina os 4 tipos de convergéncia de v.a.

(a) Convergéncia em probabilidade implica na convergéncia quase certa? Prove ou dé um
contra-exemplo.

(b) Convergéncia em L* implica na convergéncia em probabilidade? Prove ou dé um contra-
exemplo.

(c) Sejam X1, Xo,... varidveis aleatdrias independentes tais que
P(X, = 4n) =1/5 e P(X, = —n) = 4/5.
Mostre que a sequéncia X1, X2, ... ndo satisfaz Lei Forte dos Grandes Nimeros.
3. Considere uma sequencia de variaveis aleatorias independentes X, com distribuigao uniforme

no intervalo [—+/7, /n]. Determine se o Teorema Central do Limite é valido ou néo. Justifi-
que.



4. Considere uma urna e infinitas bolas numeradas 1,2, 3, ... (que estdo fora da urna). Considere
o seguinte mecanismo que consiste de infinitas etapas 1,2,3,...:
Na primeira etapa se colocam as bolas de 1 a 10 e se tira a 10.
Na segunda etapa se colocam as bolas de 11 a 20 e se tira a 20.
Sucesivamente, na n-esima etapa se colocam as bolas de 10(n — 1) + 1 a 10n e se tira a
10n-esima.
A primeira etapa dura meia hora. A segunda 15 minutos. Assim, cada etapa dura a metade
da anterior. :

(a) Descreva o conjunto A, das bolas estao na urna depois de cada etapa.
(b) Encontre liminf e limsup da sequencia definida no item anterior.

(c) Quantas bolas ficaram na urna depois de uma hora?

5. Considere uma urna e infinitas bolas numeradas 1,2, 3, ... (que estao fora da urna). Considere
o seguinte mecanismo que consiste de infinitas etapas 1,2,3,...:
Na primeira etapa se colocam as bolas de 1 a 10 e se tira a 1.
Na segunda etapa se colocam as bolas de 11 a 20 e se tira a 2.
Sucesivamente, na n-esima etapa. se colocam as bolas de 10(n—1)+1 a 10n e se tira a n-esima.
A primeira etapa dura meia hora. A segunda 15 minutos. Assim, cada etapa dura a metade
da anterior.

(a) Descreva o conjunto B, das bolas estao na urna depois de cada etapa.
(b) Encontre liminf e limsup da sequencia definida no item anterior.
(c) Quantas bolas ficaram na urna depois de uma hora?

6. Um avido tem 100 lugares na classe econdmica e todas as 100 passagens foram vendidas. O
primeiro passageiro que entrou estava distraido e escolheu um assento ao acaso. Os outros
passageiros entéo se comportaram da seguinte maneira: se o assento marcado no cartéo de
embarque estéd livre, o passageiro se senta no assento marcado; se o assento marcado esté

ocupado, o passageiro nao faz escAndalo, mas tranquilamente escolhe um dos lugares vazios
ao acaso e se senta 14. Mostre que

P(o tltimo passageiro vai conseguir sentar no seu lugar) = 1/2.
Dica: considere os eventos

Ay, = {o primeiro passageiro se sentou no lugar de k-ésimo},



